Capitulo 19. Exemplos: DERIVADAS e INTEGRAIS numéricas

8 Nov 2024
OBJETIVOS DO CAPITULO

e Calcular derivadas com quatro tipos de aproximagdes numericas do método de diferencas finitas: UDS, DDS,
CDS-2 e CDS-4.

e Calcular integrais com trés tipos de aproximagdes numéricas: regras do retangulo, trapézio e Simpson.

19.1 projeto programal9a

1) Objetivo do programa: calcular derivadas numéricas com quatro tipos de aproximacfes do método de
diferencas finitas: UDS, DDS, CDS-2 e CDS-4.

2) No Fortran, criar um projeto com o nome programal9a

3) No Fortran, criar e inserir no projeto o programa-fonte programal9a.f90
4) No Fortran, copiar exatamente o texto em vermelho mostrado na Tabela 19.1.
5) Criar e inserir na pasta do projeto o arquivo dados19a.txt mostrado na Figura 19.1.
6) Criar e inserir na pasta do projeto o arquivo comandos19a.gnu mostrado na Figura 19.2.
7) Inserir na pasta do projeto o arquivo Wgnuplot.exe
8) Comentarios sobre o programa:
(@) O programal9a.fo0 é composto pelo programa-principal e quatro sub-rotinas.
(b) A sub-rotina DADOS € usada para ler os dados do programa do arquivo dados19a.txt.
(c) A sub-rotina EXPONENCIAL ¢é usada para calcular a derivada de primeira ordem da fungéo f = e* com

quatro tipos de aproximac@es numéricas do método de diferencas finitas:

(g_fJ ~ F(x) _h f(x=h) (UDS: um ponto a montante) (19.1)

X X

(ﬂJ L ) - 1) (DDS: um ponto a jusante) (19.2)
dx /, h

(:_fj ~ fx+h) 2_h f(x=h) (CDS-2: diferenga central de 2 pontos) (19.3)
X X

(CDS-4: diferenca central de 4 pontos)

(ﬂ) _ 8f(x+h) — 8f(x-h) + f(x-2h) - f(x+2h)
dx /, ) 12h

(19.4)
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onde h = Ax é um intervalo em x usado para aproximar cada derivada. Esta sub-rotina também calcula o
erro de cada uma das quatro aproximacdes numéricas em relacdo a solucdo analitica da derivada que é
e~

(d) A sub-rotina POTENCIA é usada para calcular a derivada de primeira ordem da funcéo f = x> com os
quatro tipos de aproximac6es numéricas das Egs. (19.1) a (19.4). Esta sub-rotina também calcula o erro

de cada uma das quatro aproximagdes numéricas em relacio a solugéo analitica da derivada que é 5x*.

Tabela 19.1 Programal9a.fo0

program derivadas

use portlib

implicit none

integer :: i ! nimero da aproximagdo de cada delta
integer :: L ! nimero de refinos de hmax

integer :: ver ! auxilio de System

integer :: tipo_funcao ! tipo da funcdo a derivar
real*8 :: hmax ! maior delta

real*8 :: r ! razdo de refino dos deltas

real*8 :: X ! coordenada para calcular a derivada
real*8 :: exato ! solucdo analitica da derivada

call dados ! 1lé os dados do programa

open (6,file="saidal%a. txt") !

write(6,10)
10 format("#", t5,"h", t20,"E(UDS)", t35,"E(DDS)", t50,"E(CDS-2)", t65,"E(CDS-4)")

select case ( tipo_funcao )
case (1)
call exponencial
case ( 2 )
call potencia

end select

close (6)

ver = system ("Notepad saidal9a.txt")

call grafico
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contains

subroutine dados
ver = system ("Notepad dadosl9a.txt")
open (5,file="dados19a. txt")
read(5,*) tipo_funcao
read (5, *) hmax
read (5, ¥*)
read (5, *)
read (5, *)

close (5)

end subroutine dados

subroutine exponencial

real*8 :: xw, h, fp, £fw, £f1 UDS, f1 DDS, xe, fe, f1 CDS2, &

xww, xee, fww, fee, fl1 CDS4

! calcula a derivada da exponencial de X

exato = dexp (X)

doi=0, L

xw =X -h
xe =X+ h
xww = X - 2*h
xee = X + 2*h

fp = dexp(x)
fw = dexp (xw)
fe = dexp(xe)

fww = dexp (xww)

fee = dexp (xee)
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f1 UDS = (fp - fw ) / h

f1 DDS = ( fe - fp ) / h

f1 cDS2 = ( fe - fw ) / (2 * h)

f1 CDS4 = ( 8*fe - 8*fw + fww - fee ) / (12 * h)

write(6,10) h, dabs(exato-fl UDS), dabs(exato-fl DDS), &
dabs (exato-f1 CDS2), dabs (exato-f1l_CDS4)
10 format( 5(1lpel5.5) )

end do

end subroutine exponencial

subroutine potencia

real*8 :: xw, h, fp, £fw, £f1 UDS, f1 DDS, xe, fe, f1 CDS2, &

xww, xee, fww, fee, fl CDS4

! calcula a derivada de X**5

exato = 5*X**4

doi=0, L

h =hmax / (r ** i)

xw =X -h
xe =X+ h
xww = X - 2*h
xee = X + 2*h
fp = x**5

fw = xw**5
fe = xe**5

fww = xww**5

fee = xee**5

f1 UDS = ( fp - fw ) / h

f1 DDS = ( fe - fp ) / h

f1 CDS2 = ( fe - fw ) / (2 * h)

f1 CDS4 = ( 8*fe - 8*fw + fww - fee ) / (12 * h)
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write(6,10) h, dabs(exato-fl UDS), dabs(exato-fl DDS), &
dabs (exato-f1 CDS2), dabs (exato-f1l_CDS4)
10 format( 5(1lpel5.5) )

end do

end subroutine potencia

subroutine grafico

integer k

open (9, file="comandosl9a.gnu")
do k =1, 12

read (9, *)
end do

select case ( tipo_funcao )

case (1)

write(9,*) "set title 'derivada de exponencial (X)'"
case ( 2 )
write(9,*) "set title 'derivada de X**5'"
end select
write(9,*) "replot"
close (9)

ver = system ("Wgnuplot comandosl9a.gnu")

end subroutine grafico

end program derivadas

(e) Asub-rotina GRAFICO abre o arquivo comandos19a.gnu e desce as primeiras doze linhas deste arquivo.
Na linha seguinte, escreve um comentario para representar o titulo do grafico de acordo com a funcéo
escolhida para calcular a derivada. E na linha seguinte, escreve outro comentario, que é o comando replot
do Wgnuplot. Finalmente, esta sub-rotina executa o programa Wgnuplot para fazer o grafico log-log do
erro do célculo da derivada da funcdo escolhida, para cada uma das quatro aproximagdes numéricas, em

funcdo do namero de refinos de h definido nos dados do programa.
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(f) O programa-principal: (1) define suas varidveis globais; (2) chama a sub-rotina DADOS; (3) cria 0
arquivo saidal9a.txt; (4) escreve nele um comentério na primeira linha para indicar o significado de cada
coluna de resultados (o simbolo # é usado para informar ao Wgnuplot que a linha é apenas um
comentario, e ndo dados para o grafico); (5) dependendo do tipo de funcdo escolhida pelo usuario, é
chamada a sub-rotina adequada; (6) o Notepad abre o arquivo de saida; e, (7) € chamada a sub-rotina
para fazer o grafico dos erros com os comandos mostrados na Figura 19.2.

9) Estudar o programa-principal considerando os comentarios do item 8, acima.
10) Executar Build, Compile para compilar o programa.
11) Gerar o programa-executavel fazendo Build, Build.

12) Executar o programa através de Build, Execute. Usar os dados mostrados na Figura 19.1.

_| dados19a - Bloca de Notas — [} X

Arquivo Editar Formatar Exibir Ajuda

1 = tipo_funcao (ver relagao abaixo) ~
1.0d-0 = hmax: maior delta
2.d0 = r: razao de refino dos deltas
20 = L: numero de refinos de hmax
1.0d-0 = X: coordenada para calcular a derivada

O programa calcula a derivada numérica das seguintes fungdes:
1) exponencial de X
2) X**5

Arquivo de dados do programal9a.f90

Ln 10, Col 1 100%  Windows (CRLF) ANSI

Figura 19.1 Arquivo dados19a.txt do projeto programal9a.

_| comandos19a - Bloco de Notas — O X
Arguivo Editar Formatar Exibir Ajuda
set grid
set time
set data style linespoints
set logscale x
set logscale y
set key right bottom

set xlabel 'h'

set ylabel 'médulo do erro = analitico - numérico’
plot 'saidal9a.txt' using 1:2 title "UDS"

replot 'saidal9a.txt' using 1:3 title "DDS"
replot 'saidal%a.txt' using 1:4 title "CDS2"
‘replot 'saidal9a.txt' using 1:5 title "CDS4"

set title 'derivada da exponencial (X)'

replot

Ln 1, Col 1 100%  Windows (CRLF) ANSI

Figura 19.2 Arquivo comandos19a.gnu do projeto programal9a.

13) Analisar os resultados mostrados nas Figuras 19.3 e 19.4. Exceto nos maiores valores de h, as aproximacoes
UDS e DDS apresentam quase 0os mesmos valores de erro. Conforme previsto pela teoria, as aproximagoes
CDS-2 e CDS-4 apresentam os menores valores de erro para um mesmo h. Teoricamente, o erro de cada

aproximacdo deveria sempre se reduzir com a reducéo de h, e deveria atingir o valor nulo para h = 0. Porém,
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na pratica, os erros de arredondamento impdem um limite minimo ao erro de cada aproximagdo, como
mostrado na Figura 19.4 para 0 CDS-2 e CDS-4.

14) Executar novamente o programa usando X = 10 e analisar os novos resultados.

15) Executar novamente o programa usando X = 0.1 e analisar os novos resultados.

16) Executar novamente o programa com os dados da Figura 19.1 para tipo_funcao = 2 e analisar 0s novos
resultados.

17) Executar novamente o programa usando outros dados e analisar os novos resultados.

_ | saida19a - Bloco de Notas — [m] x

: Arquivo  Editar Formatar Exibir Ajuda

h E (UDS) E (DDS) E(CDS-2) E(CDS-4) ~
1.00000E+00 1.00000E+00 1.95249E+00 4.76246E-01 1.02049E-01
5.00000E-01 5.79161E-01 8.08533E-01 1.14686E-01 5.83411E-03
‘ 2.50000E-01 3.13155E-01 3.69963E-01 2.84041E-02 3.56586E-04
‘ 1.25000E-01 1.63030E-01 1.77198E-01 7.08439E-03 2.21626E-05
‘ 6.25000E-02 8.32039E-02 8.67440E-02 1.77006E-03 1.38323E-06
‘ 3.12500E-02 4.20342E-02 4.29191E-02 4.42450E-04 8.64219E-08
: 1.56250E-02 2.11264E-02 2.13476E-02 1.10609E-04 5.40091E-09
‘ 7.81250E-03 1.05907E-02 1.06460E-02 2.76519E-05 3.37531E-10
| 3.90625E-03 5.30224E-03 5.31606E-03 6.91295E-06 2.10978E-11
‘ 1.95313E-03 2.65284E-03 2.65630E-03 1.72824E-06 1.33493E-12
9.76563E-04 1.32685E-03 1.32772E-03 4.32059E-07 2.36255E-13
4.88281E-04 6.63535E-04 6.63751E-04 1.08014E-07 5.39124E-13
2.44141E-04 3.31795E-04 3.31849E-04 2.70039E-08 3.70370E-13
1.22070E-04 1.65904E-04 1.65918E-04 6.75125E-09 3.70370E-13
6.10352E-05 8.29537E-05 8.29571E-05 1.68900E-09 1.58273E-12
3.05176E-05 4.14773E-05 4.14781E-05 4.19344E-10 3.87423E-12
1.52588E-05 2.07388E-05 2.07390E-05 1.06478E-10 2.18936E-12
7.62939E-06 1.03694E-05 1.03695E-05 1.91664E-11 9.93738E-12
3.81470E-06 5.18480E-06 5.18478E-06 9.93738E-12 1.96385E-11
1.90735E-06 2.59246E-06 2.59244E-06 9.93738E-12 9.93738E-12
9.53674E-07 1.29653E-06 1.29627E-06 1.26353E-10 1.65158E-10 .
Ln 1, Col 1 100%  Windows (CRLF)  UTF-8

Figura 19.3 Arquivo de resultados do projeto programal9a para os dados da Figura 19.1.
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Figura 19.4. Grafico com resultados do projeto programal9a para os comandos da Figura 19.2.
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19.2 projeto programal9b

1)

2)
3)
4)
5)
6)
7)

Objetivo do programa: calcular integrais numéricas com trés tipos de aproximacdes: regras do retangulo,

trapézio e Simpson.

No Fortran, criar um projeto com o nome programal9b

No Fortran, criar e inserir no projeto o programa-fonte programal9ba.fo0

No Fortran, copiar exatamente o texto em vermelho mostrado na Tabela 19.2.

Criar e inserir na pasta do projeto o arquivo dados19b.txt mostrado na Figura 19.5.
Criar e inserir na pasta do projeto o arquivo comandos19b.gnu mostrado na Figura 19.6.

Inserir na pasta do projeto o arquivo Wgnuplot.exe

Tabela 19.2 Programal9b.f90

program integrais

use portlib

implicit none

integer :: i ! nimero do refino dos elementos de integracgéo
integer :: j ! nimero do elemento de integracéao

integer :: Nmin ! nuimero minimo de elementos de integracgéo
integer :: L ! nimero de refinos de elementos de integragéo
integer :: r ! razdo de aumento de elementos de integragéo
integer :: ver ! auxilio de System

integer :: tipo_funcao ! tipo de funcdo a integrar

real*8 :: h ! tamanho dos elementos de integracgéo

real*8 :: exato ! solugdo analitica da integral

call dados ! 1lé os dados do programa

open (6,file="saidal%. txt") !

write(6,10)
10 format("#", t5,"h", t20,"E(retédngulo)", t35,"E(trapézio)", t50,"E(simpson)")

select case ( tipo_funcao )

case (1)

case ( 2 )

call exponencial

call potencia
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end select

close (6)

ver = system ("Notepad saidal9b.txt")

call grafico

subroutine dados
ver = system ("Notepad dadosl9b.txt")
open (5, file="dados19%. txt")
read(5,*) tipo_funcao
read(5,*) Nmin
read(5,*) r
read(5,*) L

close (5)

end subroutine dados

subroutine exponencial

real*8 :: xp, fp, ret, trap, xw, fw, simp, xe, fe

! calcula a integral da exponencial de X entre 0 e 1

exato = dexp(1.0d4d0) -1

doi=0, L

h=1.040 / ( Nmin * (r ** i) )
ret = 0.0d0

trap = 0.0d0

do j = 1, Nmin* (r**ji)

xp = h*(j-0.5d0)
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fp = dexp (xp)
ret = ret + fp * h

xp = h*j
Xw = xp - h

fw = dexp (xw)
fp = dexp (xp)

trap = trap + h* (fw+fp) /2

end do
simp = 0.0dO0
do j = 2, Nmin* (r**i),6 2

xp = h*(j-1)

Xw = xp - h

xe = xp + h

fw = dexp (xw)

fe = dexp (xe)

fp = dexp (xp)

simp = simp + h* (fw+4*fp+fe)/3
end do
write(6,10) h, dabs(exato-ret), dabs(exato-trap), dabs (exato-simp)
10 format( 4 (lpel5.5) )

end do

end subroutine exponencial

subroutine potencia

real*8 :: xp, fp, ret, trap, xw, fw, simp, xe, fe

! calcula a integral de X**5 entre 0 e 1

exato =1 / 6.0d0

doi=20, 1L
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h =1.0d0 / ( Nmin * (r ** i) )

ret = 0.0d0

trap = 0.0d0

do j = 1, Nmin* (r**i)
xp = h*(3j-0.5d0)
fp = xp**5

ret = ret + fp * h

xp = h*]j

Xw = xp - h

fw = xw**5

fp = xp**5

trap = trap + h* (fw+fp)/2

end do
simp = 0.0d0
do j = 2, Nmin* (r**i), 2

xp = h*(j-1)

Xw = xp - h

xe = xp + h

fw = xw**5

fe = xe**5

fp = xp**5

simp = simp + h* (fw+4*fp+fe) /3
end do
write(6,10) h, dabs(exato-ret), dabs(exato-trap), dabs(exato-simp)
10 format( 4 (1lpel5.5) )

end do

end subroutine potencia

subroutine grafico
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integer k

open (9, file="comandosl9b.gnu")
do k=1, 11
read (9, *)

end do
select case ( tipo_funcao )

case (1)

write(9,*) "set title 'integral de exponencial (X) entre 0 e 1'"

case ( 2 )
write(9,*) "set title 'integral de X**5 entre 0 e 1'"
end select
write(9,*) "replot"
close (9)

ver = system ("Wgnuplot comandosl9b.gnu")

end subroutine grafico

end program integrais

8) Comentarios sobre o programa:
(a) O programal9b.f90 é composto pelo programa-principal e quatro sub-rotinas.
(b) A sub-rotina DADOS é usada para ler os dados do programa do arquivo dados19b.txt.
(c) A sub-rotina EXPONENCIAL é usada para calcular a integral numérica da fungéo f = e com trés tipos

de aproximacdes:

1 N
J'O fdx ~ > [f(x)h] (regra do retangulo) (19.5)
k=1

onde h = Ax = 1/N; N = namero de intervalos de integracdo; xk = h*(k-%2).

J- ZN:[ f (X 1) + (%) } (regra do trapézio) (19.6)

k=1

onde xk = h*k.
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ijdx ~ i {f(xk—2)+4f(xk‘l)+ f(xk)h} (regra de Simpson) (19.7)

k=2,4,.. 3

onde xk = h*k.
Esta sub-rotina também calcula o erro de cada uma das trés aproximag@es numéricas em relacao a solucao
analitica da integral que é e-1.

(d) A sub-rotina POTENCIA é usada para calcular a integral numérica da funcéo f = x®> com os trés tipos de
aproximagdes das Egs. (19.5) a (19.7). Esta sub-rotina também calcula o erro de cada uma das trés
aproximacdes numéricas em relacdo a solucdo analitica da integral que é 1/6.

(e) A sub-rotina GRAFICO abre o arquivo comandos19b.gnu e desce as primeiras onze linhas deste arquivo.
Na linha seguinte, escreve um comentario para representar o titulo do grafico de acordo com a funcéo
escolhida para calcular a integral. E na linha seguinte, escreve outro comentario, que € o comando replot
do Wgnuplot. Finalmente, esta sub-rotina executa o programa Wgnuplot para fazer o grafico log-log do
erro do célculo da integral da funcdo escolhida, para cada uma das trés aproximagcfes numéricas, em
funcdo do namero (N) de intervalos (h) de integracdo definido com os dados do programa.

(f) O programa-principal: (1) define suas variaveis globais; (2) chama a sub-rotina DADOS; (3) cria o
arquivo saidal9b.txt; (4) escreve nele um comentario na primeira linha para indicar o significado de cada
coluna de resultados (o simbolo # é usado para informar ao Wgnuplot que a linha é apenas um comentario,
e ndo dados para o grafico); (5) dependendo do tipo de funcéo escolhida pelo usuario, é chamada a sub-
rotina adequada; (6) o Notepad abre o arquivo de saida; e, (7) é chamada a sub-rotina para fazer o grafico

dos erros com os comandos mostrados na Figura 19.6.

;\ *dados19b - Bloco de Notas — O b4

Arquivo  Editar Formatar Exibir Ajuda

2 = tipo funcao (ver relagdo abaixo) ~
2 = Nmin: numerc minimo de elementos de integragdo (>=2; numeros pares)
2 = r: razao de aumento de elementos de integracao

15

L: numero de refinos de elementos de integracgdo

O programa calcula a integral numérica das seguintes fungdes entre 0 e 1:
1) exponencial de X
2) X**5

Arquivo de dados do programalSb.f90

Ln 8, Col 1 100%  Windows (CRLF) ANSI

Figura 19.5 Arquivo dados19b.txt do projeto programal9b.

9) Estudar o programa-principal considerando os comentarios do item 8, acima.
10) Executar Build, Compile para compilar o programa.
11) Gerar o programa-executavel fazendo Build, Build.

12) Executar o programa através de Build, Execute. Usar os dados mostrados na Figura 19.5.
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;I comandos19b - Bloco de Notas

Arquivo Editar Formatar Exibir Ajuda
set grid
set time

set
set
set
set

data style linespoints
logscale x
logscale y
key right bottom

set xlabel
set ylabel 'médulo do erro = analitico - numérico’
plot 'saidal%b.txt' using 1:2 title "retangulo"
replot 'saidal9b.txt' using 1:3 title "trapézio"
replot 'saidal%b.txt' using 1:4 title "Simpson"
set title 'integral de X**5 entre 0 e 1°
replot

Ln 1, Col 1

100%  Windows (CRLF)

ANSI

Figura 19.6 Arquivo comandos19b.gnu do projeto programal9b.

13) Analisar os resultados mostrados nas Figuras 19.7 e 19.8. Conforme previsto pela teoria, as aproximacoes

das regras do retangulo e trapézio devem ter erros similares, enquanto que o erro da regra de Simpson deve

ser 0 menor, para um mesmo h. Teoricamente, o erro de cada aproximacéo deveria sempre se reduzir com a

reducdo de h, e deveria atingir o valor nulo para h = 0. Porém, na prética, os erros de arredondamento impdem

um limite minimo ao erro de cada aproximacao, como mostrado na Figura 19.8 para a regra de Simpson.

14) Executar novamente o programa usando tipo de funcdo = 2 e analisar os novos resultados.

15) Executar novamente o programa usando outros dados e analisar os novos resultados.

_ | saida19b - Bloco de Notas - O >

Arguivo Editar Formatar Exibir Ajuda

H h E (retangulo) E (trapézio) E (simpson)
5.00000E-01 4.75260E-02 9.89583E-02 2.08333E-02
2.50000E-01 1.27360E-02 2.57161E-02 1.30208E-03
1.25000E-01 3.23741E-03 6.49007E-03 8.13802E-05
6.25000E-02 8.12689E-04 1.62633E-03 5.08626E-06
3.12500E-02 2.03381E-04 4.06822E-04 3.17891E-07
1.56250E-02 5.08583E-05 1.01720E-04 1.98682E-08
7.81250E-03 1.27154E-05 2.54310E-05 1.24176E-09
3.90625E-03 3.17890E-06 6.35781E-06 7.76102E-11
1.95313E-03 7.94728E-07 1.58946E-06 4.85065E-12
9.76563E-04 1.98682E-07 3.97364E-07 3.03174E-13
4.88281E-04 4.96705E-08 9.93411E-08 1.88738BE-14
2.44141E-04 1.24176E-08 2,48353E-08 1.36002E-15
1.22070E-04 3.10441E-09 6.20882E-09 1.94289E-16
6.10352E-05 7.76102E-10 1.55220E-09 8.32667E-17
3.05176E-05 1.94026E-10 3.88050E-10 6.38378E-16
1.52588E-05 4.85071E-11 9.70130E-11 3.05311E-16

Ln 1, Col 1 100%  Windows (CRLF) ANSI

Figura 19.7 Arquivo de resultados do projeto programal9b para os dados da Figura 19.5.
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Figura 19.8. Grafico com resultados do projeto programal9b para os comandos da Figura 19.6.

19.3 EXERCICIOS

Exercicio 19.1

Acrescentar uma sub-rotina no programal9a.f90 para calcular a derivada de primeira ordem de f = 3e*. Incluir a
nova opcdo de funcdo no arquivo de dados e no programa. Apresentar arquivo com o erro dos quatro tipos de

aproximacdes e respectivo grafico. Usar os mesmos dados da Figura 19.1.

Exercicio 19.2

Acrescentar uma sub-rotina no programal9a.f90 para calcular a derivada de primeira ordem de f = x*. Incluir a
nova opgéo de funcdo no arquivo de dados e no programa. Apresentar arquivo com o erro dos quatro tipos de

aproximagcdes e respectivo grafico. Usar os mesmos dados da Figura 19.1.

Exercicio 19.3

Acrescentar uma sub-rotina no programal9b.f90 para calcular a integral de f = 3e*. Incluir a nova opgéo de funcéo
no arquivo de dados e no programa. Apresentar arquivo com o erro dos trés tipos de aproximagdes e respectivo
grafico. Usar os mesmos dados da Figura 19.5.

Exercicio 19.4

Acrescentar uma sub-rotina no programal19b.f90 para calcular a integral de f = x*. Incluir a nova opgéo de funcéo
no arquivo de dados e no programa. Apresentar arquivo com o erro dos trés tipos de aproximagdes e respectivo

gréfico. Usar os mesmos dados da Figura 19.5.
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