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P~opõe-~e um ~ocedimento paAa aptic~ condicõ~ de conto~o na e~da de
tube.iJz.a4 conv~gente-div~gen.te que conÚ ..deM o caJÚi.t~ et2p.tic.o do ~coamento n~.ta
~eg.Ui.o. Com v,~o, O coe6.<.c..<.ente de d~c.~ga da tube-úta. é. um ~~u.Ua.do do ~oble.ma..
A metodologia nwm~ca em~egada é. bMeada. no método do~ volwm~ 6.<.n.<..to~. R~olve­
~e O ~c.o1imen.to paAa ~~ con6.<.gWUlCõ~ de tube.iJz.a4 cônicM, com e ~em M.Á.o~ de
~edondamento. R~u.Ua.do~ nunl~CO~ do coe6.<.c..<.entede d~cMga, da futUbuicão de
~~~ão e do núm~o de Mach ~ão compaAado~ com dado~ exp~e~.

MODELO MATEMÁTICO E M~TODO NUM~RICO

O problema flsico em consideração é modelado
matematicamente pelas equações de Euler. Elas podem
ser representadas genericamente, quando escritas num
sistema de coordenadas naturais (t,D), por

Uma das etapas importantes no projeto de propul­
sores é a determinação das caracterlsticas do escoa­
mento no interior das tubeiras usadas nestes propulso­
res. Estes escoamentos são de grande complexidade
devido a fatores como a forma geométrica da tubeira,
tipo de combustão realizada, caracterlsticas flsicas
do escoamento, entre outros.

Do ponto de vista flsico, o escoamento em uma
tubeira apresenta comportamento bastante distinto,
apresentando regiões subsônicas, com número de Mach
praticamente zero, na entrada da tubeira, regiões
transônicas, perto da garganta, e regiões supersônicas
na salda da tubeira. Do ponto de vista numérico este
comportamento traz dificuldades para a solução do pro­
blema, uma vez que as equações diferenciais possuem
características matemáticas também distintas, com

comportamento predominantemente ellptico na entrada e
hiperbólico na salda. Tais escoamentos requerem méto­
dos mais robustos de ataque.

Trabalhos recentes, desenvolvidos por Van
Doormaal et aI. (1986), Silva & Maliska (1988) e Karki

& Patankar (1989), implementaram uma técnica numérica,
denominada por Silva & Maliska de CSDV, baseada no
método dos volumes finitos, que é capaz de resolver
escoamentos em qualquer regime de velocidade, graças a
uma linearizaçãol especial na equação da conservação
da massa.

Avanços mais
trabalhos de Peric et

(1989), desenvolveram

arranjo co-localizado
volumes finitos.

As técnicas CSDV e PVF são usadas neste trabalho

para resolver escoamentos, sem separação, em tubeiras
convergente-divergente com velocidade supersônica na
saída. ~ apresentado um procedimento para ~plicar as
condições de contorno na entrada da tubeira que
considera o caráter ellptico do escoamento nesta
região.

Três problemas são resolvidos com os resultados
numéricos comparados com soluções de análises mais
simplificadas e informações experimentais.

(1)

(2)p = pRT

As condições de contorno empregadas estão
representadas na Fig. 1. Na parede da tubeira (contor­
no N), considera-se a condição de escorregamento para
a velocidade e a de isolamento térmico para a tempera­
tura. Como o escoamento em estudo é considerado axis­

simétrico, admite-se as condições de isolamento térmi­
co e fluxo de massa nulo na fronteira S (linha de
simetria). Na salda da tubeira, contorno E, considera­
se o escoamento localmente parabõlico.

No contorno W, entrada da tubeira, a velocidade

v é prescrita igual a zero. A temperatura e a massa

onde J, t, p, r, U e V, e p~ são o jacobiano da trans­
formação do sistema de coordenadas cillndrico (z,r)

para o generalizado (t,~, o tempo, a massa especIfi­
ca, o raio, as componentes contravariantes do vetor
velocidade, e um termo fonte apropriado.

Quando ~ for igual a I, u, v, ou T são recupera­
das as equações de conservação da massa, da quantidade
de movimento nas direções z e r, e da energia.

Admite-se que o fluido se comporte como um gás
perfeito. Desta forma, utiliza-se a equação de estado

para o fechamento do sistema de equações.
A metodologia numérica empregada neste trabalho

foi estabelecida por Maliska et aI. (1990). Ela é
baseada no método dos volumes finitos (Patankar,
1980); utiliza um sistema de coordenadas que se ajusta
aos contornos do domlnio (Thompson et aI., 1976) e um
arranjo co-localizado de variáveis (Peric et aI.,
1988; Marchi et aI., 1989); permite resolver escoamen­
tos em qualquer regime de velocidade (van Doormaal et.
aI., 1986; Silva & Maliska, 1988); e as Eq. (1) e (2)
são resolvidas segregadamente. As equações da
quantidade de movimento são usadas para obter as
componentes cartesianas do vetor velocidade (u e v), a
equação da energia para a temperatura (T), a equação
de estado para p, e a equação de conservação da massa
para a pressão (p). O método de acoplamento pressão­
velocidade adotado é o SIMPLEC (van Doormaal e

Raithby, 1984). As equações diferenciais após
discretizadas resultam em sistemas lineares de

equações com cinco diagonais não-nulas que são re­
solvidas pelo método MSI (Schneider e Zedan, 1981).
são usados volumes de controle fictlcios (Maliska,

1988) para aplicar as condições de contorno.

CONDIÇÕES DE CONTORNO

recentes, apresentados nos
aI. (1988) e Marchi et aI.
a técnica PVF que utiliza o
de variáveis no âmbito dos
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específica são também uniformes e prescritas em função

da pressão total (Pt), da temperatura total (Tt), e da
razão de áreas entre a entrada e a garganta da
tubeira, admitindo-se escoamento isoentrópico
unidimensional (I-D) até a garganta da tubeira onde
prevalecem as condições sônicas. A velocidade u é
também prescrita uniforme na entrada com valor
inicialmente calculado pela solução unidimensional
(John, 1984).

RESULTADOS NUM!RICOS

Nesta seção são descritos os resultados

numéricos obtidos para três configurações de tubeiras,
e suas comparações com resultados experimentais. Na
discretização do domínio de cálculo usou-se volumes de

controle com 6z constante, e 6r constante para cada
coordenada z da malha.

Com este procedimento, o fluxo de massa que
entra na tubeira é prescrito. Mas, como se sabe (Back
et aI., 1965), o fluxo de massa é um resultado do pro­
blema e não um dado. Consequentemente, o procedimento
que se adota tem os seguintes passos: prescreve-se p,
u e T, da solução 1-D; obtém-se a solução do problema;
com o campo de pressão obtido, verifica-se o valor da

pressão no ponto I (centro da face do primeiro volume
de controle no canto NW, ver Fig. 1), p, calculado
através da extrapolação linear da pressão Jos volumes

A e Bj compara-se_o valor de PI com aquele da solução

1-D, Pl; se? razao_entre (p~ - Pl) e Pt' chamada Ep'
for inferior a tolerancia adm1tida, Tp1' considera-se
convergido o problema; em caso contrár10, prescreve-se
um novo valor para u no contorno W (mantendo-se p e T
com os mesmos valores da solução 1-D), e repete-se o
ciclo anterior.

A solução numérica é

para um determinado conjunto
em W, quando a razão entre
pressão. no tempo, de um
diferença máxima do campo de

tolerância Tcp' ou
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Figura 2. Distribuição da pressão. Problema i.

Problema 1. A geometria deste problema é
mostrada na Fig. 3 de Back et aI. (1965). Esta
tubeira possui 185,0 mm de comprimento, raio da
garganta de 20,32 mm com razões de contração e
expansão de áreas de 9,76 e 6,63. Os semi-ângulos do
convergente e do divergente são 450 e 150,
respectivamente. Esta tubeira possui raios de
arredondamento nas regiões da entrada e da garganta.

Os valores de Pt. Tt. constante do gás (R) e ra­

zão de calores específicos (y) usados foram Pt = 1,725
MPa. Tt = 833.3 K, R = 286,7 J/(kg-K) e y = 1,35.

Na Fig. 2 apresenta-se a distribuição da pressão
na parede e no centro da tubeira. obtidas numericamen­

te com uma malha de i440(direção z) x 20(direção r)
volumes. a solução unidimensional (John, 1984), e
resultados experimentais (Back et aI., 1965) da

pressão na parede da tubeira. Enquanto que na ~ig. 3
mostra-se a solução numérica para a distribuição do
número de Mach. Na Fig. 4 são mostradas linhas de
Mach constante e na Fig. 5. isobáricas.

(3)

considerada convergida,
de condições de contorno
a diferença máxima da
volume de controle e a

pressão for inferior à

au _ !..! _ oar ar
5

v -

(p - p.) max

(p""", - Pmin)

Figura 1. Condições de contorno.

Tcp <

w

PROCEDIMENTO DE SOLUÇÃO
.3.50

Figura 3. Número de Mach. Problema 1.

Pode-se notar nas Fig. 2 e 3. entre x/L = 0.74 e
0.86. um ligeiro aumento da pressão e queda do número
de Mach no centro da tubeira. Isto deve-se à
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centroOs principais passos pára se obter a solução
numérica do problema são:
i-discretização do domínio;
2-aplicação.das condições de contorno;
3-estimativa dos campos de p, u, v, p, T em t e t+6tj
4-cálculo dos coeficientes, dos termos fontes pu e
pV, e solução dos sistemas linea~es de u e v com o
método MSI, obtendo-se u* e v*;

5-cálculo das velocidades u* e V*;
6-cálculo dos coeficientes e do termo fonte da

equação da conservação da massa (p') e obtenção da
sua solução;

7-correção da massa específica (p*) e velocidade (u*,
v*, u* e V*) com p';

8-cálculo dos coeficientes para T, do termo fonte ~T.
e solução do sistema linear de T;

9-v~ltar ao item 3 até que Tcp seja satisfeito;
iO-calculo ~e PI e Ep; e _

ll-comparaçao de Ep com a tolerancia T 1; se Tp1 for
satisfeito. encerra-se o procedimen~o. Caso contrá­
rio, prescreve-se novo valor para u no contorno W e
retorna-se ao item 2.
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ocorrência de uma onda de choque oblíqua, também
visível nas Fig. 4 e 5, conforme verificação

experimental dé Back e Cuffel (1966). No centro da
tubeira, o número de Mach (M) atinge 3.05 em x/L =
0.743 e M = 2.80 em x/L - 0.863, enquanto que na saída
da tubeira (x/L = 1.0) tem-se M = 3.12.

Problema 2. A geometria da tubeira para este

problema é a mesma do problema anterior mas com 100,3
mm de comprimento, resultando em 2,1 a razão de
expansão de áreas. Ou seja, apenas eliminou-se 46% do
comprimento da tubeira do problema 1. As propriedades
da estagnação e do fluido usados foram: Pt = 482,6
kPa, Tt = 300 K, R = 287,0 J/(kg-K), e y = 1.40.

do o valor de 1,91 na saída da tubeira.

Parâmetros globais. Na Tabela 1 são listados o
coeficiente de descarga experimental (Cde) e numérico
(cdn) e a razão entre o empuxo produzido pela tubeira
conforme a solução numérica (Fn) e aquele da solução
1-D (FI).

O coeficiente de descarga e a razao entre o
fluxo de massa experimental ou numérico que escoa pela
tubeira e àquele previsto pela solução 1-D.
Considerou-se o empuxo Fn como o resultado da
integração do produto do fluxo de massa pela
velocidade u na seção transversal de saída da tubeira.

No cálculo do empuxo FI incluiu-se o fator de correção
0.5(I+cosa), onde a é o semi-ângulo do divergente da
tubeira.

Tabela 1. Parâmetros globais.

8 - 0.1 d - 2.8g - 3.1 Probo Fn/F1b - 0.2
e - 2.9h - 3.2

----rí1
cde

cdn
c - 0.3

f - 3.0i - 3.3
-------------------------------------------------

1
0.974 a 0.9800.979 ± 0.0010.980 ± 0.001

2
0.985 (média)0.980 ± 0.0020.969 ± 0.002

3

---0.940 ± 0.0030.924 ± 0.002

Com base em diversas simulações sobre a tubeira

do problema 2, visando a obtenção de resultados para o
coeficiente de descarga e o empuxo, independentes da
malha empregada para discretizar a tubeira, verificou­
se que: a)é muito pequena a dependência dos resultados
com o número de volumes empregados na direção r
(testes foram feitos com 20, 40 e 50 volumes);
b)quando malhas não muito refinadas (como 50 ou 100

volumes) são usadas para discretizar a direção z,

di~eção principal do escoamento, a dependência do cq e
F e cerca de 10 vezes maior que da outra direçao;
c)determinou-se um fator de correção para eliminar a

dependência do cd e F com a malha usada na direção z,
ou seja, para uma malha com infinitos volumes na
direção z

onde K = cd2 - cdl' cdl e cd2 são os cd obtidos com x
e qx volumes na direção z, q é o fator de refino da

malha (quando dobra-se a malha i= 2 e quadruplicando­se, q - 4), e o termo ± 0.1 KI representa um valor
bastante conservador para a incerteza deste fator de
correção. A Eq. (4) também deve ser empregada para
corrigir o empuxo. Neste caso a incerteza deve ser

considerada igual a 0.2/KI. Por exemplo, para o
problema 2, com 50 volumes na direção z obteve-se

cdl - 1.02062 e com 100 volumes, cd2 - 1.00044. A~sim,
q - 100/50 = 2, e K = 1.00044 - 1.02062 = - 0.02018.
Portanto, a solução final para o coeficiente de

descarga do problema 2 é cd = 1.00044 - 0.02018 ­
0.980 ± 0.002.

A Eq. (4), apesar de ter sido deduzida com base
em resultados do problema 2, é geral para simulações
que usem o método numérico adotado neste trabalho.

Verificou-se no problema 2 que o coeficiente de
descarga não varia com a pressão total do
reservatório, enquanto que o empuxo é uma função

linear de Pt. Estes resultados já eram esperados pois
não existem efeitos viscosos (camad~-limite) nas

equações de Euler. Deve ser mencionado que o valor
médio de 0.985 para o coeficiente de descarga,
apresentado na Tabela I, foi obtido de experimentos
nos'quais havia separação do escoamento.

Todas as simulações foram realizadas no

computador Convex C-210 da UFSC. Os códigos
computacionais foram implementados em linguagem
Fortran e executados usando precisão dupla. O tempo
de CPU necessário para obter os resultados dos três
problemas aqui apresentados oscilou entre 1 e 2 horas.

As tolerâncias usadas foram: T 1 = 10-4 e T = 10-5.P cp

(4)Cd2 + K/(q - 1) ± O.l/KJ

a - 0.99 e - 0.95h - 0.151 - 0.03
b - 0.98

f - 0.90i - 0.10••- 0.02
0.97

g - 0.85
d • 0.96 l>p- 0.05

As Fig.o 6 e 7 mostram a distribuiçâo da pressâo
e do °númerode Mach na parede e no centro da tubeira,
a solução 1-D, e os resultados experimentais de Cuffel
et aI. (1969). Os resultados numéricos deste problema
foram obtidos com uma malha de 800x20 volumes. A dis­

tribuição do número de Mach experimental, apresentado
na Fig. 7 como sendo na parede, foi medido a 1,8 mm da
parede.

Pode-se observar pelos resultados experimentais
das Fig. 6 e 7, na regiâo junto à parede, logo após a
garganta da tubeira, entre x/L - 0.70 e 0.75, um
choque bastante fraco, percebido pelo ligeiro aumento
de pressão e queda do número ,de Mach. Este choque
também éocaptado pelos resultados numéricos mas de uma
forma insignificante na escala dos gráficos.

Figura 4. Linhas de Mach constante. Problema 1.

Figura 5. Isobáricas (p/Pt). Problema 1.

Problema 3. A tubeira deste caso possui as
mesmas razões de contração e expansão de áreas da

tubeira do problema 2, e os mesmos valores para Pt'

Tt, R e Y. A diferença reside no fato de não serem
utilizados raios de arredondamento na entrada e na

garganta da tubeira, ou seja, existem dois cantos
vivos. Desta forma, os semi-ângulos do convergente e
do divergente resultam em 37,10 e 14,40.

A distribuição da pressão na parede e no centro
da tubeira, bem como a solução 1-D, são mostrados na

Fig. 8. Os resultados deste problema também foram
obtidos com uma malha de 80Ox20 volumes.

Neste problema, como pode-se notar na Fig. 8, a
intensidade do choque que ocorre junto à parede, após
a garga,ta da tubeira, é considerável. O número de
Mach atinge 1,73, cai a 1,53 e volta a subir, atingin-
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Fig. 6 Pressão. Problema 2. Fig. 7 Número de Mach. Problema 2. Fig. 8 Pressão. Problema 3.

CONCLUSÕES E COMENTÁRIOS-FINAIS Brasil, 1989.

A formulação numérica apresentada foi testada na
solução de escoamentos em três geometrias de tubeiras
cônicas. Os resultados numéricos da distribuição de
pressão e do número de Mach na parede e no centro da

tubeira, e do seu coeficiente de descarga compararam
bem com informações experimentais disponíveis.

A maneira de aplicar as condições de contorno,
não resolvendo um problema de Riemann na saída, como
feito em geral pelos analistas envolvidos com métodos

simultãneos de solução, tem se mostrado simples e
eficiente.

Atualmente estão sendo investigados os efeitos
da viscosidade em escoamentos no interior de tubeiras.
Para tanto, as equações de Navier-Stokes são resol­

vidas, considerando-se os efeitos de aquecimento
cinético. A mesma metodologia numérica descrita neste
trabalho foi usada com sucesso numa tubeira com razões
de áreas de 45 na entrada e 50 na saída.
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ABSTRACT

This paper presents a numerical procedure for
applying the inlet boundary conditions in nozzles,
which allows the discharge coefficient of the nozzle
to be a parameter resulting from the problem solution.
The method differs significantly from the ones used in
conventional methods for nozzle flow solutions. The

procedure.in embodied in an alI speed flow methodology
which uses co-Iocated variables using finite volume
methods. The procedure is applied for the solution of
three different nozzle problems. The numerical results
obtained are compared with experimental ones.
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