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Resumo. Os erros de discretizacdo espacial sdo investigados neste trabalho baseando-se em
mais de 300 experimentos numéricos efetuados com dois problemas unidimensionais:
equacdo de adveccdo-difusdo e escoamento de fluidos compressiveis. Estes experimentos
envolveram razdes de refino de malha constantes (2, 3 e 4) e variavel (1.06 a 10), quatro
funcBes de interpolacéo, e tamanho dos volumes de controle (h) entre 1.0x10° e 5.0x10™. As
solugdes numéricas sdo obtidas usando-se o método dos volumes finitos. Para o estimador de
Richardson, avaliam-se a confiabilidade, a acuracia, a forma adequada de usa-lo e as suas
limitacOes na obtencdo de estimativas do erro de discretizacdo de solugbes numéricas. As
andlises realizadas sdo aplicaveis a solu¢des numéricas extrapoladas ou ndo, de variaveis de
campo e secundarias (locais e globais). As principais conclusfes do trabalho sdo: estimativas
confiaveis do erro de discretizacdo das solugdes numéricas dependem do comportamento da
ordem de convergéncia espacial aparente (p,) em funcéo do tamanho caracteristico de malha
(h) e do valor de p, quando h tende a zero (p.); a acuracia da estimativa do erro de
discretizacdo depende da diferenca entre os valores de p. € p.; €, a extrapolacdo de
Richardson sé é aplicavel, coerentemente, para valores positivos da ordem de convergéncia
espacial.
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1 INTRODUCAO

As solucbes numéricas de qualquer variavel de interesse (dy,), obtidas em malhas com dois
ou trés tamanhos de volumes de controle (h) diferentes, ndo permitem realizar estimativas
confiaveis do erro de discretizacdo, mesmo que os valores de @y, aparentemente, apresentem
tendéncia de convergéncia, conforme serd mostrado neste trabalho.

Por exemplo, os resultados numéricos @y, da equacdo de adveccdo-difusdo unidimensional,
para um valor especifico da varidvel independente, sdo 26.00, 15.65 e 14.92, obtidos,
respectivamente, em malhas com dimenséo caracteristica h igual a 0.5, 0.25 e 0.125. Para as
malhas com os dois h maiores, calculando-se a incerteza da solu¢do numérica através do
estimador GCI*, obtém-se GCl/erro = 0.37, ou seja, 0 valor do erro exato é cerca de 3 vezes o
valor da incerteza. Portanto, a incerteza da solu¢do numérica dada pelo GCI subestima o valor
do erro exato. Ja as solucbes obtidas com os dois h menores parecem indicar que ha
convergéncia na solucdo, no entanto, obtém-se GCl/erro = 0.026, isto é, o erro exato é
aproximadamente 38 vezes o valor da incerteza. Neste caso, 0 GCI subestima, relativamente,
ainda mais o erro exato. Portanto, ao refinar a malha, aparentemente h& convergéncia se
considerados os valores de ®, mas a incerteza piora, e muito. Além disso, a propria tendéncia
aparente de convergéncia pode ser erronea, conforme o exemplo acima: os valores de @y
diminuem com o refinamento da malha mas deveriam aumentar (isto de fato ocorre para h <
0.1), j& que o valor da solugéo analitica é 100.

Como o exemplo acima mostra, ha necessidade de maior entendimento dos erros de
discretizacdo mesmo em problemas unidimensionais e, consequentemente, dos estimadores de
erro empregados atualmente. Sendo assim, optou-se neste trabalho em usar modelos
matematicos unidimensionais, evitando, com isso, diversas dificuldades enfrentadas por
outros pesquisadores pois, em geral, seus estudos para desenvolver ou avaliar estimadores de
erro sdo realizados com problemas muito complexos® que apresentam Varios tipos de erros
simultaneamente. Isso dificulta as analises pois os erros podem ter sinais diferentes. Além
disso, comumente, estes problemas bi ou tridimensionais ndo permitem efetuar refinos de
malha muito grandes devido as restricbes de memdria e tempo de computacdo. Nestes
problemas, os erros iterativos colaboram ainda mais para dificultar as analises.

O presente trabalho envolve o processo de Verificacao®, isto é, a analise da qualidade da
solugcdo numérica de um modelo matematico. Os tipos de erros que podem existir numa
solucdo numérica podem ser classificados em*: erros de discretizacao, erros de iteracéo, erros
de arredondamento e enganos. Os erros de discretizacdo (En) representam a diferenca entre a
solucdo analitica exata do modelo matematico e a solucdo numérica exata das equacdes
discretizadas, sem qualquer outro tipo de erro nestas solugfes. Os erros de iteracdo (En)
representam a diferenca entre a solucdo exata das equacdes discretizadas e a solugdo numérica
em uma determinada iteragdo, numa mesma malha, sem erros de arredondamento e enganos
nestas solucdes. Os erros de arredondamento (E;) sdo 0s erros que ocorrem em virtude da
representacdo finita dos numeros reais nas computagdes. E 0s enganos sdo erros cometidos
por negligéncia e ignorancia, por exemplo, na discretizacdo do modelo matematico, e na
implementacdo e uso do cddigo computacional.
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Obtido o resultado numérico de uma variavel de interesse sobre uma malha especifica, a
idéia basica dos estimadores de erro é calcular um valor estimado para a solucdo exata do
problema, isto é, sem erro de discretizacdo; a diferenca entre o valor estimado para a solucéo
exata e 0 resultado numérico obtido representa a incerteza deste. No presente trabalho,
considera-se incerteza sinbnimo de erro estimado. As expressOes erro e erro exato,
representadas por E, sdo usadas apenas quando se conhece a solucdo analitica exata da
variavel de interesse; ja as expressdes incerteza e erro estimado, representadas por U, sdo
usadas em associacdo a uma estimativa da solucdo analitica exata. Existem diversos
estimadores de erro disponiveis na literatura. Neste trabalho, optou-se pela utilizagdo do
estimador de Richardson®®*’, representado aqui por U, e que se baseia na diferenca entre as
solugdes numéricas obtidas em malhas diferentes, na razéo de refino entre estas malhas e na
ordem de convergéncia espacial (p). Esta ordem pode ser® teérica (py), cujo valor depende da
funcdo de interpolacdo adotada na discretizacdo do modelo matematico, ou pode ser a ordem
aparente (p,), que € funcdo dos valores das prdprias solugdes numéricas obtidas em pelo
menos trés malhas diferentes”.

Recomenda-se™® usar o estimador de Richardson somente quando p, ~ p.. No entanto, o que
se observa em geral é a obtencdo de valores de p, diferentes, e muito, dos valores de p;. Por
exemplo?: p, entre 0.012 e 8.8, além de valores negativos e indefinidos, para p; entre 1 e 2.
N&o se tem dado muita atencdo sobre as implicacdes destas diferencas entre os valores de p, e
pt. Neste trabalho é mostrado que o valor de p, e seu comportamento em funcdo de h séo
essenciais para estimar com acuracia e confiabilidade os erros de discretizacdo. Também é
mostrado que obter valor de ordem aparente aproximadamente ou mesmo igual a ordem
tedrica nem sempre significa que estimativas de erro baseadas na extrapolacdo de Richardson
sdo confidveis ou acuradas.

O objetivo do presente trabalho é definir as condi¢des suficientes para estimar erros de
discretizacdo com acurécia e confiabilidade. Estes dois termos sdo assim definidos: uma
estimativa de erro é acurada quando a razdo entre incerteza (U) e erro exato (E) é
aproximadamente igual a unidade; enquanto que, uma estimativa de erro é confiavel quando
a razdo entre incerteza (U) e erro exato (E) € maior ou igual a unidade. Portanto, o estimador
de erro ideal é aquele cujo valor do erro estimado (U) é igual ao erro exato (E), quaisquer que
sejam as condicdes. Evidentemente, estas duas definicdes s6 podem ser empregadas se for
conhecida a solucdo analitica exata da variavel de interesse.

O presente trabalho é desenvolvido considerando: (1) método dos volumes finitos™; (2)
problemas unidimensionais em regime permanente com uma e quatro variaveis dependentes;
(3) os niveis dos erros de arredondamento e de iteracdo sdo muito pequenos em relacdo aos
erros de discretizacdo; (4) malhas uniformes, isto é, o tamanho dos volumes de controle (h) é
constante numa mesma malha; (5) estimativas de erro a posteriori da obtencéo das solucdes
numéricas, e que podem ser aplicadas a variaveis dependentes ou a quaisquer variaveis
secundarias obtidas por diferencia¢do ou integracdo das varidveis dependentes; estas variaveis
secundarias podem ser do tipo local, para valor especifico da variavel independente, ou do
tipo global, sobre parte ou todo o dominio de calculo; e (6) o uso da extrapolacdo de
Richardson® para diminuir e estimar os erros de discretizag&o.
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A seguir sdo apresentados: nas secdes 2 e 3, os modelos de simulagdo®? de uma e quatro
variaveis dependentes; e na secéo 4, as definicbes matematicas usadas neste trabalho para erro
de discretizagdo, estimador de Richardson, e ordens de convergéncia espacial; ainda na se¢do
4, sdo introduzidos os conceitos de série de Richardson e de faixa de convergéncia. Na secdo
5, sdo relatados os experimentos numéricos realizados com os modelos de simulacdo das
secOes 2 e 3 e os resultados obtidos. Na secdo 6, mostra-se quando é vélida a extrapolacao de
Richardson e comentam-se algumas das possibilidades de representar as solu¢gdes numéricas
junto com suas incertezas associadas; e a conclusao do trabalho é apresentada na secéo 7.

2 ADVECCAO-DIFUSAO

O modelo matematico de uma varidavel dependente (T) é formado pela equacdo de
adveccdo-difusdo™ unidimensional, em regime permanente:

2
LT _ 47T M

dx dx?

onde T e x sdo variaveis adimensionais e Pe é o numero de Peclet. As condi¢Ges de contorno
sdo: T(x=0)=0e T(x=1) = 1.

As variaveis de interesse deste modelo de simulagdo sdo: a variavel dependente do
problema (T), na coordenada x = 0.5; a inclinagdo (D) ou derivada de Tem x = 1; e 0
comprimento da funcgéo (S) ao longo do dominio de calculo. Estas duas Gltimas variaveis sao
definidas por:

dT

D - (&jxﬂ (2)
; dT Y

S = £1+(&j dx 3)

A solucdo analitica exata da Eq. (1) é conhecida'’; dela, facilmente obtém-se as solugdes
analiticas exatas de D e S.
O modelo numérico empregado para obter a solu¢cdo numérica das Eqgs. (1) a (3) €
caracterizado por':
e metodo: volumes finitos;
e funcBes de interpolagdo: UDS, CDS, PLDS™ e QUICK;
e solver: TDMA,;
e malha uniforme: volumes de controle com comprimento (h) constante, exceto nos
contornos onde foram usados dois meio-volumes; e
e precisdo dupla nas computacdes.
A discretizacdo da Eq. (1) com o modelo numérico acima resulta em



Carlos Henrique Marchi e Anténio Fabio Carvalho da Silva.

aT, = a,l, +aTl:+b, (4)

onde os coeficientes (a) e o termo fonte (bp) de cada volume de controle dependem da funcéo
de interpolagéo adotada. A solucdo do sistema linear representado pela Eq. (4) fornece Tp em
cada volume de controle. O simbolo T}, sera usado para representar a solu¢cdo numérica Tp
obtida em cada malha de dimensdo h. Com base em Ty, as solu¢Ges numericas das Egs. (2) e
(3) sdo obtidas, respectivamente, usando-se diferencas a montante e central. Neste problema,
o tamanho dos volumes de controle é dado por h = 1/(n-1), onde n é o nimero de volumes de
controle usado para discretizar o dominio de célculo de x=0 a x=1, incluindo os dois meio-
volumes dos contornos.

3 ESCOAMENTO DE FLUIDOS COMPRESSIVEIS

O modelo matematico de quatro variaveis dependentes (p,u,pr, T) representa o escoamento
inviscido de um gas perfeito. A geometria empregada é um bocal do tipo convergente-
divergente. O escoamento é subsbnico na regido convergente do bocal e supersénico na
regido divergente. O modelo matematico é dado por:

d
d—(puA) =0 (5)
X
d dp
—(puAu) = —-A—- 6
OIX(pu u) ox (6)
d dp
—(puAT) = uA—— 7
Cp OIX(/ou ) VA (7)
p. = pRT (8)

onde p = massa especifica; u = velocidade; A = area da se¢do transversal a X; x = coordenada
espacial; p, = pressdo termodinamica; c, = calor especifico a pressdo constante; T =
temperatura; e, R = constante do gés.

As Egs. (5) a (8) representam, respectivamente, as equagdes de conservagdo da massa, da
quantidade de movimento linear e da energia, e a equacdo de estado dos gases perfeitos. Este
modelo matematico apresenta solucéo analitica conhecida'®. As variaveis de interesse sdo: o
fluxo de massa do escoamento (Fm=puA); 0 empuxo na saida do bocal (Fe=pu®A), em x = L;
e 0 numero de Mach na garganta (Mg).

O modelo numérico empregado’® usa arranjo co-localizado de variaveis'’; as funcdes de
interpolacdo usadas séo UDS e CDS com correcio adiada™®; o solver utilizado é o TDMA; e 0
dominio é discretizado com malhas uniformes.
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4 FUNDAMENTOS

4.1 Erro de discretizagdo

O erro de discretizacdo da solugdo numérica em relacdo a solucdo analitica exata do
modelo matematico é definido por™

Eh = O, - @, (9)

onde Ej, = erro de discretizagdo de @y; @y = solugdo numérica obtida com malha de dimensao
caracteristica h; e, ®a = solucdo analitica exata. O simbolo ® representa qualquer variavel
dependente (de campo), ou variaveis secundarias obtidas das variaveis dependentes, D e S nas
Egs. (2) e (3), por exemplo. Para a Eq. (9) medir de fato o erro de discretizagdo, a solugéo de
@y, ndo deve conter outros tipos de erros (de iteracdo, de arredondamento ou enganos), ou
pelo menos a magnitude deles deve ser muito inferior ao erro de discretizacao.

4.2 Estimador de Richardson

O estimador de Richardson>®*”

da solucdo numérica ®; através de

(Uri) estima o erro de discretizagdo, ou avalia a incerteza,

Uy = @, -, (10)

onde ®@., é obtido da extrapolacdo de Richardson’ generalizada’ e visa estimar o valor da
solucdo numérica sem erro de discretizacdo, isto é, o valor da solucdo analitica exata; sua
expressao é

O = @ (@, - D;) (11)
o (a° -1)
Com a Eq. (11) em (10) obtém-se
(O ()
onde

h,
q = 'Y (13)

1

e, Ugi = incerteza de ®@;; @, = solucdo numérica da malha grossa (h,); ®; = solugdo numérica
da malha fina (h;); ®. = solugdo numerica extrapolada; h, = comprimento dos volumes de
controle da malha grossa; h; = comprimento dos volumes de controle da malha fina; q = razéo
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de refino entre as malhas h; e hy; p = ordem de convergéncia espacial tedrica (p;) ou aparente
(pa); ndo esta claro na literatura se deve-se usar p, ou p;, € em que condic¢des, no estimador de
Richardson.

4.3 Ordens de convergéncia espacial

Um parametro que influencia diretamente o estimador de Richardson, Eq. (12), é a ordem
de convergéncia espacial (p) da solucdo numérica. Podem ser definidos trés tipos de ordem?®:
teorica, aparente e assintotica.

A ordem teorica (p;) é obtida a partir da analise da discretizacdo do modelo matematico
empregado, usando, por exemplo, a série de Taylor'®. No caso das variaveis de interesse da
secdo 2, os valores de p; sdo iguais a 2 para T e S com 0s esquemas CDS, PLDS (Pe, < 10) e
QUICK, e iguais a 1 para as mesmas variaveis com o esquema UDS. No caso da variavel D,
devido a forma como ela é calculada, usando derivada a montante, todos 0s esquemas
resultam em p; = 1.

A ordem aparente (p,) é calculada com base em trés solu¢Ges numéricas obtidas em trés
malhas diferentes. Para razées de refino de malha constante® e variavel entre as trés malhas,

respectivamente, tem-se
|n @
(D1 - CI)2

P. = T (paraqg=Q) (14)
(CRa
Inly M-~
i ”{‘” Q" —1>}
P. = I (para g = Q) (15)
nq
onde
D, - D,
y = -0, (16)
h3
Q = E (17)

e, pa = ordem de convergéncia espacial aparente; ®3; = solucdo numérica da malha
supergrossa (hs); ®, = solugcdo numérica da malha grossa (hy); ®; = solu¢do numérica da
malha fina (h;); h3 = comprimento dos volumes de controle da malha supergrossa; h, =
comprimento dos volumes de controle da malha grossa; h; = comprimento dos volumes de
controle da malha fina; q = razéo de refino entre as malhas h, e h; (Eqg. 13); Q = razéo de
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refino entre as malhas hs e h, (Eq. 17); e y = razéo de convergéncia espacial. Com a Eq. (16),
a Eq. (14) também pode ser representada por

- (pang=Q) (18)
ng

a
No caso de razéo de refino de malha variavel, isto €, q = Q, o célculo de p, com a Eq. (15)
se torna iterativo porque esta equacdo € transcendental. Através das Eqs. (14) a (16), pode-se
perceber que solu¢Bes numéricas (@) diferentes resultam em valores diferentes da ordem
aparente (pa). Antecipa-se, aqui, que tanto a acurécia quanto a confiabilidade da incerteza de
uma solucdo numeérica estdo intimamente ligadas a funcdo pa(h), conforme sera mostrado e
explicado nas secOes 5 e 6.
A ordem assintética (ps,) € 0 valor para o qual converge a ordem aparente (p,) quando h
tende a zero (h — 0 é usado neste trabalho para simplificar a notagdo formal®3), ou seja,

limite
= 19
P, h—s0 (p.) (19)

4.4 Série de Richardson

Pode-se demonstrar que a extrapolacdo de Richardson, Eq. (11), é o resultado da soma dos
termos de uma série geomeétrica infinita, denominada aqui de série de Richardson (R.,), isto é,

(Doo = (D]. + Rao(CDl _CDZ) (20)
onde

1 1 1 . .

R, = —+—5+—F+.. (série de Richardson) (21)
v oy
y = ¢° (22)
Para v <-1ey > 1, esta série converge para valores finitos dados por
1
R, = (23)
(v -1)

Com a substituicdo da Eq. (22) em (23), e o resultado na Eq. (20), obtém-se a expressdo da
extrapolacdo de Richardson mostrada na Eq. (11).
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4.5 Faixa convergente

Define-se, a seqguir, dois tipos de comportamento da ordem de convergéncia espacial
aparente (p.) em funcdo do tamanho dos volumes de controle da malha (h): faixas
subconvergente e superconvergente.

Faixa subconvergente: & medida que h é reduzido em relagdo a um valor especifico (hc),
todos os valores da ordem aparente, pa(h), sdo positivos, crescentes e menores do que a ordem
assintotica (p..), isto é,

0 < p(h) < p() < p,

d para h <hg (24)
P < 0
dh

Faixa superconvergente: a medida que h é reduzido em relacdo a um valor especifico
(he), todos os valores da ordem aparente, pa(h), s@o positivos, decrescentes e maiores do que a
ordem assintética (p.,), ou seja,

0 < p, < pu(h) < pi(h)

parah <hg (25)
dp,

dh

> 0

5 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Esta secdo relata os experimentos numéricos realizados com os modelos matematicos das
secOes 2 e 3, e as observacdes e verificacOes feitas com base nos resultados obtidos destes
experimentos.

5.1 Adveccao-difuséo

Foram realizados 282 experimentos numéricos com o modelo matematico da Eqg. (1) para
as variaveis T(x=0.5), D(x=1) e S. Cada experimento numérico se constitui num conjunto
especifico dos seguintes dados: Pe, n ou h e funcéo de interpolagéo.

Os experimentos foram realizados para:

namero de Peclet: Pe = 0.1, 1, 10 e 100;

funcdes de interpolacdo: UDS, CDS, PLDS e QUICK;

razdes de refino de malha constantes (q = 2, 3 e 4) e variavel (g = 1.06 a 10); e

namero de volumes de controle: n = 3 a 1062883; estes valores de n equivalemah=0.5a
9.4x10"; deve-se mencionar que atualmente o nimero de volumes de controle usado em

10
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cada direcdo coordenada é da ordem de centenas, por exemplo: 640x640%° e
240x240x240%",

5.2 Escoamento de fluidos compressiveis

Ao todo foram realizados 38 experimentos numéricos com o modelo matematico dado
pelas Egs. (5) a (8) para as trés variaveis de interesse: Fy, Fe e My Cada experimento
numérico é caracterizado por um conjunto especifico de n ou h e funcdo de interpolacao,
mantidos constantes os demais dados e a geometria do bocal.

Os experimentos foram realizados para:

e funcdes de interpolacdo: UDS e CDS;
e raz0es de refino de malha constante (q = 2) e variavel (q =1.25a 2.0); e
e ndmero de volumes de controle: n = 10 a 81920 ou h = 0.1 a 1.22x10™.

5.3 Resultados

Em todos 0s experimentos realizados, conforme ja mencionado na literatura'®, constatou-se
que o estimador de Richardson (Ug;) € uma medida acurada do erro de discretizagdo quando h
tende a zero, ou seja,

Ya(Pa) - 1 parah — 0 (26)
E
h

onde E;, é calculado através da Eq. (9), e o valor de Ugi(pa) com a Eq. (12) usando-se p = pa.
Deve-se notar que Ugi(pa) € funcédo de h pois p,, @1 e @, dependem de h. Além de h, no caso
especifico do modelo matematico dado pela Eq. (1), o valor da ordem aparente (p,) depende:
da variavel de interesse (T, D ou S), de todos os parametros que podem altera-la (Pe, fungéo
de interpolacgéo), e das razdes de refino de malha (q e Q) usadas no calculo de p,, Eq. (14) ou
(15), ou seja,

Pa = Pa(®P,Pe,h,funcéo de interpolacéo,q,Q) (27)

Todos os valores de p., obtidos coincidiram com aqueles previstos teoricamente (p;) e
mencionados no item 4.3. A dependéncia constatada da ordem assintética (p.,) €

P = Poo(P,funcéo de interpolacéo) (28)

Aparentemente, a funcdo pa(h) é imprevisivel a priori de sua obtencdo e pode assumir
diversos tipos de comportamento: dois exemplos sdo apresentados nas Figs. 1 e 2 (todas as
figuras mostradas se baseiam nos experimentos numericos realizados, e cada simbolo nestas
figuras representa um experimento especifico). Apesar disso, em todos 0s experimentos
realizados, verificou-se que abaixo de um valor especifico de h, denominado aqui de hc, o

11
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valor de p, tende monotonicamente para a ordem assintética quando h — 0, isto é, entra-se na
faixa convergente de p,, conforme definido na sec¢do 4.5; no caso das Figs. 1 e 2, os valores
correspondentes de h. sdo 5.6x107 e 2.0x10>. Também verificou-se que as seguintes relagdes
sdo sempre satisfeitas quando h < h¢, ou seja, quando se esta dentro da faixa convergente:

Yalp) g o Yalp) (pa subconvergente) (29)
E, E,
UaP) g o Yalp) (pa SUperconvergente) (30)

As EQs. (29) e (30) representam importantes constatacoes:

1) o erro exato (Ep) fica limitado entre os valores de Ugi(p») € Uri(pa); @ medida que h é
reduzido, este intervalo de Uri(p.,) a Uri(pa), que limita Ey, vai sendo estreitado;

2) uma estimativa de erro confiavel é obtida com o uso do menor valor entre p, € p no
estimador de Richardson (Ug;); por maior que seja a diferenca entre p, € p«, as Egs. (29) e
(30) estimam confiavelmente o erro de discretizacéo; e

3) aacuracia da estimativa do erro de discretizacdo depende da diferenca entre os valores das
ordens aparente e assintdtica; quanto mais préximo estiver p, de p., mais acurada é a
estimativa do erro de discretizacao.

Na Fig. 1, a Eq. (24) é satisfeita em todo h. Esta figura caracteriza um exemplo de curva de
ordem aparente subconvergente desde o maior h (5.6x107%) onde p, = 9.6x10>. A Fig. 3 (nesta
figura e na seguinte, p; representa p,,) mostra a validade da Eq. (29), onde os valores de p,
usados no calculo de Ugj(pa) s@o aqueles da Fig. 1. Pode-se notar na Fig. 3 que: Ugi(p-)/Exr < 1
em qualquer h (para valores muito pequenos de h fica dificil ver isto na figura, mas
numericamente é 0 que ocorre), ou seja, Uri(p..) subestima o erro exato; e Ugi(pa)/En > 1 em
qualquer h, isto é, Ugi(pa) Superestima o erro exato, portanto, sua estimativa do erro é
confiavel. Em h (5.6x10?), Ugi(pa) é confiavel mas ndo é tdo acurado devido ao valor de pa
(9.6x107%) neste h, praticamente zero se comparado ao valor da ordem assintética (1).

A Fig. 4 apresenta as razfes Urgi(pa)/En € Uri(ps)/En para um caso em que O
comportamento da curva p,(h), mostrado na Fig. 2, € mais complexo do que aquele da Fig. 1.
Na Fig. 2, a curva de ordem aparente é subconvergente para h < 2.0x107, assim, a Eqg. (29)
passa a ser valida, ou seja, existem limites inferior e superior para o erro de discretizagéo, o
que pode ser observado na Fig. 4. Para h > 2.0x107, existem pontos de h em que Ugi/Ep, > 1.
No entanto, ndo é possivel garantir que eles ocorram apenas com base em sua curva de ordem
aparente mostrada na Fig. 2, que apresenta um valor negativo (-0.71) em h = 3.1x102 e valor
indefinido (ndo mostrado na figura, evidentemente) em h = 3.9x10°®; o valor indefinido deve-
se a y = -7.0 neste h. O valor de Uri(ps)/En = 10%, em h = 3.1x10%, mostrado na Fig. 4, é s6
para ressaltar que este valor é na verdade infinito, e isso ocorre porque p, < 0 no h
mencionado. Em h = 7.8x10®, onde p, ~ 6.4 (Fig. 2), as razbes Uri(p.)/En e Uri(pa)/En
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resultam, respectivamente, em -1.11 e —0.04 (ndo mostradas na Fig. 4 por serem negativas).
Ja em h = 3.9x10°%, onde p, é indefinido, a razdo Uri(p..)/En é 0.30 e Ugi(pa)/En é -0.12 (ndo
mostrada na Fig. 4 por ser negativa).

10 |Q—|—|—|-r0|! O

o o o
IS (o)) [e'e}
| | |
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o
N
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i

0.0 +———rrrr——rrrrrr R
10 10° 10 103 10? 10*

h

Figura 1. Ordem aparente de D(x=1) para Pe=10, PLDS e g=3.

Conforme mencionado na introducdo deste trabalho, obter valor de ordem aparente
aproximadamente ou mesmo igual a ordem tedrica (ou assintética) nem sempre significa que
estimativas de erro baseadas na extrapolacdo de Richardson sdo confiaveis ou acuradas. Por
exemplo, o valor da ordem aparente em h = 2.44x10™ e 1.56x102 é aproximadamente o
mesmo, 1.90 (Fig. 2). No entanto, as razdes entre incerteza e erro nestes dois pontos de h sdo
muito diferentes: em h = 2.44x10™*, Ugi(p..)/En = 0.96 & Uri(pa)/En = 1.059; em h = 1.56x107,
URi(pw)/Eh =404 e URi(pa)/Eh =444,

Para problemas ndo-triviais, na préatica, p, hunca atinge exatamente o valor de p., pois pela
propria definicdo de p., Eq. (19), é necessario uma malha com infinitos volumes para ter h
nulo, o que € certamente impossivel, eliminando, assim, a obtencdo de solugdes
independentes da malha; além disso, existem os erros de arredondamento que ocorrem nas
solugdes numericas e que se propagam para o calculo de p, através das Eqs. (14) ou (15).
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Figura 2. Ordem aparente de S para Pe=100, QUICK e g=2.

6 ANALISE DOS RESULTADOS

Nesta se¢do, mostra-se quando se pode aplicar a extrapolagdo de Richardson, que é a base
do estimador de Richardson, e discutem-se algumas das possibilidades de representacdo das
solugdes numeéricas e de suas incertezas associadas.

6.1 Validade da extrapolacdo de Richardson

Considerando-se razdo de refino de malha constante, a extrapolacdo de Richardson (Eqg.
11) e o estimador de Richardson (Eq. 12) sdo validos apenas para razdo de convergéncia
maior do que um (y > 1), o que equivale a p > 0, conforme explica-se abaixo. Esta condigéo é
automaticamente satisfeita para as ordens teoricas e assintoticas das fungdes de interpolacéo
normalmente empregadas (por exemplo: UDS, p=1; CDS, p=2); mas isso ndo procede no caso
da ordem aparente, que pode assumir valores positivos ou negativos ou, ainda, ser indefinida.
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incerteza / erro
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Figura 3. Razdo entre incerteza e erro de D(x=1) para Pe=10, PLDS e g=3.

Diversos significados estdo implicitos na extrapolacdo de Richardson, Eq. (11): (1) o erro
de discretizacdo é dado por E,=ChP, onde C é uma constante; (2) a razdo de reducéo de Ej
entre malhas consecutivas é 1/y; (3) a diferenca entre o valor extrapolado (®.,) e a solugédo
numerica da malha fina (h;), ®;, é o erro de discretizacdo desta solugdo numérica e é igual a
soma dos erros de discretizacao entre estas duas malhas que, por sua vez, € igual a uma série
geométrica infinita, a série de Richardson, dada pela Eq. (21); (4) a razdo de refino de malha
(g) e a ordem de convergéncia espacial (p) sdo constantes nesta série e, portanto, y; (5) a série
de Richardson so converge para valores finitos nos intervalos y(-w,-1) ou y(1,) e, portanto,
a extrapolacdo de Richardson sé tem significado nestes dois intervalos; e, (6) ®., representa o
valor estimado da solucdo analitica exata, isto é, sem erros de discretizacao.

A validade da extrapolacdo de Richardson pode ser analisada em funcédo dos valores da
razdo de convergéncia (y), que séo divididos em quatro intervalos: (1,), (0,1], [-1,0] e ainda
(-0,-1). Exemplos da série de Richardson, Eqg. (21), para cada um destes quatro intervalos
sdo, respectivamente:

|
+
|
+
Il

(paraq=2ey=4—->p=2) (31)

g
Nl
H
(<}
()}
N
Wl
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R, = 2+4+8+16+.. = (parag=2ey=12—->p=-1) (32)
R, = -2+4-8+16+.. = o (para v =-1/2) (33)
1 1 1 1 1
R = ——4>—"4—f.. = —= aray = -2 34
L T s (aay=-) (34
1°4 ' ,,,,, "o' ,,,,,, _
102_2 ,,,,, —— UxP)E, | ,,,,,,,,,,,,,,,,,,, / ,,,,,,,,, ,,,,,,,,,, _
1 URPIE ¢
o 7 z z z z -
B A0ty A SRR U S
R 1 1 1 1 :
% 100—E~or~or—o-=%o=9: 1°\D rrrrrrrrrrrrr B
g ] | e J
L S S S L
wl ]
L | LR | LR | LR | T
10° 10* 10° 10? 10*
h

Figura 4. Razdo entre incerteza e erro de S para Pe=100, QUICK e g=2.

Claramente, ndo faz sentido aplicar a extrapolacdo de Richardson e, portanto, o estimador
de Richardson, nos intervalos y(0,1] e y[-1,0], como pode-se observar pelos exemplos das
Egs. (32) e (33). No intervalo y(0,1], exemplificado na Eq. (32), a ordem de convergéncia
espacial é negativa ou nula, isto &, p < 0; e indefinida no intervalo y(-w,0].

Para o intervalo de w(-,-1), embora ndo se tenha uma prova definitiva, ainda que R,
convirja para valores finitos, recomenda-se ndo usar os valores resultantes de @, e Ug; devido
as seguintes observacoes:

e R, <1/y, como pode ser visto no exemplo da Eq. (34) ou extraido da Eq. (23); ou seja, a
soma dos infinitos termos de variacdo do erro de discretizagdo entre malhas consecutivas

€ menor do que a variacao entre as malhas h; e h,, as mais grossas; e,
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e nos experimentos numeéricos realizados com o modelo matematico da Eq. (1), em quatro
casos obteve-se y neste intervalo e verificou-se que Uri(y) e Uri(ps) ndo limitam Ej,.

6.2 Representacdes da solucdo numérica e da incerteza associada

Apds obter as solucdes numéricas de uma variavel de interesse sobre trés malhas
diferentes, em termos praticos, um usuario gostaria de saber qual o valor que deve apresentar
como solucdo do problema e qual a sua incerteza associada. Nesta se¢do, sdo examinadas
duas possibilidades com este fim.

Para solucGes numéricas com ordem aparente de comportamento convergente, isto €, para
h < h., obtém-se das Egs. (29) e (30) as seguintes expressdes genéricas para os limites inferior
(U") e superior (U") do erro de discretizagio (Ep):

U-

sg(®, — @,) MIN{ U ()] ; Un (Pa)] | (35)

U* = sg(®, - ®,) MAX{|Ug(p,)]; Un(pa) | (36)

onde U = estimativa do erro minimo de ®;; U" = estimativa do erro maximo de ®;; sg(®; -
®,) = sinal da diferenca entre @, e ®,; MIN{ } = valor minimo entre os modulos de Ugi(p..) €
Uri(pa); MAX{ } = valor méximo entre os modulos de Uri(p») € Uri(pa); @2 = solucdo
numérica da malha grossa (h;); ®; = solugdo numérica da malha fina (hy).

A forma mais simples de representar a solucdo numérica (®y) € considera-la igual a
solugcdo da malha mais fina (d;), e sua incerteza associada (Uy) igual a incerteza maxima
esperada (U"), ou seja,

oy = O (37)

Il
c
+

U, (38)

Entretanto, sabe-se que a solugdo analitica ®a encontra-se entre (®;+U") e (P1+U") ou,
equivalentemente, entre ®.(p.) € ®.(pa) quando a ordem aparente ja € convergente. Sendo
assim, pode-se eliminar o erro sistematico (U") da solucdo numérica (®;) e manter-se apenas a
incerteza U™ a U™; isso resulta na representacdo recomendada:

o, = o +U (39)
onde

o - 2.(p)+,(p.) (40)

" 2
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@.(p)-@.(p,)
"o 2

U (41)

onde ®.(p-) € Pos(pa) Sd0 obtidos da Eqg. (11) com p igual, respectivamente, a p» € pa. A
incerteza calculada através da Eq. (41) ndo € no sentido de aleatoriedade, ja que a repeticdo da
simulacdo fornecer4 o mesmo resultado; ela é devido a falta de conhecimento® da funcéo
exata de pa(h). A Eq. (40) se baseia no calculo do valor médio (®,) da faixa que envolve a
solucdo analitica: ®..(p-) a D.(pa). E @ Eq. (41) corresponde a uma incerteza de mesma
magnitude, para mais e para menos, de ®p,.

Exemplificando: com g=2, ®3=150, ®,=95 e ®,=80, da Eq. (14) obtém-se p,(h1)=1.87; e
com a Eqg. (12), Uri(pa) = -5.65. Da Eq. (12), com p.=2, tem-se Ugi(p.) = -5. Para estes
valores, as Egs. (35) e (36) resultam em U = -5 e U" = -5.65, e as duas representacdes
comentadas acima fornecem:

e comas Egs. (37) e (38), ®y =80 e Uy =-5.65; e
o &, = 74.675 e Uy, = 0.325, ou dy = 74.675 + 0.325 para as Egs. (39) a (41) na
representacdo recomendada.

Na Fig. 5 sdo mostrados os erros exatos da solugdo numeérica calculada (®y), representados
por Ep, e de @y, (Eq. 40), representados por En,. Juntamente, séo exibidos os erros estimados
de @, e representados por Uy, No exemplo desta figura, pa(h) é superconvergente para h <
6.25x102. Também mostra-se a incerteza méaxima (U*) de ®;, obtida da Eq. (36), e
representada por U,. O aumento dos valores dos erros e incertezas que ocorre na Fig. 5, ao se
reduzir h, deve-se ao fato dos erros de arredondamento ja prevalecerem sobre os erros de
discretizacdo e, entdo, o estimador de Richardson deixa de ser valido.

Conforme mostrado na Fig. 5, a partir dos mesmos dados (@5, U™ e U"), consegue-se
aumentar a ordem de convergéncia espacial ao se usar a representacdo dada pelas Egs. (39) a
(41), e reduzir o erro de discretizagdo. Este aumento de ordem deve-se ao fato de @, na Eq.
(40), se basear nas solucdes extrapoladas ®..(p..,) € P..(pa). Para este exemplo especifico, em
que se usou a funcdo de interpolagdo CDS, p.(®n)=2 e p.(Pm)=4, conforme esperado da
analise do erro de truncamento da Eq. (1) usando-se a série de Taylor. Ainda na Fig. 5, as
relacbes Up/E, sdo maiores do que a unidade (visualmente é dificil perceber mas
numericamente € o que ocorre) e Uy/En > 1, conforme esperado quando a incerteza é
confiavel. Nesta figura, Up, Er, € Up, s80 mostrados apenas para p, na faixa convergente.
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incerteza e erro

Figura 5. Incerteza e erro de S para Pe=10, CDS e g=2.

7 CONCLUSAO

Foram realizados mais de 300 experimentos numéricos com dois modelos matematicos:
equacdo de adveccdo-difusdo (uma variavel dependente) e escoamento de fluidos
compressiveis (quatro variaveis dependentes). Estes experimentos envolveram seis tipos de
variaveis de interesse, quatro fungdes de interpolacdo, razGes de refino de malha constantes (q
= 2, 3 e 4) e variavel (g = 1.06 a 10), e nimero de volumes de controle de 3 a 1062883 ou,
equivalentemente, comprimento dos volumes de controle (h) de 0.5 a 9.4x10™".

Em todos os experimentos realizados, constatou-se que o estimador de Richardson (Ug;) é
uma medida acurada do erro de discretizacdo quando h — 0, conforme ja mencionado na
literatura.

A extrapolacdo de Richardson é o resultado da soma dos termos de uma série geométrica
infinita e, portanto, tanto ela quanto o estimador de Richardson sdo validos somente para
valores de ordem de convergéncia espacial (p) positivos.

Introduziu-se o conceito de faixa convergente. Dentro desta faixa, verificou-se em todos os
experimentos numéricos realizados que:
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e 0 valor da ordem aparente (p,) tende monotonicamente para a ordem assintética (p..)

quando h — 0;

e 0 erro exato (Ep) fica limitado entre os valores de Ugi(p-) € Uri(pa); @ medida que h é
reduzido, este intervalo de Uri(p.,) a Uri(pa), que limita Ey, vai sendo estreitado;

¢ Ugi(p-) € Uri(pa) podem ser usados para diminuir o erro de discretizacdo; isso resulta no
aumento do valor da ordem de convergéncia da solugcdo numérica;

e uma estimativa de erro confiavel é obtida com o uso do menor valor entre p, € p,, no
estimador de Richardson (Ugj), por maior que seja a diferenca entre p, € p.,; €

e aacurcia da estimativa do erro de discretizacdo depende da diferenga entre os valores das

ordens aparente e assintotica; quanto mais proximo estiver p, de p., mais acurada é a

estimativa do erro de discretizacao.

Fora da faixa convergente néo existe garantia da validade de nenhuma das cinco afirmag6es
acima.

Além de h, o valor da ordem aparente (p,) € sensivel a variavel de interesse e a todos 0s
parametros que podem alterd-la. Ndo se conhece nenhum procedimento para se afirmar
quando a ordem aparente ja esta na faixa convergente, exceto obtendo-se solu¢bes numéricas
@, em malhas (h) cada vez mais refinadas e calculando-se p, em funcdo de h. Portanto, néo é
possivel afirmar sobre a confiabilidade de estimativas de erro baseadas apenas em um valor
de pa, ou baseadas em solugfes numéricas obtidas somente com duas malhas diferentes.
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