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RESUMO

De acordo com diversas fontes da literatura, quando se empregam malhas uniformes com o
esquema de diferenca central, a ordem tedrica do erro de truncamento de problemas difusivos
é igual a dois e degenera para a unidade em malhas ndo-uniformes. Entretanto, verifica-se
através de experimentos numéricos que ndo ocorre esta degeneracdo de ordem. Esta mesma
discrepancia entre andlise teorica e verificacdo pratica existe para problemas advectivos. Este
trabalho apresenta um procedimento teérico geral para prever o erro de truncamento, e sua
ordem, das aproximacdes numéricas normalmente usadas nos métodos de diferencas finitas e
volumes finitos, para malhas uniformes e ndo-uniformes, e que se constitui numa adaptacéo
do procedimento j& existente. O novo procedimento é aplicado ao esquema de diferenca
central, apresentando-se expressdes para o erro de truncamento das aproximagdes numéricas
geralmente utilizadas em termos advectivos e difusivos. Sdo apresentados também resultados
experimentais do erro de discretizagcdo e de sua ordem, em funcdo do tamanho da malha
empregada, que corroboram as previsdes feitas com base no procedimento tedrico
apresentado neste trabalho, o qual € valido para os métodos de diferengas finitas e volumes
finitos.

1. INTRODUCAO

Segundo a teoria vigente (Tannehill et al., 1997), a ordem do erro de truncamento da solucao
numérica de problemas difusivos, como por exemplo,
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é igual a dois para malhas uniformes (Fig. 1a) e a unidade para malhas nao-uniformes (Fig. 1b
e 1c) quando se emprega o esquema de diferenca central (CDS), ou seja, quando o modelo
matematico (Eq. 1) é discretizado com funcges lineares para a incégnita (T), entre 0s pontos
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nodais da malha, ao longo da variavel independente (X). Deve-se perceber que a malha nao-
uniforme de faces centradas entre os nos (Fig. 1b) € o tipo de malha normalmente empregado
com o método de diferencas finitas, ainda que ndo se trabalhe explicitamente com o conceito
de faces ou volumes de controle neste metodo.

Entretanto, com base em resultados numéricos obtidos com o esquema CDS sobre malhas
ndo-uniformes (Fig. 1b), verifica-se que a ordem do erro se mantém igual a dois. Esta
discrepancia entre ordem teorica e pratica também é observada na literatura com relagdo aos
termos advectivos dos modelos matematicos: Ferziger e Peric (1996) demonstram que sua
ordem € unitaria para o esquema CDS em malhas ndo-uniformes; ja Tannehill et al. (1997)
demonstram que a ordem é dois; também neste caso, verifica-se com experimentos numericos
que a ordem ¢€ dois.

A previsdo correta do erro de truncamento e de sua ordem permite avaliar e otimizar os
modelos numéricos e estimar com maior acurdcia o erro de discretizacdo das solucdes
numéricas. Portanto, na secdo 2, introduz-se um procedimento geral para prever o erro de
truncamento e sua ordem de convergéncia de aproximacgdes numéricas feitas sobre malhas
ndo-uniformes. Nas secdes 3 e 4, este procedimento é aplicado a termos advectivos e
difusivos para o esquema CDS nos trés tipos de malhas unidimensionais da Fig. 1. Resultados
numéricos obtidos com o método de diferencas finitas que corroboram a teoria proposta séo
apresentados na segéo 5.
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Figura 1. Volumes de controle em dominios unidimensionais: a) malha uniforme;
b) malha ndo-uniforme de faces centradas entre nds;
¢) malha ndo-uniforme de faces ndo-centradas entre nos.

2. PROCEDIMENTO GERAL

O ponto-chave do procedimento proposto é que as magnitudes dos erros de truncamento e
suas ordens de convergéncia sdo dominadas pelas aproximacdes numeéricas feitas nas faces



dos volumes de controle, e ndo através da expanséo da série de Taylor (Kreyszig, 1999) do
volume de controle P (Fig. 1) para os seus vizinhos (W,E), conforme ocorre no procedimento
adotado habitualmente (Tannehill et al., 1997).

Muitos modelos matematicos da transferéncia de calor e da mecénica dos fluidos podem ser
representados para uma variavel genérica T através de (Patankar, 1980)

%(pT) b V(paT) = VervT) + S 0

Para facilitar a explicacdo, considere-se 0 caso da equacdo de adveccao-difusdo
unidimensional:

PeT = T (3)

onde T e T  representam as derivadas de 1* e 2% ordens de T em relago a direcdo X, e Pe é 0

numero de Peclet. Integrando-se a Eq. (3) sobre o volume de controle P da Fig. 1 e usando-se
o teorema da divergéncia de Gauss (Kreyszig, 1999) obtém-se

Pe(T,-T,) = T.-T, (4)

e w

onde T, e Ty, representam a incognita T avaliada nas faces leste (¢) e oeste (w) do volume de
controle P da Fig. 1;e T, e T, a derivada de 1* ordem de T nas faces leste e oeste.

O ponto a se destacar aqui € que a Eq. (4) foi obtida com o teorema da divergéncia, isto €, sem
qualquer aproximacdo numérica do seu modelo matematico, Eq. (3). Portanto, o erro de
truncamento e sua ordem de convergéncia devem se basear nas aproximacdes numéricas

feitas para se obter T e T  nas faces dos volumes de controle, e ndo sobre T e T  da Eq. (3).

Esse mesmo raciocinio é valido para modelos matematicos mais complexos, exemplificados
pela Eg. (2), onde os coeficientes sdo variaveis e ndo-lineares.

O procedimento sugerido para se obter o erro de truncamento e sua ordem de convergéncia de

um modelo numérico €:

1. aplicar o teorema da divergéncia de Gauss sobre 0 modelo matematico de interesse;

2. verificar quais as aproximacgdes numeéricas que devem ser feitas em cada face do volume
de controle;

3. definir as funcbes de interpolacdo a empregar;

4. obter o erro de truncamento e sua ordem de convergéncia de cada aproximagdo numérica
necessaria em cada face do volume de controle; e

5. aordem de convergéncia do modelo numérico seré igual a menor das ordens entre todas
as aproximac6es numeéricas feitas em cada face do volume de controle; isso também é
valido igualmente para modelos mateméticos compostos por mais de uma equagdo
diferencial.

3. APROXIMA(;AO DA INCOGNITA NAS FACES
Para os termos advectivos das equacdes de conservagdo do tipo da Eq. (2), € necessario

aproximar numericamente a incognita (T) nas faces dos volumes de controle. Um exemplo
desta necessidade é dado pelas equacgdes de Euler.



Com o esquema de diferenca central (CDS), o valor da incognita na face leste do volume de
controle P (Fig. 1) é aproximado por meio de

T = (-F)T, + ET. (5)

e

onde
_ (xe_XP)
Fe B (XE_XP) (6)

e Tp e T sdo os valores da incdgnita nos dois nos (P,E) adjacentes a face leste (e). A
expressdo de T, é valida para os trés tipos de malha da Fig. 1, mas para malhas uniformes

(Fig. 1a) e malhas ndo-uniformes de faces centradas entre os nos (Fig. 1b), o fator geométrico
vale Fe = 1.

Expandindo-se a série de Taylor (Kreyszig, 1999) para os pontos “P” e “E” da Fig. 1 a partir
do valor exato da incognita na face leste, Te, Obtém-se

2
T, = T, — TFAX, + Te"Fj—A;(e - . (7)
2
T. = T, + T.1-F)AX, + Te"(l—Fe)ZAXe + o (8)
onde
Axe = XE_XP (9)

e, T, eT, representam as derivadas de 1% e 2* ordens de Te no ponto “e”. Multiplicando-se a
Eq. (7) por (1-F¢), e a Eq. (8) por Fe, a adigcdo dos dois resultados fornece

AX? AX?

T, = (1_ I:e)-I-P + I:eTE _Te"Fe(l_ Fe)

. +T,F,(1-F )2F, -1) _ (10)

A partir dos valores exatos de Tp, Te e das derivadas de Te, a Eqg. (10) resulta no valor exato
de T, isto é, sem erro de truncamento.

Definindo-se o erro de truncamento () pela diferenca entre o valor exato T, e 0 valor da
aproximagdo numérica T, , ou seja, a Eqg. (10) menos a Eq. (5), tem-se

AX? AX S

+ T.F(1-F)2F -1)

g(re*) = _Te“Fe(l_ Fe) (11)

A ordem de convergéncia tedrica (p;) pode ser definida pelo valor do menor expoente ao qual
esté elevado o tamanho dos volumes de controle (AX) na expressdo do erro de truncamento; o
termo que define p; € o que domina o valor de ¢ a medida que AX tende a zero quando a
malha é refinada. Portanto, conclui-se com a Eq. (11) que a aproximagdo numérica do
esquema CDS para T, dada pela Eq. (5), é de 2 ordem (p; = 2) em qualquer tipo de malha da
Fig. 1: uniforme ou ndo-uniforme. Contudo, no caso particular de F. = %, isto &, para malhas



uniformes (Fig. 1a) e malhas ndo-uniformes de faces centradas entre os nos (Fig. 1b), o erro
de truncamento de T, , dado pela Eq. (11), se reduz a

. . AX 2 AXE
e(T,,F, = = T === - TV="C
¢ %) 8 384

(12)

ou seja, a ordem teorica € a mesma (p; = 2) mas o valor do erro de truncamento para Fe = %2 €
presumivelmente menor que para F. = %2 porque se anulam os termos com ordens impares de
AXe da Eq. (11).

4. APROXIMACAO DA DERIVADA DA INCOGNITA NAS FACES

Para os termos difusivos das equacBes de conservacdo do tipo da Eq. (2), é necessario
aproximar numericamente a derivada da incognita (T.) nas faces dos volumes de controle.

Exemplos desta necessidade sdo os termos difusivos das equacdes de Navier-Stokes e a
equacéo de Laplace.

Com o esquema de diferenca central (CDS), o valor da derivada primeira da incognita na face
leste do volume de controle P (Fig. 1) é aproximado através de

Vo (TE_TP)
T.) = X (13)

e

O valor exato de T, € obtido subtraindo-se a Eq. (7) da Eq. (8), o que resulta em

_ (Te-T) oe Ko e[s e p]AXE
. = UK + T.(2F, -1 > T, [Fe +(1 Fe)] S (14)

Subtraindo-se a Eq. (13) da Eq. (14) chega-se ao erro de truncamento de (T,)",

T = Te"(2|:e—1)A>2(e - Te"'[Fe3+(1— Fe)s]%: TR (15)

Portanto, conclui-se com a Eq. (15) que a aproximag&o numérica do esquema CDS para T,,

dada pela Eq. (13), é de 1% ordem (p; = 1) em malhas ndo-uniformes de faces ndo-centradas
entre nés (Fig. 1c), isto é, para F. # %. Porém, no caso particular de Fe = %%, ou seja, para
malhas uniformes (Fig. 1a) e malhas ndo-uniformes de faces centradas entre os nés (Fig. 1b),
0 erro de truncamento da Eqg. (15) se reduz a

2 4
CAXS L AXS

g[(Te‘)*!Fe:%] = _Te 24 eﬁ (16)

e, entdo, a ordem da aproximacgdo numérica da Eq. (13) passa a ser dois, ou p; = 2.



5. APLICACAO

Foram realizados experimentos com 11 modelos matematicos diferentes, todos
unidimensionais e com apenas uma variavel dependente (T), sendo alguns lineares e outros
ndo-lineares, envolvendo apenas adveccdo, ou difusdo, e adveccao-difusdo. Especificamente,
alguns modelos usados foram as Egs. (1) e (3), e a Eq. (17) dada por

i(eT d_Tj - 0 (17)
dXx dXx

Apos aplicar o teorema da divergéncia de Gauss sobre 0 modelo matematico de interesse,
conforme o procedimento da secéo 2, os termos advectivos e difusivos sdo aproximados com
0 esquema CDS através das Egs. (5) e (13), e equacdes semelhantes para a face oeste (w) do
volume de controle P (Fig. 1). Isso resulta num sistema de equacdes algébricas que €
resolvido pelo método TDMA (Ferziger e Peric, 1996). No caso da Eq. (17), o termo e', que
equivale a uma condutividade térmica varidvel, é aproximado através do procedimento de
Patankar (1980). Para os problemas ndo-lineares, o sistema de equacdes algébricas foi
resolvido até alcancar o nivel do erro de maquina, normalmente em menos de 200 iteragdes.

Malhas com oito distribuicbes de pontos diferentes foram usadas nos experimentos
numericos. Trés delas, que representam os trés tipos da Fig. 1, estdo caracterizadas na Tabela
I, sendo: Un, malha uniforme; NC, malha ndo-uniforme de faces centradas entre os nos; e,
NN, malha ndo-uniforme de faces ndo-centradas entre 0s n6s. Sdo mostrados os valores que
representam as coordenadas dos nds das malhas (Xp) e de suas respectivas faces leste (Xe),
bem como o fator geométrico F. da malha NN; para as malhas Un e NC, Fe = %.

As malhas da Tabela I, que tém apenas cinco pontos nodais (n=5), foram refinadas até 17
vezes com razdo de refino de malha q = 2, resultando em n = 524289 pontos para as malhas
mais finas. O processo de refino utilizado foi o de dividir ao meio as distancias entre 0s nos
da malha grossa e manter os mesmos Fe locais desta. Também testou-se o processo de refino
de malha baseado em progressdo geométrica, conforme sugerido por Ferziger e Peric (1996).

Tabela I. Malhas-base.

ponto malha Un malha NC malha NN

nodal Xp Xe Xp Xe Xp Xe Fe
1 0 0.125 0 0.025 0 0.03 0.6
2 0.25 0.375 0.05 0.125 0.05 0.07 0.133
3 05 0.625 0.2 0.35 0.2 048 0.933
4 0.75 0.875 0.5 0.75 05 055 0.1
5 1 - 1 - 1 - -

A Fig. 2 exibe o erro de discretizacédo (Ep) das solu¢bes numeéricas da Eqg. (3) para T(X=1/2),
Pe=10, condigdes de contorno T(X=0)=0 e T(X=1)=1, e para as trés malhas da Tabela I, com

E, = T, - T, (18)



onde Ta e Ty representam, respectivamente, as solugdes analitica e numéricas. A distancia
média entre 0s nos das malhas, h, é calculada por meio de h = 1/(n-1).
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Figura 2. Erro de discretizacdo de T(X=1/2) da Eq. (3) para Pe=10.

Na Fig. 3 € mostrada a ordem efetiva (pe) do erro de discretizacdo da Fig. 2. A ordem efetiva é
uma comprovacdo experimental da ordem teorica (p;), representa a inclinacdo da curva do
erro de discretizacdo, e é calculada através de

E T, -T
|Og h,2 |Og A h,2
Eh,l TA_Th,l
p. = = (19)

log@) log(a)

onde Th; e Tho referem-se as solugbes numéricas das malhas fina e grossa, respectivamente,
sendo g = hy/hs.

Percebe-se, na Fig. 2, que o nivel de erro das malhas NC é muito proximo das malhas
uniformes (Un), enquanto que o nivel de erro das malhas NN é maior que os dois anteriores, e
cada vez mais a medida que h diminui.

Na Fig. 3, constata-se claramente que as ordens efetivas das malhas uniformes (Un) e ndo-
uniformes de faces centradas (NC) tendem a dois a medida que h é reduzido; e a unidade para
as malhas ndo-uniformes de faces nao-centradas (NN). Estes sdo exatamente os resultados
esperados de acordo com a teoria exposta nas secdes 2 a 4. Os mesmos resultados de
T(X=1/2) foram obtidos para a temperatura meédia do campo, e para os demais modelos
matematicos testados e que ndo sdo mostrados.
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Figura 3. Ordem efetiva do erro de discretizacdo da Fig. 2.

6. CONCLUSAO

As aproximacdes numéricas de termos difusivos, feitas com funcGes lineares entre pontos
nodais (esquema de diferenca central, CDS), sdo de 2° ordem tanto em malhas uniformes (Un)
quanto em malhas ndo-uniformes de faces centradas entre nés (NC), mas degeneram para 1°
ordem nas malhas ndo-uniformes de faces ndo-centradas (NN), que inclui as malhas néo-
uniformes de nds centrados entre faces. No caso de termos advectivos, as aproximacGes
numéricas feitas com o esquema CDS sdo de 2* ordem em malhas uniformes (Un) e néo-
uniformes (NC e NN). Estas previsdes de ordem do erro de truncamento foram corroboradas
por experimentos numeéricos realizados com diversos modelos matematicos unidimensionais,
lineares e ndo-lineares, envolvendo apenas advecgdo ou difusdo e adveccdo-difusdo, com e
sem termos fontes.
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