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RESUMO

Séao apresentados procedimentos praticos para estimar erros de discretizagdo multidimensional
(espacial e temporal) com base na extrapolacdo de Richardson. Trés modelos matematicos séo
utilizados para testar estes procedimentos: equacdo de Laplace bidimensional; equacdo da
conducdo de calor unidimensional transiente; e equagdes de Navier-Stokes bidimensionais.
Estes modelos sdo resolvidos com os métodos de diferencas finitas e volumes finitos,
empregando-se malhas uniformes e funcGes de interpolacdo de segunda ordem. Os
procedimentos propostos foram bem-sucedidos nos testes realizados.

1. INTRODUCAO

Os objetivos deste trabalho sdo: (i) testar e estender a problemas multidimensionais a teoria de
Marchi e Silva (1999), que foi aplicada a problemas unidimensionais para estimar erros de
discretizacdo usando-se a extrapolacdo de Richardson (Richardson e Gaunt, 1927), e que
permite prever limites inferior e superior dos erros de discretizacdo, desde que sejam
satisfeitas algumas condicoes; e (ii) testar a proposta de Roache (1994) para calculo de erros
de discretizacdo de problemas multidimensionais, segundo a qual, o erro total é igual a soma
dos erros de cada dimensao, onde as dimensdes podem ser as trés direcdes espaciais (X,Y,Z) e
o tempo (t).

Os testes sdo realizados para trés modelos matematicos: (1) equacdo de Laplace
bidimensional; (2) conducdo de calor unidimensional transiente; e (3) equacbes de Navier-
Stokes bidimensionais. Estas equa¢fes sdo resolvidas com os métodos de diferencas finitas e
volumes finitos, empregando-se malhas uniformes, e o esquema CDS (Ferziger e Peric,
1996).

As estimativas de erro baseadas na extrapolacdo de Richardson utilizam solugdes numéricas,
das variaveis de interesse (®), obtidas em duas ou mais malhas diferentes, isto é, malhas com
numero diferente de volumes, pontos ou elementos. Desta forma, num problema
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bidimensional, por exemplo, as malhas podem ser refinadas nas duas direcdes (X e Y)
simultaneamente (refino multidimensional). Outra opcéo é realizar o refino em cada direcdo
separadamente (refino unidimensional), isto é, primeiro refina-se a malha apenas na direcdo
X, e depois na direcdo Y. Estes dois tipos de refino sdo abordados nas se¢des 3 e 4 com base
nos resultados dos problemas-teste da secéo 2, a seguir.

2. PROBLEMAS-TESTE

Os trés problemas-teste empregados na verificacdo do uso da extrapolacdo de Richardson para
estimar erros de discretizacdo multidimensional sdo descritos abaixo.

Problema 1, equacdo de Laplace 2D com condicBGes de contorno de Dirichlet nas quatro
fronteiras de um dominio quadrado, sendo T(x,1) = sen(nx) e T = 0 nas demais. A equacgao
deste problema é
o°T o°T
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Problema 2, conducgéo de calor 1D transiente com condig¢des de contorno de Dirichlet, nas
duas fronteiras, iguais a T(x=0) = T(x=1) = 0, e condicéo inicial T(x,0) = sen(nx). A solugéo
do problema € obtida para o instante de tempo t = 0.1 e sua equacéo é
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Problema 3, equagdes de Navier-Stokes 2D, consiste numa cavidade quadrada cuja tampa
se movimenta fazendo o fluido em seu interior escoar. O modelo matematico envolve as
equacOes de conservagdo da massa, e da quantidade de movimento linear nas diregdes X e Y,
com viscosidade e massa especifica constantes. Acrescenta-se um termo fonte com o intuito
de obter-se uma solucgdo analitica do problema para suas trés incégnitas: duas componentes de
velocidade (u,v) e a pressdo (p;). Tanto o modelo matematico quanto sua solugdo analitica
podem ser vistos na se¢do 2 do trabalho de Shih et al. (1989).

Os problemas 1 e 2 também apresentam solu¢des analiticas conhecidas para as duas variaveis
de interesse, isto €, as variaveis para as quais 0s erros e suas estimativas foram analisados: a
temperatura no centro do dominio e a temperatura média do campo. No caso do problema 3,
as variaveis de interesse sdo u, v e pr no centro do dominio, e o fluxo de massa (M) que
circula na cavidade.

O método de diferencas finitas foi empregado nos problemas 1 e 2, e 0 método dos volumes
finitos (Ferziger e Peric, 1996) no problema 3. Nos trés problemas, as derivadas espaciais
foram aproximadas por diferenca central (CDS). A Eg. (2) foi aproximada através da
formulacdo totalmente implicita. Nos problemas 1 e 3, para minimizar seus efeitos sobre 0s
erros de discretizacdo, as iteragdes foram realizadas até que os erros iterativos atingissem o
erro de maquina. A solucédo do problema 2 é direta.

3. REFINO MULTIDIMENSIONAL

O refino multidimensional é caracterizado pelo refino simultdneo em todas as dimensdes
espaciais e temporal; um exemplo pode ser visto na Tabela I. Para problemas unidimensionais



e dominios discretizados com malhas uniformes, Marchi e Silva (1999) verificaram que a
solucdo exata (@) de uma varidvel de interesse genérica @ fica entre as solu¢bes numéricas
extrapoladas @! e @2, dadas por

o = O + 3
0 1 qp'—l ()
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e, ®;, O, e @3 sdo as solugdes numéricas obtidas com as malhas fina, grossa e supergrossa,
respectivamente; q € a razdo de refino de malha, calculada por q = hy/h; = ha/h, onde hy, hy e
hs representam o tamanho dos volumes de controle ou a distancia entre dois pontos das
malhas uniformes fina, grossa e supergrossa, respectivamente; p; € a ordem de convergéncia
tedrica do erro de truncamento, obtida com expansdes da serie de Taylor sobre o modelo
matematico discretizado (Ferziger e Peric, 1996); e p,, a ordem aparente, pratica ou observada
em experimentos numéricos.

As Egs. (3) e (4), que se constituem na extrapolacdo de Richardson generalizada (Roache,
1994), permitem calcular ®' e ®? que limitam a solucio exata ®a quando a funcéo pa(h) é

convergente de acordo com a definicdo de Marchi e Silva (1999); conforme este trabalho, a
Eq. (4) s6 é valida para p, > 0. A razdo de refino (q) ndo precisa ser so inteira e nem constante
entre as trés malhas; no caso de g variavel, a ordem aparente deve ser obtida de outra equacéo
dada no trabalho ja mencionado.

3.1. Estimativa do erro da solucdo calculada

Uma possivel representacdo da solucdo numérica (®y) é usar a solugdo obtida na malha fina
(d,) mais a sua incerteza (U;), que também é chamada de estimativa de erro, isto €,

o, = &, + U, (6)

onde a incerteza U; é igual & méaxima diferenca entre @, e os valores dados por ®' e ®? | ja

que estas duas variaveis estimam o valor da solucdo exata (®a) e deseja-Sse que a incerteza
seja maior que o erro real. Portanto,

U, = Sg(q)l_(DZ)MAX{‘(DLo_CDl‘;‘(Djo_ch‘ } (7

onde sg(d1-dy) representa o sinal da diferenca entre ®; e ®,, e MAX{}, 0 maximo dos
maddulos das diferencas que estdo dentro dos parénteses. Com base nos dados da Tabela I, a
coluna esquerda da Tabela Il apresenta um exemplo de calculo de refino multidimensional



para o problema da equacdo de Laplace 2D, Eq. (1), sendo o erro real (E) da solu¢do numérica
(Prumerica) €M relacdo a solucao analitica (®4) calculado com

E = cI)A - (Dnumérico (8)

Tabela I. Exemplo de refino multidimensional: solu¢cdes numéricas da Eq. (1) para T(x=y=%).

malha (X*Y) solucdo numérica outros
5*33 T3 =0.206809183 q=2
9*65 T, =0.201144859 pi=2

17 * 129 T1=0.199736958 Ta=0.199268408

Tabela I1. Exemplos de calculo de incerteza para refino multidimensional
com base nas solu¢des numeéricas da Tabela I.

solucdo calculada solucdo extrapolada

(Eq.3) T! = 0.199267658 (Eq.9) Tm= 0.199269462
(Eq.5) pa = 2.008358693 (Eq.10) U, = +0.000001804
(Eq.4) T2 = 0.199271265 (Eq.8) Em= -0.000001054
(Egq. 7) U; =-0.000469300 Un/Emn= 171
(Eg. 8) Ej=-0.000468550 Un/U; = 0.00384

U,/E; = 1.0016 U,/Up, = 260
(Eq.6) Tn = 0.199736958 - 0.000469300 | (Eg.11) Ty = 0.199269462 + 0.000001804

3.2. Estimativa do erro da solugdo extrapolada

Sabendo-se que para ordem aparente (p,) convergente (Marchi e Silva, 1999) a solucdo exata
esta entre @' e ®2, com os mesmos resultados numéricos @y, @, e O3, é possivel melhorar a
solucdo de @, isto €, reduzir tanto o seu erro quanto a sua incerteza por meio de

o - O +D )
2
@l —@2
U, = —— (10)

com a representacao da solugcdo numérica, antes dada pela Eq. (6), passando a ser
o, = o, + U (12)

Ainda na Tabela Il, através de um exemplo comparativo, mostra-se na coluna da direita o
efeito de se extrapolar a solugdo numérica na reducao do seu erro e da sua incerteza, conforme
as Egs. (9) a (11).



Para o problema da equacdo de Laplace 2D, a Fig. 1 apresenta as incertezas U; e Uy, da
temperatura no centro do dominio, e seus respectivos erros de discretizacdo E; e En,; estes,
obtidos pela diferenca entre a solucdo exata (®a) € as solugdes numéricas calculadas (®;) e
extrapoladas (®pn), conforme a Eq. (8). Os resultados referem-se a malhas de 3x3 a
4097x4097 pontos, com h representando a distancia entre dois pontos consecutivos da malha.
Na Fig. 1, os resultados de En, e U, ja estdo afetados pelos erros de arredondamento para h <
107 e, portanto, as previsdes de erro baseadas na extrapolacdo de Richardson ndo séo mais
confiaveis.

Na Tabela 11l séo relacionados os valores da ordem aparente (p,) de alguns casos, com p;

indicando a ordem tedrica esperada, obtida do erro de truncamento deduzido com expansdes
da série de Taylor sobre o modelo matematico discretizado (Ferziger e Peric, 1996).

Tabela I1l. Ordens de convergéncia aparente (p,) para g = 2, e ordens tedricas (p;).

problema variavel malha Pa Pi

Laplace 2D T central 4097 x 4097 1.999999 2
Laplace 2D T média 4097 x 4097 1.999994
Conducéo 1D-t T central 4097 x 2048 1.000004
Condugéo 1D-t T média 4097 x 2048 0.999109
Navier-Stokes 2D u central 256 x 256 1.996552
Navier-Stokes 2D v central 256 x 256 1.982185
Navier-Stokes 2D  fluxo de massa 256 x 256 2.012358
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Figura 1. Mddulos da incerteza e do erro de T(x=y=%2),
para a equacéo de Laplace 2D, com esquema CDS e q = 2.



Ressalta-se que 0s mesmos resultados obtidos por Marchi e Silva (1999), para problemas
unidimensionais, foram verificados no presente trabalho em todos o0s problemas
multidimensionais e variaveis considerados na se¢éo 2.

As estimativas de erro dadas pelas Egs. (7) e (10) sdo validas apenas para a mesma razao de
refino (q) em todas as dimensbes, embora 0 nimero de pontos ou de volumes possa ser
diferente em cada uma delas, o que pode ser percebido no exemplo da Tabela I. Razbes de
refino diferentes em cada dimensdo podem ser empregadas com a técnica de refino
unidimensional, explicada na secédo abaixo.

4. REFINO UNIDIMENSIONAL

O refino unidimensional é caracterizado quando cada dimensdo (espacial e temporal) é
refinada separadamente das demais, com ordens tedricas (p;) e razdes de refino de malha (q)
iguais ou diferentes em cada dimensdo. Um exemplo é mostrado na Tabela IV. Alguns
motivos que podem justificar o uso de refino unidimensional sdo: ordens tedricas (p;) e razbes
de refino de malha (q) diferentes em cada dimensao, e a possibilidade de obter-se estimativas
de erro com malhas menores do que aquelas necessarias para o refino multidimensional,
considerando-se 0 mesmo limite de pontos em cada dimenséo.

Tabela V. Solu¢Ges numéricas da Eq. (2) para T(x=%) emt =0.1.

refino em X (g = 2) refinoemt (g, = 1.5) outros
malha 33 * 750: T34 = 0.373245017 malha 65 * 500: Ts; = 0.373144380 Pix =2
malha 65 * 750: T, = 0.373023555 malha 65 * 750: T,; = 0.373023555 pit=1
malha 129 * 750: T, = 0.372968193 malha 65 * 1125: T, = 0.372942967 Ta=0.372707839

4.1. Estimativa do erro da solucdo calculada

Em problemas multidimensionais, existem diversas possibilidades de se fazer o refino
unidimensional para estimar o erro de discretizagdo de uma solu¢do numérica. Uma delas,
abordada a seguir, se baseia na proposta de Roache (1994) e nos resultados de Marchi e Silva
(1999), principalmente com relacédo aos limites do erro. O procedimento consiste na obtencéo
de trés solu¢Bes numéricas em cada dimensdo, sendo que a malha grossa, ou a intermediaria, é
comum ao refino em todas as dimens@es. Neste caso a representacdo da solugdo numérica
(Dn) €
o, = O, + U, (12)

onde @, é a solucdo numérica da malha grossa (2), que deve ser a mesma em qualquer
dimensao de refino; a sua incerteza (U,) é obtida de

u, = YU, (13)
com

]

U, = sgl@,-®,)MAX{j0! ~o,);|j0%, -, (14)

e @2

@,

onde @'

®,j

sdo calculados através das Egs. (3) e (4) com ®@;, Oy, @3, q, pi € Pa de cada
dimensao j. Também ¢é possivel usar a solugdo numérica obtida na malha mais fina (1) de cada



dimens&o, isto é, ®;. Neste caso, @, e U, devem ser substituidos por @; e U; nas Egs. (12) a
(14), e a malha fina usada para obter ®; deve ser a comum aos refinos em todas as dimensoes.

Exemplificando, na Tabela IV sdo apresentadas as solugdes numéricas do problema 2,
calculadas para a temperatura no centro do dominio. Neste caso, U, envolve solucGes
numéricas obtidas em cinco malhas diferentes, com a malha 65x750 sendo a comum as duas
dimensdes. Através de analises do erro de truncamento (Ferziger e Peric, 1996) das
aproximacdes numeéricas feitas para discretizar a Eq. (2), determina-se que suas ordens de
convergéncia teorica sdo pix = 2 e pir = 1. Com as Egs. (3), (4), (5) e (14), pix, Pit € as
solugdes numéricas dadas na Tabela 1V, chega-se aos resultados apresentados na Tabela V.
Com estes resultados e as Egs. (8), (12) e (13) sdo obtidos os resultados mostrados no lado
esquerdo da Tabela VI. Deve-se notar que U,/E;, > 1, isto é, a incerteza U, € confiavel porque
superestima o erro E,.

Tabela V. Célculo da incerteza para refino unidimensional
com base nas solu¢des numeéricas da Tabela IV.

refino em X refino em t
T! . = 0372949739 T!, = 0.372862379
Pax = 2.000091205 Pat = 0.998836779
T3, = 0.372949741 T2, = 0.372781563
U, =-0.000073816 U, =-0.000241992

Tabela V1. Calculo de incerteza para refino unidimensional
com base nas solu¢fes numéricas da Tabela 1V e nos resultados da Tabela V.

solucéo calculada solucdo extrapolada
(Eq. 13) U, =-0.000315808 (Eq.9) Tmx = 0.372949740
(Eg. 12) Ty = 0.373023555 - 0.000315808 | (Eq.10) Umx ==+ 0.000000001
(Eq.8) E, =-0.000315716 (E9.9) Tm: = 0.372821971
U,/E, = 1.00029 (Eq.10) Um: ==+ 0.000040408
(Eq.15) Tm = 0.372748156
(Eq.16) Um =+0.000040409
(Eq.17) Ty = 0.372748156 + 0.000040409
(Eq.8) Em = -0.000040317
UwEm = 1.0023
UwU, = 0.13
U2/UM = 7.8

4.2. Estimativa do erro da solugdo extrapolada

Conforme ja visto na secdo 3.2 para refino multidimensional, com os mesmos resultados
numericos usados para se obter U, é possivel melhorar a solu¢do ®,, ou seja, diminuir o seu
erro e, portanto, a sua incerteza. Isto é conseguido da seguinte forma:

Oy = D, + X(0, -D,) (15)



onde @y ¢ a solugdo extrapolada a partir de @, em cada dimenséo j, e @y, é obtido da Eq. (9)
para cada dimensao j. A incerteza de @y ¢ calculada através de

u, = >U.,) (16)

onde Uy, € dado pela Eq. (10) para cada dimensdo j. Finalmente, a representagéo da solugéo
numérica extrapolada e sua incerteza é

o, = @, + U, (17)

Para o exemplo da secédo 4.1, a partir dos mesmos resultados numéricos da Tabela 1V, e dos
pardmetros da Tabela V, obtém-se os resultados mostrados na coluna direita da Tabela VI.
Nesta tabela, pode ser observado que Uw/Em = 1.0023, isto €, a incerteza Uy € confiavel
porque superestima o erro Ey; e hé reducdo significativa da incerteza Uy em relagdo a Uy, ja
que, Uw/U, = 0.13.

5. CONCLUSAO

Os procedimentos propostos neste trabalho para estimar erros de discretizacdo
multidimensional, tanto para refino de malha simultaneo quanto separado nas dimensdes
espaciais e temporal, foram bem-sucedidos nos testes realizados. Estes testes envolveram a
equacdo de Laplace bidimensional, conducdo de calor unidimensional transiente e as
equacOes de Navier-Stokes bidimensionais.
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