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Resumo. O objetivo deste trabalho é analisar a definicdo usual da razdo de refino
empregada com malhas irregulares (ndo-estruturadas, ndo-ortogonais e nao-uniformes). Sua
importancia reside no seguinte: a razao de refino de malhas € um parametro que afeta
diretamente a estimativa do erro de discretizacéo feita pelos estimadores mais empregados
na literatura; e malhas irregulares sdo amplamente utilizadas na obtencdo de solugbes
numericas. Os modelos matematicos usados neste trabalho séo a advecc¢éo unidimensional de
um escalar e a média da integral de funcdes polinomiais, resolvidos através do metodo de
diferencas finitas. Verificou-se que a definicdo usual de razdo de refino empregada com
malhas irregulares é incorreta até mesmo para a malha irregular mais simples, que é a
unidimensional ndo-uniforme. Mas ela é correta quando uma malha ndo-uniforme é refinada
de modo uniforme.
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1. INTRODUCAO

O erro numérico verdadeiro (E) de uma varidvel de interesse é a diferenca entre a sua
solucdo analitica exata (®) e a sua solugdo numérica (¢), isto &, (Ferziger e Peric, 2001)

E(¢) = ® — ¢ 1)

Portanto, a solucdo numérica ideal € igual a solucdo analitica exata do problema, ou seja, é
aquela em que o erro numérico é nulo. Exemplos de variaveis de interesse em dindmica dos
fluidos sdo: velocidade, temperatura, pressdo, massa especifica, vazdo, fluxo de massa, fluxo
de calor e forga.

O valor do erro numérico verdadeiro independe de resultados experimentais mas s6 pode
ser obtido quando a solugdo analitica do modelo matematico é conhecida. Porém, em termos
praticos, isto é, para solucBes numéricas de modelos matematicos cuja solucdo analitica é
desconhecida, ndo é possivel obter o erro numérico. Nestes casos é necessario estimar o valor
da solucdo analitica. Assim, em vez do erro numeérico verdadeiro calcula-se o erro numerico
estimado (U), que é avaliado pela diferenca entre a solugéo analitica estimada (¢.,) € a solugao
numeérica (¢), ou seja,

Ug) = 4. - ¢ (2)

Pode-se considerar que o erro numeérico é causado pelas seguintes fontes (Marchi e Silva,
2002):

1) Erro de truncamento: origina-se das aproximacdes numéricas empregadas na discretizacao
de um modelo matemaético (Tannehill et al., 1997; Ferziger e Peric, 2001; Roache, 1998).
Em geral, este erro se reduz com a diminuigdo do tamanho dos elementos da malha, isto é,
com a diminuicdo da distancia entre dois n6s consecutivos da malha.

2) Erro de iteracdo: é a diferenca entre a solucéo exata das equagdes discretizadas e a solucao
numerica em uma determinada iteracdo (Ferziger e Peric, 2001). As equac0es
discretizadas resultam das aproximacgdes numéricas feitas sobre um modelo matematico.
De forma geral, o erro de iteragdo se reduz com o aumento do numero de iteragdes.

3) Erro de arredondamento: ocorre principalmente devido a representacao finita dos niumeros
reais nas computacdes. Ele aumenta com a reducdo do tamanho dos elementos da malha,
isto €, com 0 aumento do nimero de nos, elementos ou volumes da malha.

4) Erro de programacdo: inclui os erros causados por pessoas na implementacédo e no uso de
um programa computacional.

O presente trabalho considera apenas os efeitos do erro de truncamento sobre as solugbes
numeéricas. Nesse caso, 0 erro numeérico calculado através da Eq. (1) passa a ser denominado
de erro de discretizacdo (Ferziger e Peric, 2001). Nos problemas abordados neste trabalho,
néo existem erros de iteragéo, os erros de arredondamento séo cerca de 15 ordens de grandeza
inferiores aos erros de truncamento e, devido a grande simplicidade dos problemas, acredita-
se que n&o existam erros de programagao.

As duas principais metas em dindmica dos fluidos computacional sdo obter solucdes
numeéricas acuradas e confiaveis (Shyy et al., 2002). Ambas dependem da estimativa do erro
numérico. A magnitude aceitavel para o erro numérico é funcdo, entre outros fatores, da
finalidade da solugdo numeérica, dos recursos financeiros envolvidos, do tempo permitido ou
disponivel para realizar as simulacdes e dos recursos computacionais existentes. Sabendo-se
que as solucBes numéricas contém erros, entre outros motivos, € importante estima-los porque
guando o erro € maior do que o aceitavel compromete-se a confiabilidade do uso da solucéo
numerica.



Uma forma de estimar o erro de discretizacdo de solugcbes numeéricas € atraves do
estimador de Richardson (Marchi e Silva, 2002)

Ua) = T ®

onde ¢ e ¢y sdo solugbes numéricas obtidas em duas malhas com numero diferente de
elementos, e cada uma destas malhas pode ser representada pelo tamanho dos seus elementos
(h), isto &, hs = malha fina e hy = malha grossa; p representa a ordem assintdtica ou formal (p.)
do erro de discretizacdo (Roache, 1994) ou a ordem aparente (pu); e q € a razdo de refino
entre as duas malhas, que no caso de malhas unidimensionais uniformes ¢ definida por

q = & = - @)

onde N; e Ng representam, respectivamente, o nimero de elementos das malhas fina e grossa.
No caso de q ser constante entre trés malhas, a ordem aparente (py) resulta em (De Vahl

Davis, 1983)
Iog[¢g - ¢sg J
¢f - ¢g

, = 1 PeJ 5
P l0g(q) ©)

onde ¢ € a solugdo numérica obtida na malha supergrossa (hsg). O caso de g variavel entre
trés malhas é abordado por Roache (1998).

Outra forma de estimar o erro de discretizacdo de solugbes numéricas € através do
estimador GCI (Grid Convergence Index) (Roache, 1994). Ele pode ser aplicado através de

UGCl(¢f) = Fs

Uri(41) (6)

onde Fs é um fator de seguranca com valor igual a trés para aplicacdes em geral.
A definicdo usual da razdo de refino empregada em malhas irregulares (ndo-uniformes,
ndo-ortogonais e ndo-estruturadas) € dada por (Roache, 1994; Celik, 2004)

_Nfé 7
Q—N—g (7)

onde D ¢ a dimensdo espacial do problema, sendo igual a 1, 2 ou 3, respectivamente, para 0s
casos uni, bi e tridimensional. Essa definicdo € uma extrapolacdo direta daquela usada em
malhas multidimensionais uniformes. Para ver isso, basta compara-la com a Eq. (4) para o
caso unidimensional, no qual D = 1.

O objetivo deste trabalho é mostrar: (i) que a definicdo usual da razdo de refino
empregada com malhas irregulares, Eq. (7), sO € correta no caso limite de malhas uniformes;
(i) que ela é incorreta até mesmo para a malha irregular mais simples, que é a unidimensional
ndo-uniforme; (iii) se existe algum tipo misto de malha entre uniforme e irregular na qual a
Eq. (7) é vélida; e (iv) se existe e qual € a métrica adequada a se usar em graficos de erro para



variaveis locais e globais. N&do se conhece qualquer trabalho da literatura que tenha abordado
estas questdes.

A importancia deste trabalho reside no seguinte: (i) a razdo de refino de malhas é um
parametro que afeta diretamente a estimativa do erro de discretizacdo feita pelos estimadores
de Richardson e GCI, Egs. (3) e (6); (ii) estes dois estimadores sdo os recomendados (Celik,
2004) pela Fluids Engineering Division da ASME (American Society of Mechanical
Engineers); e (iii) malhas irregulares sdo amplamente utilizadas na obtencdo de solugdes
numeéricas.

Este texto esta organizado da seguinte forma: a proxima secdo apresenta a metodologia
aplicada neste trabalho; na secdo 3 sdo apresentados os resultados numeéricos; e na secdo 4, a
conclusdo deste trabalho.

2. METODOLOGIA
2.1 Aproximagdes numéricas

O método numérico empregado neste trabalho é o método das diferengas finitas (MDF)
(Tannehill et al., 1997). Seu principio é aproximar através da série de Taylor (Kreyszig, 1999)
cada termo do modelo matemético de um problema, em cada n6é da malha. Por exemplo, a

aproximagdo numeérica (TLjDS )j no no j da malha, Fig. 1, para a derivada de primeira ordem
com um né a montante, é dada por

i (T -T. )
(TUDS )j = Jh—Jl (8)
j
né 1 J j*+1 j*+2 X
! ° ® | >
hj hj+1 ‘ hj+2 ‘
| | | |
Figura 1 - Malha unidimensional ndo-uniforme.
O erro de truncamento (&) desta aproximacao €
i ii hi iii hjz iv h13
g(TUDS)j = Tj 7 - Tj ? + Tj z - ... (9)

onde os superindices indicam, respectivamente, derivadas de 2%, 3% e 4* ordens de T no né j; h;
é a distancia entre dois nds consecutivos da malha; e os trés pontos indicam uma série infinita.

A aproximacdo numeérica (Ti) para a média de uma variavel de campo, obtida atraves da
regra do trapézio (Kreyszig, 1999), é dada por

1 N
Tt :_zhj(Tj—l +Tj) (10)
2L &



onde L é o comprimento do dominio e N € o nimero de nés da malha. Seu erro de
truncamento é

N ~ h? . hé . h®
&(Tiy) = _z Tj“—1/2 —+ +lezl/2 _J+ij—|1/2 ——+... (11)
=} 12 480 53760

onde (j-1/2) é o ponto médio entre os nos (j) e (j-1).
2.2 Ordens verdadeira, assintética e efetiva

Por analogia as expressdes dos erros de truncamento, Egs. (9) e (11), admite-se que 0 erro
de discretizacdo E(¢) é dado por (Ferziger e Peric, 2001; Roache, 1998)

E(¢) = Ch™ + C,h" + C,h* + .. (12)

onde
¢ = variavel de interesse
h = tamanho dos elementos da malha
C4,C,, Cg, ... = coeficientes que independem de h

PL, P2, Ps, ... = ordens verdadeiras do erro de discretizagdo; nimeros inteiros e positivos
pL = ordem assintdtica do erro de discretizacdo; p.>1; é a inclinag¢do da curva do erro
num gréfico log(|E|) versus log(h) parah — 0
A ordem efetiva do erro verdadeiro é definida por (Marchi, 2001)

| {E(qzﬁg)}

N Ew)

= L 13

Pe ) (13)

Conforme a Eq. (13), a ordem efetiva (pg) € funcdo do erro verdadeiro da variavel de interesse
e também da razdo de refino (q) entre as malhas. Para os problemas cujas solucdes analiticas
sdo conhecidas, ela pode ser usada para verificar se pe — p. a medida que h — 0. Ou seja,
com base nas solucBes numeéricas, a ordem efetiva (pg) pode ser usada para verificar se, a
medida que h — 0, obtém-se a ordem assintética (p_) do erro de discretizacdo, que € um
resultado obtido sem qualquer solu¢do numérica.

2.3 Definicao dos problemas

Os modelos matematicos usados neste trabalho séo a adveccdo unidimensional de um
escalar e a média da integral de fungdes polinomiais, representados pelas seguintes equagdes

A
ar” _ o (14)
dx

1
Tu=] [T dx (15)



onde as fungdes polinomiais a integrar séo
T =x2 (16)
TC=x° (17)
Nas Eqgs. (14) a (17), os superindices representam os problemas A, B e C; T € a variavel
dependente e x é a variavel independente; a condicdo de contorno do problema A é T(0) =0; e

0 comprimento do dominio de calculo é L = 1.
As solucdes analiticas exatas dos problemas A, B e C séo

TA=x? (18)
1

Tn=3 (19)

TS =, (20)

2.4 Discretizacdo dos modelos matematicos

Aplicando-se a aproximagio numérica (T, );, dada na Eq. (8), ao problema A, Eq. (14),
obtém-se

TjA=2xjhj +Tj’f1 (21)

E aplicando-se a aproximacao numérica (Tiy), dada na Eq. (10), aos problemas B e C, Eq. (15)
a (17), obtém-se respectivamente

1 N
Tﬁ:ggwﬂﬁl+ﬁ) (22)
TS _1 , h. (x3 3 23
int_Ezl j(Xj—1+Xj) ( )
J:

Estes problemas foram escolhidos porque: (i) ndo ha duvida alguma na literatura de que a
ordem assintética (p.) € pL=1 no caso do problema A e p_ = 2 para os problemas B e C, sejam
as malhas uniformes ou ndo-uniformes; (ii) o problema A representa um caso de variavel
local; e (iii) os problemas B e C representam dois casos de variavel global.

Para o problema A, com sua solucdo analitica, Eq. (18), e o erro de truncamento (&) da

aproximacao numérica (T, )j, EQ. (9), pode-se obter para o erro de discretizagio
E(TA)j = (Cl)jhj (24)

E para os problemas B e C, com suas funcdes, Egs. (16) e (17), e o erro de truncamento (&) da
aproximacdo numeérica (Tint), Eq. (11), pode-se obter para o erro de discretizacdo



E(Tint) :Z(Cl)j—llzhjz (25)

onde C; é um coeficiente particular de cada problema. Portanto, a equacdo do erro de
discretizacdo, Eq.(12), possui apenas um termo para cada um dos trés problemas.
Consequientemente, a ordem efetiva (pg) tem que ser igual & ordem assintética (p.) para
qualquer tamanho (h) dos elementos da malha. Portanto, no caso do problema A, pe =1 e para
os problemas B e C, pe= 2, qualquer que seja h.

3 RESULTADOS
3.1 Malha grossa uniforme

Inicialmente, os resultados foram obtidos partindo-se de uma malha uniforme de
comprimento unitario, que pode ser vista na Fig. 2. Para entender o efeito do refino de malha
na ordem do erro de discretizagdo, manteve-se a coordenada do ponto 2 fixa nas malhas
grossa (hg) e fina (hr) e variou-se apenas a posi¢ado do ponto flutuante (F), da malha fina, entre
a=0ea=L/2. Assim, quando a = L/4, o refino de malha € uniforme, caso contrario o refino
é dito ndo-uniforme. Como a solucdo analitica exata também é conhecida para cada caso,
aplicou-se a Eq.(13) para calcular a ordem efetiva (pg) no ponto 2. Para o célculo da razdo de
refino (q), utilizou-se a Eq. (7).

L/2

b

__. N .I\)

1
®

1 F R
[ O @

\ a ‘ L/4 \ L/4
| | |
Figura 2 — a) malha grossa uniforme (hg); b) malha fina ndo-uniforme (hy).

As Figs. 3 e 4 apresentam os resultados de T e pg no ponto 2 para o problema A. As Figs.
5 a 7 apresentam os resultados de T e pe dos problemas B e C. Em todos 0s casos, a ordem
efetiva (pg) se iguala a ordem assintotica (p.) somente quando a = L/4, ou seja, quando o
refino € uniforme. Observa-se que quanto mais proxima a solu¢do numérica esta da solucédo
analitica, maior é o valor da ordem efetiva (pg).
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Figura 3 — Solucdes do problema A (T?) no ponto 2 para as malhas da Fig. 2.
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Figura 4 — Ordem efetiva (pg) do problema A no ponto 2 para as malhas da Fig. 2.
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Figura 5 — Solucdes do problema B (T®) para as malhas da Fig. 2.
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Figura 6 — Solucdes do problema C (T) para as malhas da Fig. 2.
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Figura 7 — Ordem efetiva (pg) dos problemas B e C para as malhas da Fig. 2.
3.2 Malha grossa ndo-uniforme
Como a malha grossa da Fig. 2 é uma malha uniforme, a etapa seguinte dos testes se

concentrou no refino representado na Fig. 8. A malha grossa é nao-uniforme e sofre refino
uniforme e ndo-uniforme, conforme os valores de c, a e b.

1 2 3
e @ ® (a)
b ¢ |
1 F 2 R 3
@ O—@ L 4 ® (b
! a ! b ! c/2 c/2 !

I
Figura 8 — a) malha grossa ndo-uniforme (hg); b) malha fina ndo-uniforme (hy).

A Figura 9 apresenta os resultados obtidos para a ordem efetiva (pg) nos trés problemas
estudados, com ¢ = 3L/4. Para finalizar os testes, atraves da Eq. (13), extraiu-se para cada
problema qual seria o valor correto da razao de refino (q) que resultaria no valor da ordem
assintotica (p.). A Fig. 10 apresenta estes resultados. Verificou-se que para cada problema em
particular existe uma curva distinta para o valor de (q) e, portanto, ndo existe uma regra unica
para o seu calculo. Porém, no caso do refino ser uniforme, isto €, a = (L-c)/2, todas as curvas
passam pelo ponto onde ¢ = 2.



20 [- y—y—g=p=v—y—V—V—V—V=v=y=—y—y—v
o— —°
15 —X— advecgédo com Tiuas
! —o° —integral de N
B —v—ntegral de X
& 10 XXX
0,5 -
0,0
| L | L ] 1 ] 1 ] 1 l )

00 02 04 06 08 10
al(L-c)

Figura 9 — Ordem efetiva (pg) dos problemas A, B e C para as malhas da Fig. 8 e ¢ = 3L/4.
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Figura 10 — Valor da razao de refino (q) que reproduz a ordem assintética (p.),
para as malhas da Fig. 8 e ¢ = 3L/4.



4. CONCLUSAO

Para a definicdo usual de razdo de refino empregada com malhas irregulares, Eq. (7),
mostrou-se que:

1) Ela € incorreta até mesmo para a malha irregular mais simples, que é a unidimensional
nao-uniforme.

2) Ela é correta quando uma malha ndo-uniforme é refinada de modo uniforme, ou seja,
guando cada elemento da malha grossa é dividido em um namero inteiro de segmentos de
igual tamanho para gerar a malha fina, sendo este numero constante ao longo da malha e
igual a prépria razdo de refino (q).

Com base nos resultados deste trabalho, especula-se que os dois pontos acima também se
aplicam ao refino de malhas irregulares multidimensionais (ndo-ortogonais, nao-estruturadas
e ndo-uniformes).

Quando o objetivo é calcular ordens efetiva e aparente, e estimar o valor do erro de
discretizagdo, recomenda-se realizar refino uniforme de malhas irregulares. Neste caso, a
métrica adequada para fazer graficos de erro versus h, ou ordem versus h, pode ser o0 menor
ou 0 maior tamanho (h) dos elementos de cada malha.
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