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Resumo. Neste trabalho, verifica-se o erro numérico da solugédo de um problema de conduc&o de calor e estima-se 0 erro de um
problema termoelastico; ambos bidimensionais. As solu¢Bes numéricas sdo obtidas empregando-se 0 método de diferencas finitas
com aproximacdes numéricas de segunda ordem de acuracia. Sdo avaliados o erro (E) verdadeiro de discretizacdo e sua estimativa
(U) além das ordens efetiva e aparente.U é obtido com os estimadores de Richardson e GCI. S&o utilizadas malhas uniformes com
até 1024x1024 elementos. Verificou-se que o estimador GCI é confiavel e as ordens efetiva e aparente tendem a ordem assintética,
prevista a priori, quando o tamanho dos elementos tende a zero.
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1. Introducéo

Com relagdo as estimativas dos erros numéricos envolvidos nos resultados de simulagdes numéricas, atualmente
os trabalhos encontrados na literatura podem ser classificados em quatro conjuntos: (1) nenhuma estimativa ¢é realizada
e a solucdo numérica ¢ obtida sobre uma Unica malha; (2) nenhuma estimativa ¢ realizada mas sdo apresentadas
solugdes numéricas obtidas sobre duas ou mais malhas, geralmente fazendo-se comparacdes graficas de perfis de
variaveis de campo nas diversas malhas; (3) sdo feitas estimativas mas com base em estimadores de erro pouco
confiaveis ou inadequados, como o estimador delta (Roache, 1998); e (4) sdo feitas estimativas com base no estado-da-
arte, isto €, com os melhores estimadores de erro disponiveis, como o estimador GCl (Grid Convergence Index)
(Roache, 1994).

A magnitude aceitavel para o erro numérico € funcdo, entre outros fatores, da finalidade da solu¢@o numérica, dos
recursos financeiros envolvidos, do tempo permitido ou disponivel para realizar as simulagdes e dos recursos
computacionais existentes. Sabendo-se que as solugdes numéricas contém erros, entre outros motivos, ¢ importante
estima-los porque quando o erro ¢ maior do que o aceitavel compromete-se a confiabilidade do uso da solugdo
numérica.

Neste trabalho ¢ resolvido um problema de condugdo de calor e um de termoelasticidade linear, ambos com o
método de diferencgas finitas, com malhas uniformes e aproximag¢des numéricas de 2* ordem de acurdcia. O modelo
numérico segue basicamente o de Demirdzic e Martinovic (1993), que empregaram o método de volumes finitos em
problemas termoelasticos, entre outros. Porém, eles ndo fizeram estimativa do erro de discretizagdo. Assim, os objetivos
do presente trabalho sdo: (1) verificar (Roache, 1998) as solu¢des numéricas para o problema térmico cuja solugdo
analitica é conhecida; (2) obter solu¢des numéricas altamente acuradas, com malhas de até 1024x1024 elementos; (3)
utilizar os estimadores de Richardson e GCI para estimar o erro de discretizagdo das variaveis de interesse; (4) avaliar o
desempenho destes estimadores para o caso em que a solucdo analitica é conhecida; e (5) comprovar a ordem de
acuracia das solugdes numéricas.

O trabalho estd assim dividido: na se¢do 2 sdo apresentados os estimadores de erro; na se¢do 3 ¢ definido o
problema térmico, seu modelo numérico e apresentados os resultados; na se¢do 4, o mesmo para o problema
termoelastico; e na se¢do 5, a conclusdo do trabalho.

2. Erro de discretizacéo

Erro numérico (E) ¢ a diferenca entre a solug@o analitica exata (@) de uma variavel de interesse ¢ a sua solugéo
numérica (¢), isto €, (Marchi e Silva, 2002)

E(g) = ® — ¢ (1)
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onde E ¢ causado por quatro fontes de erros: truncamento, iteragdo, arredondamento e programacdo. Quando as outras
fontes sdo inexistentes ou muito pequenas em relagdo aos erros de truncamento, E também pode ser denominado de erro
de discretizagdo.

Em situagdes praticas, uma solugdo numérica ¢ obtida porque a solug@o analitica ¢ desconhecida. Por conseqiiéncia,
o valor verdadeiro do erro numérico também ¢é desconhecido. Portanto, o erro numérico tem que ser estimado. Pelo
numero de citagdes e amplo uso que vem sendo feito dele, e segundo a experiéncia de um dos autores deste trabalho, o
GCI (Grid Convergence Index) de Roache (1994) pode ser considerado o mais confiavel dos estimadores atuais para
erros de discretizagdo. Segundo o GCl, o erro de discretizacdo estimado (U) é dado por

¢ - 9|
Ugc (p,¢y) = Fsm 2
onde
p = Min(p_,py >0) (3
log(zz _53J
_ \ — P
Py = " ogn) 4)
_h _h
T h T ©)

&1, & e ¢ = solugdes numéricas obtidas respectivamente com malhas fina (h;), grossa (h,) e supergrossa (h;), h =
tamanho dos elementos da malha, isto ¢, a distncia entre dois nos consecutivos, I = razio de refino de malha, Min =
valor minimo entre os argumentos, Fs = fator de seguranca (trés, neste trabalho), p, = ordem assint6tica (Roache, 1998)
do erro prevista para cada varidvel de interesse, py = ordem aparente (De Vahl Davis, 1983; Marchi e Silva, 2002) do
erro calculada para cada variavel de interesse.

A Eq. (2) resulta dos trabalhos de Roache (1994) e Marchi e Silva (2002). O calculo da ordem p do erro, segundo a
Eq. (3), aumenta a confiabilidade do erro estimado pela Eq. (2). Se py < 0 ou indefinido, a Eq. (2) ndo deve ser aplicada
(Marchi, 2001).

Teoricamente (Marchi, 2001), espera-se que pPg € py—> PL para h — 0. Isto é, espera-se que as ordens praticas (Pg €
Pu), que sdo calculadas com as solugdes numéricas de cada variavel de interesse, tendam a ordem teorica (p.), prevista a
priori, quando o tamanho dos elementos da malha (h) tende a zero.

A ordem efetiva (pg) do erro verdadeiro é definida por (Marchi, 2001)

log[ E(@)}
__LE@)
P = o (6)

Conforme a Eq. (6), a ordem efetiva (pg) ¢ funcdo do erro verdadeiro da variavel de interesse. Assim, para os problemas
cuja solugdo analitica é conhecida, ela pode ser usada para verificar a posteriori se, a medida que h — 0, pg — p..
O estimador de Richardson, baseado nas ordens assintética (p.) e aparente (py), ¢ dado por

Un(pud) = S0 @
Un(py. ) = A0 ®

3. Conducéo de calor bidimensional
3.1. Modelo matematico

O problema da condugdo de calor bidimensional em regime permanente ¢ governado pela equagdo de Laplace, isto
e,
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onde X e Yy sdo as dire¢des coordenadas e T ¢ a temperatura. As condi¢des de contorno sio do tipo Dirichlet e dadas por:
T(x,0)=T(0,y) =T(1,y) =0 e T(x,1) = sen(7zx).
As variaveis de interesse, isto ¢, as variaveis para as quais ¢ obtida a solugdo numérica e verificado seu erro de
discretizacdo e suas ordens sao:
(a) Temperatura (T) em X =y = 3/4: variavel dependente, primaria, local, incognita principal do problema que é obtida
a partir da solugdo da Eq. (9), que € uma equacdo diferencial parcial (EDP), linear, de segunda ordem. Sua solugéo
analitica é

TXYy) = sen(nx)m (10)

(b) Taxa de transferéncia de calor (q): variavel secundaria, obtida a partir da seguinte definigdo

q = {(jkw(%j dx (11)
X,y=1

onde k = condutividade térmica do material (constante), W = espessura do material (constante). Para a Eq. (10), a
solugdo analitica da Eq. (11) é

g = —2kW coth(x) (12)
3.2. Modelo numérico

O modelo numérico ¢ caracterizado pelo uso do método de diferencas finitas, malhas uniformes ¢ o método de
Gauss-Seidel (Kreyszig, 1999) para resolver o sistema de equagdes. A linguagem de programacdo usada é C++ Builder
6.0, com precisdo dupla para todas as varidveis reais. Os dois termos da Eq. (9) foram aproximados com o esquema de
diferenca central (CDS) (Tannehill et al., 1997). O processo iterativo foi levado até ser atingido o erro de maquina para
minimizar o erro de iteragdo e utilizou-se estimativa inicial nula. A variavel taxa de transferéncia de calor (q) foi obtida
com o esquema de diferenga & montante de segunda ordem (UDS-2) (Tannehill et al., 1997). Considerando-se as
aproximagdes numéricas acima, a ordem assintética prevista para cada variavel de interesse é p, = 2.

3.3. Resultados

Para obter as solugdes numéricas deste trabalho foi utilizado um computador com processador Pentium 4, 2.8 GHz
e 512 MB de memoria RAM. Considerou-se K =1 W/m.K e W = 1 m. As malhas utilizadas sdo uniformes com 2, 4, 8,
.. até¢ 1024 elementos em cada dire¢do. Para a malha mais refinada, o niimero de iteragdes para atingir o erro de
magquina foi de ~ 2,8x10°, que resultou no tempo de CPU de quase trés dias (71 horas).

A Tab. 1 apresenta a solug@o analitica e numérica para as duas variaveis de interesse, para a malha 1024x1024
elementos. Nesta malha, para as duas variaveis, o estimador GCI ¢ confiavel. Isto €, a soluco analitica esta contida no
intervalo compreendido pela solugdo numérica (@) £ Ugg).

Tabela 1. Solugdo numérica com malha 1024 x 1024 do problema térmico.

Variavel Solugdo analitica (D) Solug¢do numérica (@) e seu Ugcy
T(3/4,3/4) [K] 0,32009852 0,32009872 + 5,6x107
q[W] —805,001 —804,997 + 1,1x10

Para as duas varidveis de interesse, a Fig. 1 apresenta o mdédulo do erro verdadeiro (E), e a sua estimativa (U)
baseada nas Egs. (2), (7) e (8). Percebe-se que o estimador GCI ¢é confiavel em qualquer malha, isto ¢, U/E > 1. Além
disso, E se reduz monotonicamente a medida que h — 0.

A Fig. 2 apresenta as ordens assintotica (p.), efetiva (pg) e aparente (py) do erro. Nota-se que P e py — PL
monotonicamente & medida que h — 0. Para ndo comprometer a analise dos resultados, foram eliminados alguns pontos
que, sabidamente, ja sofrem efeito do erro de arredondamento; no caso em anélise, isso ocorre em geral para h < 4x107.
Todos os resultados de pe e py , apresentados neste trabalho, foram obtidos com as Egs. (4) e (6) com razao de refino (1)
igual a 2.
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a) Temperatura T(3/4,3/4). b) Taxa de transferéncia de calor Q.
Figura 1. Condug@o de calor: moédulo do erro (E) e de sua estimativa (U).
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a) Temperatura T(3/4,3/4). b) Taxa de transferéncia de calor Q.

Figura 2. Condugdo de calor: ordens assintotica (pL), efetiva (pg) e aparente (py) do erro.

4. Termoelasticidade bidimensional
4.1. Modelo matematico

O problema termoelastico linear, bidimensional, em regime permanente ¢ governado pelas seguintes equagoes
(Timoshenko e Goodier, 1970):

2 2
Cu.i a_u+ﬂ +a_u+a_u:2.cu.ﬁ.£ (13)
ox\ox oy ) ox2 8y2 OX
2 2
Cu.i[a_hﬂ)ﬁ_zvﬁ_;’:zcu. 5. (14)
oy\ox oy) ox= oy oy
onde C, :H—ﬂ, 4 = razdo de Poisson, X e y = direcdes coordenadas, T = temperatura, = coeficiente de expansao

térmica, e U e V = deslocamentos nas diregdes X ¢ Y. As condi¢des de contorno sao do tipo Dirichlet e dadas poruev =0
em todos os quatro contornos. A parte térmica do problema é governada pela Eq. (9).
As varidveis de interesse sdo:
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(a) Deslocamento na direcdo X (U) em X =y = 3/4: variavel dependente, primaria, local, incognita principal do
problema que ¢ obtida a partir da solugdo das Egs. (13) e (14), que é um sistema de equagdes diferenciais parciais,
acopladas, de segunda ordem.

(b) Forca na diregdo X no contorno direito (Fx): variavel secundaria, obtida a partir da seguinte defini¢do

Fy = J.IW(JX)X:Lydy (15)

0

onde a tensdo normal oy é dada por

oy = [ B NN N e (T -To) (16)
I+p |1—p \OX oy) Ox

com E = moédulo de Young e To = temperatura de referéncia, nula.
4.2. Modelo numérico

O modelo numérico ¢é caracterizado pelo uso do método de diferengas finitas e malhas uniformes. O método de
Gauss-Seidel (Kreyszig, 1999) é usado para resolver os trés sistemas de equagdes originados da discretizacdo das Egs.
(9), (13) e (14). A linguagem de programagdo usada ¢ C++ Builder 6.0, com precisdo dupla para todas as variaveis
reais. Os termos das equagdes foram aproximados com o esquema de diferenga central (CDS) (Tannehill et al., 1997).
O processo iterativo foi levado até ser atingido o erro de maquina para minimizar o erro de iteragdo e utilizou-se
estimativa inicial nula para as trés variaveis primitivas: T, U e V. A variavel forga na dire¢do X no contorno direito (Fy)
foi obtida com o esquema UDS-2, de segunda ordem (Tannehill et al., 1997). Considerando-se as aproximagdes
numéricas acima, a ordem assintotica prevista para cada variavel de interesse é p. = 2.

4.3. Resultados

As solugdes numéricas foram obtidas para f= 16x10° K, E=10° N/m,W=1me #=0,32. As malhas utilizadas
sdo uniformes com 2, 4, 8, ... até 512 elementos em cada dire¢do. Para a malha mais refinada, o nimero de iteragdes
para atingir o erro de maquina foi de ~ 6,4x10° que resultou no tempo de CPU de quase 18 horas. A Tab. 2 apresenta a
solugdo numérica das duas variaveis de interesse, para a malha 512x512 elementos.

Tabela 2. Solug@o numérica com malha 512 x 512 do problema termoelastico.

Variavel Solugdo numérica (@) e seu Ugc
u(3/4,3/4) [m] 5,24863x107 +3,5x10™""
Fy [N] —404877 + 50

Para as duas varidveis de interesse, a Fig. 3 apresenta a estimativa do erro de discretizagdo (U) baseada nas Egs. (2),
(7) e (8). A Fig. 4 apresenta as ordens assintotica (p,) e aparente (py) do erro. Nota-se que py — p. monotonicamente a
medida que h — 0.
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a) Deslocamento u(3/4,3/4). b) Forga Fy.

Figura 3. Termoelasticidade: mdédulo da estimativa do erro (U).
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Figura 4. Termoelasticidade: ordens assintética (p.) e aparente (py) do erro.
5. Concluséo

Para o problema de condugdo de calor, cuja solugao analitica ¢ conhecida, verificou-se que:
e A medida que a malha ¢ refinada, os valores das ordens efetiva (pg) e aparente (py) tendem monotonicamente ao
valor (2) tedérico da ordem assintotica (p,) para as variaveis de interesse.
o A estimativa do erro (Ugc) € confidvel em todos os pontos em que se comparou U com E, isto ¢, a solucdo analitica
estd contida no intervalo compreendido pela solugdo numérica (@) = Ugc-
Para o problema termoelastico, cuja solucdo analitica ndo é conhecida, verificou-se que a medida que a malha ¢
refinada, os valores de py tendem monotonicamente ao valor (2) tedrico de p_. para as variaveis de interesse.
Apresentou-se a solugdo numeérica obtida com a malha 512x512 e a estimativa (U) do seu erro de discretizagdo.
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Abstract. The main objective of this work is verify the error of numerical solution of a thermoelastic problem in two-dimensions. It
is used the finite difference method with numerical approaches of second order. The true error (E) of dicretization and its estimative
(V) are evaluated. It is used the Richardson and GCI estimators. It were used uniform grids with 2 up to 1024 elements in each
direction. It was verified that the GCI estimator supplies reliable uncertainty. The value of the effective and apparent orders
approaches the asymptotic order monotonically as h — 0.
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