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Resumo. O objetivo principal deste trabalho é avaliar o desempenho de alguns esquemas
numéricos para resolver problemas difusivos bidimensionais com o método de volumes
finitos. Para aproximar a integral da derivada da variavel dependente nas faces dos volume
de controle, os esquemas usados sdo: diferenca central (CDS) com integragdo numérica
obtida pelas regras do retangulo, trapézio e Simpson; e funcdo biquadratica com integral
analitica. Para aproximar a varidvel dependente nas faces dos volume de controle, os
esquemas usados sdo: CDS; diferenca para trds (UDS); e funcéo biquadratica com integral
analitica. Os problemas resolvidos séo definidos pelas equacdes bidimensionais de Laplace e
advecgdo-difusdo, com nimero de Peclet quatro. Sdo apresentados resultados do erro
numérico e sua ordem efetiva versus tamanho dos volumes de controle para malhas com 2x2
a 512x512 volumes e trés varidveis de interesse. Entre os esquemas avaliados e para uma
mesma malha, a fungéo biquadrética resulta no menor erro numérico para todas as variaveis
de interesse testadas.

Palavras-chave: verificagdo, aproximacdo numérica, funcdo de interpolacdo, equacdo de
Laplace, equacéao de advecgdo-difuséo.



1 INTRODUCAO

No dmbito do Método de Volumes Finitos (MVF) (Patankar, 1980; Maliska, 2004), pode-
se definir funcdo de interpolacdo como o meio utilizado para se calcular o valor da incognita
do problema, e de sua derivada normal, nas faces dos volumes de controle que s&o utilizados
para discretizar o dominio de célculo (Marchi, 1993). O tipo de funcéo de interpolagdo pode
ser considerado como uma das principais caracteristicas de um modelo numérico pois
determina o nivel do erro da solucéo numérica obtida. Neste trabalho, funcdo de interpolacéo
é considerada sinbnimo de esquema numérico e aproximagao numérica.

Os problemas resolvidos neste trabalho séo definidos pelas equagdes bidimensionais de
Laplace e advecgdo-difusdo. No caso da equacdo de Laplace, para obter a integral da derivada
da varidvel dependente em cada face de um volume de controle, os esquemas avaliados séo:
esquema de diferenca central (CDS) (Patankar, 1980) com integracdo numerica obtida pelas
regras do retangulo, trapézio e Simpson; e funcdo biquadratica (Becker et al.,1981; Bathe,
1995) com integral analitica. No caso da equagdo de advecgdo-difusdo, alem da fungdo
biquadratica, o problema € resolvido com os esquemas CDS e UDS (Courant et al.,1952;
Patankar,1980). A Fig. 1 apresenta o dominio de célculo e as condic¢fes de contorno para o
problema da adveccdo-difusdo bidimensional em estudo. Nesta figura, o simbolo Pe
representa 0 nimero de Peéclet, A é a varidvel dependente ou priméria, x e y sdo as direcbes
coordendas, e S é um termo fonte.
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Figura 1 — Dominio de calculo e condi¢des de contorno para o problema da advecgéo-
difuséo

Os objetivos deste trabalho sdo: (i) avaliar o erro numérico da solugdo para problemas
puramente difusivos (Péclet nulo) quando se utilizam diferentes técnicas de integragdo nas
faces dos volumes de controle, considerando-se variaveis primarias e secundarias; (ii) ainda,
para os problemas puramente difusivos, determinar uma relacdo para o esforgo computacional
entre as diferentes formas de integragdo numérica estabelecendo uma comparacdo com o
esforco computacional da funcdo biquadratica para a cobertura do dominio de calculo; (iii)
avaliar o erro numérico da solugdo das variaveis primérias e secundérias em problemas de
adveccdo-difusdo, comparando os esquemas UDS, CDS e a funcéo biquadrética; (iv) para o
problema de adveccéo-difuséo, determinar a relacdo para o esforgo computacional entre os
esquemas de interpolacdo, e; (v) para os problemas apresentados e varidveis avaliadas,
determinar a ordem efetiva da aproximacao.

A importancia deste trabalho estd na verificagdo do efeito das diferentes formas de
integragdo numeérica nas faces dos volumes de controle em compara¢do com o esquema de
interpolacdo mais utilizado (integracéo retangulo). O trabalho apresenta também a formulagéo
de uma funcdo biquadrética para a cobertura do volume de controle como um esquema que



permite avaliar com menor erro as varidveis secundérias, por permitir a derivacéo e integracdo
analiticas dessa funcéo.

2 MODELOS MATEMATICO E NUMERICO

2.1 Definicao do problema e sua discretizagéo

A equacao de adveccdo-difusdo bidimensional considerada neste trabalho é
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onde p e k sdo os numeros de Péclet nas diregBes x ey, respectivamente. A Tabela 1 apresenta
as condigBes de contorno usadas e a solugdo analitica de cada problema.

Tabela 1 — Defini¢éo das condicGes de contorno

Péclet Termo fonte Condices de contorno Solucdo analitica
A(x,00=A(0,y)=AL y)=0 senh

Nulo S=0 (x0)=A0,¥) =ALY) AX,y) = sen(ﬂ)ﬂ
A(X,1) = sen(nx) senh(r)

A(x,0)=A00,y)=ALYy)=0
e™ —1)(e¥ -1)

. o x _ (
N&o-nulo S=S A(xd) = sen() ((eeF; —11)) A(x,y) = sen(nx) (" —1)(e" —1)

Os dois problemas abordados neste trabalho se diferem pelo nimero de Péclet e o termo
fonte utilizado. No caso dos nimeros de Péclet (p = k = 0) e termo fonte nulos, a Eq. (1) se
reduz a de Laplace, que apresenta apenas os termos difusivos. O outro problema leva em
consideracdo valores ndo-nulos para os nimeros de Péclet e o termo fonte dado por
(Schneider, 2007)

. ﬂ'[(Sen(iTX)ﬂ' — pcos(nx))(e™ -1) -2 pcos(;rx)](eky -1)

S
(e” —1)(e* -1)

@)

A discretizacdo do dominio de célculo é feita utilizando-se malhas uniformes. O nimero
total de volumes (NV) é calculado por NV=N,Ny, sendo Ny e Ny 0 nimero de volumes nas
direcdes x ey, respectivamente.

2.2 Funcoes de interpolacéo

A integracdo da Eq. (1) sobre o volume de controle P (Fig. 2), delimitado pelas faces
oeste (w), leste (e), norte (n) e sul (s), resulta em
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Figura 2 — Volume de controle elementar P e suas faces

A integracéo da Eq. (3) pode ser feita com diversos tipos de fungéo de interpolacdo para
expressar o valor da incognita A, e de sua derivada normal, nas faces dos volumes de
controle. Essas fungdes de interpolagdo sdo utilizadas para se obter a solu¢do aproximada do
problema. Assim, para caracterizar que a solugdo é aproximada, a incognita A (representacdo
da solucéo analitica) serd substituida pela incognita 4 (representacdo da solucéo aproximada).

Apos a integragdo da Eq. (3) para uma dada funcéo de interpolacdo, obtém-se

Ao dp = A A + Ay Ay + A Ay + A As +Dp (4)

A EqQ. (4) representa cada uma das equagdes de um sistema linear, cuja matriz dos
coeficientes (A) é pentadiagonal (5 nds envolvidos nas interpolagBes) e bp é 0 vetor dos
termos independentes (Patankar, 1980).

Esquema UDS. O esquema de diferengas & montante (Upwind Difference Scheme ou
UDS), desenvolvido por Courant et al. (1952), aplicado ao termo advectivo da Eq. (3) na face
leste (e) do volume P (Fig. 2), resulta em

Ae = Ap u>0

(5)



onde u é a componente do vetor velocidade na diregéo x.

Esquema CDS. O esquema de diferengas centrais (Central Difference Scheme ou CDS)
(Patankar,1980), aplicado aos termos advectivo e difusivo da Eq. (3) na face leste (e) do
volume P (Fig. 2), resulta em
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O esquema apresentado leva em consideracdo 5 nos: central (P), leste (E), oeste (W),
norte (N) e sul (S). Ou seja, os valores interpolados sédo considerados constantes em cada face,
conforme se observa nas Egs. (5) e (6) para a face leste.

Esquemas de 9 nds. Podem ser usadas outras formas de integracdo numérica e, assim,
incluir mais pontos na aproximagao da solucdo. Por exemplo, podem ser incluidos os nds SW,
SE, NW e NE, da Fig. 2, resultando em um esquema com 9 nds para cada volume de controle
P. A Fig. 2 apresenta os pontos “el”, “e2” e “e3”, pertencentes a face leste. No esquema
bidimensional de 9 nés para MVF, utilizando-se o esquema CDS, para a face leste na posi¢do
“e2”, mostrada na Fig. 2, tem-se
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e, para a face leste na posigdo “e3”,
Ae + A+ A + 4,
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Tendo-se valores diferentes para a variavel e sua derivada na face leste, Egs. (6) a (8),
deve-se definir como considera-las. Neste trabalho, a integracdo numeérica em cada face € feita

de trés formas: (i) regra do retangulo; (ii) regra do trapézio e, (iii) regra de Simpson (Burden e
Faires, 2003).

Aproximacdes em cada face. A integral de todas as superficies do volume de controle é
igual & soma das integrais em cada uma das faces, assim

F=§Sf.nd5=zj5f.nds, 9)



na qual o indice i representa cada uma das faces do volume de controle, f representa a variavel
ou a sua derivada em cada uma das faces, e n é o vetor normal a cada face.
A aproximacéo na face “e” da Fig. 2, pela regra do retangulo, é dada por

Fezjsf.ndsz(f.n)elAy, (10)
pela regra do trapézio, por
Ay
Fo=[, frndS==2I( n), +(Fn)al, (1)
e pelaregra de Simpson, por
Ay
F, =J'S f-ndS z?[(f ‘N),, +4(f-n), +(f-n),l. (12)

Fungdo Biquadratica. A Fig. 3 apresenta o subdominio Q/ de um volume genérico P.

Tomando-se o produto de um conjunto de polinbmios em x com um conjunto de polindmios
emy, as funcbes de forma para um elemento de 9 n6s podem ser obtidas (Becker et al.,1981;
Bathe, 1995). A cobertura Q para o dominio real deve ser tal que

NV
a<yQqy . (13)
P=1
A interpolagdo para a cobertura Q7 pode ser escrita, na forma compacta, como sendo

Iy (X,Y) ZZ& & (%) | (14)

na qual ¢° (x,y) sdo as funces de forma para cada volume genérico P.
As funcdes de forma definidas sobre o dominio Q] devem satisfazer

1 se i=]j
¢iP(Xj’yj): ,j=12,...9. (15)
0 se 1#]

Na descricdo apresentada para a determinacdo das funcbes de forma, 47, foi usado o

sistema de coordenadas cartesianas locais. Para propoésitos de implementacdo computacional
0 uso de um sistema de coordenadas natural é a melhor op¢éo (Bathe, 1995). Os indices i € j,
utilizados na defini¢do das funcdes de forma, devem ser associados aos nés vizinhos (dados
por letras — ver Fig. 3) do n6 central (P). A integragdo nas faces dos volumes de controle pode
ser resolvida analiticamente, portanto, sem aproximag&do por integracdo numérica.
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Figura 3 - Elemento retangular que cobre o volume de controle P

3 RESULTADOS

Para os dois problemas da Tabela 1, foram feitas as seguintes andlises:
1. Péclet=0 e S=0 (equagdo de Laplace):
» CDS com integracéao pela regra do retangulo (forma tradicional - utiliza 5 nés)
* CDS com integracéao pela regra do trapézio (utiliza 9 nés)
* CDS com integracéo pela regra de Simpson (utiliza 9 n6s)
* Funcéo biquadratica
2. Péclet=4 e S=S” (equacdo de adveccao-difusdo):
e UDS (5 nods)
» CDS (5 nos)
* Funcéo biquadratica
Em todas as analises, o solver Gauss-Seidel (Patankar, 1980) foi utilizado para a solugdo
dos sistemas de equagdes, fazendo-se iteracOes até se atingir o erro de maquina. As malhas
usadas foram: 2x2, 4x4, 8x8, 16x16, 32x32, 64x64, 128x128, 256x256 e 512x512 volumes.
As simulag¢Oes foram realizadas em um computador com processador Intel Core 2 Duo de
2,66 GHz e 3 GB de memdria RAM. Em todas as figuras abaixo, h = Ax = Ay.

3.1 Média do erro de discretizagéo (L)

A média do erro de discretizacdo (L) da variavel priméria é calculada pela média da
norma L do erro de discretizacdo, definida por

NV
L Z|AP - AP|
1 — P=1 .

L=—L =
NV NV

(16)

A Fig. 4a apresenta a média do erro de discretizacdo (L) para Péclet nulo. Pode-se
observar que as integraces numéricas do tipo trapézio e Simpson resultam em erros maiores



do que os da integracdo do tipo retdngulo. O uso da func¢éo biquadratica resulta no menor
nivel de erro.

Ainda considerando-se a Fig. 4a, para dois niveis especificos de L, no caso L=1¢107
(Tabela 2) e L=3,16+10° (Tabela 3), determinou-se a raz&o entre o nimero de n6s necessario
com a funcdo biquadréatica e o nimero de nds dos outros esquemas. Esta razdo indica o nivel
de reducdo do esforgo computacional (memdria e tempo de CPU) ao se usar a funcdo
biquadratica em relagdo aos outros esquemas. O nivel de erro utilizado para determinar o
nimero de nés em cada um dos esquemas levou em consideracdo um erro menor ou, no
méaximo, 5% maior que o considerado em cada andlise. A func¢éo biquadratica reduz em cerca
de 60%, 78% e 89% a quantidade de nds da malha necesséaria para se resolver 0 mesmo
problema com CDS e, respectivamente, integracdo retdngulo, Simpson e trapézio.
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Figura 4 - Média do erro de discretizacdo (L)

A Fig. 4b apresenta a média do erro de discretizagdo (L) para Péclet ndo-nulo (Pe=4;
S=S") nas direcBes x e y. Novamente, a funcéo biquadratica resulta em menor nivel de erro.
Na Fig. 4b, para dois niveis especificos de L, no caso L=1+10° (Tabela 4) e L=3,16+10"
(Tabela 5), também se determinou a razdo entre os nimeros de nés que utiliza a fungéo
biquadratica e os esquemas UDS e CDS. Para L=3,16¢10, a fungdo biquadratica reduz em
cerca de 78% e 99,7% a quantidade de nds da malha necesséria para se resolver o mesmo
problema, respectivamente, com CDS e UDS.

Tabela 2 - Reducéo de nés de malha (Pe=0; S=0) para a média do erro de 1+ 107

interpolagdo malha L razdo entre nimero de nds
CDS - retangulo 11x 11 1,03810- 10 2,47
CDS - trapézio 22 x 22 9,58620- 10 9,88
CDS - Simpson 15x 15 1,01442. 107 4,59

Funcdo Biquadratica 7 x7 8,17009- 10™ 1,00




Tabela 3 - Redugéo de nés de malha (Pe=0; S=0) para a média do erro de 3,16+ 10

interpolacdo malha L razdo entre numero de nds
CDS - retangulo 202 x 202 3,17094- 10°° 2,49
CDS - trapézio 378 x 378 3,16282.10° 8,72
CDS - Simpson 270 x 270 3,14520- 10°® 4,45
Funcdo Biquadratica 128 x 128 3,13788. 10" 1,00

Tabela 4 - Reducéo de nés de malha (Pe=4; S=S") para a média do erro de 1+ 10°

interpolagdo malha L razdo entre nimero de nds
uUDS 14 x 14 9,93871-10™ 4,00
CDS 10 x 10 9,49760- 10 2,04
Funcdo Biquadratica 7x7 7,77306- 10 1,00

Tabela 5 - Reducéo de nés de malha (Pe=4; S=S") para a média do erro de 3,16+ 107

interpolagdo malha L razdo entre nimero de nds
uUDS 498 x 498 3,15754- 10 366,37
CDS 56 X 56 3,14243- 107 4,64
Funcdo Biquadratica 26 x 26 2,91485- 107 1,00

3.2 Qutras variaveis

Para os dois problemas da Tabela 1, também foram realizadas andlises para as seguintes
variaveis (secundarias), definidas matematicamente na Tabela 6:
» | =derivada em relacéo ay na posicéo (0,5;1); e
» (= integracdo da derivada em relagéo a y no contorno norte (y=1).
A Tabela 6 apresenta o valor da solugdo analitica das variaveis secundérias.

Tabela 6 — Defini¢do de variéveis secundarias

Péclet Fonte Derivada no contorno norte Integracdo da derivada no contorno norte

1
Nulo S=0 | = (‘Mj =3,1533480949 q= j(aAJ dx = 2,0074837464
05;1 y=1

0

1
* A
Nao-nulo S=S | = (GAJ =0,27572056 48 q= I(aJ dx = 0,2639019902
0,5;1 0 y=1

A solugdo numeérica de | é obtida através da aproximagdo DDS (Downstream Difference
Scheme) de 12 ordem:

| :[@J _pf e (17)
ay 0,51 Ay



onde Acn € 0 valor analitico da variavel principal na posicdo (0,5;1) e Ap € 0 valor da solugdo
numeérica para a variavel principal no né que pertence ao volume adjacente ao contorno norte
na posicao x=0,5. No caso do nimero de volumes par, o valor de Ap é calculado como a
média dos dois nos vizinhos a coordenada x=0,5.

A solugdo numérica de q é feita levando-se em consideracéo o célculo de I, em cada né P
que pertence ao volume adjacente ao contorno norte, e a sua integragdo numérica através da
regra do retangulo.

A Fig. 5 apresenta o erro da solu¢do numérica das duas variaveis secundarias para os dois
problemas. Pode-se ver que a fungdo biquadratica resulta no menor nivel de erro nos quatro
casos.
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Figura 5 - Mddulo dos erros de variaveis secundarias

Considerando-se a Fig. 5¢c, para o nivel de erro 1+10” de g, determinou-se a razao entre o
namero de nos necessario com a funcdo biquadratica e o nimero de n6s dos outros esquemas.
Os resultados séo apresentados na Tabela 7. A funcdo biquadratica reduz em cerca de 88%,
95,9% e 96% a quantidade de n6s da malha necessaria para se resolver 0 mesmo problema
com CDS e, respectivamente, integracdo Simpson, trapézio e retangulo.

Considerando-se a Fig. 5d, para o nivel de erro 3,1610™ de g, determinou-se a raz&o
entre 0 nimero de nds necessario com a funcdo biquadratica e 0 nimero de nds dos outros
esquemas. Os resultados sdo apresentados na Tabela 8. A funcdo biquadrética reduz em cerca



de 94,9% e 98,7% a quantidade de nos da malha necessaria para se resolver o mesmo
problema, respectivamente, com CDS e UDS.

Tabela 7 - Reducéo de nés de malha (Pe=0; S=0) no nivel de erro 1,00+ 10 para q(x;1)

interpolacdo malha nivel de erro razdo entre numero de nds
CDS - retangulo 494 x 494 9,98975.10° 24,90
CDS - trapézio 490 x 490 9,99231- 10°® 24,50
CDS - Simpson 288 x 288 9,95284-10° 8,46
Funcdo Biquadratica 99 x 99 9,89580- 10°° 1,00

Tabela 8 - Reducéo de nés de malha (Pe=4; S=S) no nivel de erro 3,16 10 para q(x;1)

interpolacdo malha nivel de erro razdo entre nimero de nds
UDS 364 x 364 3,15668: 10™ 78,82
CDS 182 x 182 3,15572. 10 19,70
Funcdo Biquadratica 41 x 41 3,13785- 10 1,00

Para a funcdo biquadrética o célculo de | e g foram feitos de forma especifica. Como a
funcdo que faz a cobertura do volume finito possui derivada analitica conhecida, foi possivel
calcular o valor de I utilizando essa definicdo. O mesmo pode ser dito em relagdo a integral da
derivada no contorno norte (g). O valor da integracdo analitica da derivada é conhecido para
cada volume adjacente ao contorno norte, entdo, o valor da integracdo total é dado pelo
somatdrio desses valores. Evidentemente, o valor analitico para as variaveis secundarias se
baseia na solugdo numérica obtida para a variavel primaria.

3.3 Ordem efetiva

A ordem efetiva permite verificar a posteriori das solu¢des numéricas se a ordem
assintdtica dos erros de truncamento € atingida (Marchi, 2001). A ordem efetiva (pg) é
definida como a inclinagéo local da curva do erro de discretizagdo (E) da solu¢do numérica
(1) versus o tamanho (h) dos elementos da malha num gréfico logaritmico.

A medida que h é reduzido, a ordem do erro de discretizacdo das solugbes numéricas
tende a ordem assintotica dos erros de truncamento, ordem esta que € um resultado tedrico,
obtido a priori das solugbes numéricas. Conforme Marchi (2001), a ordem efetiva (pe) é
obtida a partir de

=
a2z,
pe =———— (18)

onde A e Aq S0 as solucbes numeéricas obtidas respectivamente com as malhas fina e grossa,
e r é arazdo de refino de malha, definida por

r=—2, (19)



onde ht e hy s&o os tamanhos dos volumes das malhas fina e grossa, respectivamente. Para as
malhas utilizadas neste trabalho, a razédo de refino € igual a 2.

A Fig. 6a apresenta a ordem efetiva da média do erro para Péclet nulo. Pode-se observar
que a ordem efetiva dos trés esquemas CDS e da funcéo biquadratica tendem & ordem 2 com a
reducéo de h. Na Fig. 6b, para Péclet ndo-nulo (Pe=4; S=S’), 0 esquema UDS tende & ordem
1 com a reducdo de h, e tanto o esquema CDS quanto a fungdo biquadrética tendem a ordem
2.
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Figura 6 — Ordem efetiva do erro de L

A Fig. 7a apresenta a ordem efetiva do erro da variavel q para Péclet nulo. Observa-se
que os trés esquemas CDS tendem a ordem 2 com a reducgdo de h, e a fungdo biquadrética
atinge um méximo (préximo a 2,5) e comeca a se reduzir com a reducéo de h, mas sempre
com valores maiores do que 2. Na Fig. 7b, para Péclet ndo-nulo (Pe=4; S=S), o
comportamento da fungdo biquadratica é andlogo ao da Fig. 7a, o esquema UDS tende a
ordem 1 com a reducéo de h, e 0 esquema CDS tende & ordem 2.

A seguir sdo apresentados alguns resultados visando mensurar o esforgo computacional
necessario para se resolver os problemas com as diversas aproximagdes numéricas ji
apresentadas. As Tabelas 9 e 10 apresentam resultados do nimero de iteracBes no solver e o
tempo de CPU para obter as solu¢des numéricas. Nestes casos, utilizou-se como critério de
convergéncia a média da norma I1 do residuo das equagdes adimensionalizada pelo valor
deste mesmo parametro na primeira iteragdo. A tolerancia usada foi 1¢10™°.

Tabela 9 — Namero de iteragdes e tempo de CPU para Pe=0, S=0 e malha 256 x 256

interpolacéo iteracdes tempo de CPU (s) razéo
CDS - reténgulo 125.342 672 1,00
CDS - trapézio 65.713 684 1,02
CDS - Simpson 105.316 1.123 1,67
Funcdo Biquadratica 114.785 1.223 1,82

Para o problema de Peclet nulo, conforme a Tabela 9, o esquema CDS com integracdo
numérica pela regra do retdngulo foi o que apresentou o menor tempo de CPU. A coluna
razdo na Tabela 9 apresenta a razdo entre o tempo de CPU dos outros esquemas e o que levou
menos tempo. A fungéo biquadrética foi a que levou mais tempo, 82% a mais.



Para o problema de Peclet ndo-nulo, conforme a Tabela 10, o esquema CDS foi 0 que
apresentou o menor tempo de CPU. A coluna razdo na Tabela 10 apresenta a razdo entre o
tempo de CPU dos outros esquemas e o que levou menos tempo. A funcéo biquadratica foi a
que levou mais tempo, 88% a mais.

Tabela 10 — NUmero de iteracdes e tempo de CPU para Pe=4, S=S" e malha 256 x 256

interpolagdo iteracdes tempo de CPU (s) razéo
uDS 87.290 510 1,06
CDS 86.895 480 1,00
Funcéo Biquadratica 79.545 900 1,88
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Figura 7 - Ordem efetiva do erro de q

4 CONCLUSAO

A solucdo numérica das equacdes de Laplace e advecgdo-difusdo bidimensionais, com
condicdes de contorno de Dirichlet e Método de Volumes Finitos foi obtida com vérias
funcbes de interpolacdo. Além dos esquemas UDS e CDS, esquemas de 9 nos baseados na
interpolacdo linear do CDS e uma funcéo biquadrética foram testados.

Com base nos resultados obtidos, verificou-se que:

1) O erro de discretizacdo da solu¢do numérica obtida com a fungéo biquadratica é menor do
que a de todos os outros esquemas testados, tanto na solugdo da equacdo de Laplace
quanto na solucédo da equacéo de advecgdo-difuséo, e para as trés variaveis testadas.

2) A média do erro de discretizacdo (L) do esquema (regra do retangulo) de 5 n6s é menor do
que a dos esquemas (regras do trapézio e Simpson) de 9 nds na solucéo da equacéo de
Laplace.

3) Para 0 mesmo nivel de erro de L, a funcdo biquadratica reduz em cerca de 60% a
quantidade de nds da malha necesséria para se resolver a equacgdo de Laplace em relagdo
ao esquema com CDS e integragdo retangulo. Esta reducéo pode chegar a 78% no caso da
solucédo da equacdo de adveccao-difuséo.

4) Em relagdo ao esquema que converge no menor tempo de CPU e para uma mesma malha,
a funcéo biquadréatica gasta 82% a mais de tempo de CPU para atingir o mesmo critério de



convergéncia no caso da equacdo de Laplace, e 88% a mais no caso da equagdo de
advecgéo-difuséo.
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