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Resumo. O objetivo deste trabalho é verificar o efeito sobre o erro de discretizagéo e sua
ordem causado pela forma de aplicar as condi¢bes de contorno, em problemas resolvidos
com o método de volumes finitos. Para tanto, sdo considerados: equacdes de Poisson,
advecgdo-difusdo e Burgers; dominio unidimensional; malhas uniformes; sete varidveis de
interesse com aproximacdes numéricas de primeira e segunda ordens de acurdcia; condicdes
de contorno de Dirichlet; solver tridiagonal; malhas com até milhdes de nds; precisdo
quadrupla; e namero de iteracbes suficiente para atingir o erro de arredondamento de
maquina. As formas de aplicar as condi¢bes de contorno consideradas sdo quatro: com e sem
volume ficticio; meio volume; e volume de espessura zero. A principal conclusdo é que a
forma de aplicar condi¢fes de contorno com meio-volume resulta, em geral, no menor erro
numeérico.
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1 INTRODUCAO

Um método numérico aplicado a um modelo matematico fornece uma solu¢do numérica.
Essa solucdo numérica contém um certo nivel de erro que € causado pelo emprego das
aproximacdes numéricas ao representar o modelo matematico. Para Oberkampf e Trucano
(2002), a estimativa quantitativa do erro numérico é um dever dos analistas de CFD
(Computational Fluid Dynamics). Para Marchi e Alves (2008), as duas principais metas em
CFD séo obter solu¢bes numéricas acuradas e confidveis.

Como os processos de verificacdo e validagdo (AIAA, 1998; Roache, 2004) séo os
principais meios para avaliar a acurdcia e a confiabilidade em simulagBes computacionais
(Marchi e Silva, 1999), foi realizado um estudo entre o processo de verificagéo e a forma de
aplicacdo das condigdes de contorno.

O método numérico dos volumes finitos disponibiliza quatro formas pelas quais se
aplicam as condicbes de contorno nas fronteiras dos problemas de engenharia (Patankar,
1980; Maliska, 1995): sem volume ficticio; com volume ficticio; com meio-volume; e com
volume de espessura zero. Segundo Maliska (1995) um procedimento para aplicacdo das
condi¢Bes de contorno inconveniente, acarreta obstaculos que influenciam na veracidade da
solucéo do problema.

Segundo Marchi (2001) somente a apresentacdo de resultados em gréaficos visando
comparar o desempenho entre modelos numéricos diferentes é insuficiente para concluir uma
pesquisa, levando & divergéncia de opinides e deducdes equivocadas dos pardmetros
empregados. Por isso, muitas revistas e sociedades profissionais tém implementado politicas
projetadas para forgar padrdes e contribuir para o estado-da-arte em verificagcdo de solucdes
numeéricas em CFD (AIAA, 2009; ASME/JFE, 2009).

A verificacdo das solu¢Bes numéricas é o processo que quantifica o erro numérico e seu
objetivo é determinar em que medida um modelo matematico é resolvido adequadamente por
meio de um método numérico. Segundo Marchi (2001) a verificacdo € necessaria, pois a
simples obtengdo de uma solugdo numérica € incapaz de garantir sua confiabilidade em
funcéo dos erros provenientes da utilizagdo dos métodos numéricos.

As fontes de erros numéricos provenientes dos métodos numéricos sdo (Marchi e Silva,
2002): erro de truncamento; erro de iteracdo; erro de arredondamento e erro de programagé&o.
Quando a unica fonte de erro da solu¢do numérica é o erro de truncamento, 0 erro passa a
denominar-se erro de discretizagao.

As estimativas dos erros sdo realizadas: a priori estimando a ordem do erro de
discretizagdo e a posteriori estimando a magnitude do erro de discretizagdo (E). A priori sdo
obtidas as ordens assintotica (pL) e verdadeiras (pV) do erro e a posteriori, sdo obtidas a
ordem efetiva (pE) e a ordem aparente (pU), calculada por meio de estimadores de erros.

O objetivo deste trabalho é verificar o efeito da forma de aplicar condi¢Bes de contorno,
empregando 0 método dos volumes finitos (Ferziger e Peric, 2002) em problemas
unidimensionais que representam fendmenos de carater difusivo e advectivo com equacdes
lineares e ndo-lineares.

Neste trabalho foram empregados, além do método dos volumes finitos e das quatro
formas de aplicar as condigdes de contorno, o tipo de condigdo de contorno de Dirichlet; o
refino uniforme (RU) para gerar a malha computacional; as fungdes de interpolagcdo CDS-2
(Central Differencing Scheme) de 22 ordem para os termos difusivos e advectivos, DDS
(Downstream Differencing Scheme) e DDS-2 de 12 e 22 ordens respectivamente, para a
derivada de 12 ordem da varidvel de interesse em x =0 ; integracdo pelas regras do retangulo
e do trapézio para obter a varidvel média; o solver TDMA (Thomas Algorithm ou Tridiagonal
Matrix Algorithm) para resolver o sistema de equages algébricas.



Este estudo justifica-se pelo fato de que ainda ndo houve publicacdo sobre o assunto. Em
geral, os trabalhos sdo realizados com uma Unica forma de aplicar condi¢&o de contorno e a
verificacdo do processo de obtencéo da solugdo numérica néo € realizada.

2 MODELOS MATEMATICOS

Este trabalho considera trés modelos matematicos definidos pelas equacdes de Poisson,
adveccgédo-difuséo e Burgers, denotados por:
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onde ¢ representa a variavel dependente, S o termo fonte, x a posi¢do do centro do volume
de controle e Pe uma constante.
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onde Re representa o nimero de Reynolds.
As condigdes de contorno séo do tipo Dirichlet, denotadas por:

{¢(X =O) =0 (4)

p(x=1)=1

As variaveis de interesse séo:
1) Variavel dependente ¢ em x=1/2.
2) Meédiade ¢, definida por

1
6 (x) = [ $(x)dx 5)
0

3) Médiada norma I, do erro de discretizacéo de ¢ .



4) Derivada de 12 ordem de ¢ em x =0, definida por

qum=%9 ©)
X x=0

A escolha dessas variaveis justifica-se pelos seguintes motivos:
o A varidvel obtida em x=1/2 é a variavel principal do problema e fornece a solugdo no
centro do dominio de célculo.
e A média da varidvel ¢ fornece um valor medio calculado no dominio; em escoamentos,
pode ser usada para calcular fluxos de massa.
¢ A média da norma fornece o valor do erro médio obtido no calculo da variavel principal.
e A derivada de 1% ordem mostra o comportamento do fluxo de temperatura ou velocidade
obtida na entrada do dominio de célculo.
A solucéo analitica da varidvel dependente para as Eqgs (1) a (3) é:
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Para a equacdo de Burgers deve-se substituir o nimero de Peclet pelo nimero de
Reynolds na Eq. (7).

3  MODELOS NUMERICOS

Para resolver numericamente as Egs. (1), (2) e (3) foi empregado o método dos volumes
finitos. A discretizacdo foi realizada em malhas uniformes. A funcéo de interpolagéo utilizada
para as trés equagdes foi o esquema de diferenca central de 22 ordem de acurécia (CDS-2),
tanto para os termos difusivos quanto advectivos. Foram empregadas quatro formas de aplicar
as condi¢Bes de contorno: sem volume ficticio, com volume ficticio, com meio-volume e com
volume de espessura zero.

O sistema de equagdes algébricas resolvido com o solver TDMA é:

ap¢P = ayw +aePE + bp @)

onde o primeiro membro refere-se ao coeficiente da propriedade no volume de controle
principal, os dois primeiros termos do segundo membro referem-se aos coeficientes vizinhos
da propriedade nos volumes anterior (W) e posterior (E) ao volume principal (P), e o ultimo
termo refere-se ao termo fonte.

Um esquema da malha relacionado a forma de aplicar as condi¢des de contorno sem
volume ficticio € mostrado na Fig. 1(a). Nesta figura, Ax representa o tamanho dos volumes
de controle e a distancia entre nds consecutivos, Ax/2 é a metade do tamanho do volume, P é
o volume de controle principal e E é o volume a leste do volume P. Um esquema da malha
relacionado a forma de aplicar as condi¢Bes de contorno com volume ficticio estd na Fig.
1(b); com meio-volume, na Fig. 1(c), onde o centro do meio-volume coincide com o contorno
e ¢. = ¢(0); e com volume de espessura zero, na Fig. 1(d), onde é mostrado um volume P de

espessura zero sobre o contorno.
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Figura 1 - Malhas relacionadas as formas de aplicar condic¢Ges de contorno (adaptado de
Maliska, 1995)

As solucbes numéricas das varidveis de interesse, com as condi¢cbes de contorno
aplicadas sem volumes ficticios, sdo obtidas através de:
e Varidvel dependente ¢ obtida em x =1/2, utilizando nimero impar de volumes: o valor
para ¢ € obtido diretamente no valor nodal, ou seja, no centro do volume.
o Varidvel dependente ¢ obtida em x =1/2, utilizando nimero par de volumes: o valor para
¢ € obtido pela média aritmética de dois volumes vizinhos.

o Média de ¢ obtida pela regra do retangulo (Kreyszig, 1999) (0 <x<1):

N

¢ =X dp ©)

e Média de ¢ obtida pela regra do trapézio (Kreyszig, 1999) (0<x<1):

— (¢(0)+¢1)& [ (#py + ) (¢N+¢<1>)g
¢{ > 2+Ax|§2 5 M ; (10)



onde @) € @) sdo condicdes prescritas no contorno, ¢, e gy sdo o primeiro e o Gltimo
ndse ¢p_; € pp sao as solugdes numeéricas nos volumes oeste e principal.
e Média da norma (L1) do erro de discretizagdo da variavel ¢:

_ N
|1(E)=%Z|q>p ~¢p| (11)
P=1

onde E representa o erro de discretizagdo, ®p e ¢p representam respectivamente as
solugdes analitica e numéricanond P.
¢ Derivada de 12 ordem de ¢ em x =0 obtida com diferenca a frente de 12 ordem (DDS):

dg_2¢1-40))

12
dx AX (12)

¢ Derivada de 12 ordem de ¢ em x = 0 obtida com diferenga & frente de 22 ordem (DDS-2):

dg _ 991 — ¢ — 840y

13
dx 3AX (13)

A variavel dependente foi obtida com volumes impares para verificar o valor obtido
diretamente no nd, sem outro erro de aproximacdo, e com volumes pares utilizando uma
média aritmética entre os volumes, o que gera uma nova aproximacao. A variavel média de ¢

foi analisada pelas regras do retdngulo e do trapézio para avaliar o erro numérico resultante de
uma integracdo usando polindmio de graus 0 e 1, respectivamente. A derivada de 12 ordem foi
analisada por meio de duas fungdes de interpolacdo, para avaliar o fluxo de entrada
empregando fungdo de interpolagdo de 12 e 22 ordens.

4 VERIFICACAO EM CFD

O erro numérico é definido como a diferenca entre a solucdo analitica exata (@) e a
solucdo numérica (¢) de uma variavel de interesse (Ferziger e Peric, 2002):

E(¢)= —¢ (14)

Considerando-se que o erro da solugdo numérica é igual ao erro de discretizacdo, ele é
dado por:

E(¢)=CyaXPE +CuaXP? + CaMxP3 +Cuax Pt + . (15)

onde os coeficientes que independem de Ax séo representados por C;, as ordens verdadeiras
sdo pL, p2, p3, p4, ...,onde pL representa a ordem assintotica do erro.

O erro de discretizacdo é estimado de duas formas (Oberkampf e Trucano, 2002): a priori
e a posteriori. As estimativas de erro a priori estimam a ordem assintdtica do erro e as
estimativas de erro a posteriori estimam a magnitude do erro, por meio de estimadores.



4.1 Estimativa de erros a priori

As magnitudes dos erros de truncamento e suas ordens de convergéncia séo obtidas por
aproximacdes numéricas realizadas nas faces dos volumes de controle (Leonard, 1995;
Marchi e Silva, 2000). Para realizar uma aproximac&o para a incognita utilizando uma fungéo
de interpolacdo é necessario a expansdo de uma serie de Taylor em torno das faces leste (e) e
oeste (w) do volume P.

As ordens obtidas a priori para as variaveis de interesse constam na Tab. 1, destacando-
se os valores das ordens assintotica (pL) e verdadeiras (pV) do erro para cada uma delas.

Tabela 1: Resultados obtidos a priori para as sete variaveis de interesse

VARIAVEL DE INTERESSE ORDENS VERDADEIRAS ORDEM ASSINTOTICA

1) ¢ em x =1/2 (valor nodal) py =246,... pL=2
2) ¢ em x=1/2 (média arit.) py =246,... pL=2
3) ¢ com aregra do retangulo py =246,... pL=2
4) ¢ com aregra do trapézio py =246,... pL=2
5) 1, do erro de discretizagio py =246,... pL=2
6) 99/, em x=0 com DDS py =123,... p. =1
7) 99/, em x =0 com DDS-2 pv =234,... pL=2

4.2 Verificacdo de pL

A ordem a priori pode ser confirmada por meio das ordens efetiva e aparente do erro,
definidas, respectivamente, por:

log E(¢g)
E(¢+)
E-—Lt = °J (16)
log(dgt )

onde ¢¢ e ¢, representam as solugBes numéricas obtidas nas malhas fina e grossa.

0g (¢g - ¢sg)
(¢f - ¢g )
U= (17)
log(dsgq)

onde ¢, representa a solugdo numerica obtida na malha supergrossa.
As razdes de refino da malha séo:
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Neste trabalho foi considerada a razao de refino constante, portanto qg; = Jggq -

5 RESULTADOS E DISCUSSAO

Para atingir o objetivo deste trabalho, foram implementados programas computacionais
escritos com a linguagem Fortran 2003, por meio do aplicativo Intel Visual Fortran 9.1, com
precisdo quadrupla. Os computadores empregados nas simulagdes tém processadores Intel
Core 2 Quad com 2,4 GHz e Xeon Quad Core com 2,66 GHz, ambos com sistema
operacional Windows xp 64 bits.

Os resultados foram obtidos para Pe = Re = 5. A Tab. 2 mostra a simbologia atribuida as
variaveis de interesse, para a equacgdo de Poisson tem-se a temperatura (T) e para as equagdes
de advecgdo-difusdo e Burgers, a velocidade (u). Foram geradas 16 malhas para obter os
resultados utilizando volumes impares e 26 malhas para volumes pares. Para a equacéo de

Poisson foram analisadas as sete variaveis de interesse. Porém as variaveis T, o, Trrap+ Em:
Iops € lpps_, foram analisadas com volumes pares (q = 2). Para as equagOes de advecgao-
difusdo e Burgers foram analisadas somente as variaveis T .4, Ty s Enm € Ipps_p, todas

geradas com volumes impares (q = 3).

Tabela 2: Simbolos atribuidos as variaveis de interesse

VARIAVEL DE INTERESSE SIMBOLO
1) ¢ em x=1/2 (valor nodal) Thod Unod
2) ¢ em x=1/2 (média arit.) Tined Unned
3) ¢ com aregra do retangulo T ret U ret
4) ¢ com a regra do trapézio T trap U trap
5) 1, do erro de discretizag&o En
6) 99/, em x=0 com DDS I'pps
7) 99/, em x =0 com DDS-2 | bps-2

As Figs. 2, 3 e 4 mostram o médulo do erro de discretizacdo em funcdo dos tamanhos dos
volumes de controle (Ax) para as quatro formas de aplicar as condi¢des de contorno. A Fig. 2

mostra os resultados obtidos para a equacéo de Poisson. A Fig. 3 mostra os resultados obtidos
para a equacdo de advecgdo-difusdo, porém o médulo do erro das equagBes de Poisson e
Burgers, para as variaveis E,, € Ipps_,, S80 qualitativamente os mesmos. A Fig. 4 traz os

resultados do modulo do erro para a equagdo de Burgers; para as variaveis T, 4 € T, . @

equacéo de advecgéo-difusdo obteve resultados qualitativamente iguais.
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Figura 2 - Erro na solucdo da equacdo de Poisson

Considerando-se o mddulo de E, percebe-se na Fig. 2 que:

1) Para Ax relativamente grande, tem-se E(T,,q) com valores qualitativamente iguais para
as quatro formas de aplicar as condigdes de contorno; e para Ax — 0 os valores seguem

muito proximos entre si. Ocorre 0 mesmo para as variaveis Tpeq, T ret € T trap -

2) A variavel Ippg apresenta, para Ax relativamente grande, os valores do erro muito

préximos para as quatro formas de aplicar as condi¢des de contorno; e para Ax — 0 0s
valores do erro sdo muito maiores para a forma de aplicar as condi¢des de contorno com



meio-volume em comparacdo com as formas sem e com volume ficticio e volume de
espessura zero, que apresentam valores para o erro muito proximos entre si.
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Figura 4 - Erro na solucdo da equacao de Burgers

Na Fig. 3, percebe-se que:
1) Para qualquer Ax, a variavel E,, apresenta valores iguais do erro para as formas de

aplicar as condigdes de contorno com e sem volume ficticio. E estas tém valores menores
do que a forma com volume de espessura zero. A forma com meio-volume no contorno
apresenta os menores valores para 0 modulo do erro em relacdo as outras trés formas.

2) Para a variavel lpps_,, quando Ax é relativamente grande, os valores para o erro séo

qualitativamente iguais entre as quatro formas. Ao se refinar a malha, percebe-se que a
forma com meio-volume destaca-se, obtendo valores muito menores com relagdo as outras
trés formas.
Na Fig. 4 percebe-se que ambas as variaveis tem o mesmo comportamento. Para as
formas de aplicar as condic¢fes de contorno com e sem volume ficticio e volume de espessura
zero o0s erros séo iguais. A forma com meio-volume no contorno tém erros menores.



As Tabs. 3 e 4 mostram os resultados apresentados nas Figs. 2, 3 e 4, classificando as
variaveis entre as formas de aplicar as condi¢fes de contorno que obtiveram o menor erro
numérico. A Tab. 3 refere-se aos resultados da equacdo de Poisson e a Tab. 4 refere-se aos
resultados das equagdes de advecgéo-difusdo e Burgers.

Tabela 3 - Classificacdo das variaveis nas quatro formas de aplicar as condi¢des de
contorno com menor erro numérico para a equacao de Poisson

VARIAVEL DE INTERESSE MENOR ERRO NUMERICO
Tnog 1° Sem volume ficticio
Thed Com volume ficticio
T ret Com volume de espessura zero
T 2° Com meio-volume
mtrap

1° Com meio-volume
E 2° Sem volume ficticio
m Com volume ficticio
3° Com volume de espessura zero

1° Sem volume ficticio

I Com volume ficticio
DDS

Com volume de espessura zero
2° Com meio-volume
1° Com meio-volume
I 2° Sem volume ficticio
DDS-2

Com volume ficticio
Com volume de espessura zero

Tabela 4 - Classificacdo das variaveis nas quatro formas de aplicar as condigdes de
contorno com menor erro numérico para as equacdes de advecgdo-difusdo e Burgers

VARIAVEL DE INTERESSE MENOR ERRO NUMERICO
1° Com meio-volume
Thod 2° Sem volume ficticio
T ret Com volume ficticio

Com volume de espessura zero

1° Com meio-volume
29 Sem volume ficticio

Em Com volume ficticio
3% Com volume de espessura zero
1° Com meio-volume
I 2° Sem volume ficticio
DDS-2

Com volume ficticio
Com volume de espessura zero

Para as quatro primeiras variaveis da Tab. 3 e Ippg, as formas sem e com volume

ficticio e com volume de espessura zero tém o menor erro com relacdo a forma com meio-
volume no contorno. Para as demais variaveis, meio-volume tem o menor erro.

Na Tab. 4, observa-se que para as quatro variaveis, a forma com meio-volume tem o
menor erro numerico. Provavelmente, o efeito advectivo presente nas equagdes analisadas



influenciou para que houvesse esse resultado em relacdo aqueles da Tab. 3 para as variaveis
Tnod € Tm,ret'

As ordens encontradas a priori do erro de discretizagdo constam na Tab. 1. As Figs. 5, 6
e 7, trazem a ordem assintética (pL) obtida pela anélise a priori e as tendéncias das ordens
efetiva (pE) e aparente (pU) do erro de discretizagdo obtidas a posteriori. Os resultados
foram obtidos para a equagdo de Poisson. Porém eles sdo qualitativamente iguais para as
outras duas equagdes, pois as ordens do erro das variaveis mantiveram a mesma tendéncia
considerando os trés tipos de problemas.

A Fig. 5 mostra as tendéncias das ordens obtidas para a forma de aplicar condigfes de
contorno com volume ficticio. O mesmo resultado foi verificado para as outras trés formas de
aplicar condicBes de contorno com essas variaveis de interesse. Por esta figura, percebe-se,
para as cinco varigveis analisadas, que & medida que Ax — 0, tanto pE quanto pU tendem
a ordem 2, como era o esperado pela anélise a priori.

A Fig. 6 mostra as tendéncias das ordens do erro obtidas para a forma com volume
ficticio. Porém para as variaveis lpps € Ippg_o, 0S resultados foram qualitativamente iguais

as formas sem volume ficticio e com volume de espessura zero. Pois a tendéncia das ordens
ndo corresponde com o estudo a priori. Percebe-se, com isto, que:
1) Para a variavel Ippg a ordem assintotica (pL) é 1. Para Ax relativamente grande, as

ordens efetiva (pE) e aparente (pU) estdo proximas de 1 mas a medida que Ax — 0 as
ordens pE e pU tendema2.

2) Para a variavel Ippgs_, a ordem assintdtica (pL) é 2. Para Ax relativamente grande, as
ordens efetiva (pE) e aparente (pU) estdo proximas de 2 mas a medida que Ax — 0 as
ordens pE e pU tendemal.

A Fig. 7 mostra a tendéncia das ordens do erro das variaveis lpps € Ipps_, para a

forma com meio-volume no contorno. Neste caso, as ordens das variaveis calculadas a
posteriori tendem as ordens a priori. Como se pode ver na Fig. 7, & medida que Ax -0,
pE — pL e pU — pL, como era esperado.

A tendéncia do erro de ndo corresponder aos valores esperados a priori, para a derivada
da temperatura em x =0, pode estar relacionado a forma de aplicar as condi¢Ges de contorno
e ao erro de poluicdo (Marchi, 2001) inerente do erro de discretizacdo. A derivada da
temperatura é calculada em x =0, ou seja, no contorno, por isso sofre a influéncia da forma
de aplicar as condigdes de contorno.

A equacdo do erro de poluicdo que estd incorporado aos conceitos de erro de
discretizacdo é obtida com a expansdo da série de Taylor em torno das faces. Realizando
algumas operagBes aritméticas entre as expansdes, chega-se aos valores da aproximagdo
numérica, da ordem de truncamento e do erro de polui¢do que é dado por:

(Ej-Ejy)
o= (49

onde j indica o nimero do volume de controle.

Segundo Marchi (2001) a denominag&o de erro de poluicdo foi introduzida por Babuska
et al. (1997), porém com outra finalidade. Neste trabalho e em Marchi (2001), o erro de
discretizacdo é a soma dos erros de truncamento e polui¢do dado por:

E=c +e (20)
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Figura 5 - Ordens do erro de discretizacdo com volume ficticio e equacao de Poisson

Para mostrar que a existéncia do erro de poluicdo nas solu¢bes numeéricas influencia a
tendéncia da ordem do erro de discretizacdo, a Fig. 8 foi construida baseada nos valores da
ordem assintética calculada a priori, das ordens efetiva e aparente calculadas a posteriori com
os valores das solucbes numéricas nodais e da ordem efetiva calculada a posteriori com o0s
valores das solucfes analiticas nodais. O emprego dos valores das solugbes analiticas nodais
implica que o resultado é exato nos nés dos volumes de controle.
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Figura 7 - Ordens do erro de discretizagdo com meio-volume no contorno e equacéo de
Poisson

A Fig. 8 apresenta os resultados para a forma de aplicar as condi¢bes de contorno com
volume ficticio na equacdo de Poisson. Porém, a ordem efetiva do erro de discretizacéo
calculada com os valores das solu¢des analiticas nodais confirma a teoria a priori do erro para
as outras duas formas de aplicar as condicbes de contorno que ndo atingiram a ordem
esperada, sendo qualitativamente iguais para as outras duas equagoes.

6 CONCLUSAO

Neste trabalho foram estudadas sete variaveis de interesse empregando quatro formas de
aplicar condicgdes de contorno e trés equagdes governantes.

O erro considerado nas solu¢fes numéricas foi o erro de discretizagdo e as ordens foram
obtidas a priori, por meio das ordens assintdtica e verdadeiras, e a posteriori com as ordens
efetiva e aparente.

Com a realizacdo deste trabalho, verificou-se que:



1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

Para cinco variaveis de interesse estudadas, as ordens deduzidas a priori do erro de
truncamento, confirmam a teoria existente sobre as ordens verdadeiras (pV) da

estimativa do erro numérico.

As ordens assintdtica, efetiva e aparente tiveram o mesmo comportamento entre as formas
de aplicar as condicbes de contorno sem volume ficticio, com volume ficticio e com
volume de espessura zero.

Entre as quatro formas de aplicar as condi¢des de contorno estudadas, a classificacdo do
menor erro numérico é a mesma para as variaveis E., e lpps_».

As equacdes de advecgdo-difusdo e Burgers tiveram os mesmos resultados com relacéo a
tendéncia das ordens dos erros.

A equacdo de Poisson, que ndo tem o efeito advectivo presente na sua formulagéo, obteve
0 menor erro numérico para as quatro primeiras varidveis da Tab. 3, diferentes das
equacdes de advegéo-difusdo e Burgers.

Ao erro de truncamento estd implicito o conceito de erro de poluicdo, que degenerou a
ordem do erro numérico das variaveis |pps € lppg_», dos trés problemas estudados com
as formas sem e com volume ficticio e com volume de espessura zero.

Em geral, a forma de aplicar condi¢Bes de contorno com meio-volume é a mais indicada,
POiS possui 0 menor erro nNUMerico.
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Figura 8 - Ordens do erro com volume ficticio na equacéo de Poisson, com solugéo
analitica e numérica
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