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Resumo. Este trabalho relata a validacdo da solu¢cdo numérica do escoamento de ar a 8,9 bar e 289
K através de uma tubeira do tipo convergente-divergente com razdo de expansdo de areas de 2,5.
Considera-se o escoamento bidimensional, compressivel, permanente, inviscido, com propriedades
constantes. A solu¢do numérica foi obtida com o método dos volumes finitos, malha estruturada ndo-
ortogonal, com aproximagoes de primeira e segunda ordens de acurdcia e método de acoplamento
pressdo-velocidade adequado a qualquer regime de velocidade. A solu¢do numérica foi comparada
com resultados experimentais disponiveis na literatura. Obteve-se boa concordancia entre as solugoes
numéricas e os resultados experimentais, com diferenga maxima de 5%.
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1 Introducéo

A modelagem do escoamento em bocais supersénicos do tipo convergente-divergente (C-D)
apresenta algumas dificuldades. Uma delas é por ser um fenémeno representado pelas equagdes de
Navier-Stokes, que por sua complexidade ndo tém solugdo analitica conhecida, havendo a necessidade
de recorrer aos métodos numéricos para solucdo. Outro complicador é o fato do escoamento apresentar
trés regibes distintas, uma regido subsénica incompressivel/compressivel, uma regido compressivel
transonica e outra compressivel supersonica; cada uma delas com caracteristicas fisicas distintas, e
com as equacOes matematicas apresentando naturezas distintas de acordo com o regime de velocidade
do escoamento.

Um dos objetivos do grupo de CFD da UFPR (www.cfd.ufpr.br) é o desenvolvimento de um
coédigo computacional, baseado em linguagem Fortran, que resolva numericamente tal escoamento.
Em sua fase atual o codigo resolve problemas de simetria axial ou plana, a qualquer velocidade
(subsénica, transdnica ou supersodnica), para escoamento inviscido, laminar ou turbulento (modelo de
Baldwin-Lomax), com propriedades variaveis, sem ou com reagdes quimicas (escoamento congelado,
em equilibrio ou desequilibrio quimico). Atualmente estdo sendo feitas validagdes do cddigo em
alguns problemas de propulséo de foguetes, sendo este trabalho parte destas atividades.

2 Modelo matematico

A modelagem matemaética representa um escoamento de ar, em regime permanente, inviscido, em
um bocal C-D. O ar foi considerado um gas caloricamente perfeito, ou seja, o calor especifico a
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pressdo constante (c,) foi considerado constante. Partindo-se das equacGes de Navier-Stokes, com
simplificagdes para fluido inviscido e considerando simetria axial, as equagdes da conservagdo da
massa, da quantidade de movimento linear, e da energia sdo dadas por

C¢|:a(g¢)+ a(pu )+£a(pyv¢)i| — p? (1)
t ox y Oy

sendo x a coordenada axial, y a coordenada radial, « a componente da velocidade em x, e v a
componente da velocidade em y. As variaveis ¢, P e C? sdo apresentadas na Tabela 1.

Principio de conservago ¢ C* P?
Massa 1 1 0
. . . ap
Quantidade de movimento linear em x u 1 - 8_
X
. : : 9%
Quantidade de movimento linear em y v 1 _8_
v
d, o  p
Energia T —tu_—+v—
g “ o ex oy

Tabela 1: Simbolos usados na Equagéo 1

A relacdo para fechamento do modelo mateméatico é dada pela equacdo de estado dos gases
perfeitos:

p=pRT )
onde p é a massa especifica do fluido, p é a pressdo, R é a constante do gas e T é a temperatura.
3 Modelo numérico

A discretizacdo do dominio de célculo foi feita dividindo-se o bocal em quatro segmentos em x,
sendo cada um destes dividido em um certo nimero de volumes de controle, uniformes por segmento.
A divisdo do nimero de volumes em cada segmento foi feita de forma a tornar a malha praticamente
uniforme em x, como pode ser visto na Figura 1. Na direc&o radial, a malha é uniforme em cada linha
vertical. Esta forma de discretizacdo ndo prejudica a solugdo numérica uma vez que 0 escoamento é
inviscido, desconsiderando-se, portanto, a existéncia da camada limite. A malha base é de 9 x 10
volumes de controle. Os resultados foram obtidos em véarias malhas, com razdo de refino de malha ()
igual a 2, o que significa duplicar o nimero de volumes em x e y a cada refino, até a malha 1152 x
1280 volumes de controle.

Como a malha é estruturada ndo-ortogonal, a Equacdo 1 e as relagdes dadas na Tabela 1 foram
transformadas para o espaco generalizado [3]. Apos isto, foram discretizadas utilizando o método dos
volumes finitos. O escoamento avaliado é permanente, mas para facilitar a convergéncia foi utilizada a
técnica do transiente distorcido, sendo a discretizagdo temporal totalmente implicita.

Os termos advectivos foram aproximados com esquema upwind (UDS) com corre¢do adiada para
diferencas centrais (CDS). Isso possibilita a escolha entre 0 UDS e CDS puros ou uma mistura de
ambos. O termo de pressdo foi aproximado com o esquema CDS. O arranjo € co-localizado, ou seja, as
variaveis sdo avaliadas nos centros dos volumes, cuja posicdo é centrada em relacdo as faces.

Para resolver o acoplamento pressdo-velocidade foi utilizado o método SIMPLEC aplicado a
qualquer regime de velocidades [3,5]. As fronteiras s&o tratadas com volumes ficticios e as condigdes
de contorno sdo dadas na Figura 2. Para u e v na parede da tubeira, as condi¢gdes de contorno sdo
idénticas a da pressdo. A parede é considerada adiabatica.

Apos obtidas as solugdes numéricas com o codigo Mach2D [5] em varias malhas, os resultados
foram analisados com o cédigo computacional Richardson 4.0, que avalia as incertezas numéricas
utilizando o estimador GCI (Grid Convergence Index) de Roache [6], através de
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A (I”PL _1) 3)
sendo Ugc; a incerteza numérica, Fs um fator de segurancga considerado igual a 3, ¢ e ¢, as solugdes
numeéricas da propriedade ¢ nas malhas fina e grossa respectivamente, » € a razdo de refino (razdo
entre 0 nimero de volumes de controle da malha fina e da malha grossa em cada dire¢do), e P; é a
ordem de acurécia das aproximagdes numéricas. A representacdo da solu¢do numérica ¢,,,, € dada por

[4]
Brum = ¢f tUgq (¢f) 4)
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Figura 2: Condices de contorno
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4 Validacéo

A pressdo de estagnacéo na tubeira é de 889.423,7 Pa e a temperatura de estagnagdo é de 288,89
K, que s&o as condicfes do experimento [2] a que se relaciona esta validacao.

Segundo [1], a validag&o € o processo que define qual o grau de acuréacia de um modelo tedrico
em representar um fendmeno real; trata da comparagdo entre os resultados numéricos e os resultados
experimentais. Para realizar a validagédo foi usado o experimento de [2], que consiste no escoamento
de ar em um bocal C-D, com razéo de expanséo 2,51, cuja geometria € mostrada na Figura 1. A parede
ndo é resfriada. Foi medida a pressao estatica em 40 pontos ao longo da parede da tubeira.

Foi levada em consideracdo a incerteza dos resultados experimentais que incluiu a incerteza de
medigdo somada as incertezas de leituras dos dados do gréafico no trabalho [2].

5 Resultados

Os resultados sdo apresentados na Figura 3. A pressdo estatica local é adimensionalizada pela
pressdo de estagnacdo. Pode-se notar uma boa concordancia entre as solu¢Ges numéricas e 0s
resultados experimentais. A faixa de incerteza numérica fica dentro da faixa de incerteza experimental
em praticamente todo o dominio de célculo, exceto nos pontos de medigdo 19, 20 e 21, na regido da
garganta. O ponto 21, que mostra a maior discrepancia, tem seu valor inferior de incerteza 5,1% menor
que o valor inferior de incerteza da faixa experimental. Os pontos 19 e 20 tém esta diferenga em 1% e
3,6% respectivamente.
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Figura 3: Resultados numéricos e experimentais da pressao

Foram usadas as aproximacbes UDS e depois CDS nos termos advectivos, ou seja, uma
aproximagao de primeira ordem e depois uma aproximacdo de segunda ordem de acuracia. Os
resultados numéricos sdo praticamente os mesmos. Apesar disto, a faixa de incerteza das solugdes com
CDS s#o, na média, duas ordens de grandeza menor que a faixa de incerteza com o UDS (10 para o
CDS e 10™ para 0 UDS), mostrando que a aproximacéo de segunda ordem tem melhor acurécia que a
de primeira ordem. Isto impacta muito pouco, por exemplo, nas diferencas encontradas nos pontos 19,
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20 e 21. Enquanto o CDS apresenta diferencas de 1%, 3,6% e 5,1% para os extremos inferiores da
faixa de incerteza nestes pontos, 0 UDS apresenta 1,5%, 3,7% e 5,2% para 0S mesmaos pontos.

Deve-se ainda lembrar que a solugdo numérica foi obtida considerando-se o escoamento inviscido
e com propriedades constantes. Isso difere do fendmeno real, que é viscoso e com propriedades
variaveis. Entretanto, os resultados mostram que a simplificagdo do modelo matematico ndo afetou
significativamente a avaliacdo do fendmeno real.
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