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Resumo: Este trabalho apresenta a solu¢do numérica da equagdo de advecgdo-difusdo 2D,
com termo fonte e erro de truncamento combinando o método das solugées fabricadas (MSF)
com a verificagdo da ordem de acurdcia a priori e a posteriori. A estimativa a priori da ordem
de acuracia é realizada por meio da dedugdo da ordem formal baseada na série de Taylor a
partir da aplicagdo do método da corregcdo adiada (MCA). Tal abordagem ¢ utilizada com o
objetivo de verificar efetivamente a ordem de acurdcia das solugées numéricas calculada a
posteriori pela utilizagcdo de técnicas hibridas. A estimativa a posteriori é realizada com base
na estimativa do erro de discretizagdo obtida por meio de Multiextrapola¢oes de Richardson
(MER). As solugdes sdo obtidas com o emprego dos Métodos de Diferengas Finitas e multigrid.
Os resultados obtidos indicam que: i) o valor do pardmetro de mistura tem grande influéncia
na ordem do erro de discretizagdo para todas as varidveis de interesse; ii) o pardmetro de
mistura ndo altera a eficacia de MER; iii) comprovou-se que MER é uma ferramenta capaz de
potencializar a acurdcia das solugoes numéricas reduzindo o seu custo computacional; iv)
MER prové subsidios para os casos em que ndo se consegue estimar a priori ou a posteriori as
ordens do erro numérico e v) o efeito de Pe sobre o erro de discretizagdo obtido com a
utilizagdo de MER apresenta melhor resultado para Pe pequenos.
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1 Introducio

Dentre os principais interesses na area de dinamica dos fluidos computacional
(Computational Fluid Dynamics - CFD) estd o de obter solu¢des numéricas acuradas e
confiaveis de modelos que envolvam interacdo entre os processos advectivo e difusivo.
Dificuldades comumente experimentadas na solucdo desses modelos podem ser reduzidas ou
eliminadas pelo conhecimento do comportamento da solugao por efeitos causados, por exemplo,
pelo niumero de Péclet (Pe), por ordens de acuracia mistas e presenca de termo fonte.

Os modelos matematicos empregados em CFD representam problemas basicos de
transferéncia de calor e de mecénica dos fluidos. Qualquer equagdo governante tem suas
propriedades vinculadas diretamente as propriedades fisicas do escoamento. Em modelos de
transporte a descricdo do escoamento € o resultado de um balango entre os efeitos dos fluxos
advectivo, difusivos, fontes externas e internas.

A solugdo numérica de equagoes de advecgao-difusdo contribui para a solugdo numérica das
equacgdes de Navier-Stokes onde simplificagdes sdo realizadas em fung@o das propriedades do
escoamento, permitindo assim, o emprego de métodos numéricos mais simples [3].

Atualmente, ndo se consideram mais apenas efeitos fisicos e de modelagem. A preocupacao
em obter resultados numéricos cada vez mais acurados, na solucdo de problemas em
Engenharia, tém levado muitos pesquisadores a desenvolverem diversas metodologias de
solucdo. Verifica-se o grande interesse no efeito que técnicas numéricas, computacionais,
parametros fisicos e numéricos, causam na solugdo de forma que possibilite a previsdo e a
confiabilidade de seus resultados [1,7,8,10].

Acuracia e previsdes confiaveis em mecénica dos fluidos sdo objetivos fundamentais em
CFD [7,9,10]. Devido a isso, aumentar a acuracia do resultado da simula¢do numérica de



escoamento de fluidos e reduzir os recursos computacionais necessarios para estas simulagoes
estdo em constante estudo.

Tendo em vista o exposto acima, a importancia desse trabalho se concentra em comprovar o
valor correto da ordem assintotica do erro de discretizag@o para aproximagdes numéricas de 1* e
2% ordens, muito comuns no Método de Diferencas Finitas (MDF), por meio da aplicacdo do
método de correcdo adiada [2] e Multiextrapolagio de Richardson. Verifica-se também a
influéncia de parametros, fisico (nimero de Péclet) e numérico (parametro de mistura de
métodos mistos), sobre o erro de discretizacdo e sua ordem. Este estudo deve contribuir para os
processos de verificacdo em CFD [7].

O interesse em esquemas hibridos esta em determinar um modelo numérico apropriado de
forma a atender altos niveis de acuracia. Nesse sentido, a verificacdo da ordem de acuracia da
solugdo numérica versus ordem de acuracia formal da técnica numérica tem como objetivo
identificar em que medida um modelo numérico é resolvido adequadamente. Para tanto, dois
métodos sdo abordados: estimativa de erro a priori e estimativa de erro a posteriori [7].

A estimativa a priori da ordem de acuracia ¢é realizada por meio da deducdo da ordem
formal baseada na série de Taylor a partir da aplicagdo do método de corregcdo adiada (MCA)
(ou Deferred-Correction Approaches — DCA) [2]. Tal abordagem ¢ utilizada com o objetivo de
verificar efetivamente a ordem de acuracia das solu¢des numéricas calculada a posteriori pela
utilizagdo de técnicas hibridas. A ideia do MCA consiste em equilibrar a solu¢do através de
técnicas de aproximagdo de baixa e alta ordem por meio de um pardmetro de mistura () na
forma:

F, = FeL +ﬁ(FeH _FeL)OId (1)

onde F! é uma aproximac¢io de baixa ordem e FF ¢ a aproximacio de alta ordem. O termo em
parénteses ¢é calculado usando valores da iteragdo imediatamente anterior e ¢ indicado pelo
sobrescrito “old”.

Para estimar, a posteriori, a magnitude da ordem do erro de discretizacdo bem como a
influéncia do parametro numérico de esquemas hibridos, emprega-se o método de extrapolacdo
de Richardson (ER) [6] de forma recursiva. Esse procedimento ¢é conhecido por
Multiextrapolacdo de Richardson (MER) (ou Repeated Richardson Extrapolation - RRE)
[6,11]. ER também ¢ bastante utilizada para reduzir o erro de discretizagdo ¢ aumentar a ordem
de acuracia, pois cada aplicacdo representa um nivel de extrapolagdo e a sua eficacia pode ser
potencializada.

Com isso, os objetivos deste trabalho sdo: (1) andlise da ordem de acuracia da solucdo
numérica versus ordem de acuracia formal da técnica numérica; (2) verificacdo do efeito do
parametro fisico (Pe) na solugdo e no erro numérico; (3) verificagdo do efeito do parametro
numérico na solucdo e no erro numérico; (4) verificagdo da solugdo com o emprego de MER.

Para tanto, levando-se em conta as condi¢des do erro de truncamento, e consequentemente,
o erro de discretizagdo inerentes a aproximacdes numéricas baseadas no MDF, este trabalho
apresenta a solugao numérica da equagdo de adveccao-difusao 2D, em regime permanente, com
termo fonte e solucdo analitica, obtidos por meio do método das solu¢des fabricadas (MSF) (ou
Method of Manufactured Solutions — MMS) [4]. O procedimento para a utilizagdo do MSF
baseia-se na selecdo a priori de uma solugdo analitica e entdo obtém-se um termo fonte para
equilibrar a equagdo governante [4]. Através da andlise do erro de discretizagdo verifica-se a
concordancia das ordens de acuracia tedrica e da solugdo, conferindo assim um elevado grau de
confianca referente a erros na codificagao.

2 Conceitos e métodos
O erro da solugdo numérica, ou simplesmente erro numérico (E), € a diferenca entre a
solugdo analitica exata (@) de uma variavel de interesse e sua solugdo numérica (@) [5, 6], ou

seja,

E(¢)= - ¢ )



O erro numérico ¢ causado basicamente por quatro fontes, que sdo: erros de iteracdo, erros
de truncamento, erros de arredondamento e erros de programacgdo [5, 6]. Quando as demais
fontes sao minimizadas ou inexistentes, o erro de truncamento passa a ser denominado erro de
discretizagdo (E/). Similarmente a forma geral do erro de truncamento, £/ € dado por

Eh = cyhPo + ¢c;hP1 + c,hP2 + - para h — 0 3)

onde o menor expoente de 4 na expressdo de Eh na Eq. (3), pg, chamamos ordem assintética
ou de acuracia de Eh. A ordem assintdtica (pg) e os expoentes dos termos ndo nulos na equagio
do erro de truncamento (p;,p,,...) sdo denominadas ordens verdadeiras (py). O conjunto
representado por py e seus elementos sdo nimeros reais e seguem a relagdo: 1 < py < p; <
p, < ---‘Todas as ordens verdadeiras sdo valores conhecidos. Os coeficientes reais ¢y, ¢y, C, ...
independem de /4 e podem ser positivos ou negativos sdo funcdo da variavel dependente e de
suas derivadas. Tanto os coeficientes ¢; como as ordens verdadeiras dependem das
aproximagoOes numéricas aplicadas.

A ideia basica de ER exige a solugdo numérica da variavel de interesse em duas malhas com
diferentes nimeros de nés. Por exemplo, com base nas Egs. (2) e (3), consideram-se as solugdes
aproximadas ¢ (h) e ¢ (rh) representadas por

® — p(h) = coh?o + O(hP1) @)
@ — ¢p(rh) = co(rh)Po + O (hP1) (5)
Subtraindo a Eq. (5) da Eq. (4), obtém-se a expressdo para o erro de truncamento:

¢(h) — ¢(rh)

cohPo =
0 rPo —1

+ O(hP1) (6)

Assim, substituindo a Eq. (6) na Eq. (4) chega-se a

@ =¢h)+

¢ — ¢Gh) _‘l’irh) + O(hP) (7)

rPo

A aplicagdo repetida da Eq. (7) € denominada por Multiextrapola¢ao de Richardson (MER)
em que a primeira aplicacdo ¢ considerada o primeiro nivel de extrapolacdo, chegando-se a py.
Com a aplicagdo sucessiva desse processo, definem-se os valores sequenciais das ordens por
Pm, cada nivel de malha por g, e m o numero de aplicagoes de ER, assim, pode-se reescrever a
Eq. (7) como
¢g,m—1 - ¢g—1,m—1 (8)

¢g,m = ¢g,m—1 + rPm1 — 1
emque g=2,..,G,r= hg_l/hg em=1,..,9 — 1, G € o numero total de malhas ¢ ¢4,
representa ¢p sem o emprego de ER. Teoricamente, quanto maior o valor de m, mais préximo
¢gm estard de @. O valor maximo de m permitido € m = M onde M = G — 1. Os valores de

Pm podem ser verificados com base nos conceitos de ordem efetiva (pg) € ordem aparente
(py), dadas pelas Egs. (8) € (9), isto &,

¢g—1,m—1 - ¢g—2,m—2

d — ¢ -1,m—1
l [g—] l
— il Pg.m e _ o9 Pgm — Pg-1,m-1 )
PEgm = log(r) Pugm = log(r)

assumindo-se g = 2, ...,G parapg, .., g = 3,..,G parapy ., em = 1,..,M.



3 Modelo Matematico

A equagdo de adveccgdo-difusdo [3] utilizada neste trabalho representa o comportamento da
temperatura em um dominio bidimensional, com termo fonte, em um sistema de coordenadas
cartesianas, para regime permanente ¢ considerando-se propriedades constantes, dada por

oT oT 9%T a°T

10
Pex6 +Pey6y Iz ay2+5(xy) (10)

onde T ¢ a temperatura, Pe; é o nimero de Péclet (com i = x ou y) e o termo fonte S € dado por

nt[(msen(mx) +Pexcos (mx))(ePex*—1)—2Pey cos(mx)ePex](eFyY -1)

S(x,}/) = (epex—l)(epey—l) (11)
obtido por meio do MSF.
As condi¢des de contorno sdo dadas por
T(0,y) =T(1,y) =T(x,0) =0 e T(x,1) = sen(nx)% (12)

Como ja mencionado anteriormente, o termo fonte ¢ as condi¢des de contorno foram
ajustadas por meio do MSF de forma a possibilitar a obten¢do da solugdo analitica dada por

(ePexx _ 1) (ePeyy _ 1)
(ePex — 1)(ePey — 1)

T(x,y) = sen(mx) (13)

Neste trabalho, por conveniéncia, os resultados sdo analisados considerando Pe, = Pe,, = Pe.
4 Modelo Numérico

O modelo numérico ¢ caracterizado pelo uso do MDF com malhas uniformes. Com o intuito
de verificar as ordens verdadeiras da solu¢do numérica, a priori € a posteriori, o MCA [2] ¢

aplicado de forma que, nas aproximagdes para os termos de advecgdo ¢ utilizada a técnica CDS-
2 com correcao adiada sobre UDS-1 conforme a Eq. (14).

Tp = Tpups-1 + B(Té.cos—2 = Tpups-1) (14)

onde Tpcps—» € Tpyps—1 sdo os valores conhecidos da iteragdo anterior e sdo aplicados
conforme o esquema dado pela Eq. (15).

0, casoUDS —1
B = {1, caso CDS — 2 (15)
0<p<1, mistura

A Eq. (15) fornece a possibilidade de uma analise do comportamento da solugdo e de seu
erro por meio da variacdo do pardmetro de mistura (f5).
Substituindo as aproximagdes definidas anteriormente na Eq. (10), obtém-se

Pe+Pe+2 ZT Pe 1T Pe 1T 1T 1T+
hxhyhzth hxth h, hzsh,%Ehg”

P
SCe.y) + B [( >T,, i T + 1) =5 (13 +Tm] + &g (16)

2h,,



onde &;4 € o erro de truncamento obtido e apresentado na Eq. (17) considerando h = h, = h,,.

&g = _%(Tg )h + [(ZT”l T”’) + (2 Tiii T ) }11:
— 4
@ 4!/3) (T,i}j + TIS';’) R + [(3T;,’x ~T¥) + (3pr _ ) 3h60
_a-p ;ﬁ ) (T;i;’ + T;é';’) hs + [(47;:;1' — TR (4T Tvym)] 20}11660 . 17)

Na Eq. (17) os subscritos Py, € P, sdo os pontos de expansdo considerados, na diregdo x € na
direcdo y, respectivamente; e o indice sobrescrito indica a ordem da derivada.
Como as derivadas parciais sdo diferentes de zero, as ordens verdadeiras para o erro no
céalculo de 7' sdo
0<B<1 =p/)=i
B=1 =p,@)=2i (18)

onde i = 1, 2,3, ... confirmando, assim, a ordem assintdtica do erro no calculo de T quando o
esquema utilizado é UDS-1, p, = 1, ¢ CDS-2, py = 2.

5 Resultados e Conclusiao

A metodologia proposta foi aplicada a diversas variaveis de interesse, a saber, a temperatura
no centro do dominio (T,), a temperatura média (T,,), a taxa de transferéncia de calor ao leste
(q.), a taxa de transferéncia de calor ao norte (q,,) € a média da norma [; do erro numérico (L).
Os resultados obtidos para cada uma destas variaveis podem ser encontrados em [11].

Os resultados obtidos a posteriori podem ser verificados nas Figuras 1, 2 e 3 para as
variaveis T, = T(%,%), T € g, respectivamente. Elas apresentam as trés primeiras ordens
verdadeiras obtidas com o emprego de MER quando f =0 ¢ 1.

Estes resultados mostram a tendéncia das ordens verdadeiras do erro de discretizagdo
obtidas a posteriori, considerando a varia¢do do parAmetro de mistura (8) dada pela Eq. (15).
As ordens obtidas desta forma podem ser corroboradas com aquelas obtidas na estimativa a
priori, por exemplo, para a variavel T,, tem-se p,(i) =i para0 < f < 1 ¢, para f = 1 tem-se
py (i) = 2i, com i = 1,2,3,.... As ordens obtidas a priori para a variavel T,, sdo: py (i) = 2i,
comi=1,2,3,..; epara q, sdo: py(i) =2 +i,comi = 0,1,2,3, ..., para qualquer valor de .

Os resultados apresentados sdo os obtidos para Pe = 1 e as indicagdes encontradas nas
legendas de cada grafico referem-se ao método de obtencdo da respectiva ordem, isto ¢, para
pg(Th) (ordem efetiva) e py(Th) (ordem aparente); Ti pU € a solugdo extrapolada uma vez
com base em pU e Tbi_pU ¢ a solucdo extrapolada duas vezes com base em pU.
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Figura 1: Ordens verdadeiras — efetiva e aparente da variavel T¢.
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Figura 3: Ordens verdadeiras — efetiva e aparente da variavel qe.

Analises para outros valores de Pe, como Pe = 0,1 e 10, mostram que este ndo influencia a
solucdo, mas resultados melhores sdo observados para Pe =0, 1.

Os resultados mostram que as ordens efetivas e aparentes sdo confirmadas para f =0 e
B =1 e, pode-se constatar também, que para qualquer mistura entre essas duas técnicas, ou
seja, para 0 < f < 1, as ordens verdadeiras sdo como as obtidas para § = 0 [11]. Porém, para
os casos das varidveis Ty, € q., considerando as ordens verdadeiras obtidas a priori, verifica-se
que a ordem fica degenerada quando 0 < f§ < 1 [11].

Este comportamento pode estar relacionado com alguns fatores, que podem ser devido a
condicdo de contorno (no caso da variavel g,); ou com a ordem da fun¢do de interpolacao
utilizada; ou ainda, estar relacionado ao erro de poluicdo definido como a diferenga dos erros de
discretizagdo e truncamento [5]. Pode-se considerar que as ordens obtidas a posteriori informam
que as ordens obtidas a priori sio determinadas conforme a func¢do de interpolacdo utilizada (ou
seja, depende do valor de 8). No caso em que 0 < f < 1, a menor ordem prevalece.

Em uma analise geral das ordens verdadeiras obtidas a posteriori, para cada varidvel de
interesse, conforme o pardmetro de mistura § = 0 ou = 1, todas as tendéncias assintoticas
confirmam as analises obtidas a priori. Com isso torna-se confidvel a analise das mesmas para
outros fatores de mistura dos métodos propostos.

Da mesma forma verificou-se que, independente do nimero de Péclet, todas as tendéncias
corroboram com os resultados obtidos a priori, mostrando assim, que analises feitas a posteriori
trazem vantagens como ferramenta de previsdo da magnitude do erro de discretizag@o.



Ainda na analise a posteriori, a ordem aparente (pU) mostrou-se uma ferramenta confiavel
para a verificagdo numérica da solugdo no caso em que a solugdo analitica € desconhecida.

As ordens de acuracia obtidas a posteriori com MER trazem grandes vantagens em relagao
a perspectiva do comportamento da solugdo numérica de um problema fisico em estudo. Estas
podem indicar efetivamente as ordens do erro, uma vez que as ordens de erro a priori devem ser
confirmadas pelas ordens obtidas a posteriori. Esta ideia pode ser ampliada para a verificagdo
da solu¢do nos casos em que ndo ha conclusdes significativas na estimativa a priori ou a
solugdo analitica é desconhecida.

Detalhes deste trabalho podem ser encontrados em [11].
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