Determinacéo do fluxo de calor em motor-foguete
utilizando metodo inverso
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Resumo—Este trabalho utiliza a técnica de problema inverso
para a determinacdo do fluxo de calor em motores-foguete a
propelente sélido. Nesse tipo de abordagem, medidas de
temperatura na parede do lado externo sdo utilizadas para
resolver um problema de conducéo de calor unidimensional em
coordenadas cartesianas e regime transiente. O modelo
matematico é resolvido numericamente através de volumes
finitos, com formulagédo totalmente implicita para o tempo. Um
procedimento iterativo para o caso ndo linear (no qual a
condutividade varia com a temperatura) foi utilizado. Os
resultados mostram que o método utilizado é eficiente quando o
erro da medicdo de temperatura é pequeno.

Palavras-chave—Fluxo de calor; Tansferéncia de calor por
conducdo; Problema Inverso.

I. INTRODUCAO

Motores-foguete sdo propulsores constituidos de duas
partes principais: cdmara de combustdo e tubeira, Fig. 1. A
camara de combustdo ¢ a parte do propulsor em que ocorre a
queima do grao-propelente, transformando energia quimica
em energia térmica. A tubeira ¢ a parte do propulsor composta
por uma regido divergente e convergente, responsavel em
acelerar os gases da combustdo, transformando energia
térmica em energia cinética. Desta forma, tanto a cimara de
combustdo quanto a tubeira ficam expostas aos gases a altas
temperaturas.
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Fig. 1. Desenho esquematico de motor-foguete e suas partes principais

A determinacdo precisa do fluxo de calor transferido para
a parede de motores-foguete ¢ de extrema importancia para o
projeto de propulsores. A determinacdo do mesmo através de
correlagdes empiricas ou até mesmo experimentalmente pode
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gerar grandes incertezas nos resultados. Além disso,
correlagdes empiricas geralmente requerem um conhecimento
preciso de muitas variaveis, o que nem sempre € possivel.

A maneira convencional de se resolver problemas em
conducdo de calor é pela resolugdo da equagdo do modelo
fisico, geralmente equagdes diferenciais, em que se conhece
de forma precisa as propriedades do material, as condigdes de
contorno e condi¢do inicial. Esse tipo de problema pode ser
resolvido por métodos amplamente difundidos. A esta forma
de resolu¢do denomina-se problema direto (PD).

De outra forma, problema inverso de condugdo de calor
(PI) é aquele em que se deseja uma das condigdes de contorno,
condi¢do inicial ou propriedades fisicas. Algumas dificuldades
na resolucdo de problemas inversos devem ser destacadas. PI’s
sd0 matematicamente classificados como mal postos,
diferentemente dos PD’s, que sdo bem postos. O que torna PI
mal posto ¢ o fato de as solugdes serem instaveis, como
resultado de erros inerentes aos dados de medigdo utilizados
na analise.

Solugdes analiticas para PI’s foram propostas na década
de 60 por Langford [4] e Burgraff [9]. Atualmente muitos
métodos para resolugdo de PI’s sdo baseados em transformar
problemas mal postos em bem postos pela utilizagdo de
pardmetro de regularizagdo. Algumas das técnicas que
utilizam parametro de regularizag@o sdo: método dos minimos
quadrados, método de Levenberg-Marquardt e método do
gradiente conjugado. Entre muitos cientistas desenvolvedores
de tais métodos, pode-se citar os pioneiros Thikonov e
Arsenin [2], Alifanov e Egorov [8] e Beck et al. [5].

Outros métodos, um pouco mais antigos, baseiam-se em se
realizar inferéncias sobre o sistema ou sobre o PD. Entre
diversos autores pode-se citar Williams e Curry [11], Mehta
[10] e Kimura [1]. Este ¢ o tipo de método adotado neste
trabalho.

II. DESCRICAO DO PROBLEMA

Considere o dominio de calculo mostrado na Fig.2 a
seguir. O mesmo consiste em uma placa de espessura L,
submetido a um fluxo de calor ¢ ”(#) que varia no tempo. Esse
fluxo de calor ¢ aplicado em x=0. A placa em x=L ¢ modelada
como adiabatica. Nesta regido, (em x=L), sdo realizadas as
medigoes de temperatura, simbolizadas por Y(2).
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Fig. 2. Modelo do problema

Portanto as hipoteses adotadas sdo que: o calor se propaga
de forma unidimensional, na dire¢do radial; regime transiente;
e condutividade dependente da temperatura.

A. Problema Direto

Aplicando as hipdteses simplificadoras anteriormente
mencionadas, o modelo matematico, pode ser escrito como:

1) Modelo:

A distribuicdo de temperatura no interior do sélido, ou
seja, 0<x<L, é dada em funcdo do tempo e posic¢do por:
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onde k(T) ¢ a condutividade do material, dependente da
temperatura, dada em W/(mK), p é a massa especifica, dada
em kg/m’, ¢, € o calor especifico dado em J/(KgK) e # € o
instante final do dominio do tempo.

A condi¢do de contorno em x=0 é:

—k(T)Z—Z =q"(1), 0<t<t,. 2)

Em x=L a condi¢do de contorno ¢ a de parede adiabatica,
ou seja:

oT
—=0, 0<t<t,. 3
o 7 3)

A condigdo inicial, ou seja a temperatura a que estd o
motor-foguete no instante inicial, em =0 é dada por:

T=T,, t=0 “)

onde Ty é a temperatura no instante inicial, em todo dominio,
ou seja, de x=0 a x=L.

O problema direto serd resolvido com o Método dos
Volume Finitos, MVF.

2) Discretizagdo do dominio:

Utilizando uma malha unidimensional de nos centrados
entre faces, o dominio pode ser representado conforme a Fig.
3 a seguir:
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Fig. 3. Malha unidimensional de nés centrados entre faces

A Fig. 3 mostra a malha para todos os nds exceto nos dos
contornos. Esses nds sdo denominados de nos internos. Nesta
figura, o volume P possui o vizinho a esquerda, ¥ e a direita,
E. A malha considerada ¢ uniforme, ou seja, Axp ¢ 0 mesmo
para todos os volumes.

Cada volume apresenta uma face a esquerda, w e a direita,
e. Os volumes dos contornos, por sua vez, podem ser
representados conforme as Fig.4 e Fig.5.

Para o contorno em x=0, a malha fica:
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Fig. 4. Malha do contorno em x=0.
Para o contorno em x=L, a malha fica:
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Fig. 5. Malha do contotno em x=L.



3) Discretizagdo das equagoes

O modelo matematico do problema, mostrado em (1), foi
resolvido aplicando-se o MVEF. Utilizou-se a formulagdo
totalmente implicita no tempo.

O tipo de aproximacdo empregada nas derivadas da
temperatura com relagdo aos termos espaciais nos volumes
internos foi CDS (Central Differencing Scheme), ou seja:

orY _Tp-Tp
(axl_ Ax ©
(T) Bt ©
ox ), Ax

As aproximagoes em (5) e (6) sdo empregadas na face leste
e oeste respectivamente. As aproximagdes das derivadas nos
contornos esquerdo e direito foram simplificadas uma vez que
utilizou-se condi¢des de contorno de Neumann.

O sistema de equagdes resultante possui a seguinte forma
geral:

apTp =a, Ty +a,T; +bp @)

Os nds internos, ou seja, todos exceto aqueles dos
contornos, apresentam os seguintes coeficientes:
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A aplica¢do das condigdes de contorno em x=0 e x=L
foram feitas por incorporagdo das mesmas nos volumes
adjacentes ao contorno. Da aplicacdo da condi¢@o de contorno
em x=0), os coeficientes resultantes sio:
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a, =k, (13)
a,=0 (14)
A,
bp = pcp?Tp +q"(t)Ax (15)

Os coeficientes resultantes da aplicacdo da condicdo de
contorno em x=L sao:
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dp :pCth"rkW (16)

a,=0 (17)

a, =k, (18)
sz

ap = pe, ——Tp (19)

Resolvendo-se o sistema de equagdes dado pelos
coeficientes e termos fontes de (8) a (19), é possivel
determinar o campo de temperaturas no sélido, uma vez que as
condig¢des de contorno e condi¢do inicial sdo conhecidas.

Os valores de £, e k, foram determinadas conforme [12]:

. 2y kp 20)
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Além do campo de temperatura, a temperatura no contorno
em x=L devera ser calculada para que a solu¢do do problema
inverso seja possivel, como serd explicado detalhadamente a

seguir. Essa temperatura calculada 7' sera comparada com a
temperatura medida na mesma regido ou contorno.

A temperatura calculada em x=L ¢ dada por:

T=Tp_y , (22)

onde N € o ultimo volume.

A temperatura em x=0 é dada por:

q"Ax
T, =Tp_+ S 23
w P=1 2% ( )

w

onde T, ¢ a temperatura na parede do lado dos gases quentes,
ou seja, no contorno em x=0.

B. Problema Inverso

1) Procedimento Iterativo: O PI aqui apresentado possui
como Unica diferenga, em relagdo ao PD, o fato de que a
condi¢do de contorno ¢"(¢) é desconhecida. Para resolver o PI,
o PD sera resolvido a partir de uma estimativa no fluxo de



calor e através da comparagdo entre a temperatura medida (Y)

e calculada (f ), corrigir o fluxo de calor. A corregdo do fluxo
de calor sera feita por meio do método da bissegdo.

O seguinte procedimento iterativo pode ser construido:

Dada a temperatura experimental em
funcdo do tempo tomada na parte externa
da parede, em ponto especifico do motor

foguete.

v
A4

Admite-se um valor arbitrario de fluxo

de calor em determinado instante;
Fluxo de
< calor
\ 4 corrigido
Utilizando o PD, calcula-se a temperatura

em x=L em determinado instante;

v

Compara-se a temperatura calculada em
x=L com a temperatura medida;

Dentro da
tolerancia?

Sim

v

Se t=t; pare; caso contrario,
avanga no tempo.

Fig. 6. Algoritmo para solugdo do PI.

2)Critério de parada
O critério de parada adotado para o processo iterativo foi:

‘f—y‘=5, (24)

onde 3 € a tolerancia. Neste trabalho foi utilizado o valor igual
al.lo".

C. Analise da estabilidade

Para validar e também analisar a estabilidade do programa
computacional desenvolvido, considere um experimento
hipotético, que simula o aquecimento de uma barra de
aluminio de 10 mm do tipo ABNT 6061 em 2,0 segundos. As
propriedades do material estdo na Tabela 1. A massa
especifica e calor especifico sdo dados retirados de [13]. A
condutividade térmica foi aproximada conforme [3].

TABELA L. PRORIEDADES FiSICAS DO ALUMINIO 6061

Propriedade Valor
Calor especifico [J[(kgK)] 896,0
Massa especifica [kg/m3] 2700,0

Condutividade térmica [W/(mK)] k(T)= 136,0*exp(1,6.10°T)

O fluxo de calor na barra em x=0 é conhecido e dado em
MW/m? por:

0 5.¢ 0<t<l 5)
=1 54410 1<t<?2

Esta fungdo da o perfil do fluxo mostrado a seguir na Fig. 7:
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Fig. 7. Curva de fluxo utilizado no experimento hipotético

Considere também que para este experimento a
temperatura inicial ¢ 300 K. O niimero de volumes de controle
utilizado foi 10 e o0 nimero de avangos no tempo foi 10.

Como a condi¢do de contorno em x=0, ou seja, o fluxo de
calor ¢"(t) ¢ conhecido, pode-se utilizar o PD para obter o
perfil de temperatura na parte externa T . Isso foi feito e os

resultados podem ser vistos na Fig. 8, que mostra as
temperaturas calculadas em x=0 ¢ em x=L.
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Fig. 8. Temperaturas nas paredes interna e externa obtidas pelo PD.



Para validar o programa computacional, suponha que o

perfil da parede externa T, calculado, seja o perfil de
temperaturas medidas Y. Fazendo-se isso, pode-se utilizar a
metodologia de PI para determinar o fluxo de calor. Portanto o
objetivo ¢ utilizar o perfil de temperatura "medido" na
superficie externa, para obter o mesmo perfil de fluxo dado em

(25). Os resultados obtidos podem ser vistos na Fig. 9:
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Fig. 9. Fluxo de calor exato e obtido por PI.

A andlise da estabilidade da solugdo pode ser feita se
considerarmos que o perfil de temperatura medido na parede
externa (x=L) possui erros dados por:

Y=T+awo, (26)

em que ® considera erros normalmente distribuidos, ou seja,
existe 99% de probabilidade do valor ® se encontrar entre [7]:

-2,576 < <2,576 27)

O parametro ¢ constitui-se na variagdo causada pelos erros
de medigdo. Para a metodologia utilizada, ¢ deve ser pequeno,
ou seja, menor ou igual a 0,001.

D. Resultados

Os dados da Tabela II abaixo sdo temperaturas
experimentais retiradas do trabalho de [1]. Neste trabalho a
autora buscava determinar perfis de temperatura em tubeira de
motor-foguete.

TABELA I TEMPERATURAS EXPERIMENTAIS

Tempo [s] Temperatura [K]
0 297,7
307,5
319,8
332,0
340,6
349,2
359,0
368,8
377,3
385,9
395,7

O Q||| |W[IN|—
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A autora em [1] utiliza um modelo em coordenadas
cartesianas com condi¢des de contorno idénticas as utilizadas
no presente trabalho. A parede da tubeira do motor teste
utilizado ¢ constituido de ago 4340 e grafite HLM-85. A
espessura da parede ¢ de 3,25 mm. As demais propriedades
fisicas podem ser vistas na Tabela III, cujos dados também
foram retirados de [1]:

TABELAIIl.  PROPRIEDADES DO GRAFITE HLM-85
Propriedade Valor
Calor especifico [J/(kgK)] 45,6
Massa especifica [kg/m3] 1256,0
Condutividade térmica [W/(mK)] 1830,0
T T T T T
—o— Inverso
X— Analitico, conforme [9]
100 = Analitico, conforme [6] 4
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Fig. 10. Fluxo de calor exato e obtido por PI.

Os resultados podem ser vistos na Fig. 10. Esta figura
mostra os valores encontrados para o fluxo de calor utilizando
a metodologia do presente trabalho e a solugdo analitica dada
por [6] e [9]. Em [9], a solug@o analitica ¢ da seguinte forma:
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onde n é a ordem da derivada considerada.

A solug¢do analitica foi aproximada utilizando cinco
derivadas, como se segue:

dY Y_j+l - Y_jfl (29)
dt 2At
d*Y Y A+ Y, 30
ar’ A o
Y Y +2Y, -2V + Y
i 208 D
d4Y N ijz _4Yj—l +6Yj _4Yj+1 +Yj+2 32
art Art .
Y Y5 +4Y, 5 =57, 45V, 4V, 5+ 3
dtS - 2Als ( )

Os autores em [6] utilizam uma solugdo analitica para a
determinacdo do fluxo de calor simplificada pela hipdtese de
que a derivada da temperatura com o tempo ¢ independente da
espacial. A mesma ¢ dada da seguinte forma:

kL dY
= 34
A (34
em que a derivada da temperatura em relacdo ao tempo foi
calculada da seguinte forma:

dy _Y,-Y,

35
dt At (3)

E. Conclusdo:

Pode-se concluir que a metodologia apresentada ¢ robusta,
valida tanto para problemas lineares quanto ndo lineares. Uma
vantagem do método ¢ que ndo € necessario resolver todo o
dominio do tempo quando se deseja determinar o fluxo de
calor em determinado instante. Outro ponto que deve ser
salientado é que a metodologia abordada é muito sensivel a
erros experimentais. Isso significa que apenas quando o
sistema de medigdo possui erros da ordem de menos de um
décimo de grau esta metodologia pode ser utilizada.

A principal vantagem do método ¢ a simplicidade na
programagdo do algoritmo, visto que uma vez programado o
problema direto, basta usa-lo repetidas vezes. Outra vantagem
¢ o tempo computacional baixo quando comparado com
métodos mais elaborados nos quais matrizes (jacobiano) sdo
utilizadas.
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