Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 43, €20200479 (2021)
www.scielo.br/rbef

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2020-0479

Movimento Vertical de Minifoguetes: Equacoes

de Trajetérias e Analises Graficas
Vertical Model Rocket Movement: Trajectory Equations and Graphical Analysis

André Luiz Alves™, Sérgio Souza Bento!, Carlos Henrique Marchi?

!Universidade Federal do Espirito Santo, Vitéria, ES, Brasil.
2Universidade Federal do Parand (UFPR), Curitiba, PR, Brasil.

Recebido em 20 de novembro de 2020. Revisado em 06 de janeiro de 2021. Aceito em 09 de janeiro de 2021.

Neste trabalho sdo descritas as equacoes diferenciais de movimento e as respectivas solucbes para a velocidade
[v(t)] e altitude [y(t)] em funcdo do tempo, relativas a um foguete que segue uma trajetéria vertical em um
movimento de subida. S&o considerados quatro modelos: no primeiro é desprezada a forca de arrasto do ar; no
segundo é considerada uma forga de arrasto linear com a velocidade; no terceiro e quarto modelos é considerado
que a forga de arrasto é proporcional ao quadrado da velocidade. O terceiro modelo se distingue por considerar a
massa total de um foguete constante. No quarto modelo, apresenta-se uma solugdo completa, considerando-se que
a massa decresce linearmente com o tempo durante a exaustdo de gases. Para testar estes modelos foi utilizado
o voo experimental do minifoguete Epsilon-8 do Grupo de Foguetes Carl Sagan da UFPR. Foram utilizados
pardmetros experimentais relacionados a curva de empuxo em funcdo do tempo (teste estatico) do Epsilon-8
que permitiram estimar a velocidade de exaustdao dos gases expelidos do motor. As curvas tedricas para v(t) e
y(t) do terceiro e quarto modelos, por serem mais completos, foram utilizados no ajuste das respectivas curvas
experimentais do Epsilon-8. O terceiro modelo, embora tenha uma solugdo aproximada, é razodvel na previsdo
do apogeu, com um erro de 8,6%. O quarto modelo, por ser o mais completo, prevé o apogeu com um erro de
apenas 1,5%.

Palavras-chave: Ensino, Simulacdo computacional, Minifoguete, Forca de arrasto, Equacdes de movimento.

This work describes the differential equations of motion and the respective solutions for speed v(t) and altitude
y(t) as a function of time, relative to a rocket that follows a vertical trajectory in an upward motion were described.
Four models are considered: in the first, the drag force of the air is neglected; in the second it is considered a
linear drag force with speed; in the third and fourth models it is considered that the drag force is proportional to
the square of the speed. The third model is distinguished by considering the total mass of a rocket constant. In
the fourth model, a complete solution is presented, considering that the mass decreases linearly with time. To test
these models, the experimental flight of the Epsilon-8 model rocket from the UFPR Carl Sagan Rocket Group
was used. Experimental parameters related to the thrust curve as a function of the Epsilon-8 time (static test)
were used, in which from the model rocket mass variation rate it was possible to obtain the rate of exhaust of
the gases expelled in the engine. The third and fourth models, since they are more realistic, were used to adjust
the experimental curve for v(t) and y(¢). The third model, although it has an approximate solution, proves to
be reasonable in the prediction of the peak, with an error of 8.6%. The fourth model, being the most complete,
predicts the peak with an error of only 1.5% precisely in the time of the experimental peak.
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1. Introducao

As atividades de ensino utilizando projetos de foguetes,
realizadas nas escolas, universidades, feiras de ciéncias
e em competicoes, tornam o ambiente de aprendizado
mais dindmico e atrativo e promovem a integracdo
entre alunos de diferentes turmas e/ou instituigoes.
Estas atividades tornam-se desencadeadoras de acodes
interdisciplinares em instituicbes de ensino dos mais
variados niveis [T}, 2]. Durante a construgdo de um fo-
guete didatico, os estudantes aprendem a manusear fer-
ramentas e a realizar medic¢oes diversas. No lancamento,
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muitos estudantes ficam surpresos e encantados com o
voo do foguete, pela elevada aceleragao e a altitude que
atingem, resultados de seus esforcos de trabalhos em
equipe. Como toda atividade experimental, o ambiente
se torna mais favoravel para que os estudantes interajam
mais com o professor, deixando de ser apenas espec-
tadores, o que aprimora varias questoes associadas ao
aprendizado [2, [3].

A abordagem do foguete em sala permite explorar
assuntos de diversas areas do conhecimento. A equacao
diferencial do movimento é descrita com base na segunda
lei de Newton. O empuxo produzido pelo motor do
foguete estd associado a pressdo interna no mesmo
que, dependendo do modelo, é ocasionada por reacoes
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quimicas dos componentes do combustivel [4]. J4 na
andlise de voo, diversos modelos fisicos/matemé&ticos
podem ser aplicados na equagao do movimento para a
obtencdo de uma equagio de trajetéria do foguete [5] [6].
Desta forma, o uso da andlise grafica com o computador,
no chamado ajuste da equacdo tedrica de movimento
aos dados experimentais é de extrema importancia, pois
possibilita aos estudantes a obtencdo de parametros
associados ao movimento do foguete. Parametros como
o coeficiente de arrasto do ar (b), a taxa de ejegdo de
massa (R = dm/dt), a velocidade com que os gases
sdo ejetados (v.) do motor do foguete, bem como dados
técnicos do foguete e do tipo de combustivel podem
ser obtidos utilizando programas computacionais [4 [7].
Quanto mais varidveis fisicas sdo empregadas na equagcao
diferencial de movimento e quanto mais sofisticado é
o modelo que descreve esta equagao, mais a solucao
para a equacdo de trajetéria se aproxima dos dados
experimentais do voo. Neste trabalho, desenvolve-se uma
atividade teodrica deste nivel utilizando como foguete
didético, o minifoguete.

Um minifoguete é uma versdo em miniatura de um
foguete real que utiliza como propulsor um motor a
propelente sélido inflamavel. Mostramos em um trabalho
recente que o minifoguete didatico pode ser construido
com materiais de baixo custo adquiridos em papelaria
e lojas de construgdo [4]. A motivacao de se trabalhar
com o minifoguete é que este, por retratar um foguete
real, pode aumentar o interesse dos estudantes pelas
areas de ciéncias, tecnologias e outras; e também porque
ele atinge altitudes muito mais elevadas do que os
que utilizam a garrafa PET [§], o que impressiona os
estudantes. Neste trabalho, a obtencdo dos dados para
a construgdo dos gréficos experimentais de v(t) e y(t)
foram adquiridas por meio de um altimetro a bordo
de um minifoguete fabricado na UFPR em 2015, e que
utiliza um motor-foguete comercial, conforme detalhado
na se¢ao 2.1} O altimetro é um dispositivo eletronico que
relaciona as variagoes de pressao com a altitude, sendo
muito utilizado em competigdes [9].

Embora seja pratico e didatico trabalhar com minifo-
guetes que carregam altimetros, na literatura brasileira
de ensino de fisica este topico é escasso. Apenas um
artigo de nossa autoria foi publicado recentemente,
abordando o uso do minifoguete no ensino de fisica [4].
Por outro lado, os artigos sobre este tépico enfocam
uma 4&rea técnica especifica, associadas a cursos de
engenharias. Em livros didaticos de fisica a nivel de
graduacao, aborda-se um caso simples para a dindmica
de um foguete que geralmente despreza a forga de arrasto
do ar [10].

Neste trabalho utilizam-se quatro modelos tedricos
para descrever o movimento vertical ascendente de um
minifoguete: no modelo I, a equacdo da trajetoria é
obtida desprezando-se a resisténcia do ar; no modelo
II supGe-se haver uma dependéncia linear da forga de
resisténcia do ar com a velocidade do foguete; no modelo
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III esta dependéncia é do tipo quadritica, entretanto,
considera-se a massa do foguete como um todo cons-
tante; no modelo IV apresenta-se uma solugao analitica
completa para v(t) e numérica para y(t) durante a
queima do propelente. Faz-se aqui uma apresentagao
das equagoes obtidas durante a queima do propelente,
para os quatro modelos em estudo. Adicionalmente,
apresentam-se também as solugoes para as equagoes
diferenciais de movimento, apés a queima do propelente.
Com isto torna-se possivel a obtencéo dos gréficos v(t) e
y(t) desde o langamento até o apogeu de um minifoguete.
Para abordar as diferencas entre os modelos, realiza-
se uma ampla discussdo por meio da andlise grafica
para v(t) e y(¢). Em nenhum dos modelos supracitados,
consideraram-se as variacoes da gravidade e da densi-
dade do ar com a altitude.

Utiliza-se o voo real de um minifoguete com apogeu
de 723 m, onde as solugdes tedricas para as equagdes
de movimento de cada um dos modelos podem ser
confrontadas com os graficos experimentais de wv(t)
e y(t). Os valores previamente calculados de b, R e
Ve, que compoOem as equagOes tedricas da trajetoria,
podem ser utilizados como parametros iniciais durante
as simulacbes computacionais. Em todos os modelos
aqui estudados, o impulso do minifoguete foi conside-
rado constante e por isso os pardmetros R e v, nao
foram alterados durante as simulac¢ées. Por outro lado,
modificando-se os valores de b foi possivel aproximar
(ou ajustar) uma equagdo teérica, de um dado modelo,
aos dados experimentais de v(t) e y(t) do minifoguete.
Finalmente realiza-se uma discussao comparativa no
qual conclui-se que o modelo IV se ajusta melhor aos
dados experimentais.

2. Fundamentacao Teérica

2.1. O minifoguete

Um minifoguete, assim como um foguete real, é um
veiculo que se desloca expelindo, em sua parte traseira,
um fluxo de gas a alta velocidade devido a queima do
propelente [IT]. De acordo com a terceira lei de Newton,
esta acao resulta em uma reacao de mesma intensidade,
porém sentido oposto, deslocando o foguete para cima a
partir do solo [4]. Minifoguetes sio utilizados no ensino
e em competi¢des. J&4 outros, mais sofisticados do tipo
sondagem, sao aplicados as pesquisas aeroespaciais cujas
altitudes sdo restritas a troposfera [12]. Na Figura a)
estd ilustrada a seg¢do transversal de um minifoguete,
utilizado em atividades de ensino, com as principais
partes que o compoe. Na Figura (b) é mostrada uma
fotografia do minifoguete utilizado neste trabalho.
Como se observa na Figura a) a estrutura do
minifoguete é delimitada pela linha em preto e inclui
a coifa (nariz), a parte traseira que sustenta as empenas
(ou aletas) e o motor demarcado pela linha azul. O motor
contém o propelente na cor amarela que estd no interior
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Figura 1: (a) llustragdo do corte de se¢do transversal de um
minifoguete. (b) Minifoguete Epsilon-8.

de um cilindro por onde é feito um pequeno furo em
sua extremidade direita [I3]. A queima do propelente é
feita por um dispositivo de ignicdo elétrica que contém
um ignitor e dois condutores. Estes ao serem ligados a
uma pequena bateria transmitem energia que inflama o
ignitor e consequentemente o propelente. Um dispositivo
de ejecdo do motor (ndo ilustrado aqui) desacopla o
conjunto constituido pela coifa e compartimento do
altimetro, o que automaticamente aciona o paraquedas.
Um elastico segura todo o conjunto do foguete para um
pouso seguro.

O minifoguete utilizado (Figura [[[b)) para a ob-
tengdo dos dados experimentais foi o Epsilon-8. A ele
foi acoplado um motor comercial de classificacao E7
segundo a nomenclatura da NAR (National Association
of Rocketry) [I4]. Nesta nomenclatura a letra especifica
que o impulso total produzido pelo motor estd na faixa
de 20,00 a 40,00 N.s, e o niimero em seguida especifica
o empuxo médio produzido de 7 N. De fabricagdo do
Grupo de Foguetes Carl Sagan (GFCS) da UFPR [g],
o Epsilon-8 possui didmetro maximo de 2,03 cm, com-
primento de 50,1 ¢cm e massa de 131,2 g [I5]. Ele é
o atual recordista brasileiro de apogeu para a classe
E, atingindo em 2015 um apogeu de 723 m. Os dados
deste voo foram obtidos com um altimetro micro-peak
da Altus Metrum [9] e foram utilizados, neste trabalho,
para os ajustes das equagdes de movimento em dados
experimentais reais de v(t) e y(t). Os dados do voo foram
obtidos em 08/08/2015 pelo Grupo de Foguetes Carl
Sagan da Universidade Federal do Parand (UFPR), que
é liderado por Carlos Henrique Marchi, um dos autores
do presente trabalho.

2.2. A Equacgao diferencial de movimento
€ 0 empuxo

Considere um sistema S constituido unicamente por um
foguete, e um sistema S’ cuja fronteira separa o foguete
de seu meio exterior (Figura [2(a)). Este meio contribui
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Figura 2: (a) Foguete a uma velocidade v em um instante de
tempo t. (b) Ao ejetar uma quantidade de massa de propelente
dm, sua velocidade no instante ¢ +dt serd v+dv. (c) Diagrama
de corpo livre.

com as forcas externas de atragdo gravitacional que a
Terra exerce sobre o foguete (P = mg) e a forca de
arrasto do ar (F;.). A for¢a de empuxo T, que acelera o
foguete para cima (valores de y crescente) é uma forca
interna ao sistema S’ e surge devido ao fato de o foguete
estar exaurindo gases a altas velocidades, proveniente
da queima do propelente em seu motor (Figura [2{(b)).
Esta é uma forca de reacao devido a 3* lei de Newton.
Na Figura C) estd representado um diagrama de corpo
livre para o sistema S, que inclui tanto as forgas externas
quanto a interna. Por simplicidade, sdo descritas nos
proximos paragrafos as grandezas fisicas vetoriais apenas
em termos de suas componentes na diregdo y.

Na descri¢do da equacdo de movimento, considera-se
o foguete subindo a uma velocidade v, de tal forma que
a magnitude do momento linear inicial do foguete no
instante ¢ é P, = mv (Figura [2[a)). No instante ¢ + dt
o foguete expele uma massa infinitesimal dm (negativa)
de tal forma que a massa e a velocidade do foguete sao,
respectivamente, m + dm e v + dv. A velocidade em
que dm é exaurida é dada em relagdo a um referencial
inercial em repouso na Terra por v + v., no qual v,
é a velocidade de exaustdao dos gases em relacdo ao
foguete. Desta forma, o momento linear total do sistema
S’ no instante t + dt é Py = (m + dm)(v + dv)+
(=dm)(v — ve). A segunda lei de Newton aplicada ao
sistema S’ possibilitard obter uma expressao para a
equacgao do foguete:

dP
ZFe:pt = E (1)

Na Equacgao dP representa a varia¢ao infinitesimal
do momento linear entre os instantes ¢ e t+dt. Conforme
descrito nos paragrafos anteriores, esta variacdo é dada
por: Py—P, = (m+dm)(v+dv)+(—dm)(v—v.)—mv. De-
senvolvendo estes termos, desprezando o produto dm.dv
e lembrando que para o sistema S’, > Fopt = —mg + F
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(com F). negativo) a Equagédo (1) se torna:

d ed
—mg+ F, :W’ 2)

que é equivalente a:

m% = —ve% —mg+ F,. (3)

O membro esquerdo da Equacdo representa a
massa remanescente, m = m(t) do sistema S, vezes a
aceleragdo do mesmo [4]. Esse termo é interpretado como
o somatorio de todas as forcas que atuam no sistema do
foguete. J4 o primeiro termo no membro direito desta
equacao é definido como a magnitude do empuxo, T.
Tendo em vista que dm/dt é negativo, o empuxo é
positivo na Equacao .

Na préatica, T é funcdo do tempo e um gréfico T(t)
pode ser obtido experimentalmente a partir de testes
estaticos do motor do foguete. Entretanto, para algumas
estimativas teodricas para a solugdo da Equacao , T
pode ser considerado constante, o que é valido para um
caso tedrico no regime estaciondrio do motor [4]. Neste
caso, tanto v, quanto dm/dt assumem valores constantes
durante o voo do foguete. Apresentam-se na préxima
se¢ao as solucdes da equacao para a obtencao de v(t)
e y(t) em quatro modelos abordados, considerando-se
que v, e dm/dt sao constantes.

2.3. Solug¢des Analiticas para a Equacao
de Movimento de um Foguete

Nas se¢oes 2.3.1] a [2.3.4] apresentam-se as solugbes para
a equacdo de movimento de um foguete durante o
tempo de queima (¢,) do propelente, fase propulsada,
que aqui denomina-se de etapa A. Apds este tempo,
na fase balistica, denominam-se as solug¢oes como etapa
B. Nesta Etapa, apés o tempo t,, o motor deixa de
funcionar e a magnitude do empuxo T, na Equacéo
, se torna nula. Nesta etapa, o foguete segue um
voo no qual apenas as forgas de resisténcia do ar e
o peso estdo presentes. Utiliza-se a notacdo W(t), 4 5
para designar uma equagdo de trajetéria (solugoes da
Equagdo (3). Nesta notacdo, W(t) representa v(t) ou
y(t), n representa o modelo (I, IT...) e A ou B, uma
das etapas de voo. No modelo I a seguir, coloca-se a
solugdo para o movimento do foguete, desconsiderando a
forca de arrasto do ar, com a intengao de que o estudante
aprecie as solugoes e compare com modelos que levam em
consideracao esta forga. Este movimento representaria o
movimento de um foguete langado da superficie de um
astro sem atmosfera, como a Lua.

Os estudantes sdo encorajados a verificar as dedugoes
e solugdes nas referéncias deixadas, para cada uma das
equacoes de trajetéria aqui apresentadas. Para todas as
equacoes aqui colocadas, considerou-se que as velocida-
des e alturas iniciais (¢ = 0 s) possuem, ambas, valores
nulos.
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2.3.1. Modelo I: Movimento sem a forga
de arrasto do ar

Quando a forga de arrasto do ar é desprezada, a Equacéo

se torna:

dv dm
Mm— = —Ve—— — Mg. 4
o - g (4)
Assumindo que dm/dt é uma constante nesta equagio,
entdo a massa diminui linearmente com o tempo:

m(t) = m, — Rt, (5)

na qual R = —dm/dt (lembrando que dm/dt é negativo)
e m, = myp + my é a massa inicial do foguete, com m,,
denotando a massa total do propelente e my a massa
final do foguete [3] [6]. Substituindo a Equacéo na
, obtém-se:

dv Ruv,

E:mo—Rt_g' (6)

As solucoes da Equacao (@ para v(t) e y(t), sdo dadas
por:

R

= — —_— 1 —_— —
vra(t) gt — veln [ mot], (7)
yra(t) = vet — %th + o}; Rtveln [1 - ’I”l}’jot]' (8)

Na etapa B, apdés a queima de todo o propelente
(t > tq), a Equacdo se torna:

dv

— =g, 9

i (9)

cujas solugdes para v(t) e y(t) sdo, respectivamente:
VIB :Uqu(t*tq)v (10)

g 2
et )
nas quais v, é a velocidade do foguete no tempo t,; yq
¢ altura do foguete no tempo ¢,. De outra forma: v, =

UIA(tq) €Yq = yIA(tq)~

YiB = Yq+ vq(t - tq)

2.3.2. Modelo II: Movimento com forga de ar-
rasto linear

A forca de arrasto do ar depende da velocidade v de um
objeto e geralmente é descrita em termos de poténcia n
da velocidade, ou seja,

F. =—-b", (12)

na qual b é uma constante positiva que especifica o poder
da forga de arrasto [I§]. Existem dois regimes diferentes
no qual essa dependéncia pode ser do tipo linear ou
quadratica em wv. O parametro que diferencia estes
regimes é o niimero de Reynolds (ng.) [4]. Experimental-
mente, para um objeto relativamente pequeno movendo-
se no ar, n = 1 na Equacao para velocidades de

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2020-0479



Alves et al.

até 24 m/s. Para velocidades mais elevadas, a forga de
arrasto é aproximadamente proporcional ao quadrado
da velocidade [I§]. As constantes b’s na Equacéo se
diferem por ordem de grandeza e unidade de medigao.
Nesta secdo frisa-se mais na obtencdo das equagoes
de movimento e, por simplicidade, utilizou-se a mesma
letra, sem subindice, para representar esta variavel. Na
secdo [3] faz-se melhor a distingdo das constantes b’s dos
modelos II, IIT e TV.

Assumindo para o modelo IT uma dependéncia linear
para F,., a Equacao se torna:

m% = —ve% —mg — bu. (13)

Substituindo a Equagéao na Equacao e reagru-

pando os termos, obtém-se:

dv b Ve

dv _ . 14
i A — el (14)

As solugdes analiticas para v(t) e y(t) sdo dadas pelas

Equagdes e [6]):

UeR b
vrra(t) = 2 + % (mo, — Rt) + ¢1(m, — Rt)E,
(15)
em que:
—v.R(R — b) — gmyb
Cc1 = ( ) 'Z N (16)
R(R —b)m,®
_ veR g 2
yIIA(t)— b t QR(R—Z)) (mo Rt)
c B
—mgme = B) T e, (17)
em que:
2 1+ &
gme c1myi TR
= 1
2TOR(R—b) | R+b (18)

ApoOs este tempo, na etapa B, a Equacao se torna:

dv
ms— = —mysg — b, 19
I 9 (19)
na qual my é a massa final do foguete apds a queima
de todo o propelente no instante t,. As solugdes da
Equacao para v(t) e y(t) podem ser resolvidas por
uma integragio direta. As solugdes sdo, respectivamente,

vrrn(t) = [(B 4v,) e 70 ] 20)

2
- my mg b
yrip(t) =yq — =gt —tg) + 22 9 <1 + mfg”q)

b

_ by
~ (1 —e ™f (t tq)>7 (21)
nas quais v, = vrra(ty) € yg = yrralty)-
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2.3.3. Modelo III: Solucdo aproximada com
massa constante e forca de arrasto
quadratica

Um modelo mais realistico do movimento de um foguete,
durante sua subida, considera o termo m = 2 na
Equacao . O Epsilon-8, por exemplo, atinge velocida-
des ~100 m/s em um intervalo de tempo relativamente
curto ~3 s. Neste caso, ng. > 10° e a dependéncia
quadrética deve ser levada em consideracgdo [4]. Como
aproximagcao considera-se um valor médio para a massa
do foguete (m), constante durante a queima do prope-
lente [ [16], [17]. Assim, adota-se também m constante
durante todo o voo do foguete. Esta aproximacao é
valida se o tempo de queima é pequeno quando com-
parado ao tempo para o foguete atingir o apogeu. Neste
caso, m é dado pela média:

m— M’ (22)

2
na qual m, e my sdo as respectivas massa inicial e final
do minifoguete. A equacao escrita na formas:
dv dm

- = - — 2
m— Ve — Mg bv?, (23)

pode ser reescrita como:

na qual: 8 = —Uecfi—rt“ — mg. As solugbes da Equagao
para v(t) e y(t), na etapa A, descritas por Waters
(2014) [I7] e relatadas por Alves et al. [4], sdo dadas
respectivamente por:

st Zan [(2) ],

yrrra(t) = %ln [cosh (Vftﬂ (26)

As Equacdes e sdo validas para 8 > 0. Esta
condicao é vélida para o Epsilon-8 (veja a segdo [2.4)).
Para a etapa B, o empuxo é nulo. Logo, a Equagao (23))
torna-se:

dv 9
— = —mg — 2
m . mg — bv*, (27)

cujas solugdes para v(t) e y(t) sdo, respectivamente:

vrrre(t) = %tg [\/g(tq —t)+tg~! (\/ Wll)qu>] ;

m
yrrip(t) = yq + ALl
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Na Equagdo (28) tem-se que v, = vrrra(ty) e, na
Equacao , Yq = yrr1a(ty), em que t, é o instante
no qual o foguete atinge o apogeu. Este instante é dado
pela Equagao:

m b
ta =t Jomtg T =g |-

2.3.4. Modelo IV: Solugao completa com forca
de arrasto quadratica

Uma solugéo analitica completa da Equagao (24) para
v(t), durante a queima do propelente, foi obtida por Ro-
drigues et al. (2014) [5]. O autor demonstrou, utilizando
técnicas de calculo diferencial, que a Equacao pode
ser reescrita em termos de uma equacao diferencial cujas
solugoes sdo fungoes de Bessel. Veja inicialmente que a
Equagao , agora com m = m, — Rt, pode ser escrita
como:

dv b 4 Ve

—+ —v"— R— =0, 31

dt  m m tg (31)

Durante as etapas para a solucao da Equacao ,

é possivel realizar uma mudanca da varidvel v, para
uma nova varidgvel y [5]. Neste caso, esta equacdo se
transforma em:

*x | dx

2 2 2

— = —v =0, 32

Gz T T(E =) (32)
que é uma Equacdo de Bessel de ordem v [5] [19].
As constantes £ e v sdo definidas como:

£ =t(m) = =/omg, (3)

Vb,

—9
v R

(34)

A solugao geral da Equagao é uma combinagao
linear do tipo:

X&) = C1J,(§) + C2Y,(€), (35)

no qual J,(€) e Y, (§) sdo fungdes de Bessel de primeira
e segunda ordens respectivamente [5, [19, 20], C; e Cy
sdo constantes reais. Apds algumas algebras utilizando
propriedades convenientes das fungdes de Bessel [5], é
possivel escrever a solugdo geral para a velocidade como:

o~ B[]
com C = (vao + RV)JV(fo) - Rfojll-i-l(go) (37)

Rgoyu—&-l(fO) - (vao =+ RV)YV(f)

na qual v, é a velocidade inicial do foguete, que pode ser
definida como zero e &, = %\/bmog.

Tendo em vista que £ = &(m), Equacdo (36), e
que m = m(t), Equacao , é possivel por meio da
Equacao construir um grafico da velocidade em
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funcéo do tempo para (0 < t < t,), etapa A, conhecendo-
se os parametros m,, g, R,b e v., previamente obtidos
de célculos tedricos/experimentais. A construgdo do
grafico y(t) pode ser obtida a partir de v(t) utilizando
programas de computador adequados. Para este modelo,
foi utilizado o programa GNU Octave [2I] para simular
as fungdes v(t) e y(t); a partir da velocidade foi obtida
a altura através de um processo de integragdo numérica
denominado quadratura de Gauss. No Apéndice I estdo
descritas as fungdes utilizadas no GNU Octave, bem
como os scripts implementados para simulagdo do mo-
delo apresentado nesta secao. No Apéndice II foi deixada
uma explicacdo sucinta sobre a quadratura de Gauss.
Para a etapa B neste modelo as Equacdes e
podem ser aplicadas. Nesta condi¢do deve-se considerar
que m = m(ty).

2.4. Parametros tedricos/experimentais
relacionados ao minifoguete Epsilon-8

Como descrito na secao foi utilizado o minifoguete
Epsilon-8 com motor a propelente sélido classe E7.
Parametros de importancia sobre as caracteristicas do
motor classe E7 podem ser obtidos experimentalmente
através de testes estaticos [22]. Nestes testes, o motor
é acoplado a um anteparo que ligado a um sistema
eletrénico, fornece a forga/empuxo em fung¢do do tempo
[T'(t)], quando o motor ¢ ignitado. A Figura [3|representa
um dos testes estaticos realizado, dentre 6 obtidos pelo
GFCS da UFPR. O valor do empuxo médio, represen-
tado em vermelho, foi de 6,58 N.

No Grafico da Figura |3 com os pontos experimentais
representados por circulos, a magnitude do impulso total
(Itot) é definida de acordo com a Equagao como a,
integral de [T'(¢)], durante o tempo de funcionamento
do motor, ou seja, até o tempo final de queima (¢,) do

15
Empuxo em fungao do tempo
3
| S :
10 8 g > 5
_ TN % g
g’ o ?, i é oo S 8
o : RY'E S
2 8 e
£ : § g
w54 5 g
5 Empuxo Médio 8 !
g pux i §
5 \
O T T T T T KI
0 1 2 3 4 5
Tempo (s)

Figura 3: Curva experimental de empuxo em fun¢do do tempo
para o motor E7 utilizado no minifoguete.
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propelente:

Lyt = /O T(t)dt. (38)

A magnitude do empuxo médio (T},) que o motor
exerce sobre o minifoguete é calculado pela Equagao:

Iio
Ty = =2, (39)
tq

As equagdes de movimento descritas nas segoes [2.3.]]
a[2.3.4) consideram um empuxo constante, igual ao valor
médio do empuxo real calculado através da Equacéo (39)
e representado pela linha vermelha na Figura |3| Esta
aproximacao é razoavel no chamado regime estacionério
e quando os regimes transientes (inicio e término do
funcionamento do motor) sdo breves [23]. Assim, a
magnitude do impulso total pode ser calculada como:

dm

=t (40)

Itot = Ve

Outro pardmetro relevante é o impulso especifico
(Isp), obtido pela divisdo do impulso total pelo peso do
propelente (m,g) de acordo com a equagdo:

_ Itot

I, = , 41
v (41)

na qual g é a magnitude da aceleracao da gravidade ao
nivel do mar. Com esta grandeza mede-se a eficiéncia do
propelente, ja que, quanto maior for o impulso especifico,
maijor serd a variacdo da quantidade de movimento,
por unidade de peso do propelente. Admite-se neste
trabalho que o empuxo T(t) é constante, [4]. Desta
forma, considerando-se que v. e dm/dt sdo constantes,
é possivel estimar a velocidade de exaustao dos gases de
acordo com a equagao:
1,
Ve = mf; = I9. (42)
Mede-se experimentalmente t, e m, sendo possivel
estimar R = dm/dt, como:

R =m,/t,. (43)

A Tabelal[T] fornece a massa do propelente utilizado no
minifoguete Epsilon-8 e os pardmetros médios relevantes
obtidos dos testes estaticos do motor. Nesta tabela
também se encontram outros pardmetros experimentais
relacionados ao minifoguete e ao voo do mesmo. Outros
parametros como velocidade méxima e altitude méaxima
atingida serdo discutidos na anélise grafica da secdo [3|

Utilizando a Equacao e os valores de I; (médio)
e my da Tabela [1| é possivel estimar v, = (780,8 £0,4)
m/s. Adicionalmente, com os valores de m, e t, da
Tabela |1} é possivel estimar, utilizando a Equagao ,
R = (8,343 +0,003) g/s.
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3. Resultados Teéricos

Com base nas Equagoes desenvolvidas na segio[2.3|foram
construidos gréaficos tedricos para os modelos de I a
IV desta mesma secdo. Foram utilizados os pardmetros
descritos na Tabela [I] e aqueles obtidos a partir dela
(ve e R). Nas Figuras[f{a)—(c) & esquerda estdo apresen-
tados graficos de v(t) para os modelos de I a IV e, nas
Figuras [4[(d)—(f) & direita os respectivos gréficos de y(t).
Os graficos se distinguem por diferentes constantes de
arrasto, b, que estao discriminados por diferentes cores.
Quando a for¢a de arrasto tiver uma dependéncia linear,
a constante b serd designada por bz, e quando tiver uma
dependéncia quadratica, serd designada por bg. Estas
constantes se diferem pela unidade de medicao: by, é dada
em kg/s e bg em kg/m.

Os valores destas constantes foram escolhidos para
que as curvas de velocidade e altitude pudessem ser
comparadas entre os diferentes modelos. Para efeitos
de comparagdes, nas Figuras [4(a) e [(d), na cor em
preto, foram colocados os gréaficos para v(t) e y(t) com
b = 0 relativo ao modelo I, juntamente com os gréaficos
referentes ao modelo II. Todos os gréficos foram plotados
até seus respectivos tempos de apogeu, t,. Nos gréaficos
de v(t) este tempo se refere & velocidade nula para t > 0
de cada curva. J& nos graficos de y(t), para os valores de
t = t,, as curvas atingem a altitude maxima (apogeu).

Todos os gréaficos de velocidade sdo caracterizados
por duas partes: a primeira nas quais as velocidades
aumentam com o tempo, destet = 0 s atet = tqg = 5, 358
s e a segunda nas quais as velocidades decrescem ins-
tantaneamente a partir deste tempo, tornando-se nulas
em seus respectivos t/s. Na primeira parte do modelo
I, por exemplo, as curvas v(t) e y(t) sdo descritas pelas
Equacgoes (7)) e (8) para vra(t) e yra(t), respectivamente.
Apos este tempo as curvas sao descritas pelas Equagoes
(10) e (11) para vrg(t) e yrp(t), respectivamente.
A mesma sistematica é valida para as demais curvas.

Os picos nos graficos de v(t) podem ser explicados
como se segue. Antes de t, o termo de empuxo T =
—v. 4 supera os da soma (mg + |F,|) na Equagio (3),
o que confere uma aceleracdo positiva ao foguete. Teo-
ricamente apds este tempo o termo 1" torna-se instanta-
neamente nulo e apenas as forcas retardatarias mg e F).
prevalecem. Isto confere uma mudanca rapida no sentido
da aceleracao do foguete e assim a velocidade passa a
decrescer instantaneamente. Vale lembrar que em %, a
forga F, atinge seu valor méximo (pois a velocidade
é méaxima) o que pode contribuir ainda mais com os
picos caracteristicos nos graficos de v(t). Nos graficos
y(t) surge um ponto de inflexdo em ¢t =+¢, no qual a
velocidade de um foguete passa a decrescer.

Observa-se nos graficos da Figura [[fa) e [Ifd) que,
como esperado, os valores de velocidades e altitudes para
b = 0 (modelo I) sao superiores ao de qualquer um dos
modelos que apresentam b # 0. Ainda, como esperado
para os modelos de II a IV, um aumento nos valores
de b acarreta em decréscimos nas curvas de v(t) e y(t).
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Tabela 1: Parametros do motor do minifoguete Epsilon-8. A grandeza m, é a massa do propelente, I; é o valor médio do impulso
total, obtido do teste estatico de 6 motores idénticos e t, é o tempo de queima do propelente; m, é a massa inicial do minifoguete
(antes da queima do propelente), m; é a massa final do mesmo e ¢, é o tempo necessario para atingir o apogeu.

my(9) I (médio)(N.s) tq (s) mo (8) mys(g) ta(s)
44,70 + 0,01 34,90 £+ 0,01 5,358 + 0,001 131,20 + 0,01 86,50 + 0,01 11,7 + 0,1
300 @ 4500+ @
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250 < b=0 3750 Modelo |
52 3000+
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8 150+ @ 2250 \
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Figura 4: (a)—(c) Curvas de v(t) para os modelos de | a IV. O modelo | esta representado pela curva em preto. Nas partes (d)—(f),

a direita, os respectivos graficos de y(t).

As curvas com by, = 0,001 kg/s (modelo II) e bg
0,00005 kg/m (modelo III), que apresentam menores
valores desta grandeza, sdo as que mais se aproximam
da curva do modelo I. A velocidade para o modelo I
em t, ¢ da ordem de 271 m/s e supera a do modelo II
com by, = 0,001 kg/s em aproximadamente 6 m/s. Apds
este tempo, a auséncia do arrasto no modelo I confere o
maior valor de ¢, e assim maior altitude (~4.463,2 m)
excedendo a do modelo II com by, = 0,001 kg/s em
aproximadamente 801,5 m. Ainda, as curvas de v(t) para
este modelo, para tempos até ¢,, apresentam diferentes
formas conforme os valores de b aumentam. Para valores
de by, =~ 0,001 kg/s as derivadas em cada ponto da curva
aumentam com o tempo, indicando um aumento da
aceleracao do foguete com o tempo. Conforme os valores
de by, se tornam maiores as curvas mudam de tal forma
que as derivadas em cada ponto passam a diminuir,

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 43, €20200479, 2021

indicando um decréscimo da aceleragao do foguete com
o tempo. Estes sdo os casos das curvas para by, = 0,01,
0,03 e 0,05 kg/s.

Para que os graficos de velocidade dos modelos 11
(Figura [i{b)) e IV (Figura [4c)) estejam na faixa de
0-300 m/s (para se realizar uma comparagdo com os
modelos I e IT) é necessario que os valores de bg sejam
inferiores a uma poténcia de pelo menos 1072. Por
representarem modelos mais realisticos para movimento
de foguetes, estes modelos puderam ser simulados com a
mesma faixa de valores da constante bg. Inicialmente,
aparenta-se nao haver distingdo entre as formas das
curvas, considerando um mesmo valor de b dentre esses
modelos. Observa-se, entretanto, que os valores de ve-
locidade nos tempos ¢, e t, sdo ligeiramente diferentes,
0 que acarreta em apogeus distintos para estes modelos

(Figuras [4(e) e (f)).
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Figura 5: Comparag3do para as curvas (a) v(t) e (b) y(t) para os modelos Il e IV. Foram utilizados valores de bg = 0,00005 kg/m

e 0,0002 kg/m.

Para efeitos de comparagdo, sao apresentadas na
Figura [5{a) as curvas v(t) para os modelos III e IV
com os valores de bg = 0,00005 kg/m e 0,0002 kg/m,
e na Figura b)7 as respectivas curvas y(t). Observa-
se que, apesar da semelhanca marcante entre as curvas
(para ambos os valores de bg), os valores de velocidade
para o modelo III sdo superiores aos do modelo IV em
todos os instantes de tempo e, como resultado disto, as
altitudes para este modelo sdo superiores as do modelo
IV. A mesma andlise é valida para as curvas com bg =
0,0001 kg/m e 0,0005 kg/m.

Os modelos II, IIT e IV supracitados parecem todos
serem tteis para descrever o movimento vertical ascen-
dente de foguetes. Entretanto, sabe-se que o modelo II
néo se adequa ao movimento de foguete, pois este modelo
se aplica a objetos que se deslocam em meios viscosos
e adaptavel para situacbes nas quais as velocidades
sdo inferiores a 24 m/s [I8]. O minifoguete Epsilon-8
atinge uma velocidade ~128,3 m/s até o instante ¢, e
como serd visto, o modelo I ndo é muito ideal para
simular o movimento deste minifoguete. Sao feitas, na
proxima secdo, andlises comparativas com um voo real
(experimental) do minifoguete Epsilon-8, abordado nas

segoes 2T e 24

4. Aplicacao Real: Simulagoes dos
graficos v(t) e y(t) para o voo do
minifoguete Epsilon-8

Nas Figuras [6j(a)—(c) sdo apresentados pontos experi-
mentais (circulos abertos) e as curvas simuladas (linhas
continuas) para v(t) e y(t) do voo do minifoguete
Epsilon-8. Os pontos experimentais, obtidas com o uso
do altimetro micro-peak, aparecem em todos os graficos.
Todas as curvas, assim como as da secao [3| foram plota-
das até seus respectivos tempos de apogeu. As curvas
continuas nos graficos da Figura @(a) representam a
melhor simulacdo para v(t) e y(¢) utilizando o modelo II,
enquanto as Figuras[6[b) e (c) representam as melhores
simulagoes para os modelos III e IV respectivamente.
No método de ajuste adotado, para os modelos II a IV,
os pardmetros v., R,t; e m, foram mantidos fixos e nos
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valores descritos na secdo Com isto, séo testados
estes modelos na condigdo aproximada de impulso cons-
tante e a validade das Equagoes e na descrigao
das varidveis v, e R respectivamente. As constantes de
arrasto by, e bg foram variadas para que as funcoes v(t)
e y(t) tedricas se ajustassem aos pontos experimentais
destas respectivas fungdes. Durante o método de ajuste
adotado, as constantes b’s foram modificadas em cada
um dos modelos para que no tempo t; = 5,358 s a
velocidade de queima tedrica, v,'“°", fosse da ordem
do valor experimental, v,°*? = 128,3 m/s. Feito isto,
foi observado se no instante do apogeu experimental
t,*"P = 11,7 s o valor maximo da curva tedrica Y4, se
aproximava do valor do apogeu do minifoguete ~723 m
(veja a secdo .

Seguindo o método supracitado, ao se escolher by, =
0,0358 kg/s para o modelo II (Figura [6[a)), observa-
se que a curva tedrica para v(t) estd, na média, abaixo
dos pontos experimentais para praticamente todos os
instantes no tempo. O mesmo ocorre com a curva
para y(t) que prevé um apogeu de Ymar = 633,5 m
em t = 9,4 s. Este apogeu representa uma diferenca
percentual de 12,4% relativo ao apogeu experimental.
Embora este erro ndo seja “grande”; os ajustes indicam
que a aproximacao utilizando uma forca de arrasto linear
com a velocidade durante todo o voo, nao se adequa bem
aos dados experimentais do minifoguete e assim outros
modelos precisam ser trabalhados.

Seguindo a mesma sistematica, foi escolhido bg
0,000306 kg/m para o modelo III. Observa-se uma
maior aproximacao da curva teérica para v(t) aos dados
experimentais para o intervalo de tempo 0 < t <
1,5 s. Entretanto, para o intervalo de 1,5 < ¢t < t,,
a curva tedrica estd acima dos dados experimentais.
O mesmo ocorre para t > t,. Como resultado, observa-
se um bom ajuste da curva tedrica para y(t) aos dados
experimentais para o intervalo 0 < ¢ < 5,0 s. Acima
deste intervalo, inicia-se uma pequena divergéncia dos
valores tedricos aos dados experimentais, de tal forma
que o apogeu tedrico previsto é Yn,se = 785,3 m,
que coincide como instante experimental t, = 11,7 s.
Este apogeu representa uma diferenca percentual de
8,6% relativo ao apogeu experimental do minifoguete.
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Figura 6: Representacdo dos pontos experimentais (circulos abertos) e as curvas simuladas (linhas continuas) para v(t) e y(t) do
voo do minifoguete Epsilon-8. Em (a) simulagdo para o modelo I, (b) modelo Il e (c) modelo V.

Assim, o modelo III, que considera a massa constante
durante todo o voo de subida, é razodvel para simular o
movimento do Epsilon-8.

Para efeitos de comparacgao, o ajuste do modelo IV
foi realizado com o mesmo valor de by utilizado no
modelo III. Com excegdo do intervalo 2,6 s < ¢ < ¢, a
curva tedrica para v(t) é dentre os modelos estudados, a
que melhor se ajusta aos dados experimentais. Observa-
se também na curva y(t), melhor ajuste da curva aos
pontos experimentais. O apogeu tedrico, previsto para
o instante t, = 11,7 s foi de 731,3 m, o que repre-
senta uma diferenca percentual de apenas 1,5% relativo
ao apogeu experimental. O modelo IV, como relatado
na segao é o modelo mais completo, dentre as
limitacoes dos modelos aqui estudados, e assim, para a
simulacao do voo do Epsilon-8, é o mais adequado dentre
os modelos.

Uma grandeza fisica de grande interesse no movimento
de foguetes é o coeficiente de arrasto, Cp. Ele é impor-
tante na determinagdo da constante bg em movimentos
cuja forga de arrasto é proporcional ao quadrado da
velocidade. As grandezas b e Cp estdo relacionadas de
acordo com a Equagéo [17]:

o pCDA
= 5

bg (44)
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na qual p é a massa especifica e A é a area de segdo
transversal do foguete, normal & direcao do movimento.
Para um modelo aproximado, no qual o ar é considerado
um gas ideal, sua densidade pode ser calculada como:

P

= Rl 45)
esp

p

em que P e T representam os valores absolutos de
pressdo e temperatura local e R, o valor especifico da
constante dos gases ideais. No momento do langamento
do Epsilon-8, P 90.760 Pa, T 296,05 K. Com
Resp = 286,9 J/kg.K obtém-se p ~ 1,069 kg/m?3. Com o
valor de bg = 0,000306 kg/m calculado do modelo IV e
considerando que o Epsilon-8 possui A = 0,000324 m?, o
valor calculado para o coeficiente de arrasto, utilizando
a Equacao é Cp = 1,77. Este valor é mais realista
que o valor genérico comumente utilizado ~0,75 [17]
pois o Epsilon-8 apresentava trés empenas grandes que
influenciam no valor deste coeficiente.

5. Consideracoes Finais
Neste trabalho foram apresentados 4 modelos para o

voo de foguetes na atmosfera. Nas simulagoes de voo
do minifoguete Epsilon-8 foram mantidas todas as ca-
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racteristicas experimentais deste minifoguete, possibili-
tando descrever fungoes tedricas para v(t) e y(t) para
os modelos de II a IV. O modelo I, sem qualquer
for¢a de arrasto, foi 1util para descrever um movimento
onde nao existe atmosfera. Ao ser comparado com os
demais modelos, que consideram uma for¢a de arrasto,
foi observado que os valores de velocidade e altitudes
estdo bem acima dos modelos que consideram o arrasto,
mesmo para baixos valores da constante b. No modelo II,
a funcdo v(t) tedrica para a constante by, = 0,0358 kg/s
escolhida nao se ajustou bem aos valores experimen-
tais. Isto prevé altitudes menores quando comparado
a curva experimental para o minifoguete Epsilon-8. A
diferenca entre a curva tedrica e a experimental se
agrava ainda mais para instantes no tempo proximo
ao apogeu, indicando que este modelo nao é adequado
para descrever o movimento vertical ascendente de um
minifoguete.

Os modelos IIT e IV, mais realisticos por representa-
rem um arrasto quadratico com a velocidade, resultam
em erros menores 1o apogeu do minifoguete. A curva v(t)
para o modelo III passa ligeiramente acima dos pontos
experimentais, prevendo apogeu com erro de 8,6% para a
escolha da constante bg em 0,000306 kg/m. J4 a curva de
v(t) para o modelo IV, mais completo para as equagoes
de movimento, passa mais proxima aos pontos experi-
mentais quando comparada ao modelo III, prevendo um
erro de apenas 1,5% no apogeu tornando este modelo
mais adequado para descrever o movimento ascendente
do minifoguete na atmosfera. Mesmo assim, o modelo
IIT por considerar célculos menos complexos, torna-se
atil no ensino das equagoes tedricas do movimento de
um minifoguete.

6. Trabalhos futuros

Pretende-se incluir nas simulagdes das equagoes de v(t)
e y(t) o método numérico que utiliza a curva de empuxo
em funcdo do tempo (7'(t)). Neste método estima-se o
empuxo do minifoguete em cada ponto da curva T'(t), e
a partir da equacgao diferencial de movimento do foguete,
é possivel estimar a velocidade e a altura em cada
instante de voo. Neste novo trabalho serdao considerados
os modelos nos quais a massa do foguete é constante
(como o modelo IIT aqui descrito), outro no qual a massa
varia linearmente com o tempo em todos os instantes, e
um modelo mais realista no qual a massa é varidvel e
extraida da curva de empuxo do motor.
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Material suplementar

O seguinte material suplementar estd disponivel online:
Apéndice I — Simulagbes Numéricas.
Apéndice IT — Quadratura Gaussiana.
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