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VILLAR, M. M., 2007, “Anélise Numérica Detalhada de Escoamentos Multifasicos Bidi-
mensionais”. Tese de Doutorado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia, MG,

Brasil.

Resumo

A modelagem matemaética de escoamentos multifasicos envolve a interacao de geome-
trias moveis e deformaveis com o meio fluido que as envolve. Este tipo de interacao faz
parte de uma extensa lista de aplicacoes. Uma linha proposta para o tratamento nu-
mérico deste tipo de problema sdo os métodos hibridos Front-Tracking/ Front-Capturing.
Esta abordagem leva a separagdo do problema em dois dominios distintos (liquido/gas
e liquido/liquido), um dominio fixo, euleriano, utilizado para discretizar as equagoes de
ambas as fases, e outro movel, lagrangiano, usado para as interfaces. Para o presente
trabalho, na metologia utilizada, ambos os dominios sao geometricamente independentes
e nao apresentam restricao quanto ao movimento e a deformacao da fase dispersa.

Seguindo esta linha, no presente trabalho propoe-se capturar detalhes deste de tipo
escoamento, resolvendo adequadamente as escalas fisicas do tempo e do espaco, utilizando
malhas bloco estruturada refinadas localmente, as quais se adaptam dinamicamente para
recobrir as regioes de interesse do escoamento (como, por exemplo, ao redor da interface
fluido-fluido). Para se obter a resolugdo necessaria no tempo, é usada uma discretiza-
¢ao semi-implicita de segunda ordem para solucionar as equacoes de Navier-Stokes. A
modelagem da turbuléncia é introduzida no presente trabalho via Simulacao de Grandes
Escalas.

A eficiéncia e a robustez da metodologia implementada sao verificadas via anélise de
convergéncia do método, bem como a simulagao de escoamentos monofasicos e bifasicos
para diferentes nimeros Reynolds. Sao também apresentados resultados para escoamentos
bifasicos com uma s6 bolha assim como para miltiplas bolhas. Os resultados de escoa-

mentos mono-bolhas sdo comparados com o diagrama de forma de Clift et al. (1978).

Palavras-chave: Refinamento Local Adaptativo, Escoamentos Multifasicos, Turbuléncia,

Multigrid-Multinivel.
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Flows”. Doctor Thesis, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia, MG, Brazil.

Abstract

The mathematical modeling of multiphase flows involves the interaction between de-
formable and moving geometries with the fluid in which they are dispersed (immersed).
This kind of interaction is present in many practical applications. A common approach to
handle these problems is the so called Front-Tracking/Front-Capturing Hybrid Methods.
This methodology consists in separating the problem into two domains: an eulerian do-
main, which is kept fixed and is used to discretize the fluid equations of both phases,
and a lagrangian domain, which is used to solve the equations of motion of the interface.
Since there is no geometric dependence between these two domains, the method can easily
handle moving and deformable interfaces that are dispersed in the flow.

Following this line of research, the present work aims to capture accurately details
of such flows by resolving adequately the relevant physical scales in time and in space.
This can be achieved by applying locally refined meshes which adapt dynamically to cover
special flow regions, e.g. the vicinity of the fluid-fluid interfaces. To obtain the required
resolution in time, a semi-implicit second order discretization to solve the Navier-Stokes
equations is used. The turbulence modeling is introduced in the present work through
Large Eddy Simulation.

The efficiency and robustness of the methodology applied are verified via convergence
analysis, as well as with simulations of one-phase and two-phase flows for several Reynolds
numbers. The results of two-phase flows, with one bubble and with multiple bubbles, are
presented. The results obtained for a single bubble case are compared with Clift’s shape

diagram (Clift et al., 1978)).

Key Words: Adaptive Mesh Refinement, Mutltiphase Flows, Turbulence, Multigrid-Multilevel.






Lista de Simbolos

Letras Latinas

Q =3 =

0]

area da bolha

coeficiente de seguranca
constante de Smagorinsky
diametro da interfase

funcao distribuicao

numero de Eo6tvos

vetor forca euleriano

vetor forca interfacial lagrangiano
funcao filtro

vetor aceleracao gravitacional
nivel de refinamento

ntmero de Morton

vetor normal unitario

vetor tangente unitario

pressao

correcao de pressao

raio de influéncia da funcao distribuicao
residuo

ntmero de Reynolds

taxa de deformacao



Xiv

tensor de tensao interfacial
tempo

vetor velocidade

velocidade tangencial

vetor velocidade euleriano
vetor velocidade do centroide
vetor velocidade lagrangiano
vetor posicao euleriano

vetor posicao lagrangiano

Letras Gregas

(%)

Bi

razao volumétrica

cosntantes do método Gear

cosntantes do método Gear

massa especifica

viscosidade

delta de kronecher

espacamento da malha computacional nas direcao x
espacamento da malha computacional nas direcao y
passo no tempo

dominio lagrangiano

dominio euleriano

razao entre as massas especificas das diferentes fases
razao entre as viscosidades das diferentes fases
curvatura da interface

funcao indicadora

varidvel genérica

tensor sub-malha de Reynolds



Indices

base nivel base

c fase continua

d fase dispersa

ef efetiva

k ponto lagrangiano

1,7 pontos eulerianos

max maximo

min minimo

n norte

s sul

[ leste

0 oeste

top nivel maximo de refinamento
Superindices

* grandeza adimensional
n iteracao

variavel aproximada

Operadores Matematicos

VZ

operador de restricao
operador de prolongamento
laplaciano

derivada parcial

Xv



— = A

gradiente
integral
somatorio

produtorio



Sumario

Lista de Figuras

Lista de Tabelas

Lista de Algoritmos

1 Introducao

1.1

Organizacao do Trabalho . . . . . . . . .. .. ... 0oL

2 Revisao Bibliografica

2.1
2.2
2.3

Escoamentos Multifasicos . . . . . . . . . . . .
Refinamento Adaptativo . . . . . . . . .. . .. ... ...

Turbuléncia e Restricao Temporal . . . . . . . .. ... ... ... ... ..

3 Modelo Matematico

3.1
3.2

3.3
3.4

3.5

Formulacao Euleriana . . . . . . . . . . .. ... o L
Formulacao Lagrangiana . . . . . . . . .. .. ... .. ... ........
3.2.1 Escoamentos Bifasicos . . . .. .. ... o000
3.2.2  Regularizacao da Distribuicao de Pontos Lagrangianos . . . . . . .
Acoplamento Euleriano-Lagrangiano . . . . . . ... ... ... ... ...
Turbuléncia . . . . . ...
3.4.1 Equacgoes Filtradas de Navier-Stokes . . . . . .. ... .. .. ...
3.4.2  Modelo Sub-Malha de Smagorinsky . . . . . .. .. ... ... ...

Adimensionalizacao das Equagoes . . . . . . . . ... ... ... ... ..

XVvil

xix

xix

xxii

12
14



xviii

4 Metodologia Numeérica 37
4.1 Discretizagao Temporal . . . . . . . .. . ... Lo 38
4.2 Acoplamento Pressao - Velocidade . . . . . . . . .. .. .. L. 41
4.3 Discretizagao do Dominio Espacial . . . . . . . .. ... ... 45

4.3.1 Refinamento Local Adaptativo . . . . . . .. ... ... ... .... 47
4.3.2 Geracao de Malhas . . . . ... ... ... L 48
4.3.2.1 Selecao de pontos . . . . . .. ..o 51

4.3.2.2 Agrupamento de Pontos . . . . . ... ... 53

4.3.3 Adaptatividade . . . . . ... 56

4.4 Células Fantasmas . . . . . . . .. ... 57
4.4.1 Células Fantasmas para Variaveis Centradas . . . . . .. .. .. .. 28
4.4.2 Células Fantasmas para Variaveis Deslocadas . . . . . . . .. .. .. 28

4.5 Discretizacao Espacial das Equagoes de Navier - Stokes . . . . . . . .. .. 59

4.5.1 Discretizacao das Equacoes para o Calculo das Estimativas das Ve-

locidades . . . . . . . . .. 62

4.5.2 Discretizacao da Equagao para a Correcao de Pressao . . . . . . .. 63
4.5.3 Discretizacao das Equacoes para as Velocidades Corrigidas . . . . . 64
4.5.4 Discretizacao do Modelo Sub-Malha de Smagorinsky . . . . .. .. 65

4.6 Discretizagao Espacial para o Acoplamento Lagrangiano - Euleriano . . . . 65
4.6.1 Funcao Distribuicao . . . . . . . ... o0 66
4.6.2 Funcao Indicadora . . . . . ... ... ... 68

4.7 Discretizacao do Dominio Lagrangiano . . . . . . . .. .. ... ... ... 69
4.7.1 Discretizacao Espacial da Forca Lagrangiana . . . . . . . .. .. .. 71
4.7.2 Discretizacao Espacial da Equagao do Movimento da Interface . . . 74

4.8 Estabilidade . . . . . . ..o 76
5 Meétodo Multigrid-Multinivel 81
5.1 Meétodo Multigrid na Malha Uniforme . . . . . . . .. .. ... .. ... .. 84
5.1.1 Processo Iterativo . . . . . . . ... ..o 85
5.1.2  Operador de Transferéncia entre as Malhas . . . . . . ... .. ... 86
5.1.2.1 Operador para o Processo de Restricao . . . . . . ... .. 86

5.1.2.2  Operador para o Processo de Prolongamento . . . . . . . . 87



Xix

5.1.3 Estratégias de Mudancga de Nivel de Malha . . . . . . . . ... ... 89

5.2 Meétodo Muligrid na Malha Composta . . . . . . . . .. ... ... ... .. 90
5.2.1 Equagao Eliptica na Malha Composta . . . . . ... ... .. ... 91

5.2.2  Processo Iterativo no Método Multigrid-Multinivel . . . . . . . .. 95

6 Resultados e Discussao 99
6.1 Normas e Estudo de Convergéncia . . . . . . . . .. .. ... ... ..... 100
6.1.1 Validacao da Metodologia por Ordem de Convergéncia . . . . . .. 101

6.1.1.1 Equacao Eliptica para Correcao de Pressao . . . . .. .. 103

6.1.1.2 Equacoes de Navier-Stokes . . . . . . . ... ... ..... 106

6.2 Simulagoes de Escoamentos em uma Cavidade . . . . . .. .. ... .. .. 115
6.2.1 Topologia dos Escoamentos . . . . ... ... ... ... .. .... 116

6.3 Resultados para Testes de Regularizagao da Malha Lagrangiana . . . . . . 123
6.4 Simulagoes Numéricas de Escoamentos Bifasicos . . . . .. ... ... ... 127
6.4.1 Ascensao da Bolha Isolada a Baixos Ntumeros de Reynolds . . . . . 129

6.4.1.1 Regime Esférico. . . . .. ... ... 0. 129

6.4.2 Ascensao da Bolha Isolada a Moderados Niumeros de Reynolds . . . 139

6.4.2.1 Regime Elipsoidal . . . . . ... ... ... ... ..... 142

6.4.2.2 Regime Calota-Elipsoidal . . . . ... ... ... ... .. 146

6.4.2.3 Regime Calota-Esférica . . . ... ... ... ... .... 152

6.4.3 Ascensao da Bolha Isolada a Altos Nimeros de Reynolds . . . . . . 159

6.4.4 Ascensao de Multiplas Bolhas . . . . . .. ... ... ........ 175

7 Conclusao e Perspectivas Futuras 185
8 Bibliografia 189
A Mapas Lagrangiano e Euleriano 203

B Estrutura de Dados 207



XX



6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

Lista de Tabelas

Teste de convergéncia na malha uniforme (esquerda) e na malha composta
(direita), usando condigbes de contorno de Neumann e massa especifica

constante. . . . . .. L L e e e 105

Teste de convergéncia na malha uniforme (esquerda) e na malha composta
(direita), usando condigoes de contorno periddicas e massa especifica cons-

tante. ... . e e e e e 105

Teste de convergéncia na malha uniforme (esquerda) e na malha composta
(direita), usando condigoes de contorno de Drichlet em todas as direcoes e

massa especifica constante. . . . . ... ... L L L 105

Teste de convergéncia na malha uniforme (esquerda) e na malha composta

(direita), usando condigoes de contorno periddicas e massa especifica variavel. 106

Teste de convergéncia na malha uniforme para condigoes de contorno de
Dirichlet para as velocidades e Neumann para a pressao, com propriedades

fisicas constantes. . . . . . . . . . 111

Teste de convergéncia na malha composta para condigoes de contorno de
Dirichlet para as velocidades e Neumann para a pressao, com propriedades

fisicas constantes. . . . . . . . . . 112

Teste de convergéncia na malha uniforme para condigoes de contorno de
Dirichlet para as velocidades e Neumann para a pressao, com propriedades
fisicas variaveis. . . . . . . . . L 112
Teste de convergéncia na malha composta para condicoes de contorno de
Dirichlet para as velocidades e Neumann para a pressao, com propriedades

fisicas variaveis. . . . . . . . . 112



xxii

6.9

6.10

6.11

6.12

6.13

6.14

Teste de convergéncia na malha uniforme para condi¢oes de contorno Pe-

riodica na direcao x e Dirichlet e m y, com propriedades fisicas constantes.

Teste de convergéncia na malha composta para condicoes de contorno Pe-

riodica na direcao x e Dirichlet e m y, com propriedades fisicas constantes.

Teste de convergéncia na malha uniforme para condi¢oes de contorno Pe-
riodica em todas as diregoes, com propriedades fisicas constantes.

Teste de convergéncia na malha composta para condicoes de contorno Pe-
riodica em todas as direcoes, com propriedades fisicas constantes.

Teste de convergéncia na malha uniforme para condi¢oes de contorno Pe-
riodica em todas as direcoes, com propriedades fisicas variaveis.

Teste de convergéncia na malha composta para condicoes de contorno Pe-

riodica em todas as direcoes, com propriedades fisicas variaveis.

113

113

113

114

114

114



Lista de Algoritmos

5.1 Ciclo V para a malha uniforme . . . . ... ... ... .. ......... 90
5.2 Multigrid-Multinivel para o Ciclo-V . . . . . . ... ... ... ... .. 97
A.1 Mapa euleriano - algoritmo para a montagem da regiago proibida. . . . . . . 205
A.2 Mapa lagrangiano . . . . . . ... L 205

B.1 Leitura de dados utilizando lista ligada . . . . . . ... .. ... ... ... 209






Capitulo 1

Introducao

Escoamentos multifasicos transicionais e turbulentos sao freqiientes em atividades de
engenharia que envolvam a dindmica dos fluidos. O termo escoamento multifasico é uti-
lizado para qualquer escoamento que apresente mais de uma fase ou componente esco-
ando simultaneamente. Esses escoamentos sao observados tanto em processos industriais
quanto na natureza. Sao citados como exemplos a cavitacao de turbinas e bombas hi-
draulicas, processos de fabricacao de papel e plasticos, extracao de petroleo, aspersao
de liquidos no ar como venenos e aerosois, fluxo de sangue e dispersao de poluentes na

atmosfera.

Figura 1.1: Escoamento em transi¢ao ao redor e no interior de uma bolha (Couder et al.

1989).

Sao poucos os escoamentos industriais que se desenvolvem em regime laminar, sendo



estes, mais interessantes para fins académicos, ocorrendo sob condicoes controladas ou
em escoamentos altamente viscosos. Para ilustrar esta afirmagao, mostra-se na Fig. 1.1
o escoamento em transicao a jusante e no interior de uma bolha que sobe em um meio
fluido. Nesta figura, observa-se a formacao de duas recirculagoes simétricas de tamanhos
caracteristicos da ordem do tamanho da bolha. Estas recirculagoes sao nitidamente com-
postas de instabilidades de Kelvin-Helmholtz. Se a fotografia apresentasse maior nivel
de detalhes poder-se-ia detectar instabilidades menores, as quais apresentariam sinais de
novas instabilidades sobre si mesmas, mostrando o processo de multiplicidade de escalas
e caracterizando assim um escoamento em transicao a turbuléncia.

A turbuléncia em escoamentos multifasicos chama a atencao nao somente pelo feno-
meno de formacao de esteiras turbilhonares, mas também pelo fato de que a turbuléncia
na fase continua afeta a dindmica de um conjunto de bolhas/gotas. A turbuléncia também
pode levar a deformacao por cisalhamento, fragmentando assim uma bolha/gota e criando
varias outras bolhas/gotas satélites (ver Fig. 1.2). Outro fator observado é que a turbu-
léncia altera a rotac@o e a acelera¢do de uma bolha/gota, as quais podem se aproximar

uma das outras e gerar a coalescéncia (ver Fig. 1.3).

Figura 1.2: Fragmentagao de gotas em uma Figura 1.3: Colisao entre duas go-

supreficie livre (www.rit.edu/andpph). tas (www.rit.edu/andpph).

Esta interacao entre as diferentes fases chama também a atencao na previsao dos esco-
amentos multifasicos em tubulagoes diversas e notavelmente em tubulacoes de petroleo. A
producao de 6leo e gas natural envolvem o transporte de fluidos provenientes do reserva-

torio, nas fases liquida (0leo e dgua) e gasosa (gés natural) - eventualmente com graos de



areia dispersos - até a unidade de processamento onde serd realizada a separacao de fases.
Nos tltimos anos, as operacoes de producao offshore tem se tornado cada vez maiores,
levando os custos associados a serem ainda mais altos e fazendo com que sejam impres-
cindiveis os estudos detalhados de viabilizacao, visando a otimizacao dos equipamentos
e processos relacionados. Convém resaltar que, no Brasil, cerca de 85% da producao de
6leo bruto advém de campos de petroleo offshore.

Buscando compreender os mecanismos governantes, muitas vezes é suficiente conside-
rar apenas duas fases escoando (e.g., liquido e géas). As fases podem se arranjar em diversas
configuragoes na tubulacao, as quais influenciarao diretamente as caracteristicas do escoa-
mento associado. Intimeros estudos tém sido realizados ao longo dos anos para mapear os
possiveis regimes de acordo com as propriedades dos fluidos, geometria do escoamento e
condicoes de operacao. No caso de escoamento horizontal, os padroes comumente encon-
trados sao bolhas de gés dispersas no liquido, bolhas alongadas, escoamento estratificado,
escoamento estratificado ondulado, golfadas e anular. Para os ecoamentos verticais, hé&
ainda o padrio caotico. Na configuraA§A£o de bolhas dispersas a fase gasosa se encon-
tra distribuida em bolhas discretas ao longo da fase continua liquida, pondendo ser estas
bolhas desde pequeno diametros com forma esférica até diAmetros maiores apresentando
formas mais alongadas.

Quando as bolhas atingem o diametro da tubulacao o regime é caracterizado como
golfadas ou sulg flow. Neste, a parte superior da bolha possui forma esférica e o géas é
separado da parede do fluido da tubulacao por um fino filme de liquido. Duas bolhas su-
cessivas sao separadas por partes liquidas que podem conter bolhas de menor didmetro em
forma dispersa. O padrao caotico é observado quando o regime de golfadas se instabiliza
e as grandes bolhas se quebram dando lugar a um escoamento cadtico no centro da tubu-
lacao, deslocando o liquido contra as paredes. Se o liquido se concentra em uma camada
relativamente grossa sobre as paredes com um niticleo de gis contendo uma quantidade
consideravel de liquido em forma gotas entao o regime é classificado como anular com
bolhas. Finalmente, no regime anular o liquido escoa pelas paredes formando um anel
fino e o gas escoa pelo centro da tubulacao com escassa ou nenhuma presenca de gotas
ou bolhas dispersas. A Fig. 1.4 exemplifica tais regimes presentes em um escoamento
bifasico para dutos verticais.

A analise desta familia de problemas complexos tém sido realizada comumente por
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Figura 1.4: Regimes de escoamentos em dutos verticais. (a) bolhas dispersas, (b) golfadas,

(¢) padrao cadtico, (d) anular com bolhas, (e) anular.

meio de experiéncias laboratoriais e modelagens matemaéticas, onde as equacoes gover-
nantes sao resolvidas fornecendo informagcoes do problema em estudo. Para casos como
estes, a descricao rigorosa demanda grandes esforcos para a solu¢ao de modelos mateméti-

cos, para 0s quais um compromisso entre acuracia e rapidez sao normalmente procurados.

Uma das dificuldades encontradas na simulacao de escoamentos bifasicos consiste no
alto custo computacional existente se malhas uniformes e regulares sao utilizadas para
capturar os detalhes dos escoamentos. Assim, os métodos numéricos experimentam li-
mitacoes quanto a velocidade e capacidade de armazenamento computacional. A alta
densidade da malha euleriana gerada devido a diferenca de escalas entre a fase dispersa
e a fase continua, requer que novas alternativas sejam implementadas com o intuito de
diminuir o custo computacional, além de captar detalhes geométricos e fendmenos locais
com maiores niveis de informagoes. Se a modelagem da turbuléncia é aplicada visando
captar escalas ainda menores no escoamento, o cuidado nao deve se reter apenas ao do-
minio espacial mas também no dominio temporal. Este ultimo fator, leva a necessidade

de métodos numéricos robustos que permitem trabalhar com largos passos no tempo.

Este tipo de simulacao numérica envolve a analise de escoamentos ao redor de geo-
metrias complexas que podem ser moveis e/ou deforméveis. Métodos classicos tém sido
empregados na busca de determinar maiores detalhes de escoamentos multifasicos, apre-
sentando alguns incovenientes e sendo dificilmente empregados, com eficiéncia, a todos
os casos. Basicamente duas metodologias vém sendo empregadas na simulagao desse tipo

de problema. Uma faz o uso de malhas nao estruturadas, para descrever geometrias



complexas e utiliza técnicas de remalhagem nos casos de corpos deforméaveis. Tem-se
alternativamente os métodos baseados no conceito de Acompanhamento de Interfaces
(Front-Tracking Method). Esta tltima apresenta algumas vantagens, podendo-se citar: a
possibilidade de simular geometrias complexas em malhas cartesianas sem a necessidade
de reconstrucao da malha usada para discretizar a fase continua, a cada passo de tempo,

processo este bastante dispendioso computacionalmente.

Partindo-se do principio de que malhas cartesianas sao empregadas, no presente tra-
balho propde-se aplicar o conceito de malha bloco-estruturada refinada localmente em con-
junto com o Método de Acompanhamento de Interfaces para a simulacao de escoamentos
bifasicos bidimensionais, de forma que a solucao de ambas as fases passe pela solucao
das equacoes de Navier-Stokes e para o movimento da interface recorre-se a formulacao
lagrangiana. Devido ao movimento da interface ¢ necessario atualizar as propriedades
fisicas a todo instante do tempo, para isso uma func¢ao indicadora ¢é aplicada. O fato de
se ter uma interface, onde a funcao indicadora é utilizada para atualizar as propriedades
fisicas, o caracteriza também como um método de Captura de Interface. A turbuléncia é
modelada utilizando Simulac¢ao de Grandes Escalas (LES ou SGE), onde passos de tempo
da ordem de O(Ax) sao utilizados em todos os casos simulados. Esta capacidade advém
da discretizacao temporal semi-implicita desenvolvida pelos autores do presente trabalho,
a qual é baseada no Método de Gear Extrapolado. Esta é a principal contribuicao do

presente trabalho.

Pelo fato de se ter dominios de simulacao varidveis no tempo devido a mobilidade da
interface, um refinamento adaptativo é necessério ao longo do dominio. Problemas desta
natureza sao normalmente tratados com métodos de transformacao de coordenadas ou
com malhas ndo estruturadas. Como a metodologia Front-Tracking/Front-Capturing ha
a vantagem de se utilizar malhas cartesianas para discretizar qualquer geometria. Assim,
um refinamento local adaptativo por meio de malhas bloco-estruturadas é aplicado no
presente trabaho. Com essas caracteristicas, a metodologia numérica aqui adotada apre-
senta grande potencial para modelar matematicamente e tratar numericamente problemas
multifasicos contendo bolhas isoladas ou multiplas bolhas, onde espacamentos minimos e

largos passos no tempo sao utilizados.



1.1 Organizacao do Trabalho

A redacao da presente tese é dividida em sete capitulos, sendo que no Capitulo 1
apresentam-se as motivacoes que levaram ao seu desenvolvimento. No Capitulo 2 é apre-
sentado um levantamento bibliografico acerca dos temas relevantes ao desenvolvimento do
trabalho, onde sao abordados temas ligados a métodos numéricos em escoamentos multi-
fasicos, turbuléncia e refinamento localizado. A modelagem matematica da fase dispersa
e da fase continua, bem como os fundamentos do tratamento matematico para a interface
movel e para a modelagem da turbuléncia sao apresentados no Capitulo 3. O Capitulo 4
apresenta uma descricao dos métodos numéricos e a discretizagao das equacoes utilizadas
na solucao numérica das equagoes. No Capitulo 5, em particular, apresenta-se a meto-
dologia Multigrid-Multinivel utilizada para resolver os sistemas lineares. Os resultados
das simulacoes numéricas e as validacoes de todos os casos testados podem ser encontra-
dos no Capitulo 6. Nele também podem ser verificados os resultados comparativos com
o diagrama de Clift (1978) para escoamentos bifésicos considerando uma tnica bolha.
Uma aplicagao com multiplas bolhas também é apresentada. O Capitulo 7 apresenta as
conclusoes e sugestoes para futuros desenvolvimentos e aplicagoes que podem ser deriva-
das do presente trabalho. Nas conclusoes sao ressaltadas a simplicidade e a flexibilidade
do método nas simulacoes apresentadas, lembrando que os resultados apresentam boa
concordancia com resultados experimentais ou numeéricos disponiveis, conforme o teste
envolvido. Sao citadas também as limitacoes da presente metodologia. Finalizando, no
Apéndice A é possivel encontrar de forma mais detalhada o tratamento dado ao refi-
namento localizado adaptativo a partir da posicao da interface. A estrutura de dados

utilizada é descrita no Apéndice B.



Capitulo 2

Revisao Bibliografica

Neste capitulo, apresenta-se revisao da literatura sobre a metodologia adotada e imple-
mentada no presente trabalho. Os temas abordados tratam de escoamentos multifasicos e
as possiveis técnicas de modelagem que envolvem este tipo de problema, assim como o re-
finamento adaptativo localizado. Uma revisao sobre os passos de tempo utilizados quando
se trata de modelagem da turbuléncia usando Simulacao de Grandes Escalas também é

apresentada.

2.1 Escoamentos Multifasicos

A forma e a dimensao de uma bolha ou de uma gota afeta significantemente o seu
movimento assim como os processos de transferéncia de calor e massa. A for¢a de arrasto
depende da forma da particula e é um dos fatores que determinam a magnitude da ve-
locidade do fluido. O transporte depende fortemente da area interfacial a qual é funcao
da dimensao e da forma da interface, assim como de todo o movimento do fluido. Na
interface entre uma bolha e o ambiente fluido, para que ocorra o equilibrio da mesma, um
balanco entre as forcas gravitacional e de tensao superficial precisa ser estabelecido. Este
balanco governa a forma e o seu movimento. A dimensao também pode ser influenciada,
particularmente se uma mudanca de fase ocorre.

Esta complexidade dos escoamentos multifasicos bem como a dinamica das particu-

las tanto em fluidos newtoniano como nao newtonianos tem se destacado na pesquisa



cientifica. Os fendmenos de desprendimento e ascensao de bolhas de gases em um fluido
estatico foram extensivamente estudados experimentalmente na década de 60. Os tra-
balhos pioneiros partem de Datta et al. (1950), Peebles e Garber (1953), Davidson e
Schuler (1960), Ramakishnan et al. (1969), Khurana e Kumar (1969), Satyanarayan et
al. (1969) e Wraith (1971). Clift et al. (1978), realizam levantamentos detalhados sobre
o nimero de Reynolds e forcas de arrasto tanto para interfaces gas-fluido como solido-
fluido, em particular para o movimento de interfaces isoladas. Magnaudet e Eames (2000)
apresentam resultados experimentais do movimento de bolhas isoladas em um fluido nao
homogéneo. A influéncia de surfactantes, tensoes cisalhantes e deformagoes também sao
destacadas como fatores que influenciam o movimento de bolhas. Recentemente, o estudo
experimental tem se voltado para a anélise do comportamento de bolhas sobre condicoes
especificas, como por exemplo a influéncia de campos elétricos no desprendimento de bo-
lhas (MARCO et al., 2003) e o estudo do comportamento de gotas em micro e mini canais
(PEHLIVAN et al., 2006).

A forma de modelar matematicamente escoamentos bifasicos ou multifasicos depende
fortemente do regime de escoamento. Portanto, existem diferentes enfoques para a mode-
lagem de escoamentos bifasicos, os quais podem ser separados em: Modelos Homogéneos,
Modelos de Difusdo e Modelos a Dois-Fluidos ou Modelo Euler-Euler (WONER, 2003).
O primeiro tipo pressupoe que ambas as fases se movimentam com a mesma velocidade e
o equacionamento é similar ao caso monofasico com propriedades fisicas calculadas a par-
tir de médias ponderadas pelas fracoes volumétricas das diferentes fases. Os modelos de
difusao podem ser considerados como uma generalizacao dos modelos homogéneos. Neste
caso, assume-se que as fases estao em equilibrio mecanico. Dessa forma, as velocidades
das fases diferem entre si. A principal suposi¢ao do modelo de difusao é que a velocidade
relativa entre as fases pode ser aproximada por uma expressao algébrica.

Finalmente, os modelos a dois-fluidos modelam cada fase separadamente junto com as
condicoes de transferéncia interfacial ponto a ponto. Assim, matematicamente tem-se uma
equacao da conservacao da massa e uma equacao de balanco da quantidade de movimento
para cada fase. Em escoamentos dispersos reais, uma grande variacao nas dimensoes
das bolhas sao observadas freqiientemente. Se as bolhas coalescem ou se fragmentam,
nem o didmetro nem a massa especifica sao constantes ou uniformes. Para superar esta

restricao, os modelos a dois-fluidos sao conceitualmente estendidos. Assim, equacgoes de



transporte para a concentracao de area interfacial e equacgoes de balanco de populacao
sao introduzidas (RIBEIRO et al., 2004).

Outro método apresentado por Worner (2003) para a simulagao de escoamentos multi-
fasicos é o método euleriano-lagrangiano. Este nome advém do fato de que a fase continua
é tratada de certa forma, em um dominio euleriano e a fase dispersa é tratada em um
dominio lagrangiano. Na aproximacao lagrangiana a velocidade e a posi¢ao da bolha é
uma funcao somente do tempo. Nesta aproximacao, as equacoes de conservacao de massa
e balanco de quantidade de movimento sao resolvidas para a fase continua e dispersa.
Para a fase dispersa, em contraste, a posicao e a velocidade da particula sao obtidas pela
segunda lei de Newton. Isto requer interpolacoes entre ambas as fases.

Areas que contém a presenca de interfaces moveis e deformaveis envolvem um con-
junto maior de equacoes que se interagem. Existem basicamente duas técnicas usadas em
simulacgoes de escoamentos com a presenca de interfaces moveis e deforméaveis: Captura
(Capturing) e Acompanhamento (Tracking). Em Captura da Interface, ela ¢ tratada como
uma regiao com variacao acentuada, mas com algumas propriedades mantendo-se conti-
nuas. Experimentos numéricos tém mostrado que esta metodologia nao requer detalhes
adicionais no algoritmo para modelar trocas na interface. A desvantagem é que ha uma
difusao da interface sobre varias células, resultando numa perda de precisao. Um exem-
plo desse método é o denominado Level-Set Method. Um outro método que utiliza essa
técnica é o denominado Volume-of-Fluid (PUCKETT, 1997). Neste método, rastreia-se o
volume ocupado de cada fase em cada célula a cada passo no tempo e estes volumes sao
usados para reconstruir uma aproximacao da frente ou interface.

Em Acompanhamento da Interface, ela é tratada explicitamente movendo-se de forma
independe sobre a malha na qual estd inserida. Este método oferece uma melhor preci-
sao que o método anterior, mas ha um custo maior em complexidade. Utilizando esta
metodologia de representagao da interface pode-se destacar os métodos Volume-Tracking,
Boundary-Integral e Immersed Boundary (Fronteira Imersa).

Unverdi e Tryggvason (1992) utilizam a metodologia na qual o escoamento é simulado
por diferencas finitas em uma malha estacionaria da fase continua e a interface é expli-
citamente representada por uma malha nao-estruturada que se move através da malha
estacionaria. Como a interface se deforma continuamente e a malha da interface inte-

rage com a malha estacionéria é necessario reestruturar a interface dinamicamente a cada
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passo no tempo, através da delecao ou insercao de pontos. Como a interface é tratada
de forma explicita, mas tmbém tem-se a presenca de uma funcao indicadora que permite
atualizar as propriedades do fluido & mediada que a interface se desloca e tendo esta
uma caracteristica difusiva, esta metodologia se enquadra dentro dos modelos hibridos
Front-Tracking/Front-Capturing Method. Particularmente, este é um método derivado
do Método da Fronteira Imersa. Para mostrar a potencialidade desta metologia foram
simulados casos com uma e duas bolhas em dominios bidimensionais e tridimensionais,
onde observaram que este método evita difusao numérica e oscilagoes, além de permitir
que a tensao superficial seja incorporada de uma forma natural.

A partir do trabalho de Unverdi e Tryggvason (1992), o qual é baseado no Método da
Fronteira Imersa desenvolvido por Peskin (1977), Trygvason e co-autores tém adicionado
conhecimento consideravel sobre escoamentos bifasicos a baixos, moderados e altos ni-
meros de Reynolds. Sussman et al. (1994), visando trabalhar com altas razoes de massa
especifica, utilizam um método upwind para o tratamento do termo advectivo. Escoa-
mentos bifasicos com fragmentacao e coalescéncia para altas razoes de massa especifica
e viscosidade sdo apresentados por estes autores. Esmaelli e Tryggvason (1996), dando
prosseguimento ao estudo de Unverdi, simulam a evolugao de algumas centenas de bolhas
bidimensionais e Esmaelli e Tryggvason (1998, 1999) simulam o movimento variavel de
varias bolhas para os casos bi e tridimensionais. Esmaeelli e Tryggvason (1998) examinam
um caso onde o nimero de Reynolds para as bolhas em ascensdo permanecem baixos (i.e
1-2) e Esmaelli e Tryggvason (1999) examinam outro caso onde o nimero de Reynolds
varia de 20 — 30, dependendo da fragao volumétrica. Em ambos os casos, a maioria das
simulacgoes sao limitadas ao dominio bidimensional. Entretanto, algumas simulagoes com
8 bolhas tridimensionais também sao realizadas. Simulac¢oes envolvendo matrizes com bo-
lhas dispersas livremente, em contraste com matrizes de bolhas dispersas regularmente,
sao também analisadas. Os autores verificam que as bolhas dispersas em matrizes regu-
lares ascendem com menor velocidade que as bolhas dispersas em matrizes irregulares ou
livres para baixos niimeros de Reynols. Para altos niimeros de Reynolds, a analise inversa
é observada. Os autores também relatam que os resultados apresentam alta dependén-
cia das dimensoes do dominio para baixos ntimeros de Reynolds. Entretanto, alguns dos
aspectos qualitativos sao bem capturados.

Bunner e Tryggvason (2002) simulam um ntimero maior de bolhas esféricas tridimen-
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sionais utilizando uma versao paralelizada do método apresentado por Esmaeeli e Trygg-
vason (1998, 1999). Os resultados sdo apresentados para 216 bolhas ascendentes em um
dominio peridédico por um tempo relativamente longo, para um nimero de Reynolds vari-
ando de 20 a 30. Os resultados mostram que ha uma tendéncia das bolhas a se alinharem
lado-a-lado, para baixos ntimeros de Reynolds.

Para examinar os efeitos de deformagoes das bolhas, Bunner e Tryggvason (2003) con-
duzem dois conjuntos de simulacoes utilizando 27 bolhas. Em um dos casos as bolhas
eram esféricas e em outro as bolhas se deformaram em elipsbides. As bolhas esféricas per-
maneceram uniformemente distribuidas, enquanto que as bolhas deforméaveis inicialmente
se comportaram da mesma forma, mas posteriormente se acumularam em linhas verticais.
Tryggvason et al. (2006) discorrem sobre resultados a altos nimeros de Reynolds onde sao
observados o regime wobbling, verificando-se instabilidades no escoamento. Smolianski et
al. (2007) apresentam uma série de resultados para o caso wobbling com a coalescéncia
de bolhas, levando a formagao de golfadas em um canal vertical.

A influéncia da simulacao numeérica direta em escoamentos que envolvem a mudanca de
fase é discutida em Tryggvason et al. (2005), com principal énfase na formagao de micro-
estrututas durante a solidificacao e durante o processo de aquecimento. A partir deste
ponto, varias analises tém focado em escoamentos bifasicos em canais verticiais. Lu et al.
(2006) tém examinado escoamentos laminares de bolhas em canais verticais. Os autores
relatam que para um escoamento ascendente, as bolhas sao atraidas para as paredes. O
contrario se observa em escoamentos descendentes. Dando continuidade aos estudos de
comportamento em canais, Lu e Tryggvason (2007) estudam os efeitos das dimensoes
das bolhas nas propriedades de escoamentos turbulentos em um canal vertical, onde as
equacoes de Navier-Stokes sao resolvidas utilizando um método de Acompanhamento de
Interface e Volumes Finitos, de forma paralelizada. Os autores notam que apenas as
flutuacoes das velocidades e os perfis de velocidade que cruzam o canal sao alterados.

Sousa et al. (2004) apresentam um método o qual utiliza conceitos de Front-Tracking e
Front-Capturing na simulacao de escoamentos bifasicos tridimensionais. Nesta técnica, os
pontos da interface sao ajustados utilizando método dos minimos quadrados e filtros que
removem pequenas ondulagoes. Outras referéncias que nao tratam a interface de forma

explicita tém também apresentado bons resultados, como os observados por Sussmann et

al. (1999) e Annaland et al. (2005).
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2.2 Refinamento Adaptativo

A maioria dos métodos numeéricos assumem que o dominio de interesse é dividido em
pequenas células ou simplesmente elementos. O conjunto de células define uma malha.
Assim, ha dois tipos de malhas: estruturada e nao estruturada. As malhas estruturadas
oferecem certa vantagens sobre a malha nao estruturada, como por exemplo o fato de
apresentarem uma simples implementacao e serem convenientes para o uso de diferencas

finitas, além de requerer menor capacidade de armazenamento.

Muitas alternativas surgiram para o uso de malhas estruturadas, como o sistema de
coordenadas coincidentes com a fronteira, técnicas de multi-blocos (VATSA et al. 1995)
ou a técnica conhecida por Chimera (BENEK et al., 1985), a qual permite que diferentes

malhas geradas, especificamente para diferentes varidveis, possam se sobrepor.

A grande desvantagem de uma malha estruturada ¢ a falta de flexibilidade em ajustar
o dominio a uma forma mais complexa. Frente a esta dificuldade, malhas nao estruturadas
se ajustam com grande facilidade a geometrias complexas, mas demanda uma capacidade
de armazenamento trés vezes maior que malhas estruturadas, pois necessita armazenar
informacoes dos pontos vizinhos. Embora malhas estruturadas permitam que a paraleli-
zacao seja facilmente implementada, em malhas nao estruturadas, sofisticados algoritmos

de particao sao necessarios.

Como alternativa para contornar as dificuldades da malha estruturada ao se trabalhar
com geometrias complexas, a metodologia euleriana-lagrangiana propoe discretizar o es-
coamento em uma malha estruturada e definir a particula solido/liquido, a qual contém
uma geometria complexa, em uma malha lagrangiana nao estruturada que trabalha de
forma independente da malha euleriana. Mital e Taccarino (2005) fazem uma anéalise sobre
as vantagens e desvantagens do Método da Fronteira Imersa, que pertecem a classe de
métodos Front-Tracking. Os autores afirmam que apesar da aplicacao das condigoes de
contorno e da conservagao das propriedades do esquema numérico nao serem Obvias, a
discretizacao das equagoes do movimento é simples. As vantagens deste método se tornam
claras quando a interface é movel ou deformavel, pois nao requerem uma remalhagem a

cada passo no tempo.

Quando se trata de escoamentos multifasicos por exemplo, a regiao de interesse é muito

pequena quando comparada com todo o dominio de célculo. Surge entao a necessidade de
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um refinamento localizado a fim de captar fenomenos fisicos locais ou de definir com maior
precisao regides com elevadas curvaturas ou angulos estreitos. Adaptacoes locais envol-
vem a insercao de nés em uma malha pré-existente. Assim duas diferentes estratégias de
refinamento sao possiveis: conformes e nao conformes. Na estratégia conforme, a conecti-
vidade entre novos nos é rescostruida, sendo melhor aplicada a malhas nao estruturadas

e consequentemente a elementos triangulares.

No refinamento nao conforme, novos nés sao gerados pela subdivisao de células pré-
existentes. Para a interface entre uma regiao refinada e uma nao refinada, processos
de interpolagao e/ou reconstru¢ao da solucao sao requeridos. Thornburg et al. (1998)
por exemplo, utilizam gradientes para modificar as fungoes de controle de geradores de
malhas. Durbin e Iaccarino (2002) propoem um refinamento por inser¢do de linhas e

“anulam” segmentos de linhas onde o refinamento nao se faz necessario.

Outra aproximacao de refinamento localizado, consiste no uso de blocos em malhas es-
truturadas. Seguindo esta técnica Berger e Oliger (1984) propoem utilizar uma seqiiéncia
de malhas devidamente aninhadas. Assim, este refinamento é dado pela uniao de malhas
retangulares orientadas com espagamentos seqiiencialmente menores. Cada uma dessas
malhas sao formadas basicamente por pontos onde o erro da solu¢ao da malha mais grossa
é elevado devido a fenomenos localizados. Trabalhos posteriores os quais visaram estender
esta técnica sdo apresentados por: Berger e Jameson (1985), Berger (1986), Berger (1987),
Berger (1989), Berger e Rigoutsos (1991) e Berger e Le Veque (1991). Roma e al. (1999)
estendem a técnica de refinamento adaptativo ao redor de geometrias complexas usando
o Método da Fronteira Imersa. Recentemente, Griffith (2005) aplicou técnicas de parale-
lizagao a esta metodologia em um dominio tridimensional na simula¢ao de escoamentos

sanguineos em um coragao e valvulas.

Nessa mesma linha de pesquisa, Sussman et al. (1999) usando level-set para a solugao
de escoamentos bifasios, aplicam malha adaptativa no movimento de bolhas ascendetes e
bolhas em coalisao. Mais recente, Nourgaliev (2005) utilizando Front-Tracking e Malhas
Adaptativas Bloco-Estruturada simulou ondas de choque interagindo com bolhas cilindri-

cas de refrigerante.
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2.3 Turbuléncia e Restricao Temporal

Da mesma forma que em escoamentos turbulentos monofésicos, escoamentos multifa-
sicos geralmente apresentam uma grande diversidade de escalas, devido a dimensao da
bolha quando comparada ao dominio em anélise. Para uma coluna de bolhas ou escoa-
mentos ao redor de uma embarcagao, a razao entre as menores estruturas turbilhonares e

o tamanho do dominio em anélise atinge cerca de dezenas ou centenas de milhares.

Biswas et al. (2005) supdem que ao assumir 10 células na discretizacdo da menor
estrutura (bolha), onde esta bolha tem cerca de um milimetro e assumindo também que
o sistema tém dimensoes na ordem de metros, entao a discretizagao para este simples
sistema exigiria cerca de 10'% células. Isto levaria cerca de 10 a 20 anos para que a
solucao numeérica fosse obtida. Mesmo se o refinamento adaptativo fosse aplicado, ainda
assim seria pouco provavel que simulac¢oes dessa ordem de grandeza possam ser praticadas.
Como referéncia, Kaneda et al. (2003) atingem 4096® células na simulagao trimensional

de escoamentos multifasicos.

Esse tipo de analise leva a crer que a tendéncia da pesquisa cientifica é buscar conhecer
o comportamento médio ou uma banda do escoamento e permitir que as pequenas escalas
sejam levadas em conta pelos modelos de fechamento. Quando se fala em modelagem
da turbuléncia e do uso da metodologia da fronteira imersa, fortes restricoes da ordem
O(Az?), sao exigidas.

Grigoriadis et al. (2004) fazem uma andlise sobre o comportamento da modelagem
sub-malha para LES, em escoamentos ao redor de geometrias complexas, utilizando-se
o método da fronteira imersa. Neste estudo, ao utilizar Adam’s Bashforth, também se
observa uma restri¢ao temporal da ordem de O(Az?), devido ao tratamento explicito do

termo viscoso.

Balaras (2003), afirma que um tratamento implicito do termo viscoso utilizando Adams-
Bashforth /Crank-Nicolson ndo resulta em um ganho significante no passo de tempo. Yang
e Balaras (2006) aplicam LES e MFI, onde o campo de velocidade para os pontos proximo
a interface é reconstruido usando “momentos de for¢a”, para uma simulagao tridimensional
de véalvulas cardiacas. Os autores relatam que ao usarem Runge-Kutta de terceira ordem
e Crank-Nicolson para os termos advectivos e viscosos respectivamente, passos de tempo

da orem de O(Az?) foram necessirios. No presente trabalho um método semi-implicito
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baseado no método de Gear Extrapolado é aplicado. Dessa forma, é possivel assegurar

passos de tempo da ordem de O(Ax) ao se utilizar LES.
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Capitulo 3

Modelo Matematico

Este capitulo esta voltado para a formulacao matematica de escoamentos incompressi-
veis envolvendo a interacao entre fluidos de propriedades fisicas distintas. Tal formulacao
¢ fundamentada na mecanica do continuo e é expressa pela lei de conservagao da massa
(equagao da continuidade) e balan¢o da quantidade de movimento (segunda lei de New-
ton).

Os escoamentos, em sua grande parte sao encontrados em processos industriais, tais
como, camaras de ebulicao, processos de cavitagao em sistemas hidraulicos, reatores qui-
micos, colunas de bolhas e centrifugas na industria petroquimica (BUNNER e TRYGG-
VASON, 2003). As bolhas também apresentam papel relevante na natureza, tais como
a propagacao de som nos oceanos, troca de gases e calor entre os oceanos e a atmosfera
e nas erupcoes vulcanicas. Tais processos envolvem a acao de uma for¢ca atuando entre
as diferentes fases, a qual é conseqiiéncia da tensao interfacial. Na simulacao numérica
desses fenomenos, utilizam-se as equagoes de Navier-Stokes na modelagem do escoamento
e a formulacao lagrangiana para a modelagem do movimento da interface.

No presente trabalho, o foco esta voltado para escoamentos bidimensionais bifasicos,
isotérmicos e incompressiveis de fluidos imisciveis newtonianos. No entanto, escoamentos
monofasicos em uma cavidade também sao analizados. O dominio fisico global de analise é
dividido em um dominio euleriano, o qual envolve todo o meio fluido, incluindo as duas ou
mais fases presentes, e um dominio lagrangiano (interface fluido-fluido ou fluido-sdlido).

A Fig. 3.1 ilustra uma bolha no interior de um fluido, exemplificando o dominio euleriano
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Q;

Figura 3.1: Representacao de cum corpo imerso de geometria arbitraria definindo o do-

minio euleriano €2; U {25 e o dominio lagrangiano I'.

2 e 0 dominio lagrangiano I'.

As formulacoes para o dominio euleriano, ou seja, as equacoes de Navier-Stokes sao
tratadas na Se¢ao 3.1. As equagoes governantes para uma interface movel e deformavel de
massa desprezavel, sao apresentadas na Secao 3.2. A Secao 3.3 apresenta o acoplamento
entre esses dois dominios, ou seja, as funcoes utilizadas nos processos de interpolacao e

espalhamento de velocidades e forcas entre os dominios euleriano-lagrangiano.

Na Secao 3.4, descrevem-se as equacoes filtradas de Navier-Stokes e a modelagem
sub-malha da turbuléncia para escoamentos bifasicos. O modelo de Smagorinsky é bre-
vemente apresentado para ilustrar as potencialidades da metologia ao se traballhar com
viscosidade variavel. Finalmente, na Secao 3.5, descrevem-se as equacoes de Navier-Stokes
adimensionalizadas para escoamentos bifasicos, bem como os parametros adimensionais

de controle do escoamento.

3.1 Formulacao Euleriana

A formulacao euleriana é empregada para descrever a dinamica do fluido. Nesta for-
mulacao, o escoamento é modelado pelas equacgoes de Navier-Stokes em todo dominio
de calculo. As equacoes de Navier-Stokes, as quais compoem um sistema acoplado de

equagoes diferencias parciais nao lineares, podem ser escritas na forma vetorial para es-
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coamentos isotérmicos e compressiveis, como (WHITE, 1991)

p(g—l:-l—u-Vu) =-Vp+ V- [p(Vu+Vu")] +pg+f, (3.1)
dp B
LV (pw) =0, (3.2)

onde p e p sao respectivamente a massa especifica e a viscosidade dinamica, propriedades
que caracterizam o fluido. As caracteristicas dos escoamentos sao representadas por: p
(campo de pressao), u (vetor velocidade), f (vetor campo de forga externa que atua sobre
o escoamento na interface) e g (aceleragao gravitacional).

Observa-se aqui que o termo fonte de forca f permite a comunicacao entre as equa-
coes de Navier-Stokes e as equacoes para o movimento da interface, ou seja, é o termo
responsavel por fazer o escoamento “sentir” a presenca da interface, forcando assim o apa-
recimento de escoamentos coerentes internos e externos a ela. Dessa forma, o termo fonte
de forca euleriano pode ser diferente de zero sobre a interface, sendo sempre nulo fora da
interface. A representacao matematica desse comportamento singular do campo de forcas
é feita com o auxilio da “fun¢ao” Delta de Dirac 0 (veja Se¢ao 4.6.1). O campo de forgas

euleriano é entao definido por
£(x, 1) — / F(X, £)3(x — X)dx, (3.3)

onde F(X,t) é a for¢a lagrangiana calculada sobre as particulas de fluido que compoem
a interface. O vetor x ¢ a posicao de uma particula de fluido no dominio euleriano e o

vetor X é a posicao de uma particula de fluido que esta sobre a interface, tal que
X =(X(s,t),Y(s,t)), s€S. (3.4)

Destaca-se aqui, que para escoamentos biféasicos com condi¢oes periddicas na direcao da
gravidade, uma restricao precisa ser adicionada ao termo gravitacional para se evitar uma
aceleracao uniforme descendente em todo fluido (ESMAEELI e TRYGGVASON, 1999).
O termo gravitacional passa entao a ser definido por (p, — p)g, onde p, = (1 — a)p. + apy,
pe ¢ a massa especifica para a fase continua e p; é massa especifica para a fase dispersa
do escoameno bifasico e a é a fracao volumétrica, ou seja, a razao entre o volume da fase
dispersa pelo volume da fase continua.

Para o calculo das propriedades fisicas da fase continua e da fase dispersa e para a

regiao de transi¢ao entre ambas as fases, utiliza-se a funcao indicadora. Varias técnicas
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que vao desde a aplicagdo de geometria computacional (CENICEROS e ROMA, 2005)
quanto a solu¢do de uma equacao de Laplace (UNVERDI e TRYGGVASON, 1992) tém
sido aplicadas para determinar os valores da funcao indicadora, a qual assume valor de
referéncia constante positivo para a fase continua e um valor de referéncia constante
negativo para a fase dispersa, em geral adota-se os valore de 0 (fase continua) e 1 (fase
dispersa). Assim, ao longo da interface estendida a fungao indicadora 1 (X(s,t)) assume
valores entre zero e um. Com ¥ (X(s,t)) sendo calculada a cada passo no tempo, as

propriedades fisicas sao entao obtidas pelas relagoes

p(¥) = pe+ (pa — pe)(X(s,t)), (3.5)
() = pe + (pa — pe)(X(s, 1)), (3.6)

onde pg e g sdo as propriedades da fase dispersa (bolha) e p. e p. sao as propriedades
da fase continua.

Frente a formulagao euleriana apresentada acima para escoamentos transientes com-
pressiveis e isotérmicos, uma restricao é entao imposta a fim de tratar escoamentos bi-
fasicos usando a modelagem para escoamentos incompressiveis, ou seja, considerando p
constante para cada uma das fases diferentes entre si. Para que isto seja possivel, admite-
se a hipotese simplificadora de que a massa especifica permanece constante sobre uma
determinada linha de corrente (SILVEIRA-NETO, 1997). A partir desta hipotese, define-

se a seguinte equacao para a massa especifica p

dp
o TusVp=0, (3.7)

identificando que a massa especifica pode ser variavel apenas de uma linha de corrente
para a outra.
Escrevendo a equacao da continuidade para escoamentos compressiveis na sua forma

estendida

9
8—';+pv-u+u-Vp:O, (3.8)

e aplicando a Eq. (3.7) na Eq. (3.8), obtém-se a equagao da continuidade para escoamen-

tos incompressiveis, ou seja,

V-u=0. (3.9)
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Dessa forma, as equacoes da quantidade de movimento e da conservacao da massa
para escoamentos bifasicos incompressiveis mas com p variavel sao dadas por

p(g—ltlJru-Vu) =-Vp+ V- [p(Vu+vVu")] +pg+1, (3.10)

V-u=0. (3.11)

Observa-se que p é considerado variavel porque existe diferentes fluidos com diferentes
massas especificas. Para cada fase p é constante.

Convém destacar aqui que essa hipotese simplificadora nao é valida sobre a interface
estendida, pois as linhas de corrente que cruzam esta regiao experimentam variacao da
massa especifica. A Fig. 3.2 apresenta o desenvolvimento das linhas de corrente ao redor
de uma interface. Ao observar a variacao da massa especifica ao longos das linhas de

corrente que cruzam a interface estendida, conclui-se que a conservagao da massa nessa

("

,0(7")) = p.+ (pd - ,()()LJ(T')

regiao nao é garantida.

|

Figura 3.2: Linhas de corrente ao redor de uma interface, onde p. é a massa especifica da
fase continua e p; é a massa especifica da fase dispersa, p(¢) identifica a massa especifica
variavel na interface estendida, onde ¥ (r) é a fungao indicadora e seus valores variam de

0 (fase dispersa) a 1 (fase continua).

Esmaeeli e Tryggvason (1999), afirmam que apesar da massa nao estar explicitamente
imposta, na pratica ela é bem conservada. Realmente, nos métodos hibridos Front-
Tracking/Front-Capturing a variacao da massa ao longo do célculo é geralmente pequena

quando comparada com os métodos level-set. Enright et al. (2005) e Min e Gibou (2006),
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mostram de forma quantitativa a perda de massa utilizando métodos level-set. No en-

tanto, quando se compara com o método Volume-of-Fluid (AULISA et al., 2003), este

apresenta melhor conservagao da massa que os métodos hibridos Front-Tracking/Front-

Capturing. No presente trabalho, observa-se que esta variagao de massa é da ordem da

espessura da interface estendida. Uma anélise matematica pode ser feita sobre a interface

no instante ¢t =ty e t = t1, sendo que no instante ¢t = ¢, sua geometria é alterada. A Fig.

3.3, mostra a interface no instante t =ty e t = t;.

t= ¢,

t= ¢

Figura 3.3: Variacao da massa na interface.

Admitindo que a interface estendida tem espessura 2¢, e sabendo-se que o divergente

da velocidade na interface estendida é diferente de zero. Entao, aplicando o teorema do

transporte, a variacao da area ao longo do tempo t =ty e t = t; é dada por

e lembrando que, V- u =

d

— dx = / (V- u)dx, (3.12)
dt Jr, Ty
d 27 R+e
— dx = / / (V-u)rdddr, (3.13)
dt Tty 0 R—¢
(3.14)
V - u = constante, tem-se
d 2m R+e
—/ dX:V-u/ / rdfdr, (3.15)
dt Ftl 0 R—6
K dx = V -udr’e (3.16)
dt B ' '

Tty

Assim, conclui-se que a variagao da area em um dado instante de tempo t; é da ordem

de €, ou seja,

(3.17)
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Conhecendo-se a ordem dessa variacao, a formulacao apresentada acima é aplicada de-
vido aos bons resultados gerados. Os resultados apresentados no Capitulo 6, demonstram

a variagao definida na Eq. (3.17).

3.2 Formulacao Lagrangiana

A densidade de forca lagrangiana F localizada sobre a interface, pode ser modelada de
diferentes formas, em funcao do tipo de problema que é analisado. Problemas de interacao
fluido-estrutura como tecidos biologicos (PESKIN, 1977) e fronteiras moveis (OLIVEIRA,
2006) ou ainda escoamentos bifasicos (UNVERDI e TRYGGVASON;, 1992; TRY GGVA-
SON et al., 2006) e escoamentos ao redor de fronteiras rigidas (LIMA e SILVA, 2002) sao
exemplos de aplicacao da forca lagrangiana através do Método de Acompanhamento de
Interface (Front-Tracking Method) ou Método da Fronteira Imersa. No presente trabalho
a énfase estd na formulacao lagrangiana aplicada a escoamentos bifasicos utilizando um
Método Hibrido Front-Tracking/Front-Capturing, ou seja, a interface é implementada de
forma explicita utilizando a formulacao lagrangiana, mas também é tratada como uma

regiao com variacao acentuada devido a aplicacao da funcao indicadora.

3.2.1 Escoamentos Bifasicos

Como ja citado anteriormente, a forma de modelar escoamentos bifasicos depende
fortemente do regime de escoamento. O presente trabalho esta voltado para simulagao de
escoamentos bifdsicos utilizando o método Euler-Lagrange (WORNER, 2003), de forma
que a interface é simulada através do Método Hibrido Front-Tracking/Front-Capturing,
onde tanto a solucao da fase continua quanto a da fase dispersa passam pela solucao das
equacgoes de Navier-Stokes e o movimento da interface utiliza a formulacao lagrangiana
para cada particula de fluido que compoe a interface.

O método usado para acompanhar as interfaces foi inicialmente desenvolvido por Pes-
kin e McQueen (1980) e estendido para fluidos com diferentes massas especificas por
Unverdi e Tryggvason (1992). Neste método, a interface é definida por um dominio la-
grangiano que se desloca delimitando a fase dispersa, enquanto que a fase continua é

completamente definida no dominio euleriano. As modelagens nesses dois dominios sao
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tratadas separadamente e as interacoes entre estas diferentes fases sao feitas por meio de
interpolagoes. Estas interacOes se caracterizam por: (i) a forga superficial resultante é
calculada na interface e distribuida para o dominio euleriano; (i7) a velocidade do fluido
é calculada no dominio euleriano e interpolado para o dominio lagrangiano; (iii) a nova
posicao da interface é recalculada, e as propriedades do fluido sao atualizadas.

A modelagem da densidade de forca lagrangiana aqui apresentada segue a proposta
de Unverdi e Tryggvason (1982), os quais estendem a proposta original de Peskin (1977),
onde os pontos lagrangianos estao unidos entre si por uma forga elastica, para escoamentos
multifasicos. Nesta, a forca elastica é substituida pela forca de tensao superficial entre os
fluidos. Dessa forma, a densidade de forca lagrangiana depende apenas dos parametros
geométricos da interface e do par de fluidos.

Se F(X,t) é a densidade de for¢a aplicada pela interface no dominio euleriano, o
balango de for¢a em um ponto arbitrario sobre um segmento da interface de comprimento
As definido por s1 < s < sy (Fig. 3.4), é:

d [ 0x(s,t) = 52

i), m(s)Tds = [T(s,t)t(s,t)]5] + /81 —F(s,t)ds, (3.18)
onde m(s) representa a massa da interface, t é o vetor tangente unitario e T é a tensao
superficial gerada pela descontinuidade da propriedade fisica entre os dois lados da inter-
face e (—F) é a reagao do fluido na interface em resposta a acao de F no fluido (ROMA,

1996).

X, (59 xk(SZ,t)
Xk(s1.1) -

|T¢|
[TZ]

interface

Figura 3.4: Esquema representativo da interface I' em um dominio (2.

Assumindo em (3.18) que a massa da interface é desprezavel o termo esquerdo de
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(3.18) desaparece. Aplicando o teorema Fundamental do Calculo, o qual afirma que se
uma funcao continua é primeiramente integrada e depois diferenciada, volta-se a fungao
original e rearranjando seus termos, (3.18) pode ser reescrita como

/82[F _ ag:)]ds 0. (3.19)

Sabendo que s; e so sao valores arbitrarios, a densidade de forca lagrangiana é entao
definida por

oy _or, o
68 aS 88 (320)

F—
0X
=4+ T || ==
St T S | an,

0

onde £ =[| 3¢ || / Il 55

X || € a curvatura da interface, t = 2%/ || X || é o vetor tangente

unitério & direcdo da interface e n = 2t/ || 9 || ¢ o vetor normal & interface.

Quando a interface se movimenta devido a velocidade do fluido ou devido & acao da
gravidade para o caso de escoamentos multifasicos, a nova posicao da interface pode ser
expressa matematicamente em funcao da velocidade do fluido, a qual é conhecida como

condicao de nao deslizamento e é dada por

0X(s,t)
—— =u(X,1). 3.21

U ux,) (3.21)
Com o movimento da interface mais um dispositivo entre as formulacoes lagrangia-

nas e eulerianas é requerido, o qual interpola as velocidades eulerianas para os pontos

lagrangianos, usando-se formalmente as propriedades da fungao Delta de Dirac, tal que
u(X,t) = / u(x,t)6(x — X(s,t))dx, (3.22)
Q

onde €2 identifica o dominio euleriano. Substituindo-se a Eq. (3.21) em Eq. (3.22) tem-se

% _ /Q u(x, 1)5(x — X(s, £))dx. (3.23)

3.2.2 Regularizacao da Distribuicao de Pontos Lagrangianos

Quando a interface se deforma e estira devido ao movimento do escoamento tanto
interno e externo a interface, alguns segmentos da interface podem se tornar inadequados
devido ao deslocamento dos pontos lagrangianos. Geralmente observa-se que em regioes

de altas curvaturas os pontos lagrangianos tendem a se aglomerar, enquanto que nas
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regioes de menores curvaturas os pontos lagrangianos tendem a se distanciarem uns dos
outros.

Normalmente as tensoes superficiais sao modeladas pela imposicao de um salto de
pressdo na interface, a qual é proporcional a curvatura (condi¢do de Young-Laplace).
Hou et al. (1994) demonstram que isto introduz dentro das equagoes do movimento
para a interface, um grande nimero de derivadas espaciais. Se um método de integragao
explicito no tempo é usado, estes termos levam a uma rigida restricao no passo no tempo.

32 ie. ho =~ As,

Para um método explicito essa restricdo tem a forma At < C - (ch)
onde As, onde h é o espacamento da malha pertencente ao dominio euleriano e As é o
espacamento entre os pontos lagrangianos. Assim, a medida que os pontos tendem a se
aglomerarem, menor serd As, tornando impraticavel o uso de métodos explicitos.

Um controle parcial na tentativa de manter a precisao consiste na redistribuicao dos
pontos lagrangianos através da dele¢ao ou insercao de pontos, controlando assim, a dis-
tancia entre os pontos lagrangianos. Este processo tem, entretanto, o incoveniente de
introduzir suavizacoes artificiais como resultado de repetidas interpolacoes.

Baseados na proposta de Hou et al. (1994), Ceniceros e Roma (2004), apresentam
como uma alternativa efetiva, usar uma velocidade tangencial apropriadamente escolhida
para controlar a distribuicao dos pontos da interface, de forma que o movimento dos
pontos da interface ocorre somente devido a velocidade normal do fluido. Assim a Eq.
(3.23) & substituida por

9X (s, 1)

o /Q“(X7 £)o(x = X (s, 1))dx + ua (X, 1)t (3.24)

onde u,(X,t) é a velocidade auxiliar que mantém os pontos equidistribuidos, ou seja, se
os pontos da interface estao inicialmente igualmente distribuidos, as seguintes escolhas
de u,(X,t) os mantém igualmente distribuidos ao longo de todo o tempo. A velocidade

auxiliar é entao definida por

e (X, 1) = —uy (X, t) + /OS[JS/fun — (oskup)ds’, (3.25)

onde uy = u-t, u, =u-n, o, = \/X2(s,t) + Y2(s,t) é o comprimento métrico do arco,
Kk é a curvatura média, n é o vetor normal unitario, t ¢ o vetor tangente unitirio e o

operador () define uma média espacial.
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3.3 Acoplamento Euleriano-Lagrangiano

Na Sec¢ao 3.1, a funcao Delta de Dirac ¢ € mencionada como dispositivo de comunicagao
entre os dominios euleriano e lagrangiano. Assim, ela é responsével pela distribuicao da
densidade de forca interfacial lagrangiana para os pontos eulerianos e pela interpolacao
das velocidades do dominio euleriano para os pontos pertencentes a interface lagrangiana.
Tais operacoes sao denominadas de espalhamento e interpolacdo, respectivamente. A
formulacao matematica é novamente aqui apresentanda para os processos de espalhamento

(Eq. 3.26) e interpolagao (Eq. 3.27), assim tem-se
£(x, 1) — / F(X, £)5(x — X(s,1))dx, (3.26)
0

(X, ) = /Q u(x, )5(x — X(s, £))dx. (3.27)

Para a discretizagao da fungao Delta de Dirac, utiliza-se uma funcao distribuicao com
propriedades de uma func¢do Gaussiana (mais detalhes sobre a discretizagao da fungao
distribuigao e suas propriedades sdo apresentados na Se¢ao 4.6.1). Dependendo da fungao
distribuicao adotada, as operacoes de espalhamento e interpolacao sao realizadas em um
suporte compacto de 32 ou 42 células por ponto lagrangiano. Dessa forma, o termo fonte
de forga é calculado apenas nas regides vizinhas a interface e fora delas assume um valor

nulo.

3.4 Turbuléncia

Os escoamentos na natureza ou mesmo em problemas de engenharia sao, em grande
parte, turbulentos e portanto requerem um tratamento diferenciado devido a complexi-
dade do fenomeno. A turbuléncia apresenta algumas caracteristicas peculiares, sendo
as mais importantes destacadas por Silveira-Neto (2003): fenomeno altamente instavel,
multiplicidade de escalas, presenca de estruturas tridimensionais coerentes.

Na tentativa de entender o comportamento de escoamentos turbulentos, diversas es-
tratégias de modelagem numérica tém sido utilizadas. Uma delas consiste na Simulagao
de Grandes Escalas (LES), a qual é baseada no processo de filtragem das equagdes de
Navier-Stokes (OLIVEIRA, 2006). Nesta modelagem, as maiores estruturas turbulentas

sao resolvidas diretamente pelas equagoes governantes filtradas até uma escala de corte,
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determinada pelo tamanho da malha empregada no processo de discretizagao. O escoa-
mento é entdo dividido em escalas resolvidas (grandes escalas) e ndo resolvidas (pequenas
escalas).

Do ponto de vista de aplica¢oes em engenharia, LES juntamente com DNS (Simulagao
Direta Numérica), tém mostrado resultados promissores na predi¢ao de escoamentos com-
plexos onde modelos tradicionais nao conseguem fornecer bons resultados. Souza (2003)
utiliza a metodologia LES para estudo do escoamento em um hidrociclone. Os resultados
numéricos, para os nimeros de Reynolds investigados evidenciam as principais caracteris-
ticas fisicas, bem como as instabilidades do escoamento. Padilha (2004) também utiliza a
metodologia na simulagao e analise do processo de transicao a turbuléncia de escoamentos
complexos com transferéncia de calor sobre corpos rotativos. Oliveira (2006) aplica LES
na simulagao de escoamentos a altos nimeros de Reynolds sobre geometrias moveis ou
deforméveis, no qual utiliza a metodologia da Fronteira Imersa para a simulacao dos cor-
pos. Seus resultados apresentam boa coeréncia com resultados numéricos e experimentais

disponiveis na literatura.

3.4.1 Equagoes Filtradas de Navier-Stokes

LES impoe a necessidade de separar as escalas por intermédio de um processo de
filtragem das equagoes de transporte. O método apresentado em detalhes por Silveira-
Neto e Mansur (2003) é aqui utilizado.

As equagOes governantes para massa especifica variavel como apresentadas pelas Eqs.(3.10)

e (3.11), sdo aqui reescritas na forma conservativa e em notac¢ao tensorial

o O Om; +8:cj{“(axj + axi)}ﬂ)gﬁf“
(9ui
- 2
Bz, "V (3.28)

Para deduzir as equacoes filtradas para escoamentos turbulentos utiliza-se o operador

filtragem de Favre (1965) “[]”, o qual é definido pela seguinte equagao,
f Gpfdv
fl= DT 3.29
/] fv Gpdv ( )

onde f é uma variavel instantanea escalar ou vetorial e G é uma funcao filtro com o

objetivo de eliminar as altas frequéncias do escoamento turbulento. Assim, a funcao f
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filtrada é dada por
[f] = %, (3.30)

de onde tem-se que

pf =71, (3.31)

nn

sendo que o operador identifica que a vériavel foi filtrada e o operador ” []” identifica

que a variavel foi filtrada com a massa especifica agindo como uma funcao peso.

Aplicando a operacao de filtragem de Favre as equacoes de Navier-Stokes, tem-se

a([g;in . a([gz;jw _ _g{g . ai- {“@Z] N %ij])} + [pgil + 11,
Oul _ (3.32)

al‘i

Utilizando a Eq. (3.31), a Eq. (3.32) pode ser reescrita por

O(plus]) | O(plusu;)) ap 0 Olu;] ~ Oluy] B
ot - dx; :_6x¢+3xj{ <8:L’j * Oox; >}+pgi+[fi]’
% =0 (3.33)

A equacao filtrada para escoamentos incompressiveis, Eq. (3.33), se apresenta como
uma equagao de transporte para as variaveis filtradas ([u;]). No entanto, no termo advec-
tivo aparece o produto filtrado ([u;u;]). Busca-se entdo escrever essa equacao de forma
a obter o produto das variaveis dependentes filtradas ([u;][u;]), o qual é feito através da
definicao do tensor global de Germano 7;; = [u;u;] — [u;][u;]. Nota-se que essa definigao
leva ao aparecimento de um novo termo, o tensor 7;;. Detalhes de como essa equagao ¢
obtida podem ser encontrados em Silva Freire et al. (2002). A expressdo obtida apos a

substituicao do tensor global de Germano é dada por

ol gl B s (el ) <) s a0

O tensor 7;;, também conhecido como tensor sub-malha global de Reynolds foi proposto
por Germanno (1986). Para que se possa resolver as equagdes filtradas deve-se modelar o
tensor 7;;. Tal modelagem faz parte do denominado problema de fechamento da turbulén-
cia (LESIEUR, 1997). Varios métodos tém sidos desenvolvidos propondo a modelagem

de 7;;. A modelagem do tensor de Reynolds proposta por Boussinesq supoe que as tensoes
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turbulentas de Reynolds sejam proporcionais as taxas de deformagao geradas pelo campo

de velocidade filtrado e pela energia cinética turbulenta k. Assim,

Tij = —ut(% + %)%MU, (3.35)
onde
k= L)) = = (2] + 2] + ) (3.36)
21 2 ’

!

eu;, =u; — [wl],i=1,..,3.

O termo u; da Eq. (3.35) é denominado de viscosidade turbulenta e deve ser calculado
utilizando-se algum dos modelos de turbuléncia existentes. Substituindo-se o modelo de
Boussinesq, Eq.(3.35) em Eq. (3.34), consegue-se resolver o problema de fechamento
usando a hipotese de viscosidade turbulenta. Observe que no lugar do termo de pressao
original surge uma pressao modificada p, dando origem a equagao

a%:i]) n a(ﬁ[g)‘ﬁj[uj]) = —gfi + a%j{(u + ut)(%[z;] + %)} +pgi+[fil- (3.37)

O termo envolvendo a energia cinética turbulenta durante a substituicao resulta em um
gradiente de energia cinética turbulenta que é incorporado ao termo de pressao estatica,
originando a equacao para a pressao modificada, p = p + %pk, a qual pode ser escrita

também na forma nao conservativa,

,5(9[81;-] +p[ui]8g2]) _ _gg + %{uef@[—f - %)} +7g: + [,
88[1;] =0 (3.38)

Com as equacoes filtradas definidas acima, falta um modelo que permita avaliar a
viscosidade turbulenta. No presente trabalho, a modelagem sub-malha de Smagorinsky é

utilizada devido a eficiéncia e facilidade de sua implementacao.

3.4.2 Modelo Sub-Malha de Smagorinsky

O Modelo Sub-malha de Smagorinsky para Simulacao de Grandes Escalas, adotado
no presente trabalho, permite verificar a capacidade da metodologia em trabalhar com
viscosidade variavel. Este modelo foi proposto por Smagorinsky (1963), tendo sido o
primeiro modelo com o objetivo de se calcular a viscosidade turbulenta e modelar o

tensor de Reynolds. E um modelo de simples implementacio, porém exigente quanto ao
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refinamento da malha uma vez que ele se presta & modelagem apenas das menores escalas
da turbuléncia (OLIVEIRA, 2006).

Trata-se de um modelo sub-malha algébrico, baseado na hipotese de equilibrio local
para as pequenas escalas, ou seja, que a producao de tensoes turbulentas sub-malha seja
igual a taxa de dissipagao da energia turbulenta. A viscosidade turbulenta p; é calculada

em funcao da taxa de deformagao S;; e da escala de comprimento ¢,

MUt = (CSK)Z\/ 2SijSija (339)

onde ¢ = y/AxAy é o comprimento caracteristico das escalas sub-malha e é uma funcao
da malha de discretizagao. C é a constante de Smagorisnky relacionada a transferéncia
de energia das grandes escalas para as pequenas escalas. Por fim, a taxa de deformacgao

S;; € calculada com base no campo de velocidades,

! (a“i L9y ). (3.40)

S = =
Y2 Ox;  Ox;
Com o calculo da viscosidade turbulenta é possivel determinar a viscosidade efetiva
tef @ qual é composta pela viscosidade molecular ¢ mais a viscosidade turbulenta ., tal

que

frer = p1 4 p(Csl)?/25:;S5;. (3.41)

Quanto a constante de Smagorinsky C§, no presente trabalho foi utilizado o valor de
0, 18, sendo no entanto, consenso que esta constante pode ser ajustada para cada tipo de
escoamento ou co6digo computacional.

Apesar de ser um modelo simples, o modelo de Smagorisnky possui pontos que justi-

ficam a sua utilizacao. Dentre eles podem-se citados:
e Modelo de facil implementacao computacional.

e Apesar da necessidade do ajuste de uma constante, o modelo ainda assim guarda um
carater mais universal com relacao a modelagem da turbuléncia quando comparado

com os modelos da familia URANS (Unsteady Average Navier-Stokes Equations).

e O processo de transferéncia da energia cinética turbulenta entre as diferentes escalas

é bem modelado para escoamentos completamente turbulentos.
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O ajuste da constante C para cada tipo de programa e o fato de que a modelagem
apresenta deficiéncia no célculo da viscosidade junto as paredes apresenta-se como des-
vantagens para a modelagem de Smagorisnky. Apesar disto, esta modelagem é utilizada

no presente trabalho.

3.5 Adimensionalizacao das Equacoes

A ascensao de uma bolha é governada por quatro parametros adimensionais, envol-
vendo as razoes entres as massas especificas e viscosidades da fase continua e da fase
dispersa, isto é v = pg/pe € A = pq/pe. Novamente, os subscritos “c”’ e “d” denotam as re-
gioes de fase continua e de fase dispersa, respectivamente. Os outros dois parametros sao
definidos pela presenca da aceleracao da gravidade g, pelo diametro da bolha ou diametro
da fase dispersa dy, pelo coeficiente de tensao superficial T[N/m], pela massa especifica

pe € pela viscosidade do fluido p.. Assim, podem ser definidos

2d3
N = PSdd (3.42)
12
pegdy
Fo = Pd%d 3.43
0= "% (3.43)

O primeiro niimero (3.42) é chamado de niimero de Galileo ou namero de Arquimedes, o
qual mede a importancia relativa das for¢gas de empuxo e das forgas viscosas. O segundo é
usualmente chamado de nimero de FEdtvds e é a razao do empuxo pela tensao superficial.
Na literatura de engenharia quimica, N é freqiientemente substituido pelo nimero de

Morton,
= g_,u‘cl = E—OS (3.44)
pI3 N2’
o qual é constante para um dado fluido se a aceleracao gravitacional é constante.
Tais parametros adimensionais definem o comportamento da bolha. Assim, quando
as bolhas sao pequenas e a tensao superficial é alta, as bolhas permanecem esféricas e
a dinamica é independente da tensdo superficial (ESMAEELI e TRYGGVASON, 1998),
definindo um baixo ntmero de E6tvos. Para baixos valores de Fo e N, as bolhas se
mantém esféricas. Para altos valores de N, elas se tornam elipsoidais. A medida que

FEo aumenta, as bolhas eventualmente assumem a forma de “calotas esféricas”. Para N

moderados, as bolhas apresentam um movimento na forma de um zigzag ou um caminho
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helicoidal. Para altos valores de N, a ascencao de uma bolha é normalmente turbulenta.
Para altos valores de Fo e N, as bolhas podem se deformar e até mesmo se fragmentar.

Um importante parametro a ser determinado consiste no nimero de Reynolds, o qual
relaciona forcas de inércia com forcas viscosas. Em escoamentos multifasicos, s6 é possivel
determinar Re apo6s o calculo da velocidade terminal, ou seja, apos determinar a velocidade
para a qual a bolha apresenta aceleragao nula ou se encontra em regime estacionario.
Resultados experimentais apresentam o nimero de Reynolds para quando a bolha entra
em regime. Por isso numericamente busca-se esse valor.

Para o calculo da velocidade do centroide (centro de gravidade) das bolhas, apenas
os pontos lagrangianos sao utilizados a fim de se evitar oscilagoes devido ao processo de
remalhagem da malha euleriana. Dessa forma a posicao do centroide ry, é dado em funcao
da posicao dos pontos lagrangianos X e da area da bolha A,. O método para o calculo

desse parametro é proposto por Bunner e Tryggvason (2002) e é dado por

1 1
f%:/dAZ— Vﬁxmz—fxqmn (3.45)
a2 2 /1
1 1 1
ry = A_b " XdA = 2—14b " V(X . X)dA = 2—141) F(X . X)ndF (346)

A velocidade do centroide ou wvelocidade terminal da bolha, v, = (up(s,t),vp(s,1)),

pode ser obtida da mesma forma, dada por

1 1 1
Vo Ab [4;, i Ab Ay v ( " b) Ab f;‘ <u ’ n) (3 7)

onde u;, é o vetor velocidade da interface.

O namero de Reynolds é entao definido por

od
Re = L2 (3.48)

e

Devido a tensao interfacial surge um salto de pressao entre as duas fases. Este salto
de pressao pode ser calculado analiticamente para o caso de uma interface circular, o qual

pode ser feito pela seguinte equagao (WHITE, 1991):

2T

=T 4
Pa— D 0 (3.49)

Adimensioanlizando a Eq. (3.49) e dividindo-a por prgds, tem-se

Ap 2T

_ , 3.50
pcgdd pcgd3 ( )
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ou

2
Ap* = —.
P FEo

(3.51)

Esse tratamento analitico ¢ também conhecido como a Lei de Young-Laplace. Esse
resultado é utilizado como referéncia para os resultados numéricos com baixos valores de
nimero de E6tvos.

Determinados os parametros adimensionais e sabendo-se que os escoamentos bifasicos
gerados por gravidade nao apresentam uma velocidade caracteristica que possa ser a
priori definida, as escalas de velocidade e tempo sao entao baseadas na gravidade e no
diametro caracteristico da bolha. Define-se entao U = y/dgg e t = \/M- O diametro
da bolha dg4, e as propriedades do fluido p. e . sao também adotados como parametros
caracteristicos. A equacdo de movimento filtrada (Eq. 3.38) e adimensionalizada na forma
tensorial é entao dada por

*

(g:; +uf8i:u;> = _g_];; + ai; [é(u +ut)<gz§ + gzj>]+% +r'g, (3.52)

7 dda 7 Ua d/Ua chQ, Ug/da [ T/dga pca t ,uca

Resumo do Modelo Matemaéatico

As equacgoes a serem resolvidas, descritas neste capitulo, sao dadas na forma dimensi-

onal por
(g—?—i—u Vu) =-Vp+V- [u(Vu—l—VuT)} +pg +1, (3.53)
V-u=0, (3.54)
£(x, 1) = / F(X, £)5(x — X)dx, (3.55)
F(X, 1) = ZT 4T a_x | kn, (3.56)
% = /Qu(x, 1)o(x — X(s,1))dx + u (X, t)t, (3.57)

e na forma adimensional por,

(?92;* +u aa*“;> - _% * ai% [é(ﬂ* +uf><aur * 8uj>]+f_0 Teeh (3:58)
? J




TR (1) t,p*: [p] g £ 1 e )

i_dda A U7 :dd/U pCUQag _UQ/dda _T/diap _Pc,'ut_,uc

As Eoiuagées (3.53)-(3.57) fornecem uma formulagao mista lagrangiana-euleriana para
escoamentos com a presenca de interfaces fluido-fluido. As Egs. (3.53) - (3.54) sdo as
equacgoes de Navier-Stokes para escoamentos incompressiveis, as quais se incorporam os
efeitos da presenca das interfaces moveis. A presenca da interface é modelada por intermé-
dio da densidade de forga, a qual atua somente ao longo da interface e é determinada pela
tensao superficial existente entre os fluidos, no caso de haver apenas interface fluido-fluido.

As equagoes (3.55)-(3.57) descrevem a interagao entre a fase continua e a fase dis-
persa. Note que a funcao delta de Dirac permite mudar da formulacao euleriana, fase
continua, para a formulacdo lagrangiana, fase dispersa. A Eq. (3.55) espalha as tensoes
superficiais da interface para o dominio euleriano. Por outro lado, a Eq. (3.57) interpola
as velocidades do dominio euleriano para os pontos lagrangianos. As Egs. (3.55) e (3.57)

sao denominadas espalhamento e interpolacao respectivamente.



36



Capitulo 4

Metodologia Numérica

O enfoque deste capitulo é a discretizacao dos dominios euleriano e lagrangiano, bem
como as discretizacoes espacial e temporal das equacgoes de Navier-Stokes e as equacoes
para o movimento da interface. A discretizacao numeérica das equagoes de Navier-Stokes é
feita numa malha euleriana, enquanto que as equagoes para o movimento da interface sao
discretizadas por uma malha lagrangiana movel, independente da malha euleriana (Fig.
4.1). As duas malhas sdo tratadas separadamente e as informagoes sao trocadas entre

elas por meio de interpolagoes e espalhamento.

malha euleriana

alh
| lagrangiana

PIZAS

Ax

Figura 4.1: Representacao esquematica da malha euleriana e da malha lagrangiana.

A solugao das Eq. (3.10) e (3.11) é feita de forma segregada, o que leva a necessi-

dade de tratar o acoplamento pressao-velocidade. Um método dos passos fracionados é
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escolhido para tratar o acoplamento entre a pressao e a velocidade. Um método das dife-
rencas finitas é utilizado aqui para a discretizagao espacial em malhas deslocadas. Quanto
a discretizacao temporal, uma estratégia semi-implicita baseada no Método de Gear e no
Método de Euler é adotada. Assim, as equacoes para as velocidades sao discretizadas de
forma semi-implicita. Os sistemas lineares gerados sao resolvidos por intermédio do mé-
todo multigrid-multilnivel, o qual é detalhado no Capitulo 5. Tais discretizacoes ocorrem
no dominio euleriano sendo apresentadas nas Sec¢oes 4.1, 4.2 e 4.3. A comunicagao entre
os dominios lagrangiano e euleriano é mostrada na forma discretizada na Secao 4.6.

As equagoes para o movimento da interface, bem como a discretizagao para o calculo
da forca lagrangiana, sao apresentadas na Secao 4.7. Por fim, a Secao 4.8 apresenta os
critérios de estabilidade associados ao esquema numérico, necessarios a escolha do passo

de integracao no tempo.

4.1 Discretizacao Temporal

Varios métodos numéricos tém sido propostos para resolver modelos dados por equa-
¢oes diferenciais parciais discretizadas no tempo e no espaco. Para este tipo de problema,
métodos implicitos-explicitos (ou semi-implicitos) tém sido freqiientemente usados, espe-
cialmente em conjunto com métodos espectrais (KIM e LU, 2006). Em problemas de
conveccao-difusao, é comum verificar a aplicacao de um método explicito para o termo
advectivo e de um método implicito para o termo difusivo. Badalassi et al. (2003), utili-
zam o Método de Gear Modificado (SBDF - Semi Backward Difference Formula), também
denominado Método de Gear Extrapolado para a discretizacao temporal. Neste método,
a discretizacao é semi-implicita, sendo o termo difusivo tratado implicitamente e o termo
advectivo tratado explicitamente.

Ascher et al. (1995) fazem uma anéalise sistematica da performance de esquemas tem-
porais, dando particular atencao ao desempenho de tais esquemas quando usados simul-
taneamente com métodos multigrids e métodos espectrais, pois tais métodos asseguram
uma forte amortizacao das altas freqiiéncias do erro. Tal propriedade tem papel impor-
tante na dependéncia temporal dos métodos multigrid e espectral. Ascher et al. (1995)
demonstram que para métodos multigrid os esquemas numéricos SBDF e MCNAB (Mo-

dified Crank-Nicolson Adams-Bashforth), requerem menos iteragbes por passo de tempo
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que outros métodos semi-implicitos. Outra analise relevante do autor identifica qual é o
método mais efetivo ao se utilizar diferencas finitas ou métodos espectrais. Para o caso
de diferencas finitas, SBDF apresenta-se eficiente com largos passos de tempo a baixos
Reynolds. Para Reynolds elevado, SBDF de terceira e quarta ordem sao recomendados,
assim como CNLF (Crank-Nicolson Leap-Frog). SBDF também é sugerido para métodos
espectrais com Reynolds moderados sendo observada uma restrigao severa ao CNLF.

Na estratégia semi-implicita, usa-se a estratégia a seguir valida para equacoes predo-
minantemente difusivas, tais como

09 _

5 = V- (Vo). x>0, (4.1)

A Eq. (4.1) pode ser reescrita como

L p—
E - va (b + f(¢)7 (42)

onde C), é uma constante no espago e no tempo e

f(@) =V - (xVe) — C\V*. (4.3)

Ao tratar na Eq. (4.2) o termo C, V?¢ implicitamente e o termo f(¢) explicitamente,
obtém-se uma discretizacao semi-implicita que pode ser facilmente solucionada. Pode-se
verificar que a discretizacao por intermédio do Método de Euler é incondicionalmente
estavel se

Cy > smaz{x}. (4.4)

N | =

Essa mesma idéia pode ser aplicada as equacgoes de Navier-Stokes. Partindo-se do

Método de Gear e para uma dada uma funcao ¢, tem-se

a2¢n+1 +a1¢n —f-Oéogf)nil _

A f(l,n+17yn+1>7 (45)

onde o indice n 4+ 1 define o passo de tempo atual e os indices n — 1 e n identificam os
passos de tempo nos tempos precedentes.

Aplicando-se a idéia descrita na Eq. (4.2) e abrindo-se o termo advectivo, o termo
forgante e o termo gravitacional explicitamente em dois passos de tempo precedentes (n e

n—1) e o termo difusivo no passo de tempo atual multiplicado por uma constante, tem-se

a2¢n+1 + a1¢n + Cy0¢n—1
At

= A\V?¢" ! + Big1(¢") + Bogo(¢" ), (4.6)
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onde os indices 0, 1 e 2 sao referentes aos tempos n — 1, n, n + 1, respectivamente. Os

coeficientes « e 3 sao dados por

A2 + 2At, Aty

= Ats = At + At 4.

27 Ato(Ato + AL ’ 1S (47)
A2+ 2Ato Aty + A8 Aty

- _ == 4.

a AtQ(AtQ + Atl) ’ ﬁl AtQ - At1, ( 8)
At? Aty

_ et S 4.

T Ato(Ato + AL) & Aty — Aty (4.9)

onde At; = t"" —t" e Aty = t" —t"". Quando At; = Aty, ou seja quando o passo tem-
poral é uniforme, obtém-se as seguintes constantes usualmente encontradas na literatura
(GEAR, 1967, 1969, 1971) ap = 3, a1 = =2, ap = 3, 1 = 2, e fp = —1.

Aplicando-se a mesma idéia da Eq. (4.6) em Eq. (3.10), tem-se a discretizac¢ao tem-

poral de segunda ordem para as equagoes de Navier-Stokes, tal que

pn = pc+ (Pd - pc)@/J(X(S, t))n7 (410)

I = g e+ (a — pe) b (X (s, )", (4.11)

%(O@Un—i_l + oqu” + qou” ) = AV + Bigi (u”, i)
(4.12)

+ Bogo(u" ™, iy ) = Vpitt 4 p'g,

V-u"t =0, (4.13)

onde
g=-AVu+V- [ (Vu+Vu')] —u-Vu+f (4.14)
A= | e s (4.15)

Dadas as condicoes iniciais para as velocidades e propriedades do fluido no primeiro
passo de tempo, é necessario calcular esses valores para o segundo passo de tempo. Como
Gear é um método de trés passos no tempo, recorre-se ao Método de Euler para resolver
as equacoes de Navier-Stokes no segundo passo de tempo. Para que isto seja possivel,
considera-se as = 1, a3 = =1, ag =0, B = 1 e By = 0. A partir do terceiro passo no
tempo, o Método de Gear Extrapolado é aplicado normalmente. Para ambos os métodos

no presente trabalho, adota-se C', = 2.
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4.2 Acoplamento Pressao - Velocidade

A solugao das Egs. (3.10) e (3.11) é feita de forma segregada, o que leva a necessidade
de tratar o acoplamento pressao-velocidade. Os métodos de projecao, ou métodos de
passo fraciondrio, tém origem nas observagoes de Chorin (1968) sobre o papel da pressao
em escoamentos incompressiveis. Chorin constata que a pressao nao desempenha papel
termodinamico, mas forca a condicao de incompressibilidade, o que leva & uma discre-
tizacao baseada na separagao de operadores. Nessa estratégia, velocidade e pressao sao
determinadas em dois passos. No primeiro, um campo de velocidades auxiliar u é calcu-
lado com a equacao de balanco da quantidade de movimento, desprezando-se a condicao
de incompressibilidade. No segundo, o campo de velocidades auxiliar u é projetado no
espaco dos campos vetoriais com divergente nulo para calcular a pressao ou a correcao de
pressao. Esta possibilita a atualizacao do campo de velocidades. A projecao que define o
segundo passo é fundamentada no teorema de Decomposicao de Hodge. Assim, para uma
regiao D no espaco com um fronteira suave 0D, qualquer campo vetorial w em D pode

ser decomposto de forma tinica em
w=u+ Vg, (4.16)

onde u tem divergente nulo e é paralelo & 9D, isto ¢, u-n = 0 em 0D (CHORIN e
MARSDEN, 1993). Ha varias discretizagoes para o método de projegao, as quais diferem
na forma de calcular o campo de velocidades auxiliar @ e o passo de projecao. Adotamos
uma estratégia semi-implicita proposta por Bell, Collela e Glaz (1989).

Num método dos passos fracionados, utilizam-se os campos de velocidade, pressao e

forca nos tempos precedentes para calcular uma estimativa para a velocidade no tempo

+

atual, u" ™. A Eq. (4.12) é reescrita com esse campo auxiliar u"™!, ou seja,

Z_t(QQﬁn+1 + ozlu" + Oé()lln_l) — )\V2ﬁ”+1 +61g1(un;,ugf)
(4.17)

+ Bogo(u" ™, ulr ) = Vo' + pg,

Subtraindo a Eq. (4.12) da Eq. (4.17), tem-se o campo de velocidade estimada

u = (@, 0) dado por
1 ntl AtVgt!

u'=u , 4.18
agp” ( )

n-+

onde ¢"™' = p"™! — p" representa a corre¢io de pressao. Substituindo (4.18) em (4.17),



42

encontra-se

ot AAE 1
PAt (apu™! + auu® + agut) = AV2uH - vt ¢ _V2<_nvqn+1)
Q2 P
+ Siga(u”, ply) + Bogo(u" ™, qu‘l) (4.19)
— Vp" +p'g.
Subtraindo (4.19) de (4.12), tem-se
n+1 n+1 n At n+1
Vptl = Vgt 4 vt — v[w(mm )] (4.20)
2

Dessa forma, a solugdo da Eq. (4.20) garante segunda ordem para a pressao (BROWN
et al., 2001). Segundo este autor, se a massa especifica é considerada constante a Eq.
(4.20) se reduz a

AAL

pn+1 — qn+1 +pn - nqunJrl. (421)
Qop

No presente trabalho, como nao se pretende resolver mais uma equagao, a qual exigiria
a solucao de um sistema linear, para que se tenha segunda ordem de convergéncia para a
pressao quando se tem massa especifica varidvel, a atualizacao da pressao passa entao a
ser dada por

Pt ="+ (4.22)

Dessa forma no minimo primeira ordem é assegurada para a pressao (BROWN et al,
2001). A Eq. (4.21) nao é considerada neste trabalho, pois a Eq. (4.22), apresentou maior
estabilidade nos testes de convergéncia.

Para a solucao da Eq. (4.12) falta ainda definir a equacdo para a corre¢do da pressao

q. Aplicando o operador divergente na Eq. (4.18), tem-se

1
V- [pn-i-l

At
(%)

V@t = veoutt o vq”“] (4.23)

Considerando a condigao de incompressibilidade (V - u"*! = 0) e substituindo na Eq.
4.23), obtém-se a equacao diferencial eliptica ou a equacao para a correcao da pressao
(4.23), quag p quagao p G p ,

dada por

1
anrl

v (4.24)

V'[ At

Vq”“} =

E importante destacar aqui que as condi¢oes de contorno empregadas para as veloci-

dades devem ser periodicas ou condi¢oes de contorno de Dirichlet (BROWN et al., 2001),
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o qual impoe a condicao de contorno fisica para o campo de velocidade estimada, ou seja,
Sptl ot
u” |§Q— u” |5Q . (425)

Se condigoes de contorno periddicas sao usadas paras as velocidades o mesmo tipo
de condicao deve ser aplicado a pressao e conseqiientemente ao calculo da correcao de
pressdo. O fato de se utilizar condi¢oes de contorno de Dirichlet (Eq. 4.25) para 1,
implica no uso de condic¢oes de contorno do tipo Neumann homogéneo para a correcao de
pressao ¢. Isso decorre do fato de que a Eq. (4.18) é valida em todo dominio 2. Logo a

equacao abaixo também é verdadeira.

Z&t‘7qn+1

0" [so=u"t! : 4.26
u"" so=u""" |50 + aap™t oo (4.26)
Sabendo que "™ |so= u""! |59, e substituindo na Eq. (4.26), tem-se
Vq" ! o= 0, (4.27)
aqn—l—l
=0, 4.28
on lao ( )

onde n é o vetor unitario normal a fronteira do dominio.
Deve-se observar que, na solu¢ao da equacao diferencial eliptica (Eq. 4.24) com con-

digdes de contorno tipo Neumann homogéneo (Eq. 4.28), a condigao de integrabilidade

aqn—l—l

&%) -~
—V - -udx =
Q At o0 8n

deve ser garantida (STRICKWERDA, 1989). A condi¢ao de integrabilidade acima afirma

ds =0, (4.29)

que a integral do lado direito da Eq. (4.24) deve ser nula, tal condi¢ao deve ser verificada

numericamente a cada passo no tempo. Para tal, o seguinte procedimento ¢ adotado:

e Calcular numericamente a integral do lado direito da Eq. (4.24), obtendo uma

constante.

e Subtrair essa constante do termo direito, forcando que o seu valor seja nulo.

Se condicoes de contorno do tipo Dirichlet sao utilizadas para a correcao da pressao,
Weinan e Liu (1995) afirmam que ndo somente a precisao da corregao da pressao deteriora
para ordem zero, como também as velocidades estimadas também se deterioram para
O(AtY/?).

O método dos passos fracioandos e o acoplamento entre os dominios lagragiano e

euleriano pode ser resumido na seguinte seqiiéncia de calculo:
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Calcular a massa especifica:
p" = pe+ (pa— pe)(X(s,1))",

Estimar o campo de velocidade - Eq. (4.17);

Com o campo de velocidade estimado, calcular a correcao de pressao:

v [#Vq"“}: %v A

Corrigir o campo de velocidades, utilizando-se:

Atvqn—‘rl .

n+l _ ﬁn—l—l . :
ann-i-l

u

Corrigir o campo de pressao, utilizando-se:
Pt ="+ g
Calcular a viscosidade:
it = gy e+ (pa — pe) (X (s, )"

Calcular a densidade de forca euleriana:

or oX
Frl= — ¢t 4+ 7| =— :
ot T 5 |

Realizar o espalhamento da forca euleriana:

f= /F(X,t)é(x — X)dx;

Realizar a interpolacao das velocidades:
u= / u(x,t)(x — X(s,t))dx;
Q

Calcular a nova posicao da interface:

‘96_): = | u(x, (% — X(s,1))dx + ua(X, )t
Q

Verificar a conservagao da massa dentro da tolerancia especificada;

Avancar para o proximo passo no tempo.

(4.30)
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4.3 Discretizacao do Dominio Espacial

O dominio computacional considerado no presente trabalho, a exemplo de outros au-

tores, é o retangulo [A;, Bi] X [As, Bs]. Inicialmente este dominio é discretizado com

uma malha regular com M x N células computacionais e espacamentos Az = %Al e
Ay = 32%142 nas direcoes x e y, respectivamente.
Por definicao, o centro de cada célula computacional é definido por
xi = (r095) = lan + (i = 5)Az, a3+ (j — )], (4.31)

paral <i< Mel<j<N.

Para comportar as condigoes de contorno, emprega-se uma camada adicional de cé-
lulas ou mais ao redor de todo o dominio. Esse conjunto de células é denominado de
células fantasmas, cujos centros sao dados por (xo,y;), (Tars1,Y;), para 0 < j < N + 1,
(i, 90), (Ti,yn+1), para 0 < i < M + 1. A Fig. 4.2 apresenta um dominio computacional

retangular com uma camada de células fantasmas.
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Figura 4.2: Esquema representativo de uma malha computacional retangular com uma

|
'

— > 0 —+» 9 _{» 0 —Ff» 0 —» 0 —}» 0 —»

|
!
|
1

——

— > 0 —f» 0 —f» 0 —f» 0 —» O _» o0 — =

—

camada de células fantasmas (linhas pontilhadas) ao redor do dominio. As flechas indicam
as posicoes das variaveis deslocadas i.e., u e v e os circulos as posicoes das variaveis

centradas p, [, p, gy.

Uma vez que o dominio computacional com seu conjunto de células tenha sido es-

tabelecido, falta decidir a locacao das variaveis u,f,p e as propriedades do fluido u e
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p. As células deslocadas do esquema MAC (Marker and Cell), introduzias por Harlow
e Welch (1965), sao adotadas neste trabalho. Nesta discretizacdo, as variaveis escalares
(e.g., pressao, divergente) sao definidas para os centros das células e as variaveis vetorias
(e.g., velocidades, termos forcantes, gradiente de pressao) tem suas componentes verticais
definidas no meio das faces horizontais das células e as componentes horizontais definidas

no meio das faces verticais das células (veja Fig. 4.3).

By
- - -T-TT - T -0 =- |
| |
| g |
ue o P | AX

f” | P, I
Xi’j : uef. :
[H] |
| |

V|,J

in,j

Figura 4.3: Localizacao das variaveis na célula de MAC.

A principal razao dessa escolha esta no fato de que é possivel definir convenientemente
aproximacoes de segunda ordem para os operadores divergente e gradiente, de forma que
a discretizagao da projecao apresente excelentes propriedades numéricas, permitindo uma

facil aplicagdo dos métodos multigrid na solucao da equagao de Poisson (ROMA, 1996).

No presente trabalho, as equacoes de Navier-Stokes e de movimento da interface sao re-
solvidas em um dominio computacional bidimensional (2 = [A;, B;] x [As, Bs]), tanto em
malhas cartesianas uniformes quanto em malhas cartesianas bloco-estruturada refinadas
localmente. As ultimas consistem em uma seqiiéncia de malhas devidamente agrupadas
e progressivamente refinadas nas regides de interesse 4 uma razao de 2 (r = 2). Esta hie-
rarquia de malhas é composta de niveis de refinamento gerados a partir de um nivel base
a um nivel mais refinado, de forma que a4 medida que certas propriedades fisicas de inte-
resse do escoamento vao se alterando, as malhas tendem a acompanhar estas propriedades,

definindo assim o carater adaptativo.

Para a malhas pertencentes aos demais niveis de refinamento, o espacamento é definido
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por
A

Az = % (4.32)
A

Ay = =2, (4.33)

onde [ identifica os demais niveis hierdrquicos que sao progressivamente refinados e lpqse
representa o nivel base, o qual é uma malha fixa que cobre todo o dominio, assim [y, <

[ < Lyop-

4.3.1 Refinamento Local Adaptativo

Esta secao apresenta de forma detalhada o processo de geragao das malhas bloco-
estruturadas refinadas localmente ou, simplesmente, malhas compostas. A metodologia
apresentada nas segoes anteriores sao extendidas sem qualquer restricao das malhas uni-
formes para as malhas refinadas localmente, tomando-se apenas o cuidado no processo
de comunicacao entre as malhas compotas, ou seja, no processo de geracao das células
fantasmas. Detalhes sobre este processo de formacao das células fantasmas na malha
composta sao apresentados na Segao 4.4.

Em particular, a discretizagao de um dominio fisico na malha uniforme Cartesiana (2)
é substituida por uma hierarquia de malhas devidamente agrupadas com espagamentos su-
cessivamente mais finos. Embora métodos de projecao para escoamentos incompressiveis
tém sido desenvolvidos para malhas refinadas localmente que possuem um refinamento
tanto no tempo como no espaco, no presente trabalho a solu¢ao numérica em todos os
niveis é avancada ao mesmo tempo. Desse modo tanto a descricao do método adapta-
tivo quanto sua implementacao, sao simplificadas. Como no método nao-adaptativo, a
malha lagrangiana no método adaptativo é livre para se mover pelo dominio fisico, nao
sendo necessario coincidir com a malha euleriana. Em contraste, é necessario que a malha
adaptativa envolva completamente a interface.

Desenvolvida inicialmente por Berger e Oliger (1984), a metodologia de malhas bloco-
estruturadas refinadas localmente permite obter a solucao de equacoes diferenciais par-
ciais. Posteriormente esta aproximacao se mostrou efetiva para a simulacao de dinamica
de gases em duas dimensoes (BERGER e COLLELA, 1989) e em trés dimensoes (BELL

et al., 1991). Howell e Bell (1997) aplicam o esse tipo de refinamento em escoamentos
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incompressiveis recorrendo ao método de proje¢ao de Bell, Collela e Glaz. Minion (1996),
por usa vez aplica a metodologia de refinamento localizado considerando um método de
projecao adaptativo para equacoes de Euler em um escoamento incompressivel bidimen-
sional utilizando a projecao MAC para assegurar uma restricaio de segunda ordem do
divergente. Escoamentos bidimensionais com densidade variavel sao apresentados por
Almgren et al. (1993), os quais nao incorporam o método de projegao MAC mas sim uma
formulagao onde o termo advectivo é tratado de forma nao conservativa. Roma (1996)
estende a metodogia de refinamento adaptativo para escoamentos ao redor de geometrias

complexas, onde o problema ¢ tratado empregando o Método da Fronteira Imersa.

Pelo fato das equacdes diferenciais parciais serem freqiientemente suaves sobre grande
parte do dominio, mas contendo camadas limites ou regioes internas isoladas que apre-
sentam elevados gradientes, shoques ou descontinuidades onde a solugao ¢ geralmente
dificil de ser obtida, o refinamento local adaptativo se apresenta como uma alternativa
eficiente e robusta capaz de captar fendmenos locais sem elevado custo computacional.
Dinamicamente, malhas mais finas sao entao aplicadas na regiao de interesse, tendo como
base uma malha grossa que cobre todo o dominio. Assim, a solu¢ao em cada malha pode
entao ser aproximada por diferencas finitas como feita na malha uniforme. Por se tratar
de equacgoes dependentes do tempo, as regioes de interesse variam com o tempo. Desta
forma as malhas precisam se adaptar ao longo do tempo a regiao de interesse. Essa téc-
nica denominada de adaptatividade ou dinamicidade é aqui implementada e realizada a
medida que a interface se move ou sdo geradas novas regides de alta vorticidade e/ou
turbuléncia. A Fig. 4.4 apresenta de forma esquemética uma malha composta com trés
niveis de refinamento, onde ; é a malha base que cobre todo o dominio. As regioes (22

e O3 referem aos outros niveis de refinamento.

4.3.2 Geragao de Malhas

Malhas adaptativas refinadas localmente sao dadas pela uniao de blocos de malhas
retangulares orientadas com espagamentos seqiiencialmente menores. Cada uma dessas
malhas estao alinhadas com os eixos de coordenadas e sao formadas basicamente por pon-
tos onde o erro da solugao da malha mais grossa é elevado devido a fenomenos localizados

(e.g. alta turbuléncia, alta vorticidade, presenca da interface).
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Figura 4.4: Exemplo de malha composta com trés niveis de refinamento.

Antes de descrever o processo de selecao de pontos, é necessério definir algumas pro-
priedades da malha composta que devem ser obedecidas a fim de permitir que a dis-
cretizacao e a solucao do problema sejam nao somente possivel, mas também simples
e eficiente. Tem-se que as malhas compostas sao definidas por uma seqiiéncia hierér-
quica de malhas agrupadas, progressivamente refinadas as quais formam niveis que vao
de | = lpgse + 1,...,li0p, onde Iy, define o nivel mais fino. Se Gip, k= 1,2,...,n, é 0
conjunto de malhas retangulares com um mesmo espagamento (Az, Ay), no qual os seus

lados sao orientados de acordo com os eixos de coordenadas, entao o nivel [ é definido por
{nivel 1} = U G, (4.34)
k

onde G;; NGy, = 0, j # k, isto é, que duas malhas diferentes nao se sobrepéem. O
espacamento da malha em um dado nivel nao é arbitrario embora o espacamento para
o nivel [ + 1 deve ser menor que o nivel [, diferenciados por um fator inteiro » > 1, ou
seja, Axyyq = %. Escolhas tipicas para essa razao de refinamento sao geralmente 2 ou 4.
Como na malha uniforme, os centros das células nas malhas Cartesianas em um dado nivel
[ sdo os pontos X;; = (A1 + (i + 3)Az;, A> + (j + 3)Ay;)), entretanto é importante notar
que somente no nivel [y, = 1 0 dominio é completamente recoberto por um conjunto de
malhas ou blocos retangulares.

A Fig. 4.5 apresenta uma seqiiéncia de malhas refinadas localmente & uma razao igual
a 2. A malha é composta de trés niveis de refinamento, onde o nivel base G (lpgse) cobre
todo o dominio. O segundo nivel é formado por outras duas malhas - G2 e G2 2, € por
fim um terceiro nivel com outras duas malhas irmas definidas por G5 1 e Gg.

As malhas para diferentes niveis em uma hierarquia precisam estar “corretamente
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Figura 4.5: Malha composta corretamente agrupada.

agrupadas”, isto significa que as duas propriedades abaixo precisam ser satisfeitas:

1. Os cantos de uma malha mais fina coincidem com os cantos das células pertencentes

a um nivel imediatamente abaixo.

2. Malhas mais finas devem estar no interior da uniao das malhas do nivel abaixo,

exceto quando tocam as bordas do nivel fisico.

A Fig. 4.6 exemplifica duas malhas compostas ditas “nao corretamente agrupadas”.
Em cada um dos casos somente uma propriedade é violada. Para o primeiro caso (a
esquerda), as extremidades das malhas do nivel mais fino ndo tocam as extremidades
das células do nivel imediatamente abaixo. No segundo caso (a direita), o agrupamento
é dito nao apropriado pois as células pertencentes ao terceiro nivel estao diretamente
adjacentes as células pertencentes ao segundo nivel. Vale observar que estas propriedades
nao estao restritas a apenas uma malha, ou seja, todas as malha em qualquer nivel devem
obedecer tais propriedades. A Fig. 4.5 apresenta um conjunto de malhas onde todas sao
consideradas corretamente agrupadas.

Para assegurar a propriedade 2, camadas de células devem ser adicionadas ao redor de
cada malha. Desta forma é garantido que descontinuidades ou regioes com erros elevados
nao se propaguem da malha mais fina para uma mais grossa até que uma remalhagem
seja requerida. Em muitos casos tem-se observado a aplicagao dessas camadas com duas
células. Para os casos em que ha a presenca da interface este ntimero é bem maior,
pois quanto menos remalhagem houver durante o processo de simulagao, menos erros sao

inseridos na solucao.
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Figura 4.6: Malhas nao corretamente agrupadas: propriedade 1 é violada (esquerda) e

propriedade 2 é violada (direita).

No inicio do processo computacional, somente a malha base e o ntimero maximo de
niveis sao especificados pelo usuario. O numero de niveis passa entao a ser limitado
somente pela memoria do computador que esta sendo usado. Cada malha é armazenada
independentemente das outras malhas, contendo seu proprio vetor de solucoes. A malha
base lpse Sempre tem o nimero de células em cada dimensao igual a poténcia de 2 para
facilitar a solucao das equacoes para a velocidade e correcao de pressao pelo Método
Multigrid-Multinivel.

O processo de geracao de malhas consiste de passos bésicos sendo que, para cada nivel

existente, o0 mesmo procedimento é aplicado para gerar o proximo nivel:
1. selecionar os pontos onde o refinamento se faz necessario,
2. agrupar os pontos selecionados,
3. gerar as malhas para cada agrupamento,

4. avaliar a eficiéncia, repetir o processo caso a eficiéncia nao seja atingida.

4.3.2.1 Selecao de pontos

Grande parte do sucesso do algoritmo de refinamento adaptativo consiste na geracao
eficiente de suas malhas, a qual é realizada a partir um processo inicial de selecao de
pontos. Varios critérios para a selecao de pontos tém sido propostos. Berger e Oliger
(1984), utilizam a extrapolacdo de Richardson para estimar o erro local da solugio e

selecionar os pontos onde o refinamento se faz necessario. Roma (1996), em contraste
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com essa abordagem, e conhecendo o fato de que o gradiente da velocidade do fluido
perto da interface é elevado, utiliza esse parametro para a selecao de pontos.

No presente trabalho, as células sao selecionadas utilizando-se a vorticidade e a posig¢ao
da interface (func¢ao indicadora), este tltimo é valido somente para os casos de escoamentos
com a presenca da interface. Conhecendo-se a vorticidade em cada célula (w; ;), as células
sao selecionadas quando

|wig|

WL > e
|W|maw

: (4.35)

onde |w|maez € a norma do maximo da vorticidade.
Sabendo que a funcao indicadora varia de 0 a 1, os pontos selecionados com a presenca
da interface sao definidos por:

0+1

wmed = T7

&1 = ¢med - 5¢med’
€2 = wmed + gwmeda
g1 <Yy < e, (4.36)

onde £ é a tolerancia minima e €5 é a tolerancia maxima. O valor de € adotado para
a presenca da interface é igual a 99%. Assim todos os pontos proximos a interface sao
selecionados, tanto internamente quanto externamente.

Os niveis de refinamento em uma malha composta sao gerados um de cada vez para
um dado passo no tempo, inicializando pelo nivel mais fino l;,, e finalizando com o nivel
lpaser1- Os niveis de refinamento sao gerados nesta ordem, em particular, porque desta
forma é facil assegurar que todas as malhas estejam corretamente aninhadas.

Geralmente um nivel [ é gerado pela selecao de células no nivel [ — 1, garantindo
que os cantos das células do nivel [ + 1 coincidam com os cantos das células do nivel
[. No entanto, a propriedade 2 ainda pode estar sendo violada. Esta situacao pode ser
facilmente corrigida incluindo no conjunto de células selecionadas, todas as células do
nivel [ — 1 que intersectam o nivel [ + 1 extendido em uma célula do nivel {. De forma

simplificada o algoritmo se reduz a: selecionar as células no nivel [ — 1; conhecendo-se

D

as propriedades, gerar o nivel [ com o nivel [ 4+ 1 previamente definido. Este processo

[}

recursivo até o nivel lp,se11. Se ja existem varios niveis formados, a selecao de pontos
novamente avaliada em todos os niveis e o processo de geracao de malhas é aplicado em

cada nivel a partir no nivel mais fino para o nivel mais grosso.
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4.3.2.2 Agrupamento de Pontos

Como mencionado anteriormente, os niveis de refinamento da malha composta sao
gerados um de cada vez, inicializando pelo nivel mais fino /s, e finalizando com o nivel
lbaser1.- ApoOs selecionar as células, as malhas as quais pertencerao a um dado nivel [ sao
geradas através da aplicacao de um algoritmo de agrupamento desenvolvido por Berger e
Rigoutsos (1991). Tal algoritmo tem como finalidade agrupar pontos de forma que uma
larga regiao seja incluida em varias malhas, definindo melhor a regiao de interesse. A
Fig. 4.7 ilustra esta situacao. Se uma larga regiao for fixada em somente uma malha
(representada por linhas tracejadas), uma grande area nao aceitavel de refinamento sera
definida, tornando o método dispendioso. Com a subdivisao das malhas somente a regiao

de interesse é refinada.

Figura 4.7: Agrupamento ao redor de uma interface.

Combinando elementos de visao computacional e teoria de reconhecimento de padroes,
dado um conjunto de células selecionadas o algoritmo de Berger e Rigoutsos (1991) retorna
um conjunto de blocos retangulares que nao se sobrepoem, onde cada bloco satisfaz um
dado critério de eficiéncia. Em termos gerais, este algoritmo detecta a transicao entre
uma regiao selecionada e uma regiao com células nao selecionadas, detectando o melhor
lugar para se aplicar a divisao das malhas.

Cria-se entao o menor retangulo que contém os pontos selecionados ao redor das
células que foram selecionadas (casco convexo retangular alinhado ao eixo cartesiano).
Recorrendo-se a técnica de assinatura determina-se uma lista de pontos nas dire¢oes ho-
rizontal e vertical, onde uma matriz A de M x N pontos contém somente as entradas 0 e

1 (zero para os pontos nao selecionados e 1 para os pontos selecionados). Assim, define-se
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as seguintes equagoes para a direcao horizontal X; e vertical X;,

Y, = Z A4, 5), (4.37)

¥, = ZA(z',j), (4.38)

as quais determinam o ntumero de entradas nao-zero em uma linha ou coluna especifica.
Baseando-se nesta idéia, a regiao mais proeminente de ocorrer a ruptura do retangulo

serd, aquela que for responsavel pelo ponto de inflexao na lista de assinaturas. De forma

mais precisa, pode-se dizer que a regiao de transicao é onde a segunda derivada da funcao

assinatura apresenta um valor igual a zero. A segunda derivada é aproximada por
Aj =i — 28+ X, (4.39)
Aj = Zj-i—l — 22] + Ej—l- (440)

O ponto de inflexao é entao determinado onde A muda de sinal ou atinge o valor de

zero, dado pela equacao

Zivr = Dip1 — A, (4.41)

Este processo é recursivo e continua até que alguns critérios sejam satisfeitos, tais

cOomao:

e Uma eficiéncia minima deve ser atingida, a qual é dada pela razao entre o ntimero

de células selecionadas e o niimero total de células na malha.
e Posteriores parti¢coes possam produzir pequenos retangulos.
A Figura 4.8 representa um exemplo de agrupamento, com os seguintes passos:

1. Pontos selecionados (indicados em negrito).

2. Um retangulo é criado ao redor de todos os pontos, e os valores das listas de assi-

natura nas dire¢oes horizontais e verticais sao determinados (Eqgs. (4.37) e (4.38)).

3. A segunda derivada é calculada. Para a regiao onde a lista de assinatura obteve
valores iguais a zero determina-se o primeiro bloco (R;). Para as regides onde a

segunda derivada muda de sinal determina-se o ponto de inflexao.
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Figura 4.8: Exemplo de um processo de agrupamento com o calculo utilizando a técnica

de assinatura.

4. Defini-se os blocos Ry e R3 nos pontos de inflexao.

Neste exemplo, trés blocos sao criados: Ry, Ry e R3. Para Rj, o algoritmo ir& parar

porque suas dimensoes sao minimas. Para R, e Rs, ird parar porque atinge uma boa

eficiéncia (% para R e g—g para Rj).

De forma resumida o processo de geracao de malhas é definido nos seguintes passos:

e Selecionar cada célula do nivel [ correspondente ao nivel [ — 1. Isto mantém as

malhas corretamente agrupadas, garantindo que as malhas finas estejam inseridas

nas malhas grossas e que seus cantos coincidam.

e Adicionar uma regiao de seguranca ao redor das células selecionadas. Esta regiao
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garante que as descontinuidades nao se propaguem para outras regioes até que a

remalhagem seja acionada.

e Agrupar as malhas. Este procedimento permite definir de forma mais precisa o

refinamento ao redor da regiao de interesse.

e Assegurar que as malhas estejam corretamente agrupadas. As novas malhas devem
ser checadas para garantir que estejam corretamente agrupadas. Se isto nao ocorre,

o processo deve ser repetido até que os parametros de tolerancia sejam atingidos.

4.3.3 Adaptatividade

Por se tratar de escoamentos transientes, fendmenos especificos tendem a se movi-
mentar durante o calculo computacional. Na tentativa de acompanhar tais fenomenos, o
refinamento aqui aplicado passa a ser adaptativo ou dinamico, no qual a malha base per-
manece fixa e as outras malhas acompanham o desenvolvimento do fen6meno em estudo
ou o deslocamento e deformagao da interface.

O processo de remalhagem aqui descrito se diferencia de outros métodos que adaptam
a malha, movendo suas linhas dentro de uma dada regidao (Fig. 4.9). Tais métodos fre-
quentemente apresentam dificuldades para manter a suavidade da malha. Assim, fungoes
de penalidade sao adicionadas reduzindo a simplicidade destes métodos. Por outro lado,
o refinamento local adaptativo permite a adicao ou a remocao de pontos quando se faz
necessario recorrendo apenas a interpolacoes lineares para o transporte da solucao entre
as diferentes configuracoes de malhas.

Quando a solucao avanca no tempo, o algoritmo de remalhagem é chamado a cada ¢
passos no tempo, para redefinir as malhas do nivel lyg5e+1 @ liop. Caso haja algum novo
ponto a ser selecionado o algoritmo de geracao de malhas é chamado e as novas malhas
sao criadas. Os dados desta nova malha sao inicialmente interpolados da malha base e
posteriormente cobertos pelos dados da malha composta antiga, somente nas regioes que
apresentam interseccao. Este procedimento é feito nivel por nivel. Apds a substituicao
a malha composta antiga é deletada e a solugao é avancada no tempo. Para quando
ha a presenca da interface um tratamento diferenciado deve ser aplicado para identificar
quando devera ocorrer a remalhagem, pois a medida que a interface se move, as células

para o suporte da funcao Delta de Dirac devem continuamente pertencer ao nivel mais
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Figura 4.9: Processo de remalhagem - as linhas sao movidas dentro de uma dada regiao

(HAN et al., 2003).

fino ao longo de todo o processo. Mais detalhes sobre o tratamento de remalhagem para
a presenca da interface e a estrutura de dados utilizada sao apresentados nos Apéndice A

e B, respectivamente.

4.4 (Células Fantasmas

Por razoes computacionais, é conveniente adicionar uma camada de células ao redor de
cada malha gerada para todos os niveis, inclusive no nivel base lp,s.. As células fantasmas
permitem armazenar os valores para as condigoes de contorno, essas células sao definidas
de forma a evitar que os operadores diferenciais sejam redefinidos nas bordas das malhas.
Em outras palavras, o mesmo esténcil usado no interior das células de uma malha pode
também ser usado nas células pertencentes as bordas das malhas. O niamero de células
fantasmas considerado depende do tamanho do esténcil, ou seja, se a discretizacao é de
segunda ordem o esténcil para a discretizacao do laplaciano é de cinco células, o que gera
a necessidade de uma camada de célula fantasma ao redor de cada malha.

As condicoes de contorno para as células fantasmas podem ser fornecidas de trés dife-
rentes formas, dependendo do “tipo” de célula fantasma que estd sendo considerada. Na
primeira forma, um procedimento de interpolacao envolvendo valores da malha grossa e
da malha fina sao empregados para determinar os valores de células fantasmas que nao
pertencem a nenhuma outra malha do mesmo nivel. Na segunda forma, células fantasmas

pertencentes a uma malha irma tem seu valores determinados através de “importacoes” dos
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valores ja previamente determinados na malha irma, esse processo é conhecido como inje-
¢ao. Finalmente, a terceira forma consiste em substituir os valores das células fantasmas
que tocam o dominio por valores reais das condigoes de contorno. Estes procedimen-
tos permitem evitar erros excessivos que advém dos processos de interpolacao entre as
interfaces fina/grossa ao longo do tempo.

Na pratica, é mais facil e mais eficiente simplesmente determinar os valores das células
fantasmas por meio de interpolacoes e posteriormente sobrescrever esses valores paras as
células fantasmas que pertencem a malhas irmas, finalizando com o preenchimento das
condicoes reais de contorno. As células adjacentes ao nivel base sao determinadas apenas
pelo calculo das condicoes reais de contorno. No presente trabalho, somente uma camada

de célula fantasma ao redor de cada de malha esta sendo empregada.

4.4.1 Células Fantasmas para Variaveis Centradas

Para determinar os valores para as células fantasmas com varidveis centradas, po-
linbminos quadraticos sao escolhidos para o processo de interpolacao entre a interface
fina/grossa. Minion (1996) discorre sobre o fato da dimensao da interface entre dois ni-
veis de referéncia ser menor do que a dimensao do dominio é suficiente trabalhar com
polinomios quadréticos ao longo e através da interface para obter segunda ordem de pre-
cisao global para a equagao de Poisson.

A Fig. 4.10 mostra esquematicamente o processo de interpolagao entre a interface
fina/grossa para uma variavel centrada (e.g. pressao). Observa-se que o valor da célula
fantasma para a malha fina () é dado pela extrapolagao das células pertencentes ao nivel
mais fino (%), seguidos pela interpolacao entre as células do nivel grosso (). O resultado
final surge apés uma interpolagao entre o valor extrapolado (A), o valor da célula fina (%)
e o valor interpolado da grossa ((J). No presente trabalho, os mesmos polinémios usados

por Roma (1996) sdo também aqui aplicados.

4.4.2 Células Fantasmas para Variaveis Deslocadas

O preenchimento das células fantasmas considerando variaveis deslocadas (e.g veloci-
dades) é similar ao procedimento adotado para varidveis centradas, ou seja, interpolagoes

seguidas de injecao e recobrimento com as condigoes reais de contorno. A principal dife-
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* valor na malha fina, e valor na malha grossa, /A valor extrapolado da malha fina,

OJ valor interpolado da malha grossa, () valor final da célula fantasma.

Figura 4.10: Esténcil de interpolagao usado para o calculo da célula fantasma de uma

variavel centrada.

renca ¢ a malha computacional envolvida.

Se células de MAC sao usadas, nao se pode empregar para as componentes da veloci-
dade os mesmos interpoladores usados na variaveis centradas, pois ha diferenca na forma
de se tratar as bordas leste e oeste das bordas norte e sul, os quais geram coeficientes
polinomiais distintos.

A Fig. 4.11 mostra o esténcil usado para a componente u da velocidade na borda oeste
(esquerda) e borda sul (direita) de uma malha composta. Para estes casos, o valor da
célula fantasma () é obtido em termos dos valores das malhas grossa e fina que utilizam
polinéminos quadraticos conforme apresentados por Roma (1996).

Os mesmos argumentos usados para células fantasmas com vériaveis centradas sao
usados aqui, ou seja todas as interpolagoes usadas na interface fina/grossa sao quadraticas
e segunda ordem de precisao é assegurada para o termo viscoso nas equacoes de Navier-
Stokes. A componente v da velocidade se comporta da mesma forma, onde os esténcils

de interpol¢ao sofrem uma rotacao de 90 graus.

4.5 Discretizacao Espacial das Equacoes de Navier -

Stokes

Como citado anteriormente, devido a presenca de células fantasmas, os operadores di-

ferenciais nao precisam ser redefinidos nas interfaces fina/grossa. Assim, as discretizagoes
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* valor na malha fina, e valor na malha grossa, A valor extrapolado da malha fina,

[J valor interpolado da malha grossa, () valor final da célula fantasma.

Figura 4.11: Esténcil de interpolagao usado para o cdlculo da célula fantasma de uma

variavel de deslocada na borda oeste (esquerda) e borda sul (direita).

espaciais podem ser tratadas igualmente, tanto na malha uniforme quanto na malha com-
posta. A seguir é apresentada a discretizacao espacial para as equacgoes de Navier-Stokes.
A discretizacao do termo temporal é também aqui apresentada, permitindo uma melhor
compreensao da metodologia adotada.

Para a discretizacao espacial das equagoes do movimento no dominio euleriano é utili-
zado um esquema de segunda ordem - método das diferencas finitas centradas, em malhas
deslocadas. Segue abaixo as equacoes de Navier-Stokes discretizadas para a componente

x de cada um dos termos da equagao de Navier-Stokes.

e Equacao da continuidade:

V-u=0,

ou Ov

_ — =90

or + Jy ’

WUit1,j — Ui Vij+1 — Vij .,
= (. 4.4
A T Ay (4.43)
e Termo temporal:

ou
Par
ou
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(4.44)

(4.45)

e Termo advectivo:

T n
Pij T Pi1, [u ,(Uz‘+1,j - Uz‘—l,j) (Uz‘,j+1 - Uiu’—l)
1, 2Ay

2

e Termo difusivo:

s (55 + )

Hef, ; + Hef, 1 ;

+:U’ef8_x

2Azx

(Uz‘,j—i-l T Vic1441 Tt Vij + Vie1y

4

v. [uef(Vu + VuT)] ,

0 (%+2—Z>+2

Ui — 2Uij + Uiy,

Opley @
or Ox

(4.46)

)

Oftey (@

Jy \0y + av)’

D

Uiji1 — 25 + Um‘%) n

2 ( Ax? Ay?
Hef; ; + Hef;_y <ui+1,j —2U; F U1y Vil — Ui Vi1 T Ui—l,j>+
2 Ax? AxAy AxAy
2(#6fi,j — Hef, g Uir1 5 — ui—l,j)+<uefi,j+l — Hef; ;4 + Hef, 100 — luefz‘—l,j—l)
Ax 2Ax 4Ay 4Ay
Wi+l — Wij—1 | Vigj+1 — Vi—1541 | Vij — Uifl,j} 447
[ 2Ay + 2Ax + 2AT ' (4.47)
e Termo fonte de forga:
£,
e Gradiente de pressao:
Vp,
dp
ox’
Pij ~ Py (4.49)
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Vale destacar que os indices temporais nao sao aqui apresentados para os termos
difusivo, advectivo e fonte de for¢a pois, conforme as Eqs. (4.12) - (4.15), tais termos sdo
discretizados no tempo n e n — 1. O termo de gradiente de pressao é discretizado apenas
no tempo n e a presenga do termo gravitacional ocorre somente na dire¢ao y onde g, é a

aceleragao gravitacional na direcao y, a qual é uma constante.

4.5.1 Discretizacao das Equacoes para o Calculo das Estimativas

das Velocidades

Com os termos da equagao de Navier-Stokes discretizados pode-se representar a dis-

cretizacao das velocidades estimadas por

Y2

p ~ T n n— ~ N n n
A—t(agu Tt oau” + aou ) = AVERTT 4 g (0", ply)

(4.50)
+ Bogo(u™ ™, pls ) = Vp' + plg.
Agrupando os termos das velocidades estimadas que estao no tempo n + 1
pn ~n ~n n ,n n— n— n i
AW = AR = Bigi(u” i) + Bogo(w T ) — V' 4 g
— —nalu” — p—naounfl,
At At
e definindo o lado direito desta equacao por W, tal que

\If o n n n—1 n—1 n n pn n pn n—1

= Gig1(u ,,U@f) + Bogo(u s My )= Vp" +p'g— A—tOélu - Kt&ou ’ (4.51)

g=-AVu+V- [t (Vu+Vu")] —u-Vu+f

a seguinte equagao é obtida, a qual leva a solucao de um sistema linear, dado por

n ~n+1l _ o~n+l ~n+1 ~n+1 _ o9~n+l ~n+1
~n+1_>\<ui+1aj 25 +WTyy | Ui — 20 +“m‘—1):\p

P QU
A L2
Ax? Ay?
elit1j + Quwllio1j + Al ji1 + st j1 + aptly; = Wi j, (4.52)

1,J

At
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onde,
A
Qe = —F7—7,
Ax?
A
Ay = — 5>
Ax?
A
p = ——>>
Ay?
A
s = ————>,
Ay?
. (6] A A
W= Piting TR AR
_ Pit1j Tt Pig
Pirki = g

A = 2maz{pey, , }-

Para a solugao dos sistema linear dado pela Eq. (4.52) utiliza-se o Método Multigrid-
Multinivel descrito no Capitulo 5. Para a discretizagao de ¥ basta substituir as Eqs.(4.46)
- (4.48) na Eq. (4.51), tendo o cuidado de interpolar as propriedades do fluido na direcao
aqui escolhida ().

4.5.2 Discretizacao da Equagao para a Correcao de Pressao

A discretizacao da Eq. (4.24) é apresentada abaixo, sendo que todos os termos para
a corre¢ao da pressao estao no mesmo de tempo (n + 1) exeto a massa especifica que é
avaliada no tempo n. A Fig. 4.12, permite visualizar a localizacao da correcao de pressao

e da massa especifica em uma malha euleriana.

i+l
)
q
Pijs1/2

i-1;j ij i+1,j
[} o o of
q 141/2j 4 iv1/2j 4

Figura 4.12: Representacao esquematica da malha euleriana com a localizacao das varia-

veis de correcao de pressao e massa especifica.

Pelo fato de todos os termos estarem no mesmo passo de tempo n + 1, exeto a massa

especifica, considera-se que estes termos estao acoplados dando origem a um sistema
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linear, que pode ser representado por

5: Gy o= (G + 5y

1 <qi+1,j - (]m‘)_ 1 (Qi,j - Qi—l,j>+ 1 <qi,j+1 ~ ‘Ziu‘)_ 1 (qﬁj - ql'J—1>_
n 2 n 2 n 2 n 2 o
A R YA PR A

Qo (ﬂi+1,j —Uij Vi1 — 172}3’)

2 . 4.53

A (4.53)

Denominando o lado direito da Eq. (4.53) de ©, ;, o sistema linear para a corre¢ao de

pressao a ser resolvido pode ser representado por

AnGij+1 + GsQij—1 + QeGit1,; + Quwi—1; + apgij = O, (4.54)
onde,
Pe 1 1 ( 1 1
Ae 5 Pe = =3 + )a
Az? Pitl 2\piv1j  Pij
Puw 1 1( 1 1 )
A = %> w = == + ,
Az? P Pi-1 2\pi—1j  Piy
Pn 1 1 1 n 1 )
p = 7——%, Pn= = 3 s
Ay? Pij+i 2\pijy1 Pij
Ps 1 1 ( 1 1
Qg ) Ps = =3 + )7
Ay? Pij—1 2\pij—1  Pij

ap = —(ae + ay + a, + as).

Para a solucao dos sistema linear dado pela Eq. (4.54), utiliza-se o Método Multigrid-

Multinivel descrito no Capitulo 5.

4.5.3 Discretizacao das Equacoes para as Velocidades Corrigidas

A atualizacao ou correcao das velocidades sao dadas pela seguinte discretizacao, apre-

sentada aqui na dire¢ao x

~ AtV n+1
un+1 o q

un+1 —
Qi p™
n+l ntl
ntl _ anp1 A1 G5 — G
Wij =Wij — —7% A ' (4.55)
az Pl x
2?
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4.5.4 Discretizagcao do Modelo Sub-Malha de Smagorinsky

A discretizacao espacial para a viscosidade turbulenta do modelo sub-malha de Sma-

gorinsky (Eq. 3.39) é apresentada abaixo, a qual é proporcional & norma do tensor das

taxas de deformacao:

e = (Csl)?+/25:;Si;,

o= ozaen (G2 <55+ 52 +(5) )

1

Uiy = 7 (W + Ui+ Uir g + Ui ),
1

Usyy = 7 (Uig + Uigor + Uipr + Uirj),
1

Vu, ; = Z(Ui,j + Vim1j + Vi1 + Vi),
1

Veiy = (Vi + Vi1 + i1+ Vi),

Uig1; — Ui \2 1 U —Us, i Ve — Uy \2 (Vi jg1 — Vij\2
_ CQA A 2[( +1,5 J) _< i,j i,j i,j w) ( »J 7]) }
He s 58 y\/ Ax +2 Ay + Ax + Ay

(4.56)

4.6 Discretizacao Espacial para o Acoplamento Lagran-

giano - FEuleriano

As Eqgs. (3.26) e (3.27) sdo responsaveis pelo acoplamento entre os dominios lagran-
giano e euleriano. Para que isso seja possivel, deve-se obter uma forma discreta para os
processos de espalhamento e interpolacao, os quais envolvem o processo de espalhamento
da densidade de forca interfacial lagrangiana para a malha euleriana e o processo de in-
terpolagao das velocidades da malha euleriana para a malha lagrangiana. Dessa forma,
nesta secao sao apresentadas a discretizacao da funcao distribuicao, a qual atua como

dispositivo para o processo de espalhamento e interpolagao e a discretizacao da funcao

indicadora.
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4.6.1 Fungao Distribuigao

A funcao Delta de Dirac é aproximada por uma func¢ao, proposta inicialmente por

Peskin (1977). A aproximagao bidimensional para a funcao delta é dada pelo produto
5 (x = X) = §,(x — X)d,(y — Y). (4.57)

Os pontos lagrangianos nao coincidem com os pontos pertencentes ao dominio eu-
leriano, em geral isso faz com que a implementacao computacional da funcao Delta de
Dirac seja inapropriada, uma vez que podera levar a formacao de um campo de forcas
descontinuo sobre a interface. Para contornar esse problema, deve-se substituir a funcao
0 por uma aproximacao também discreta que permite uma distribuicao suave da forca
lagrangiana sobre o dominio euleriano. A funcao D;; é entao definida pela equagao a

seguir

D,(x) = [ “E 2 (1.58)

m=1
onde A é o espacamento devido a discretizacao do dominio euleriano e n identifica o
dominio bidimensional ou tridimensional. Se n = 2, a Eq. (4.58) é reescrita da seguinte

forma

1
Ax

Dy(X) =[ 300 5] [0 05 (4.59)

A funcgao D;; age como uma funcao peso tendo um comportamento semelhante a uma
funcao Gaussiana. Desta forma a funcgao distribuicao guarda a propriedade de integral
unitaria no intervalo [—oo, +00|, garantindo a conservagao da quantidade distribuida. Na
Fig. 4.13, pode-se observar a funcao distribuicao, onde apenas os pontos dentro de uma
faixa de 4A do ponto de interesse contribuem para o processo de distribuigao.

A funcdo ¢ acima nao é escolhida arbitrariamente. Geralmente, ela é determinada
de forma que um dado conjunto de propriedades seja satisfeito pela versao discretizada

da funcao delta de Dirac. Em particular, as propriedades usadas para determinar esta

aproximacao sao:
1. ¢(r) é continua para todo nimero real 7;

2. ¢(r) =0, |r| > 2hy;
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Figura 4.13: Fungao distribuicao D;; do tipo Gaussiana, aplicada em um dominio bidi-

mensional (n = 2).
3. >, 0(r—i) =1, Vr;

4. Y (r—1i)p(r —i) =0, Vr, e

5. >, [qb(r - 2)}2 = %, vr,
onde todas as somas sao realizadas para inteiros i, tal que —oo < i < +o00 (ROMA, 1996).

Devido a propriedade 1, a forma discreta de 6(x—X), o qual conecta um ponto qualquer
do dominio euleriano x a um ponto do dominio lagrangiano X, varia continuamente
quando um ponto da interface se move. Assim nao ha descontinuidades nos processos de
espalhamento e interpolagoes.

A propriedade 2 garante que a funcao discreta de delta tenha um suporte finito, neste
caso o suporte consiste em quatro células geradas a partir da discretizacao do dominio
euleriano. Este suporte é escolhido por apresentar maior suavidade na funcao distribui-
¢ao. Nucleos de Dirac que possuem suporte com apenas 2A foram testados apresentando
grandes instabilidades durante o processo de célculo.

Quando combinadas, as propriedades 3 e 4 garantem que as interpolacoes das funcoes
lineares sejam exatas. Assim, se funcoes suaves estao sendo interpoladas, resultados com
precisao de segunda ordem sao obtidos. Finalmente a propriedade 5 é definida a partir
da &nalise de como a forca devida a um ponto da interface influencia o movimento deste
mesmo ponto. Mais detalhes sdo apresentados por Peskin e McQueen (1994).

Adotando-se o processo de espalhamento como exemplo para a aplicagao da funcao

distribuigao discretizada, o termo fonte de for¢a dado pela Eq. (3.3) discretizado é apre-
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sentado por

f(x,t) = > Dyj(x — X)F(X,)As(X), (4.60)

onde As(X) é o volume de controle por unidade de profundidade, centrado em cada
ponto lagrangiano, D;; é a fun¢ao de interpolagao/espalhamento, com propriedades de
uma funcao Gaussiana, a qual determina que fracao de uma quantidade de interface deve
ir para cada célula vizinha. Esta equacao é vélida para escoamentos bidimensionais.
Para definir a fun¢ao ¢, uma fungao trigonométrica é escolhida (PESKIN, 1977), tal

que

o) :{ (1/4A)(1 + cos(mr /2A)), |r| < 2A (1.61)

0, Ir| > 2A
onde r é o raio de influéncia da fungao distribui¢do, podendo ser (Xj — z;)/A ou (Y —
y;)/A, dependendo da diregao para a qual a propriedade ¢é distribuida, sendo A o tamanho
da malha euleriana na direcao calculada, ou seja, A = (Az, Ay). x; e y; sdo as coordenadas
de um ponto x do dominio euleriano e X e Y; sao as coordenadas para um dado ponto

k pertencente a interface.

4.6.2 Funcao Indicadora

Um problema importante na simulacao numeérica de escoamentos multifisicos é como
atualizar as propriedades fisicas dos materiais, os quais podem apresentar um grande
salto de descontinuidade através das interfaces entre os diferentes fluidos. Considerando
que as propriedades dos materiais sao constantes para cada fase e que o movimento da
interface é limitado pela condicao de CFL de forma que este movimento seja menor
que o espacamento da malha euleriana, é computacionalmente atraente atualizar essas
quantidades somente na vizinhanca da interface.

Véarias aproximacoes tém sido propostas na literatura dirigidos a este tipo de pro-
blema. Unverdi e Tryggvason (1992) propoem uma fun¢ao indicadora a qual é habilmente
construida a partir da solugao de uma equacao de Poisson. Esta equagao incorpora as
propriedades globais da interface e pode ser eficientemente resolvida para dominios retan-
gulares. Entretanto, ela precisa ser resolvida em todo o dominio computacional e nao leva

em consideragao a vantagem do fato de que as propriedades fisicas se alteram somente na
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vizinhanga da interface. Outra desvantagem, como citado por Tryggvason et al. (2001), é
que este procedimento produz oscilagoes proximas a interface e imprecisoes distante dela.

Empregando idéias da Geometria Computacional, Ceniceros e Roma (2005) propoem
uma funcao indicadora com pequeno custo computacional, uma vez que nao existe a
necessidade de um solver para a solugao de sistemas lineares. Essa aproximacao é robusta
e assegura precisao para as regioes com elevadas curvaturas.

Para uma dada interface I' representada por segmentos de reta, define-se ¢ como a
funcao indicadora somente em 7, a qual é um banda estreita centrada em I' de largura
2y > 0. Fora dessa banda v é continuamente definida para que tenha os valores de £+,
tal que

-y sed(x) < —7,
Y(r) = { d(x) seld(x)| <+, (4.62)

+y  sed(x) > +7,
onde d(x) é a distancia euclidiana de um dado ponto x até a interface I', para a qual o
sinal é escolhido de acordo com a direcao da normal. Para determinar a funcao indicadora
ao longo do tempo um algoritmo CPT (Closest Point Transform), recentemente desen-
volvido na geometria computacional é utilizado de forma a determinar a menor distancia
euclidiana dos pontos da malha euleriana em relagao a interface I' (MAUCH, 2003). O
algoritmo CPT encontra o ponto mais proximo de I' e determina a distancia Euclidiana
de todos os pontos da malha euleriana que se encontram em uma dada faixa. Duas faixas
sao entao definidas: uma para a regiao de “vértices” e outra para as “bordas”, conforme
apresentado pela Fig. 4.14. Este processo é executado a cada passo no tempo, apos a
posicao da interface ter sido atualizada. Nota-se que para t = 0 é necessario ter uma
fungao indicadora 1 satisfazendo a Eq. (4.62) tal que, conseqiientemente, somente uma

corregao local é necessaria. Para mais detalhes veja Ceniceros e Roma (2005).

4.7 Discretizagcao do Dominio Lagrangiano

A discretizacao espacial das equagoes que governam o movimento da interface é re-
alizada sobre a malha lagrangiana. Pode-se dizer que a malha lagrangiana é a interface
definida por n; pontos (Ver Fig. 4.15), tal que n; é de certa forma dependente da malha

euleriana. Assim, a quantidade de pontos da malha lagrangiana depende das dimensoes
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Figura 4.14: Conjunto de pontos dentro de uma distancia £ a I', para o qual o ponto mais

proximo esta definido em bordas ou vértices.

do espacamento adotado na malha euleriana. Lima e Silva (2002) utiliza um critério de es-
tabilidade baseado no tamanho da malha eulerina, onde a densidade da malha lagrangiana

/ : . As
¢ definida por: 0,9 < 3> <1, 1.

Jins
L
. X Yr
)
1oy
AX

i
Figura 4.15: Representacao esquematica da malha lagrangiana, com uma densidade de 2

pontos lagrangianos por cada célula da malha euleriana.

No presente trabalho, adota-se uma densidade de dois pontos lagrangianos por célula

da malha euleriana, logo define-se:

As = min(%, %), (4.63)
L
n; = As’ (464)

onde, L. é o perimetro da interface e As é definido como o espagamento da malha lagran-

giana.
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Por se trabalhar aqui com refinamento adaptativo, vale ressaltar que todas equacgoes
sao resolvidas no nivel de refinamento mais fino, e os valores da densidade de forga la-
grangiana apoés serem calculados sao interpolados por funcoes de interpolacoes lineares

paras os niveis inferiores.

4.7.1 Discretizacao Espacial da Forga Lagrangiana

Como visto na Secao 3.2, a densidade de forca lagrangiana é calculada em funcao
da curvatura da interface, do vetor tangente unitario e do vetor normal unitario. As
discretizagbes para o vetor tangente unitario (t), vetor normal unitirio (n) e para a
curvatura (k) sao discretizadas recorrendo-se aos polinomios de Lagrange.

Sabendo que a interface pode ser modelada através de uma equacao vetorial paramé-

trica do tipo

R = g(p)i+ h(p)j, (4.65)

onde p é um parametro dado. A partir da Eq. (4.65), os seguintes parametros geométricos

sao definidos:

_ —h'i+ g
(x5, 1) T (4.66)
t(xp, 1) = githj , 4.67
(e (W) +(d')? (467
gh' —g'
K(Xg, ) = = 4.68
) = s (g8 o9

s(xy) = [\/9/2(ka1) + B2 (xp-1) + 24/ 9" (xi) + B2 (x5) + Vg2 (K1) + B2 (Xpg1) |

(4.69)

1 =

onde n é o vetor normal unitério, t é o vetor tangente unitério, x ¢ a curvatura, s é o
. ! A . ~ A
espagamento da interface e (') é a derivada em rela¢ao ao parametro p.
Como os pontos sobre a interface sao conhecidos, desenvolve-se entao as formulas paras

as componentes g(p) e h(p) através de um polinomio de Lagrange de grau n, ajustado sobre
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um conjunto de n; + 1 pontos sobre a interface. Os seguintes polinomios sao definidos:

0 =5 Li)ra(on), (4.70)
k=1
hyp = ZLk(p)yk(pk)? (4.71)
1T PP
Li(p) = #gl e (4.72)

onde x(pr) e yr(pr) sdo os pontos discretos sobre a interface. A seqiiéncia destes pontos

sao definidas por:

{zr(pe), ye(pr)} b =1,.,m, (4.73)

tal que,

A seqiiéncia dada pela Eq. (4.73) deve ser escolhida no sentido trigonométrico de
maneira a conservar a convencao de sinal: a normal é positiva para o interior de uma
interface, a curvatura é positiva se o centro de curvatura esta voltado para o interior da

interface.

Na forma discretizada, os polindmios de Lagrange de grau 4 sao dados por

¢ Tp_g — 8T + 8Tpp1 — Ty

= 4.74
, 0 — 8yp_1+8 —
h, = Yk—2 Yk 11‘; Yk+1 Z/k+2’ (4.75)
I —Xp_o + 1621 — 30z + 162511 — Tpoo
g = 5 + Ey (4.76)
T 16y;_1 — 30 16 -
- Yr—2 + 10yr 1 123Jk + 10yk41 yk+2' (4.77)

As componentes discretizadas dos vetores tangente e normal, assim como a curvatura
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sao entao dadas por:

/

_h'k

Mgy, = 7 v (4'78)
(hi)? + (9)?
Ik
Ny, = , 4.79
NV A A )
= (4.80)
(hy.)? + (9)
h/
ty, = ———t——, (4.81)
(hy.)? + (9x)
! h// _ //h/

(1) + (g7,))2

onde, {t;, , t,, } e {ng, , ny, } sdo respectivamente as componentes horizontais e verticais
do vetor tagente unitario e do vetor normal unitario.

Outra forma de se calcular o vetor tangente unitario, o vetor normal unitario e a
curvatura discretizados, se faz através do método de diferencas finitas centradas. Assim,

tem-se:

8Xk an
t=— —_—
A=t
J— Th+1 — Th—1
Tk 2As
Yk — Yk
T = 2As
boo— oy Tue (4.83)

K R N o
Txk + Tyk ka + Tyk

ot ot
n= %/ | s IB

_ VTp41 T YT
e = 2As

_ tyk+1 T tyk—l
=T eRs

i SR — (4.84)

Ny, = —F——oe—, N
oV
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ot ox
o=l S0 2,

2 2
K= %w (4.85)
T Yk
onde, {ts, , t,, } e {ns, , ny } sdo respectivamente as componentes horizontais e verticais
do vetor tagente unitario e do vetor normal unitario.
A discretizacao espacial para a densidade de forca lagrangiana considerando a acao

variavel da tensao interfacial e aplicando a discretizacao dos parametros geométricos por

diferencas finitas, é dada por

aT
F=—"t+T
5.t T

axk

s

| m,

Tipr —Tpq

F, = — oA, by, + TiAJ 12, + 12, KNy, (4.86)
Ty — T

F, = %t% + T /12, + 12 Ky, (4.87)

Para coeficientes de tensdo interfacial constante, as Eqs. (4.86) e (4.87), se reduzem

F, =Ty kny,, (4.88)

F, =Ty kny,, (4.89)

onde, F, e F, sao respectivamente as componentes horizontais e verticais da densidade de
forca lagrangiana. Para a discretizagao da forca lagrangiana, os polinomios de Lagrange
sao utilizados, pois para os testes feitos durante o célculo da velocidade do centrbide essa

discretizacao apresentou maior precisao.

4.7.2 Discretizacao Espacial da Equagao do Movimento da Inter-
face
A medida que a interface se deforma, os pontos lagrangianos tendem a se aglome-

rar principalmente em regioes de elevadas curvaturas e a se distanciarem em regioes de

curvaturas suaves. Se uma velocidade tangencial é apropriadamente escolhida, os pontos
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lagrangianos permanecerao equidistribuidos ao longo de todo a interface. No entanto, em

determinado momento o comprimento dos segmentos podem assumir valores inadequados,

Az Ay

5 52). Quando isto ocorre a quantidade de

ou seja, As > min(Az, Ay) ou As < min(
pontos lagrangianos deve ser dobrada se As > min(Az, Ay), ou reduzida pela metade se
As < min(%, %) . Interpolacoes lineares sao utilizadas para tais procedimentos.
Considerando que a equidistribuicao dos pontos lagrangianos é feita juntamente com
o célculo do movimento da interface, no qual uma velocidade auxiliar tangencial (u,) é
adicionada as velocidades da interface, de forma que estas sao tratadas aqui nas direcoes
tangenciais e verticais, o seguinte conjunto de equagoes discretizadas para as Eqs. (4.90)

e (4.91) sao apresentadas por

an 2 /Q“<X> £)d(x — X(s,1)) dx + ua(X, 1)t (4.90)
(3,0 = =uX,0) + [ Towein = ()i (41)

Aplicando-se a funcao distribuicao sobre as velocidades eulerianas, determinam-se as
velocidades lagrangianas (u;, vp). Para o célculo da velocidade auxiliar, no entanto, é

necessario determinar as velocidades tangenciais e normais, as quais sao dadas por:

ut:u~t:utx+vty,

n—1 ur 1 n—1, n—1
k t Zbk +1 iby

ut = t:tk by + tyk iby (492)

k

(U

U, = u-n=u(—t,) + vt,,

n—1 n—1 n 1 n—1, n—1
unk - _t lbk + t ibg 7
u = +tr (4.93)
ng yk ’Lbk T Zbk’ :

onde, u; é a velocidade tangencial e u,, é a velocidade normal para cada ponto (k) per-
tencente a interface. ¢, e t,, sao as componentes do vetor tangente unitario definidos na

secao anterior e o4 é definido por:

05 =/ T, + T30 (4.94)

onde 7, e 7, sao definidos pela Eq. (4.83). E importante observar, que as discretizacoes
dos parametros geométricos utilizados aqui sao dadas pelo método de diferencas finitas e

nao por Lagrange.
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Com os termos, o5, e K discretizados na secao anterior, e u, € possivel calcular o
valor de [0k, — (0skun)|ds’ pela Regra do Trapézio. Subtraindo o valor da velocidade
tangencial tem-se o valor de u, em cada ponto da malha lagrangiana. Por fim, os valores
da velocidade auxiliar u,, devem ser adicionados a velocidade tangencial pois o conjunto
de equagoes aqui descritas sao trabalhadas nas dire¢coes normais e tangenciais.

Para a discretizacao final da Eq. (4.90), utiliza-se novamente o método de Gear
Extrapolado, lembrando que as velocidades devem retornar ao sitema cartesiano, para

isso vale notar que:
u = (u,v) = ut + u,n,
= Ut (tg, ty) + Up (—y, t2), (4.95)
= (wity — Upty, wity + upty).

Aplicando o Método de Gear Extrapolado a Eq. (4.90) e a discretizagao apresentada
na Eq. (4.95), a Eq. (4.90) na sua forma discretizada é apresentada por

Oéan+1 + Oan + OéoXn_l

A7 = fou" ™" + fiu”, (4.96)
tal que,
Xn—i—l _ g ﬁ (_tnflunfl _i_tnflunfl) _|_6 (_tn ut 4t un)
k - s 0 Yk Nk Tl 1 Yk Nk zp g
ay n Qo n—1
_ Ty Doyn-1 4.97
X - 2 (4.97)
Yn—l—l _ g 6 (tn—lun—l +tn—1un—1) +B (tn un 4 tn un)
k o sy 0\Paxy “ny, Yo tk I\ “ny, Yk ke
Qi n Qo n—1
——Y" - =Y. 4.98
Sy - Sy, (4.98)

4.8 FEstabilidade

Em estudos que envolvem simulagoes numéricas de escoamentos bifasicos ou escoamen-
tos ao redor de corpos so6lidos onde as estruturas turbilhonares sao captadas recorrendo
a simulagdo de Grandes Escalas (LES), passos de tempo extremamente pequenos sao
utilizados devido a discretizagao explicita aplicada aos termos advectivo e difusivo e, con-
seqiientemente, a modelagem da viscosidade turbulenta. Trabalhos como os de Yang e
Balaras (2006), Balaras (2004) e Oliveira (2006) utilizam LES para simular escoamentos

turbulentos ao redor de fronteiras moéveis. O presente trabalho visa contribuir com uma
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metodologia a qual remove a restricao temporal da ordem de O(Az?) devido ao uso de mé-
todos explicitos, porém permitindo o tratamento explicito na modelagem da viscosidade
turbulenta, utilizando uma restrigao temporal da ordem de O(Az). Essa contribuigao é
observada ao aplicar o Método de Gear Extrapolado na discretizacao temporal. A analise
de estabilidade para tal metodologia é aqui discutida.

Pode-se dizer que um método numérico é instavel quando quaisquer erros ou pertu-
bacoes na solucao sao amplificadas sem limites. Essas amplificacoes fazem com que o
modulo dos valores na solugao numérica cresca a cada etapa do calculo. Essas aproxima-
coes se apresentam na forma de condig¢oes de contorno ou iniciais aproximadas de forma
incorreta, e acimulo dos erros de arredondamento. O actmulo de tais erros podem ser
evitados, se os critérios de estabilidade para cada método numérico sao satisfeitos.

Devido a diversidade e complexidade das EDPs (Equag¢oes Diferenciais Parciais) que
descrevem os fendmenos fisicos, nem sempre é possivel a determinacao exata de critérios de
estabilidade. Recorre-se entao, a experimentos numéricos e a comparagoes com o compor-
tamento de equagoes mais simples, mas que descrevam fenomenos similares (FORTUNA,
2000).

Quando se fala separadamente de métodos explicitos e implicitos, verifica-se que a
grande vantagem dos métodos implicitos sobre os métodos explicitos é justamente a maior
estabilidade sobre os primeiros. Por isso, apesar das formulacoes explicitas fornecerem
equacgoes lineares simples de serem calculadas, ao contrario daquelas fornecidas pelas
discretizacoes implicitas, a possibilidade de utilizarmos um valor de At maior nos métodos
implicitos os tornam mais atrativos. Porém, este valor de At nao pode ser escolhido
arbitrariamente, pois quando se resolve mais de uma equacao o problema de acoplamento
pode limitar severamente At (MALISKA, 1995).

Ao se verificar a estabilidade dos métodos explicitos realizando-se a analise de von
Neumann sobre as equagcés bidimensionais da difusao e da conveccao, determinam-se res-

pectivamente os seguintes critérios de estabilidade:

1 Ax?Ay?
Aty < ——— 4.
=20 Ax? + Ay’ (4.99)
A A
At, < min(—x, —y) (4.100)
|t/ max V] max

onde « é o coeficiente de difusidade térmica, Ax e Ay sao respectivamente os espacamentos

da malha euleriana na direcao x e y. O sindices c e d identificam os passos de tempo dos
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termos convectivo e difusivo, respectivamente.
Para a equacao de Navier-Stokes discretizada explicitamente, onde ocorre a presenca

dos termos difusivo e advectivo, o critério de estabilidade é dado por:
At = C'min(Aty, At,), (4.101)

onde o coeficiente de difusidade térmica é substituido pela viscosidade cinematica v = %
e C é um fator de seguranca entre 0 e 1.

Pode-se entao afirmar que o critério de estabilidade para métodos explicitos é da ordem
de O(Az?). Em métodos implicitos, no termo difusivo tém-se condigoes de estabilidade
mais favoraveis, da ordem de O(Axz); no entanto, as equagoes resultantes sao acopladas,
0 que exige a resolucao de um sistema de equacoes a cada passo de integracao no tempo,
o que pode tornar os métodos lentos e de dificil paralelizacao.

Quando se trata de métodos semi-implicitos, segundo Badalassi (2003), é dificil es-
tabelecer uma analise de estabilidade rigorosa para o esquema numeérico semi-implicito,
porém também é possivel obter informagoes valiosas sobre a robustez e estabilidade do
método através de testes numéricos. Como o termo difusivo é tratado implicitamente a
restriio temporal da ordem de O(Az?) é removida, permancendo a restrigao dada pela
Eq. (4.100) para o termo advectivo, ja que este é tratado explicitamente. Com base em
testes numéricos e conhecendo-se, as restricoes temporais para as equagoes difusivas e
convectivas, a seguinte restricao temporal ¢ adotada para a discretizacao semi-implicita

dada por Gear Extrapolado:

At = C’min(Atl, Atg, Atg), (4102)
onde,

Aty = min(Az, Ay), (4.103)

|| max V] max

Aty = ——, —— :

ta=( Az ' Ay ) (4.104)

ind Bz Ay
Aty = M7 (4.105)

‘ (%13 ‘max

e C' é um fator de seguranca, cujo valor esta no intervalo [0,2 : 0,6], |¢|maez € |V]maez $80
os valores da norma do maximo das componentes |u| e |v|, respectivamene. Ax e Ay sao

os espacamentos da malha eulerina nas direcoes horizontais e verticais, respectivamente.
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Quando se trata de malha refinada localmente, estes espacamentos sao tomados em relacao
ao nivel mais fino. A restri¢do dada pela Eq. (4.103) é devida ao tratamento implicito
do termo difusivo, equanto que a restricao apresentada pela Eq. (4.104) é devida ao
tratamento explicito do termo advectivo. Finalmente, a Eq. (4.105) é a restri¢do temporal
devido ao movimento da interface, que nao deve ser maior que a metade do espacamento

da malha euleriana, onde v;, é a velocidade da interface na direcao vertical.
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Capitulo 5

Método Multigrid-Multinivel

A resolucao de problemas de mecanica dos fluidos e transferéncia de calor através de
métodos numéricos acarreta um custo computacional elevado e muitas vezes proibitivo
devido ao grande nimero de equacoes a serem resolvidas.

Uma alternativa para melhorar a velocidade de convergéncia destes problemas seria o
uso de Métodos Multigrid (MG), que aceleram consideravelmente a resolu¢ao dos sistemas
lineares envolvidos na solu¢do numérica dos problemas (MALISKA, 2004) uma vez que
é um método baseado em correcoes aditivas. Em geral o MG é um método iterativo de
resolucao de sistemas lineares, sendo fortemente dependente da estimativa inicial atribuida
as incognitas do problema. Assim, a metodologia multigrid pode ser considerada como
um dos algoritmos mais rapidos e eficientes para a solugao de sistemas lineares (ZHANG,
1996). Esta metodologia oferece uma taxa de convergéncia independente das dimensoes
da malha (GUPTA et al., 1995).

O Método Multigrid (MG) tem sido aplicado para a solugdo de equacgées diferenciais
parciais (elipticas e hiperbolicas) nas ultimas décadas (BRANDT, 1977, BAKHALOV,
1966). No entanto, somente nos ttimos anos tem se tornado popular e aplicavel a uma
grande variedade de sistemas complexos. Provavelmente, a situacao mais comum onde
o MG é empregado é na solugao linear da equagao de Poisson (Eq. 4.24). A equagao
discretizada para um dado ponto nodal no centro da célula é dada pela Eq. (4.53), mas

aqui ela é reescrita na forma

pGij + Qi1 + QePiv1j + as@ij—1 + an@ijt1 = b;j, (5.1)
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onde os indices ¢ e 7 localizam na malha o ponto nodal nas dire¢oes = e y respectivamente.
Promovendo a varredura de todos os indices i e j, as Eqs (5.1) resultantes formam um

sistema de equacgoes algébricas expresso na forma matricial
A¢ = B, (5.2)

onde A é a matriz de coeficientes, ¢ é o vetor das incognitas e B é a matriz que acomoda
os termos fontes.

A solugao desse sistema (Eq. 5.2) pode se dar através da aplicagao de algum método
iterativo. Em métodos classicos como o de Jacobi, o de Gauss-Seidel ou o TDMA -
TriDiagonal Matriz Algorithm, a velocidade de convergéncia da solu¢ao numeérica é elevada
no inicio dos calculos, decaindo sensivelmente a medida que o processo iterativo evolui.
Tal comportamento é explicado através de uma analise espectral (ou de Fourier).

Mostra-se, com base em taxas de convergéncia, que os métodos iterativos classicos
sao eficientes somente na suaviza¢do (ou relaxacdo), isto é, na remogao de componentes
de Fourier do erro de altas frequéncias. O mesmo nao ocorre para o espectro de baixas
frequéncias (BRANDT, 1977, HACKBUSH, 1985).

Conclui-se que as componentes do erro de baixas frequéncias sao as responsaveis pela
lenta convergéncia demonstrada pelos processo iterativos que usam um tnico nivel de
malha. Como as componentes de altas frequéncias sao aquelas cujos comprimentos de
onda sao menores que ou comparaveis ao espacamento da malha computacional, a taxa
de convergéncia cai conforme a malha se torna mais refinada (RABI, 1998).

A filosofia do Método Multigrid baseia-se na premissa de que cada faixa de frequéncia
do erro deve ser suavizada no espacamento mais adequado para tal. Para que as compo-
nentes do erro de longos comprimentos de onda possam ser eliminados com eficiéncia, o
Método Multigrid procura trabalhar nao com uma tnica malha, mas com uma seqiiéncia
de malhas cada vez mais grossas. Assim comprimentos de onda que sao longos em malhas
finas, sao transformados em curtos em malhas grossas, onde o erro pode ser rapidamente
suavizado (MCCORMICK, 1987). A Fig. 5.1 apresenta uma seqiiéncia de trés niveis de
malhas seqiiencialmente mais grossas, onde em cada nivel de malha [, as componentes do
erro correspondentes sao eficientemente reduzidas, acelerando o processo de convergéncia.
Para um dado nivel de malha [, os niveis de malha [ — 1,/ — 2, ..., 1, denotam os niveis

com espacamentos seqiiencialmente mais grossos a uma razao igual a 2. Da mesma forma,
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[+1,1+2,..., 1, denotam os niveis seqiiencialmente mais finos, no qual a razao de espa-
camentos entre os niveis ¢ igual a 2. Se | > lpgse, ..., liop €sta sendo usado, entao malhas

refinadas localmente estao sendo aplicadas.

-

n 2h h

Figura 5.1: Exemplo de seqiiéncia de malhas onde as componentes do erro sao reduzidas

pelo Método Multigrid.

Dependendo de como o sistema de equacoes algébricas é operado nas malhas mais
grossas, ha dois modos de se construir o algoritmo multigrid: na formulacao correction
storage (CS) e na formulagao full approzimation storage (FAS). Para problemas lineares,
recomenda-se o uso do CS, enquanto que o FAS é mais adequado para situacoes nao
lineares. A vantagem do algoritmo multigrid CS frente ao FAS é que, quando da pas-
sagem de uma malha fina para uma malha mais grossa, requer-se apenas a manipulagao
dos residuos das equacoes na malha fina, nao se requerendo também a manipulacao das
grandezas. Computacionalmente, a restricao dos residuos ¢ bem mais simples do que a
restricao das grandezas e o algoritmo entdo torna-se de facil implementacao (RABI, 1998).

No presente trabalho o modo CS ¢ adotado.

Muito préoximo ao Método Multigrid estao os Métodos Multigrid-Multiniveis, os quais
estendem a metodogia multigrid para malhas refinadas localmente, podendo atuar tanto
em malhas estruturadas como em malhas nao-estruturadas. Considerando que malhas
estruturadas refinadas localmente sao utilizadas neste trabalho, a escolha do Método
Multigrid se ajusta extremamente bem dentro do contexto de malhas compostas. No
entanto, verifica-se um tratamento diferenciado na implementacao do MG nas malhas
compostas. Neste capitulo, o MG é apresentado com mais detalhes na malha uniforme,
conforme descrito na Secao 5.1 e as modificacoes para se adequar a malha composta sao

descritas na Segao 5.2.
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5.1 Método Multigrid na Malha Uniforme

Como citado acima, o método multigrid para malhas uniformes nao ¢ novo e uma
extensa literatura discorre sobre esta metodologia (e.g. BRIGGS, 1987). Ao considerar
que ¢ é uma aproximacao da solucio exata ¢ e que e = ¢ — ¢, é o desvio da aproximacio

¢ em relacao a solucdo exata ¢, pode-se escrever a seguinte equacao
Ale+ ¢) = B. (5.3)

Evidentemente o valor exato do erro é tao inascessivel quanto valor exato da solucao,
levando & necessidade de se determinar uma estimativa do erro, no caso, o residuo R, ou
seja,

R =B — A¢, (5.4)

pode ser calculdao indicando quanto a aproximacao ¢ deixa de satisfazer a Eq. 5.2. Se a
norma, do residuo é calculada e este valor é igual a zero, verifica-se que a solugao exata
do problema foi encontrada, isto é, ¢ = ¢, o que torna o erro igualmente nulo. Na
pratica, num processo iterativo, nao se chega a um residuo R = 0, mas interrompe-se o
processo quando o mesmo for suficientemente pequeno, da ordem de 0, 5 * min(Az?, Ay?)
por exemplo.

Reorganizando a Eq. (5.4) tem-se,
A =B —R, (5.5)

e efetuando-se a subtragao entre as Eqs.(5.2) e (5.5) tem-se,

que, com a insercao da relacio e = ¢ — ¢ fica,
Ae = R. (5.7)

A Equacao (5.7) é denominada equacao residual, indicando que o erro e satisfaz o
mesmo conjunto de equacoes que a solucao ¢ quando B é substituido por R, ou seja,
resolver o sistema da Eq. (5.7) é analogo a resolver o sistema da Eq. (5.2). Com a
definicao da equacao residual busca-se obter a solu¢ao na malha fina, empregando-se os

demais niveis apenas como esquemas de correcao, nao havendo necessidade de resolver
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de forma ezxata as respectivas equagoes residuais nestas malhas. No nivel mais grosso
[ = 1 recomenda-se que a Eq. (5.7) seja resolvida exatamente ou que nela seja aplicado
um numero bem maior de iteracoes. Por envolver um ntimero expressivamente menor de
células e, portanto, corresponder ao menor sistema de equacoes, tal procedimento nao
compromete muito o esforco computacional (LEBRON, 2001). E importante observar,
que pelo fato de se usar termos como “malhas finas” e “malhas grossas” nao significa que
malhas compostas estejam sendo usadas, ou seja, tais malhas sao pertencentes apenas aos

niveis do método multigrid, também aqui denominado de niveis “virtuais”.

5.1.1 Processo Iterativo

Por ser um método iterativo que trabalha em diferentes niveis de refinamento, o MG
necessita de operadores para a comunicacao entre os diferentes niveis tanto no processo
de transferéncia de informagoes da malha fina para a grossa quanto no sentido inverso.
Esses processos sao definidos respectivamente de restricaio R e pronlogamento P. Poste-
riormente, esses operadores serao definidos com maiores detalhes. Considerando a Fig.
5.2 com 2 niveis de espacamentos h e 2h, os quais definem os niveis [ e [ — 1, o MG de

forma geral segue o seguinte processo iterativo:

Qh Q2

Figura 5.2: Exemplo de seqiiéncia de malhas para aplicacao de um processo iterativo do

Método Multigrid.

1. relaxar 7 vezes A'g = B! (Eq. 5.2) na malha Q" (Fig. 5.2), partindo-se de um
valor inicial 50 e obtendo-se uma estimativa E;, a qual serd utilizada para avaliar o

residuo,

2. calcular o residuo R' = B! — A@l (Eq. 5.4),
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3. transferir (restringir) os valores deste residuo R' para a malha pertencente ao nivel
imediatamente abaixo (22"), com o auxilio de fung¢oes interpoladoras, obtendo-se

-1
R,

4. relaxar algumas vezes (no presente trabalho adota-se 3n) a equagao residual A~ te!~! =
R!7! (Eq. 5.7), com valor inicial ¢/~! = 0 na malha Q%", obtendo-se os valores para

e/=1. Observa-se que o termo B ndo é conhecido para as malhas | < lpgs.,

I—

5. transferir os valores deste erro ¢/~! para uma malha mais fina ', com o auxilio de

funcoes interpoladoras obtendo-se €',

- . . -
6. corrigir a aproximacdo da malha fina com ¢ — ¢ + €.

5.1.2 Operador de Transferéncia entre as Malhas

Elementos essenciais do método multigrid sao os operadores de transferéncia, ou seja,
os operadores de restricao R e prolongamento P. Quando a transferéncia é no sentido
“fina-grossa” (I — [—1) utiliza-se o operador de restrigao R. Quando a transferéncia se da
no sentido oposto (I < [ —1) o operador empregado é o prolongamento P. Normalmente,
médias simples e polinomios bilineares para casos bi-dimensionais ou polinémios trilineares
para casos tridimensioais sao aplicados, para as operacoes de restricao e prolongamento,
respectivamente. No entanto, nada impede que polindbmios de ordem superior sejam

usados.

5.1.2.1 Operador para o Processo de Restricao

A pratica tem demonstrado que o mecanismo de transferéncia de informacoes da malha
fina para a malha grossa pode ser realizado linearmente, com bons resultados. Tomando-
se como exemplo a pressao que é uma variavel centrada e considerando Ax = Ay =
h, uma operacao de restricao é entao ilustrada na Fig. 5.3. Para tal procedimento,

matematicamente a operacao é definida por

-1 l 1 ! ! I
Pi; = Rl—l(p2i—1,2j—17p2z',2j—1’p2i,2j7p2i—1,2j)7 (5.8)
1 1 1 1
-1 _ P2i—12j—1 T D2i2j—1 T P2i2j T Pai—12)
P = 1 ) (5'9)

onde 7 e j sao os indices da malha grossa e 2¢ e 25 sao relativos a malha fina.
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h
/ e gi-z,zj @ p2i,2j
P TP -

Restricdo

nivel 1-1

Figura 5.3: Operagao linear de restricao do nivel [ para o nivel [ — 1.

5.1.2.2 Operador para o Processo de Prolongamento

Utilizando-se polindmios bilineares, matematicamente a operacao de prolongamento
da malha grossa para a malha fina, onde 2h é o espacamento da malha grossa, ¢ definida

por

[— — [— [—
I . 9pi7jl + 3pz+}’] + 3p7,,‘y}i-1 +pi+%,j+1

P22 = 16 ) (5.10)
C 9t e, Pt P -
P2i2j—1 = 16 ) (5.11)
. 9piy 3Pk 3T P
DPai1,25 = 16 ’ (5.12)
. B 917;1 + 3]72,;'1—1 + 3272:},]‘ +pij,j—1
Dai12j-1 = 16 ’ (5.13)

onde novamente 7 e j definem os indices na malha grossa.

A Figura 5.4 permite visualizar os pontos da malha grossa (nivel [ —1) que influenciam
nos valores da célulda 2i,2j pertencente & malha fina (nivel /). Consequentemente o
mesmo se aplica para as outras células. Os procedimentos de restricao e prolongamento
se estendem facilmente para variaveis deslocadas tomando-se cuidado com os coeficientes
polinomiais. A Fig. 5.5 ilustra o processo de prolongamento para uma variavel deslocada
u localizada na célula 2 — 1,25. Os polinomios de prolongamento para a variavel u sao

dados por
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O
L1 +1,j+1
2i-19 ® 2i,9
O v \
. i+1,j
2i-12j-1® o 2i,9j-1
o O (@]
-
2h

Figura 5.4: Operacao de prolongamento do nivel [ — 1 para o nivel [ para uma variavel

centrada.

3

U2i—1,2j = Zu” + Zui,j+17 (5.14)
3 1
U2i-1,2§—1 = Zu” + Zui,j—la (5.15)
3 3 1
U24,2j—1 = guzg + éuz’—i—l.j + gui,j—l + guﬂ—l,j—la (5.16)
3 1
Ui oj = guu + guizl,j + gui,jﬂ + gui-i-l,j-i-l- (5.17)
= EX L+l 57 i+1j+1
;52;‘-1,2,‘ " 29
R & i+l
W2i-1,2j-1m 2i,2j-1
-
2h

Figura 5.5: Operacao de prolongamento do nivel [ — 1 para o nivel [ para uma variavel

deslocada u.
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5.1.3 Estratégias de Mudanca de Nivel de Malha

Durante o algoritmo multigrid, diferentes niveis de malha sao visitados, nos quais as
componentes do erro com comprimentos de onda comparéveis ao espacamento da malha
correspondente sao eficientemente suavizadas. A seqiiéncia de como os procedimentos
sao concatenados entre niveis consecutivos de malha caracteriza os chamados Ciclo-V e
Ciclo-W. A Fig. 5.6 mostra a seqiiéncia de operagoes em cada ciclo durante uma iteragao
multigrid completa. As operagoes sao de relaxacao (r;), restrigdo (R), relaxa¢ao no nivel
[ =1 (r1), prolongamento (P) e atualiza¢do. Geralmente, nas técnicas de mudanca de
nivel de malhas se faz o uso de operacoes de pos-relaxacgoes, ou seja, relaxagoes realizadas
apos o prolongamento. Neste processo, a equacao residual Ae = R é relaxada novamente
na busca de melhorar os valores para o processo de atualizacao. O processo de relaxacao

usado durante a “descida” do Ciclo-V por exemplo é denominado de pré-relaxacao.

© Relaxacao em I=1
@ Prolongamento

® Restricdo e relaxacad

Figura 5.6: Esquema representativo dos Ciclos V (esquerda) e W (direita) em malha

uniforme com 4 niveis seqiiencialmente mais grossos.

Duas estratégias distintas podem ser adotadas para se determinar o momento de se
mudar de malha. Uma delas consiste em monitorar a taxa de convergéncia da solugao
numérica, a qual pode ser determinada pela razao das normas dos residuos de duas relaxa-
¢oes sucessivas. Quando o problema em questao envolve a solu¢ao de uma tnica grandeza
do escoamento, a aplicacao deste tipo de estratégia nao traz dificuldades pois h& apenas
uma tnica taxa de convergéncia a ser monitorada (RABI, 1998).

Um procedimento alternativo adotado consiste em especificar a estratégia de ciclos,

isto é, especificar o namero de relaxagoes em cada nivel [. Hortmann et al. (1990) citam
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que esta pratica em certos casos é mais eficiente que monitorar a taxa de convergéncia da
solucao numérica. Este é o critério adotado no presente trabalho.

Apresenta-se agora um Cliclo-V com todo o processo iterativo envolvendo um niimero
de niveis de malhas seqiiencialmente mais grossas superior a 2. Este processo ¢ dado
pelo Algoritmo 5.1 descrito abaixo. Neste algoritmo MG ¢ discretizado em malhas Q™"
onde m = 1,2,4,8,...,29 determina uma série de malhas progressivamente mais grossas
com espacamento mh. E importante observar que para niveis de malhas superior a 2
tem-se que a equacao residual tem também o seu proprio residuo. Dessa forma, o que é
restringido para [ =1 —2,1—3, ..., 1, tal que | = lp4se, € 0 residuo proveniente da equagao

residual, ou seja, B2 «RIZLH(RI7T — Al-tel71),

5.1: Ciclo V' para a malha uniforme

—l e ..ol
Relaxar A'¢p = B!,  vezes, com um valor inicial ¢y,
o ) ~ —
Calcular e restringir o residuo: R'™! «+ R! (B! — Alg),
Relaxar A""'e/~! = R"=! com um valor inicial e/=' = 0,

Calcular e restringir o residuo: R'=2 « RIZJ(R™! — Al=lel=1),
Calcular Ale! = RY,

Corrigir €72 « e!=2 4 P72(e3),
Relaxar A=2¢/=2 = R'~2 7 vezes com aproximacao inicial e/~2
Corrigir €/t « e!=1 + P/ (e 72),
Relaxar A=te/=t = R=! 1 vezes com aproximacdo inicial ¢!~!

Corrigir €' «— €' + P!, (e'),

- . T
Relaxe A'¢p = B!, n vezes com aproximacao inicial ¢ « ¢ + ¢

5.2 Método Muligrid na Malha Composta

Quando se trata de malhas refinadas localmente, o Método Multigrid aqui aplicado

¢ denominado de Método Multigrid-Multinivel, pois a metodologia multigrid nao atua
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apenas nas malhas seqiiencialmente mais grossas (niveis virtuais) mas também passa a
atuar no nives “fisicos” de refinamento, ou seja, nos niveis seqiiencialmente mais finos
a partir da malha base. A Fig. 5.7 ilustra de forma esquematica os niveis fisicos e
virtuais definidos para a aplicacao do Método Multigrid-Multinivel. Observa-se que [ >
3 definem os niveis fisicos, onde a equacao residual, os processos de prolongamento e

restricao também sao aplicados nestes niveis.

— 1=5
niveis 1=4
fisicos
QR l = 3
=2
Q.
niveis
virtuais -
0, =1

Figura 5.7: Representacao esquemaética dos niveis fisicos e virtuais para uma malha refi-

nada localmente.

Se malhas refinadas localmente sao utilizadas, espera-se que a solu¢ao nestas malhas
finas apresente maior precisao que nas malhas grossas. Isto leva ao conceito de duas
regioes: uma regiao vdlida , a qual nao esta coberta por malhas mais finas e uma regiao
composta, a qual estd coberta por malhas mais finas. No entanto, durante o processo
computacional, cada malha é tratada separadamente como se fosse uma tnica malha.
Dessa forma obtém-se uma solucao para todas as células. Ao final do processo se uma

determinada célula pertence a uma regiao composta entao ela é recoberta pelos valores

da malha fina através de média simples (MARTIN, 1998).

5.2.1 Equagao Eliptica na Malha Composta

Para discretizacoes advindas de equacoes elipticas ou hiperbdlicas onde variaveis cen-
tradas sao utilizadas, alguns cuidados precisam ser tomados nas regioes que contém as
interfaces entre as malhas finas e grossas de forma a se obter a precisao desejada.

Para uma melhor compreensao do que ocorre na interface fina/grossa Martin e Cart-
wright (1996) propuseram o seguinte teste: obter a solucdo de V2¢' = B!, onde B' é a

média de B!, Com a solucao em Q' obtida, interpola-se os valores provenientes de Q!
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para preencher somentes as bordas de Q! de forma a se obter as condices de contorno
na malha fina. Apos isso, se a solucdo de V2¢!T! = B!*! & obtida, verifica-se a mesma
precisao que foi anteriormente observada no nivel [, o qual nao é o esperado pois a pre-
cisao da malha foi aumentada. Os autores afirmam que apesar de ¢ ser continua para
a interface entre os dois dominios Q' e Q1 % nao é continua para a interface. Assim,
esta aproximacao transfere informagoes apenas da malha grossa para a malha fina e nao
da malha fina para a malha grossa. Em outras palavras, a malha grossa nao “sente” os
efeitos da malha fina.

Para melhor compreender a descontinuidade de % na interface fina/grossa, tracga-se
um volume de controle ao redor de uma regiao que contenha células da malha grossa e
da malha fina. O operador divergente deve satisfazer a seguinte identidade, advinda do

teorema da divergéncia (STRIKWERDA, 1989)

/QV-f:/mf-n, (5.18)

WY (D-£)y=h Y (F-n),, (5.19)

i\j m
onde D é o operador divergente discretizado, h é o espacamento da malha, tal que h =
Az = Ay e o indice [ denota o nivel em analise. f = (f,, f,) ¢ o fluxo a partir de uma
variavel centrada (e.g. ¢), os indices i e j denotam as células pertencentes ao dominio 2 e
o indice m denotam as células que estao no contorno do volume de controle. Analisando

esta discretizacao sobre a Fig. 5.8, tem-se

fﬂ”ul,J - fszl,J fyI,J+1 N fyI,J—l
(D . f)h2 — 2 2 h2 4 2 2 h2
1 h l h 1
l !
fxi+%,j B f‘ri—%,j 2 fyi,ﬁr% B fym‘—% B2 4
1+1 I+1
hi1a i1
f“i+%,j+1 N fxi—%,j-ﬁ—l 2 fyi,j+% Vil g
hy hip+
h h *
I+1 I+1
f“w%,jﬂ N f$i+%,j+1 52 fyi+1,j+% N fyi+1,j+% 32
A I+1 A 1t
1+1 1+1
fw, 3_fx 1. fy. . 1_fy. 1
i+, i+5.9 1.9 i+1,j+5 i+1,j—5 392
N hijy + ; hit, (5.20)
+1 I+1

Fazendo as devidas simplifica¢oes na Eq. (5.20) e considerando que h; = 2h;,1, resulta
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1J+1/2 I+1,J+1/2

ij+3/2 i+1,j+3/2

[e) - [ ] - L -
i-Lj+1  |i-1/2j+1 ij+1 i+1/2j+1 i+1j+1 | i+3/2,j+1

I-1/2,J S L] I+1d
T @ o i @ i B 143/2,J
: I+1/2d ij+1/2 i+1,j+1/2
o . mm N - e -
i-1,j i-1/2,j ij i+1/2j  i+lj i+3/2,j
LJ-1/2 ij-1/2 I+1J-1/2 i+1,j-1/2

Figura 5.8: Exemplo de uma parte da malha composta contendo um interface fina/grossa.

em
fy,. 3+fyA .. 3 fy,. 1+fy. .1
2 LI+ 5 i+1,j+5 . INE itl,j—%
Z(D f)hy = 5 5 +
fx. 3 . + fx 3 .
i+5,5+1 i+5,7
2 o fxzf%,J + fyI,J+% - fyI,J—% hu, (5'21)

de onde observa-se que o “fechamento” do balanco dos fluxos no contorno s é possivel,
ou seja, a Eq. (5.19) so é verdadeira, se

fziilj +fmiflj+l
f, o= 2t (5.22)

1+1.7 2

Devido a este comportamento do fluxo na interface fina/grossa é necessario redefinir
o operador Laplaciano L(¢) nas interfaces da malha composta. Para regioes fora desta
interface o operador Laplaciano se comporta da mesma forma como discretizado na malha

uniforme. Assim tem-se

1 ! 1 1 1
r+1,0 T ¢1—1,J - 4¢1,J + ¢1,J+1 + ¢1,J—1

(V2¢)lI’J = 2 . em (5.23)
1
I+1 I+1 I+1 I+1 I+1
T T — A4 R A
(V2¢)fj§1 _ ¢z+1,J ¢Z 1, Z;J (b J+1 (b »J 1’ Qi+t (5_24)
+1

onde Q' indentifica o dominio da malha grossa e Q! 0 dominio da malha fina.

Para definir o operador Laplaciano na malha composta, principalmente na interface
fina/grossa, é necessario defini-lo em fung¢ao da diferenga de fluxos, utilizando um volume
de controle ao redor de cada célula. O operador Laplaciano pode entao ser escrito em

funcao da diferenca de fluxos para uma variavel centrada como V2¢ = V - f, tal que
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f = V¢. Na forma discretizada, o Laplaciano passa entao a ser dado, em qualquer nivel

de refinamento por

(V2¢)i; = (V- £)i,

Joy, = Toy, Ty = I
e 1 ba  Yirh Hih (5.25)
h
onde
f=Vo,
1
fo%’j = E(Qbi—i-l,j — dij)
1
fmii%,j - E(Qbi,j - ¢i—17j)7 (526)
1
fym_% = E<¢i,j+1 — ¢ij),
1
Fooyoy = 7 (Pig = dig-1),

tal que 7 e j representam qualquer dominio.

Tomando-se novamente um volume de controle ao redor de uma célula pertencente a
malha grossa adjacente a uma interface fina/grossa e somando-se os fluxos que cruzam esta
interface, tem-se a seguinte discretizagao para a regiao da interface fina/grossa referente

a Fig. 5.8

*[ ol ol
V2¢I,J = fo_%J fZI_l d yI &8 fy] = ) (527)
hy
tal que,
*1 l+1 I+1
fx1+% J (f + fxi—%,j)7 (528)
e
it —oltt
I+1 i—1,j+1 4,7+1
- 5.29
f i—%.5+1 hl+1 ’ ( )
gt
+1 1—1,5 i,
- 5 5.30
4 hiya (5.30)

onde os indices [ e J identificam as células pertencentes a malha grossa, ¢ e j sao o0s
indices das células localizadas na malha fina. E importante observar que para as Egs.
(5.29) e (5.30), os valores de ¢;_1 ;=1 € ¢;_1; sdo células fantasmas, ou seja, sao valores
provenientes de interpolacoes quadraticas entre as malhas grossa e fina conforme visto na

Secgao 4.4.2.
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5.2.2 Processo Iterativo no Método Multigrid-Multinivel

Tendo definido o tratamento dos fluxos nas interfaces para uma malha composta, um
algoritmo para a malha composta utilizando o C'iclo — V pode ser introduzido. O algo-
ritmo descrito aqui é uma extensao logica do algoritmo multigrid descrito na Secao 5.1.3.
O algoritmo usado aqui é o mesmo apresentado por Mantin (1998) e Roma (1996) e des-
creve de forma simplificada a aplicacao do Método Multigrid-Multinivel para uma variavel
centrada, considerando escoamentos incompressiveis. Algoritmos similares também tem
sido usado para escoamentos compressiveis (DUDEK, 1996).

Como j4 citado anteriormente a equacao que se deseja resolver é
A¢p = B, (5.31)
ou referindo-se as discretizacoes apresentadas acima,
L(¢) = B, (5.32)

onde L(¢) é o operador Laplaciano.

Para cada nivel de refinamento [ = 1 a [ = l;,,, os valores de @', B! sdo armazenados
em cada nivel, sendo que B' ¢ definido somente em Q! — Q"1 ou seja, apenas na regido
em que a malha grossa nao esta coberta pela malha fina. Considerando que a formulacao
de equacdo residual esta sendo usada, para cada nivel é necesséario definir o residuo R' e
a correcao €' em todo dominio, inclusive na regido coberta pela malha fina, ou seja, na
regiao composta .

Como citado na secao anterior, o operador Laplaciano na malha composta ¢é definido
na regido distante da interface 2!, tratado da mesma forma que na malha uniforme e na
regido ao longo da interface fina/grossa 6Q2', o qual é definido em funcao da diferenca de
fluxo. Vale ressaltar, que as células fantasmas ao redor da interface fina/grossa é obtida
por meio de interpolacoes quadraticas entre as malhas grossa e fina.

Da mesma forma que na malha uniforme, é necessario também um operador de relaxa-
cdo o qual realiza 7 relaxacoes na equacio de Poisson. Assim define-se GSRB(e!, R!, ht)
em !, o qual realiza n relaxacoes com o método Gauss-Seidel Red-Black em um dado
nivel [. Este operador nao tem informacao nenhuma sobre o outro nivel ou sobre ou-
tra malha do mesmo nivel, entretanto deve-se utilizar os operadores e as condicoes de

contorno apropriadas para realizar a relaxacao em cada nivel.
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Para cada nivel, o residuo possui duas componentes. Primeiro, como na malha uni-
forme, o residuo no nivel [ que advém de um residuo do nivel mais fino por meio do
processo de restricao. Assim, este residuo é definido apenas na regiao do nivel [ que esta
coberto pelo nivel [+1, ou seja, em P(Qﬁ“) o qual define a regiao de projecao do nivel [+1
em [. Em adicao a este residuo, ha o residuo definido na regiao que nao esta coberta pela
malha do nivel mais fino, ou seja, em Q' — Q'+, Baseando-se nisto, tem-se os seguintes

calculos de residuos:

e No nivel mais fino, para [ = l;,,

thop «— Bltop _ thOP (altop)' (533)

e Na regiao do nivel [ coberto pelo nivel [ + 1

Rl - Rg-&-l(RH-l _ Ll+1(€l+1)). em P(Qg—&-l)’ (534)

e Na regiao do nivel [ que nao esta coberto pelo nivel [ + 1

R — B '~ '), em Q' — Q. (5.35)

O Algoritmo 5.2, o qual apresenta o Método Multigrid-Multinivel para uma quanti-
dade méaxima de niveis igual a l;,,, é estruturado da mesma forma que o Algoritmo 5.1
para malha uniforme, onde o processo se inicia no nivel mais fino | = l;,,. Nas malhas
progressivamente mais grossas realiza-se a relaxagao, resolve-se a equagao residual até o
nivel [ = 1 e finalmente em sentido contrario interpola e relaxa novamente. A diferenca é
que para este caso, a forma como os operadores sao aplicados nao é a mesma para todo o
nivel [. Os processos de interpolacao e atualizacao da correcao também sao idénticos ao
aplicado na malha uniforme.

Quando se considera variaveis deslocadas, nao mais faz sentido em se falar em fluxos
nas interfaces fina/grossa. Assim, nenhum tratamento diferenciado é aplicado para o
Laplaciano na interface fina/grossa e a mesma estrutura apresentada no Algoritmo 5.2 é

aplicada para malhas com refinamento localizado utilizando variaveis deslocadas.
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5.2: Multigrid-Multinivel para o Ciclo-V

for [ =1l,paldo
if [ = l;,p then
elitor = ()
Calcule L(¢), em Qler
Rlter «— Blior — L(g)lor em Qltor
elror — RBGS(Abltor elitor | Rlitor) em Qltor
else
e =0
Calcule L(¢)!, em Q'
Calcule L(e)!, em §Q*!
R« B — L(3)!, em Q! — Qi+
R RIFY(R — L(€Y)), em P(QLT)
el « RBGS(Al e, RY) em Q'
end if
end for
for | =2 al;,, do
el — e+ P e)
el «+ RBGS(Al e, RY)
51 — 51 + ¢

end for




98



Capitulo 6

Resultados e Discussao

Neste capitulo, sao apresentados os resultados de validacao das implementacoes e de
estudos de comportamento fisico de escoamentos, utilizando-se modelagem matemaéatica
e simulacao numérica. A solucao do modelo matematico foi feita utilizando-se malhas
uniformes e malhas adaptativas bloco-estruturadas, refinadas localmente, aplicadas a si-
mulacao de escoamentos incompressiveis transientes. Escoamentos bifasicos sao também

simulados via um Método Hibrido Front-Tracking/Front-Capturing.

A primeira secao destaca os elementos mateméaticos usados para avaliar o comporta-
mento da metodologia em termos quantitativos. Nela a ordem de convergéncia do método
empregado é analizada. No intuito de validar as solugoes das equacoes de Navier-Stokes
com a metodologia descrita nos capitulos anteriores, simulagoes numéricas sao realizadas
para uma cavidade, de forma que, a partir do regime permanente, os resultados sao com-
parados com resultados numéricos encontrados na literatura, os quais sao apresentados
na Se¢ao 6.2. Na Secao 6.3, uma primeira andlise é feita sobre a regularizagao dos pon-
tos lagrangianos, que compoem uma fronteira imersa. Resultados qualitativos sao entao

apresentados para interfaces submetidas a elevadas deformacoes.

Resultados numéricos sao obtidos para bolhas ascendentes e comparados com o dia-
grama de Clift et al. (1978), sendo apresentados na Se¢ao 6.4. Essa se¢do termina com

os resultados obtidos para um caso de miiltiplas bolhas.
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6.1 Normas e Estudo de Convergéncia

No presente trabalho, sao apresentadas simulagoes bidimensionais em um dominio re-
tangular Q = [a,b] X [c,d] C R?. Malhas estruturadas regulares, tanto uniformes como
compostas sao aplicadas e as variaveis do fluido sdo discretizadas numa célula MAC (FOR-
TUNA, 2000). Nesta discretizagao, as variaveis que descrevem os campos escalares estao
localizadas nos centros das células computacionais, enquanto que as componentes dos
campos vetoriais estao localizadas nas suas faces.

Antes da apresentacao dos resultados, é necesséario descrever como a norma é calculda
em uma malha uniforme e em uma malha composta e como o estudo de convergéncia é
realizado.

Em uma malha MAC, trés conjuntos de pontos podem ser diferenciados: o conjunto de
pontos onde as variaveis escalares do fluido sao calculadas, QZ; o conjunto de pontos onde
a primeira componente das varidveis vetoriais do fluido sdo calculados, Q2" e o conjunto
de pontos onde a segunda componente das variaveis vetoriais sdo calculados, Q.

As normas euclidiana || - ||z e infinito || - || para as varidveis escalares ¢ podem ser

definidas em QZ por

1/2
loll: = (D lenlaeay) ™, (6.1)
keQh
19]l0 = max |, (6.2)

p

onde ¢y, é avaliado no centro da célula k, cujas dimensoes sao Ay e Ax.

Para as componentes de uma variavel vetorial definida numa malha composta, e.g.
h

u?

a componente u do vetor velocidade em (), as normas euclidiana e infinito sao obtidas
em funcao de “pesos especificos” a;, dependentes da localizacao da variavel na malha

composta. Essas expressoes sao dadas por

el = (3 fel?as). (6.3)

ieQh
[u]oe = grelgg{!ui\}, (6.4)
onde,
AxAy, na malha grossal,
a; = { Affy, na malha final + 1, (6.5)
(2r+1)AzAy

=3 , nas interfaces fina/grossa,
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sendo r = 2 a razao de refinamento entre os niveis [ e [ + 1. As normas euclidiana e
infinito para a componente v sdo definidas de forma analoga a Eq. (6.3) e Eq. (6.4).
Para analisar numericamente a convergéncia do método, é suposto que a solucao for-
necida por ele tenha expansao assintdtica nas poténcias do espacamento da malha. Nas
malhas uniformes empregadas, por exemplo, com h = Az = Ay, a fungao escalar ¢ tem

solu¢ao numeérica ¢(x,t, h) a qual, por hipotese, pode ser escrita na forma assintotica
o(x,t, h) = do(x, ) + Ey(x,t)he + Epq(x, 1) 4 ...

para h suficientemente pequeno, onde ¢.(x,t) é a solu¢ao exata e os coeficientes F;(x,t),
t=¢q,q+1,..., sao independentes de h.

Se a solugao exata é conhecida, apos ter sido encontrada a solugao aproximada ¢(x, ¢, h)
para algum h, calcula-se para o mesmo ponto (x,t) a aproximagao ¢(x,t,h/2). Assim

obtém-se, em primeira aproximacao,
d(x,t, h) =~ ¢c(x,t) + E,(x,t)h, (6.6)
O(x, 1, h/2) = de(x,1) + Ey(x,t) 2. (6.7)

Das duas aproximacoes anteriores, os erros entre a solucao exata e as aproximadas

para malhas de espacamentos h e h/2, satisfazem a razao

lp(x,t,h) — ¢e(x,1)]| g

" TGt h2) ol o8
com || - || representando a norma dada por (6.1) ou (6.2). Para obter a ordem de conver-
géncia ¢ em (6.8), basta tomar

log, 7 =~ q. (6.9)

Fazendo-se o uso de (6.8), tem-se que a razdo entre os erros, nas malhas de espaga-
mentos h e h/2, para métodos de ordem g = 1, 2 e 3, devem ser aproximadamente 2, 4 ¢
8, respectivamente.

Esta estimativa é usada nos testes apresentados a seguir para determinar a ordem de

convergéncia das variaveis discretas que compoem o modelo matematico.

6.1.1 Validagao da Metodologia por Ordem de Convergéncia

A anadlise de convergéncia permite verificar comportamento de convergéncia do codigo

implementado. Dessa forma, as equagoes parabolica e eliptica passam por esta analise.
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Nesta secao, sao apresentadas as andlises de convergéncia para as equagoes de Navier-
Stokes e equacao eliptica com trés possiveis condicoes de contorno: periddicas, Dirichlet e
Neumann, considerando as propriedades do fluido (massa especifica e viscosidade) varié-
veis ou nao. A condicao de contorno de Dirichlet consiste na aplicacao direta do valor da
variavel no bordo do dominio. Neumann por sua vez, é a derivada da variavel na direcao
normal & parede na qual esta sendo aplicada a condicao de contorno. As condi¢oes sao
tratadas para estes casos de forma pura, ou seja, uma mesma condi¢ao de contorno (e.g

periddica) é aplicada em todas as dire¢oes.

Os resultados de convergéncia sao entao apresentados para uma malha uniforme na
qual o nivel base é dividido em trés blocos, permitindo que se verifique a comunicacao
entre as malhas. A malha composta ¢ definida com apenas 2 niveis de refinamento. Vale
ressaltar que a andlise de convergéncia é feita reduzindo-se o espacamento da malha a
metade o que, conseqiientemente, eleva ao dobro o nimero de células. A Fig. 6.1 permite
visualizar a malha uniforme adotada a qual contém apenas um nivel, lp.s.. A malha
composta com dois niveis de refinamento é apresentada na Fig. 6.2, a qual tem duas

malhas independentes, 28 x 24 e 20 x 16.

Figura 6.1: Malha uniforme com o Figura 6.2: Malha composta com
nivel base dividido em 3 blocos, 32 x dois niveis de refinamento, 32x16, 8x

16, 8 x 16, 24 x 16. 16, 24 x 16 L2.



103

6.1.1.1 Equacao Eliptica para Correcao de Pressao

Devido ao tratamento diferenciado que ¢ dado na implementacao da equacgao elip-
tica pelo método multigrid-multinivel, os resultados de analise de convergéncia para essa
equacao sao aqui apresentados.

Considera-se que as fungoes sao conhecidas para as variaveis ¢ e p. Assim, denota-
se por ¢. e p. as variaveis exatas, ou fungoes previamente conhecidas. Reescrevendo a

equacao eliptica apresentada pela Eq. (4.24), tem-se

v. <%v¢>> _ (6.10)

onde ¢ é a solucao numérica e f é termo direito desta equacao, o qual é conhecido como
termo forcante, pois ele “forca” a solucao da Eq. 6.10 em dire¢ao a solugao conhecida, p.

e ¢.. Conhecendo-se as funcoes exatas empregadas para ¢ e p, o termo forcante ¢ dado

9 (106, o (109,
=5 (o) v () (o1

Os testes a seguir sao aplicados para condicoes de contorno periddicas, de Neumann

por:

e de Dirichlet. A andlise de convergéncia para massa especifica variavel é aqui realizada
utilizando-se condicoes de contorno periddicas. Para as demais, a massa especifica é

considerada constante e igual a 1,0.

e Solucoes utilizadas para os casos de condigoes de contorno tipo Neumann e perio-

dicas em todas as diregoes.

cos(2mx) - sin(2my)
Ge = 2 )
T

pe = 1.0+ k [sin (27x) - sin (27y)]° (6.13)

(6.12)

onde k é uma constante. Para massa especifica constante & = 0 e para massa

especifica variavel é igual a 1.

O termo forgante da Eq. (6.11) é dado por
4 (sin (27 2))” (sin (27 y))* kcos (2mx) B cos (2mz)m sin (27 y)
(1 + k (sin (27 2))? (sin (27 9))?) 1+ k (sin (27 x))* (sin (27 y))*

4 Co8 (27 x) 7 sin (27y) (cos (2my)) k (sin (27mv))2'
(1+ & (sin (27 2))* (sin (27 y))?)”

(6.14)
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E importante notar, uma vez que f é determinada, a EDP é resolvida numericamente

para ¢ e seu resultado é comparado com a solucao exata ¢..

e Equacoes utilizadas para os casos onde as condig¢oes de contorno sao do tipo Dirichlet

em todas as direcoes.

¢ = 217 =3y’ (6.15)
pe = 1.0, (6.16)
f = 12z —18y. (6.17)

A Tabela 6.1 mostra os resultados de convergéncia nas malhas uniforme e composta
em um dominio Q2 = [0, 1] x [0, 1], ilustrados nas Figs. 6.1 e 6.2, utilizando-se condicoes de
contorno de Neumann com p. = 1. A analise de erro comeca em uma malha 16 x 8, 4 x 8
e 12 x 8 formando um conjunto de 16 x 16 células. O refinamento é duplicado para
posteriores andlises, finalizando com malhas contendo 256 x 128, 64 x 128, e 192 x 128
as quais formam um conjunto de 256 x 256 células. O mesmo raciocinio é aplicado a
malha composta. A segunda coluna desta tabela apresenta a quantidade de ciclos V/
(NC') empregados no calculo. A razao r. entre os erros calculados na segunda coluna, é
dada pela norma euclidiana, tal que ¢ identifica a solucao numérica e ¢, a solugao exata.
O residuo do método multigridi-multinivel é mostrado na tltima coluna.

Resultados para condicoes de contorno periodicas e de Dirichlet com massa especifica
constante sao mostrados nas Tabelas 6.2 e 6.3, respectivamente. O nimero de ciclos V', o
erro encontrado pela diferenca entre a solucao numeérica e a solucao exata, a razao entre
os erros e o residuo do multigrid podem ser verificados. A Tabela 6.4 mostra os testes
de convergéncia para condicoes de contorno periodicas e massa especifica variavel, com
o valor de k (Eq. 6.13) igual a 1,0. Ambos os testes apresentaram segunda ordem de
convergéncia, tanto para massa especifica variavel como para a massa especifica constante.
Uma restri¢ao deve ser aqui observada quanto a variagao do valor de k na Eq. (6.13), pois
para valores maiores que 5 nao foi possivel verificar a estabilidade no método multigrid-

multinivel.
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Malha uniforme Malha composta
Malha 1,,.. NC |l — @ell2 7e residuo Malha 1,,.. NC ||¢ — ¢dell2  7e residuo
16 x 16 15 0.122e-02 - 0.666e-08 16 x 16 15 0.362e-04 - 0.696e-08
32 x 32 15 0.302e-03 4.03 0.330e-08 32 x 32 15 0.899e-05 4.02 0.868e-08
64 x 64 17 0.755e-04 4.00 0.812e-08 64 x 64 17 0.224e-05 4.00 0.409e-08

128 x 128 19  0.188e-04 4.00 0.404e-08 128 x 128 19  0.560e-06 4.00 0.537e-08
256 x 2566 20  0.471e-05 4.00 0.540e-08 256 x 256 21  0.140e-06 4.00 0.264e-08

Tabela 6.1: Teste de convergéncia na malha uniforme (esquerda) e na malha composta

(direita), usando condicoes de contorno de Neumann e massa especifica constante.

Malha uniforme Malha composta
Malha 1,0, NC || — dell2  7e residuo Malha t,,.. NC || — dell2  Te residuo
16 x 16 12 0.103e-02 - 0.196e-08 16 x 16 12 0.875e-04 - 0.713e-08
32 x 32 12 0.256e-03 4.02 0.634e-08 32 x 32 13 0.235e-04 3.71 0.346e-08
64 x 64 12 0.639e-04 4.00 0.837e-08 64 x 64 13 0.589%-05 3.99 0.427e-08

128 x 128 12 0.159e-04  4.00  0.936e-08 128 x 128 13 0.147e-05 3.98 0.456e-08
256 x 256 12 0.399e-05 4.00 0.983e-08 256 x 256 13 0.370e-06  3.99 0.462e-08

Tabela 6.2: Teste de convergéncia na malha uniforme (esquerda) e na malha composta

(direita), usando condi¢oes de contorno periddicas e massa especifica constante.

Malha uniforme Malha composta
Malha 1,,.. NC |l — @ell2  7e residuo Malha ty0.. NC || — Pell2 Te residuo
16 x 16 13 0.312e-02 - 0.191e-08 16 x 16 13 0.299e-02 - 0.191e-08
32 x 32 13 0.789¢-03  3.95 0.783e-08 32 x 32 13 0.757e-03  3.95 0.168e-08
64 x 64 14 0.198e-03  3.98 0.394e-08 64 x 64 14 0.190e-03  3.98 0.821e-08

128 x 128 15 0.495e-04 3.99 0.197e-08 128 x 128 15 0.475e-04 3.99 0.486e-08
256 x 256 15 0.123e-04 3.99 0.791e-08 256 x 256 16 0.118e-04 3.99 0.291e-08

Tabela 6.3: Teste de convergéncia na malha uniforme (esquerda) e na malha composta
(direita), usando condigoes de contorno de Drichlet em todas as diregdes e massa especifica

constante.
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Malha uniforme Malha composta
Malha 1,,.. NC || — @ell2  7e residuo Malha 1,,.. NC || — @eclla 7o residuo
16 x 16 13 0.812e-03 - 0.668e-08 16 x 16 13 0.872e-04 - 0.359¢-08
32 x 32 13 0.198e-03 4.08 0.460e-08 32 x 32 14 0.223¢-04 3.89 0.196e-08
64 x 64 13 0.494e-04 4.02 0.758e-08 64 x 64 14 0.562e-05 3.98 0.319e-08

128 x 128 13 0.123e-04 4.00 0.910e-08 128 x 128 14 0.141e-05 3.98 0.358e-08
256 x 256 13 0.308e-05 4.00 0.964e-08 256 x 256 14 0.353e-06  3.99 0.367e-08

Tabela 6.4: Teste de convergéncia na malha uniforme (esquerda) e na malha composta

(direita), usando condi¢des de contorno periddicas e massa especifica variavel.

6.1.1.2 Equacoes de Navier-Stokes

Os testes aqui apresentados consideram as equacoes de Navier-Stokes, nas quais o
termo gravitacional é desprezado, nao permitindo a acao de qualquer outra forca de corpo
a nao ser o termo forcante. As equacoes de Navier-Stokes para escoamentos incompressi-
veis sao entao dadas por

p(aa—ltl +u- Vu>: —Vp+ V- |u(Vu+ VuT)] +f. (6.18)

O termo forcante f = (f,, f,) é definido em fungao de solugoes exatas previamente
conhecidas paras as variaveis u, v, p e p, dadas por: Ue, Ve, pe € fLe. Assim o termo

forcante é dado por

e ou ) ]+0p [Me(%e 8%) N

fom o gy vyl + 5 (5 + (6.19)
9 (Oue  Ove\  Opedue  Ope (Oue v |
/Le%(ax—i_@y) 23x ax+ay(8x+ay)”7
Ove | Ove vy D 0®ve | 0.
fy = pe [8—2+uea—i+”e6—2} +a_§ B [“e<a;2 * 8;2>+ (6.20)

g (G + o) p e Dl O (T, S]]

Uma seqiiéncia de testes sao realizados na malha composta e na malha uniforme. As
Figs. 6.3 e 6.4 exemplificam os tipos de malhas usadas para andlise de convergéncia. A

malha uniforme é formada por 3 blocos, contendo inicialmente 322 células. Nos testes,

ela é refinada progressivamente (64 x 64, 128 x 128, 256 x 256 e 512 x 512 células).
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A malha composta se diferencia do exemplo anterior pela presenca de malhas irmas no
nivel mais refinado, as quais permitem verificar com maior detalhes a implementagao dos

procedimentos de comunicacao entre as malhas.

Figura 6.3: Malha uniforme com o Figura 6.4: Malha composta com
nivel base dividido em 3 blocos, 32 x dois niveis de refinamento, 32 x
16, 8 x 16, 24 x 16. 16, 8 x 16, 24 x 16L2.

Os testes a seguir sao definidos para analisar a convergéncia utilizando a Eq. (6.18). O
primeiro exemplo permite utilizar condicoes de contorno puras e mistas para a velocidade

e conseqiientemente para a correcao de pressao. Assim tem-se:

e Nesse caso duas situacoes foram simuladas: para a primeira, condicoes de contorno
de Dirichlet para as velocidades e nao homogéneas para Neumann sao utilizadas
para a pressao. Para a segunda, condi¢oes de contorno mistas, periddica na diregao
x e Dirichlet na direcao y para as velocidades, periddica na dire¢cao z e Neumann

na direcao y para a pressao foram utilizadas. As solugoes exatas sao:

pe = ‘wglff ! sin(2m(z — w(t)))(sin(2my) — 2my + 7)— (6.21)

pe = cos(2m(x — w(t)))(—2sin(2my) + 27y — 7),

ue = cos(2m(x — w(t)))(3y* — 2y), (6.22)
v, = 27 sin(2m(x — w(t)))y*(y — 1), (6.23)

onde w(t) = 1+ sin(27t?) em Q = [—1,0;0.8] x [—1,0;0,8]. Para os casos em que

as propriedades fisicas do fluido sao consideradas constantes, os valores da massa
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especifica e da viscosidade efetiva, p. e j, sao iguais a 1,0. Para as propriedades

fisicas variaveis, as seguintes funcoes sao aplicadas

pe = 1+ [sin(27z) sin(27y)]%e ", (6.24)

e cine 2[5 1G5 (5] e

onde pu, = 1, Cs = 0,1 e Az e Ay sao os espacamentos da malha euleriana nas
direcbes = e y, respectivamente. Se malhas compostas sao utilizadas, Ax e Ay

correspondem ao nivel mais fino.

Substituindo as fungoes (6.22) e (6.23) em (6.25), tem-se

e = 4+ pCs Ax Ay |8 (sin(27 (z — 1 — sin(27t%))))*7*(3y* — 2y)*+

1.0 (cos(27 (z — 1 —sin(27t?)))(6y — 2) + 4 7% cos(2m (x — 1— (6.26)
sin(27t?)))y(y — 1))* + 2 (47 sin(27 (z — 1 —sin(2 7 %)))y(y — 1)+ '

=

9o sin(27 (z — 1 — sin(27rt2)))y2)2] .

O termo forgante, usando as (6.21) - (6.23) e considerando as propriedades do fluido

constantes, p. =1 e pu. = 1, é dado por

fo=pe(8sin(2m(x —1 —sin(27t?)))7? cos(27 t*)t(3y* — 2y) — 2 cos(27 (xz — 1—
sin(27%)))(3y* — 2y)?sin(27 (v — 1 — sin(27¢*)))7 + 27 sin(27 (z — 1—
sin(27t%)))y*(y — 1) cos(2m (x — 1 —sin(27¢%)))(6y — 2)) — 4 cos(2 7 t)t
cos(27 (z — 1 —sin(27t))) 7w (sin(27y) — 2wy 4+ 7) + 2 p1e sin(27 (z — 1—
sin(2 7 t2)))m — pte (—4 cos(27 (x — 1 —sin(2 7 t*)))m(3y* — 2y) + 6 cos(27
(x —1—sin(27t%)))) — pe (—4 cos(27 (z — 1 — sin(2 7 ?)))7?(3y* — 2y) + 8 7
cos(2m (z — 1 —sin(27#%)))y(y — 1) + 47°cos(2m (z — 1 — sin(27¢%)))y?),
(6.27)
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fy = pe (=167 cos(27 (z — 1 —sin(27¢%))) cos(2 7 t*)ty*(y — 1) + 4 (cos(27 (v — 1—
sin(2mt%))))*(3y* — 2y)m*y?(y — 1) + 27 sin(27 (z — 1 — sin(27¢%)))y*(y — 1)
(47 sin(27 (v — 1 —sin(27¢3)))y(y — 1) + 27 sin(27 (v — 1 — sin(27¢%)))y?))—

2 cos(2mt*)tsin(27 (z — 1 — sin(27t)))(2 cos(2my)m — 27) — pt (—8 w2 sin(2 7
(x—1—sin(27t*))y*(y — 1) + 47 sin(27 (x — 1 —sin(27¢*)))(y — 1) + 87
sin(27 (x — 1 —sin(27t%)))y) — pte (=2 sin(27 (r — 1 —sin(2 7)) 7 (6y — 2)+
47 sin27 (z —1—sin(27t?)))(y — 1) + 87 sin(27 (z — 1 — sin(27 %)) )y).
(6.28)

O segundo teste ¢ analisado para condigoes periddicas, admitindo as propriedades
do fluido constantes ou nao. A funcao utilizada para a viscosidade variavel é baseada

na Eq. (3.41),

e Nesse casos de condicoes de contorno periddicas em todas as direcoes, com pro-
priedades fisicas do fluido constantes, p. = 1 e p. = 1, ou variaveis segundo as

expressoes. (6.24) e (6.25), sdo analisadas:

u, = C27 [k’l sin (2mkox — 27k y) — ko sin (27k iz + 27Tk2y)] et (6.29)

v, = C21 |:]€2 sin (2mkox — 2mkyy) + ki sin (2mkyx + 277]@3/)} et (6.30)

cos(2mx) cos(2my) _,
e — e
2m

(6.31)

onde C = 1/21 (k2 + k2)2, ky = 3 ¢ ks = 4.

Substituindo (6.29) - (6.31) em (6.25), tem-se

e = pio + pCs Ax Ay |8 C*1?(2ky cos(2mkox — 27 ky y)7 ko
—2ky cos(2mki x4+ 27k y)mh1)2 (e )2 +1,0(2CT (—2k}cos(2mhy x
—27kyy)m — 2kicos(2m ki x + 2k y)m)e t + 20T (2k3 cos(2m ko (6.32)

— 27k y)m + 2kicos(2mkyx + 2w kay)m)e ") + 8 C (=2 ky

N

cos(2mkow — 2Tk y)Thy 4+ 2ky cos(2mki x + 27 ky y)m k1 )?(e7h)?

Os termos forcantes para as equagoes acima sao aqui escritos para as propriedades
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do fluido constantes. Esses termos sao dados por

fo=pe(—2Cm (k; sin(2mkysx —2mkyy) — ko sin(27mk; 2+ 27 ko y))e " + 4 C?*x?
(ky sin(2mkow — 27k y) — ko sin(2mky o+ 27 ks y)) (e )*(2k; cos(2m ks
— 21k y)mhy — 2ky cos(2mky x + 2T ko y)mhy) + 4 C?% (ko sin(2w ks — 27 ky y)
+ ko sin(2m k2 +2m ko y)) (e )2 (—2k 2 cos(2m ks x — 27Tk y)m — 2ko® cos(2mky x
+ 27 kyy)m)) —sin2rx)sin(2my)e™" — p (20T (=4 ky sin(27 ky x — 27 ky y)w’ky?
+4ky sin(2mky x4+ 27 ko y)7k2)e ™t + 20T (—4 kP sin(27w ke x — 27 by y) 7
+ 4k sin2mk; x4+ 21k y)m2)e ™) — pe (2CT (=4 kg sSin(2mky x — 27 kg )72k
+dky sin(2m kv + 27 ko y)m2h2)e T+ 20T (4 ks sin(2m ke x — 27 ky y) w2k
— 4k sin(2mk; v + 27 ke y) 7k %)e

(6.33)

fy=pe(—2Cnm (ks sin2mkex — 27 ks y) + ks sin(@7mk; z + 27 ko y))e" + 4 C*x?
(ky sin(2m ko x — 27k, y) — ko sin(27mky 2 4+ 27 ko y)) (e )?(2 ko® cos(2mky x
— 27k y)m 4+ 2k cos(2m ks x + 2 ko y)w) + 4 CP*r? (ko sin(27w ko v — 27 ky )+
by sin2mk; o+ 27 ko y)) (e ) (—2ks cos(2mkow — 27k y)m ks + 2 ks
cos(2mky x + 2Tk y)T ky)) + cos(27mx) cos(2my)e ™t — o (207 (—4 ko sin(27 ko
— 27k y)m? — 4k sin(2mk x + 27k y)mh)e ™t + 20T (—4 ky sin(27 ko
— 27 kg y)mihy — A kp?sin(2mky o+ 27 ko y) ks )e™) — pe (2CT (4 kP sin(27 kp 2—
27 kg y)mlhs + 4 ko®sin(2mky & + 27 ko y)m2ky et 4+ 20T (—4 kg sin(2 7 ky 21—
27 ky y)miky — 4k sin(2mky o + 27 kg y)m0ky )eh).
(6.34)

Os resultados para o primeiro teste, considerando condic¢oes de contorno de Dirichlet
para as velocidades e Neumann para a pressao em todas as direcoes, sao apresentados nas
Tabelas 6.5 a 6.8. As Tabelas 6.5 e 6.6 mostram os testes de convergéncia considerando
as propriedades do fluido constantes. Para propriedades varidveis do fluido dadas por
(6.24) e (6.25), os resultados para a malha uniforme sao apresentados na Tabela 6.7 e
para a malha composta na Tabela 6.8. Em ambas as tabelas, verifica-se segunda ordem
de convergéncia para as velocidades e, no minimo, primeira ordem de convergéncia para

a pressao. A razao de convergéncia também é verificada para o divergente da velocidade
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(V - u) na malha composta, o qual também assegura segunda ordem. Para a malha
uniforme esse valor nao é analisado devido a sua ordem de grandeza, o qual apresenta
valores extremamente pequenos, atingindo muitas vezes a precisao da maquina (10716),

Para condicoes de contorno mistas, os resultados sao apresentados na Tabela 6.9, em-
pregando malha uniforme e na Tabela 6.10, empregando malha composta, considerando as
propriedades do fluido constantes. Para tal, considera-se condigoes periddicas na direcao
horizontal x e de Dirichlet na direcao vertical y para as velocidades. Conseqiientemente,
para a pressao tem-se periddica na direcao horizontal e Neumann na direcao vertical. A
convergéncia de segunda ordem é assegurada para as velocidades e para o divergente em
ambas as malhas e, no minimo, primeira ordem de convergéncia para a pressao.

Testes de convergéncia para condicoes de contorno perioédicas sao observados nas Ta-
belas 6.11 - 6.14 utilizando o norma Euclidiana. As Tabelas 6.11 e 6.12 consideram as
propriedades do fluido constantes, enquanto que as Tabelas 6.13 e 6.14 admitem propri-
edades fisicas variaveis, analisadas em malhas uniformes e compostas, respectivamente.
Ao se considerar condi¢oes de contorno perioddicas puras verifica-se que a ordem de con-
vergéncia para a pressao na malha uniforme é de segunda ordem, enquanto que na malha
composta no minimo primeira ordem de convergéncia é assegurada. Para ambos os casos
segunda ordem de convergéncia é assegurada para as velocidades e seus divergentes e no

minimo primeira ordem de convergéncia ¢ assegurada para a pressao.

Malha uniforme

Dominio 64 x 64 Te 128 x 128  r. 256 x 256 7. 512 x 512

| —wella 4.2145e-03 3.78 1.1142e-03 3.87 2.8757e-04 3.96 7.2607e-05
v —vella 4.5268¢-03 3.82 1.1845¢-03 3.90 3.0397¢-04 3.96 7.6836¢-05
Ip—pella 1.5454e-01 3.13 4.9349¢-02 3.57 1.3825¢-02 3.48 3.9741e-03

Tabela 6.5: Teste de convergéncia na malha uniforme para condic¢oes de contorno de Diri-

chlet para as velocidades e Neumann para a pressao, com propriedades fisicas constantes.
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Malha composta

Dominio

64 x 64

Te 128 x 128 7, 256 x 256

Te

512 x 512

IV - ull
[ = uel2
[0 = vell2

”p_peHQ

9.6413e-06
1.0970e-03
1.1443e-03
4.1720e-02

4.0
3.87
3.89

2.4101e-06
2.8362e-04
2.9444e-04

4.0
3.95
3.95

6.0250e-07
7.1842e-05
7.4606e-05
3.58 1.1645e-02

3.29  3.5391e-03

4.0
3.98
3.98
2.89

1.5065e-07
1.8057e-05
1.8727e-05
1.2230e-03

Tabela 6.6: Teste de convergéncia na malha composta para condig¢oes de contorno de Diri-

chlet para as velocidades e Neumann para a pressao, com propriedades fisicas constantes.

Malha uniforme

Dominio

64 x 64

Te 128 x 128 7, 256 x 256

Te

512 x 512

lu = well2
[0 = vell2

1P = pell2

4.1282e-03
4.3618e-03
1.4229e-01

3.84
3.81

1.0739e-03
1.1446e-03

3.87 2.7764e-04
3.88  2.9485e-04
3.59

3.15  4.5194e-02 1.2595e-02

3.95
3.95
3.51

7.0208e-05
7.4654e-05
3.5840e-03

Tabela 6.7: Teste de convergéncia na malha uniforme para condi¢des de contorno de

Dirichlet para as velocidades e Neumann para a pressao, com propriedades fisicas variaveis.

Malha composta

Dominio

64 x 64

Te 128 x 128 1, 256 x 256

Te

512 x 512

IV - ulls
[ — w2
[0 = vel2

”p_peHQ

9.6413e-06
1.0641e-03
1.1168e-03
3.8148e-02

4.0 2.4101e-6
3.87 2.7522e-04
3.88  2.8796e-04
3.59 1.0622e-02

4.0
3.96
3.96
3.29

6.0250e-07
6,9570e-05
7.2779e-05
3.2242e-03

4.0
3.99
4.0
2.85

1.5065e-07
1.5062e-05
1.8180e-05
1.1328e-03

Tabela 6.8: Teste de convergéncia na malha composta para condicoes de contorno de

Dirichlet para as velocidades e Neumann para a pressao, com propriedades fisicas variaveis.
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Malha uniforme

Dominio 64 x 64 Te 128 x 128 1, 256 x 256 7. 512 x 512

lu —uell2  2.6094e-03 3.68 7.0888e-04 3.87 1.8340e-04 3.90 4.7053e-05
lv —vell2  4.5557e-03 3.72 1.2259¢-03 3.83 3.2049e-04 3.92 8.1691e-05
lp — pell2  3.6868e-02 2.65 1.3929¢-02 2.50 5.5755e-03 3.76 1.4846e-03

Tabela 6.9: Teste de convergéncia na malha uniforme para condic¢oes de contorno Periddica

na direcao z e Dirichlet e m y, com propriedades fisicas constantes.

Malha composta

Dominio 64 x 64 Te 128 x 128 7, 256 x 256 7 512 x 512

IV-ulls 1.0933e-05 3.96 2.7637e-6 4.02 6.8665e-07 4.01 1.7141e-07
u—uelly 7.7167e-04 3.78 2.0388¢-04 4.12 4.9438¢-05 4.01 1.2326e-05
v —vella 1.2281e-03 3.79 3.4017e-04 4.09 8.3125e-05 4.03 2.0610e-05
Ip—pella 3.2054e-02 1.84 1.7420e-02 421 4.1397e-03 2.71 1.5296e-03

Tabela 6.10: Teste de convergéncia na malha composta para condigoes de contorno Pe-

riodica na direcao x e Dirichlet e m y, com propriedades fisicas constantes.

Malha uniforme

Dominio 64 x 64 Te 128 x 128 7, 256 x 256 7, 512 x 512

IV -ulz 62534609 -  3.8988¢-10 -  1.8663e-11 -  1.1425¢-12
| —uellzs 6.9871e-03 4.01 1.7405e-03 4.01 4.3443e-04 4.00 1.0853¢-04
v —vells 6.9871e-03 4.01 1.7405e-03 4.01 4.3443e-04 4.00 1.0853¢-04
Ip—pell2 3.6659¢-02 3.72 9.8550e-03 4.03 2.4473¢-03 4.01 6.1079¢-04

Tabela 6.11: Teste de convergéncia na malha uniforme para condicoes de contorno Perio-

dica em todas as direcoes, com propriedades fisicas constantes.
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Malha composta

Dominio

64 x 64

Te

128 x 128 1, 256 x 256 7.

512 x 512

IV - ull2
lw = well2
[0 = vel2

1P — el

7.0470e-05
6.5549e-03
4.2603e-03
9.9461e-02

4.10
3.98
4.03
3.47

1.7175e-05
1.6450e-03
1.7997e-03
2.8701e-03

4.04
3.97
4.11

4.2505e-06
4.1393e-04
4.3774e-04
8.5641e-03

4.02
3.99
4.05

3.35 3.18

1.0573e-06
1.0374e-04
1.0808e-04
2.6919e-03

Tabela 6.12: Teste de convergéncia na malha composta para condi¢oes de contorno Pe-

riodica em todas as direcoes, com propriedades fisicas constantes.

Malha uniforme

Dominio  64x64  r. 128x128 r. 256 x256 1. 512 x 512
IV-ul, 24136e-09 -  7.0730e-10 -  2.2644e-011 -  1.6430-ell
lu—uella 7.7680e-03 4.01 1.9352e-03 4.01 4.8296e-04 4.00 1.2066e-04
v —vella 7.7638¢-03 4.01 1.9341e-03 4.01 4.8268¢-04 4.00 1.2059¢-04
Ip— pell2  3.8816e-02 3.81 1.0195¢-02 4.02 2.5362e-03 4.01 2.3259-04

Tabela 6.13: Teste de convergéncia na malha uniforme para condi¢des de contorno Perio-

dica em todas as direcoes, com propriedades fisicas variaveis.

Malha composta

Dominio

64 x 64

Te

128 x 128 7, 256 x 256 7.

512 x 512

IV - ull2
lw = well2
[0 = vell2

1P = pell2

7.0566e-05
7.2023e-03
7.2133e-03
1.0645e-01

4.11
3.99
4.05
3.48

1.7180e-05
1.8035e-03
1.7825e-03

4.04
3.98
4.09

4.2507e-06
4.5302e-04
4.3576e-04
9.1777e-03

4.02
3.99
4.04
3.0590e-02

3.33 3.15

1.0573e-06
1.1354e-04
1.0786e-04
2.9154e-03

Tabela 6.14: Teste de convergéncia na malha composta para condi¢oes de contorno Pe-

riodica em todas as direcoes, com propriedades fisicas variaveis.
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6.2 Simulacoes de Escoamentos em uma Cavidade

Foram simulados casos para escoamentos bidimensionais em uma cavidade com tampa
deslizante e com valores para o numero de Reynolds iguais a 100, 1.000 e 10.000, obtidos
com discretizagoes espaciais e temporais de segunda ordem, utilizando-se malha composta
e malha uniforme. Os resultados sao comparados com os resultados de Ghia et al. (1982)

e Pinho (2006).

Para escoamentos em uma cavidade, o trabalho de Burgraff (1966) ¢ pioneiro em es-
tudar numericamente este o problema. No entanto, foi no trabalho de Ghia et al. (1982)
que primeiramente analisou-se de forma quantitativa e detalhada este problema. Nesse
ultimo trabalho, os autores utilizaram a formulacao de vorticidade e funcao corrente para
estudar o método multigrid na obtencao de solucoes numéricas para escoamentos a altos
numeros de Reynolds com malhas refinadas. Para realizacao dos testes, eles utilizaram
como problema modelo o escoamento bidimensional, incompressivel e em regime perma-
nente. Apresentaram solugoes para nimeros de Reynolds entre 100 e 12.500. As malhas
utilizadas foram de 128 x 128 para Reynolds até 5.000 e 256 x 256 para ntiimeros de Rey-
nolds acima deste valor, ambas com refinamentos uniformes proximo as paredes. Desde
entao, seus resultados sao referéncias para qualquer estudo sobre cavidades bidimensionais

e utilizados para comparacoes entre as diversas técnicas numeéricas.

Os resultados recentes de Pinho (2006) também sao utilizados para validagao. Pinho
recorre a discretizacoes por diferencas finitas de quarta ordem e aos modelos sub-malha de
Smagorinsky e Germano para analisar as estruturas transientes presentes nos escoamentos
em cavidades ctibicas. Simulac¢oes bidimensionais com o modelo de Smagorinsky dinamico

tabém foram realizadas.

Nesta secao, sao apresentadas as comparagoes entre os resultados obtidos no presente
trabalho e os resultados de referéncia. Estas comparacoes foram realizadas utilizando-se o
perfil da componente de velocidade u, na linha vertical do centro da cavidade (x = 0,5m)
e o perfil da componente de velocidade v, na linha horizontal do centro da cavidade
(y = 0,5m). Estes perfis sao referenciados a partir de entdo como perfil de u e perfil de

v, respectivamente.

Os resultados para Re = 100, Re = 1.000 e Re = 10.000 foram obtidos simulando-

se uma cavidade bidimensional de dominio © = [0;1] x [0; 1], tanto na malha composta
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quanto na malha uniforme, onde lp,s. € sempre 32 X 32 e o espacamento da malha uniforme
corresponde ao espacamento mais fino da malha composta. O modelo sub-malha de
Smagorinsky com a constante Cs = 0, 18 é aplicado para todos os casos.

As Figuras 6.5 e 6.6 apresentam os resultados dos perfis de velocidade horizontal e
vertical para Re = 100 na malha uniforme (128 x 128) e na malha composta (32 x 32L3).

O passo de tempo utilizado é O(Axz). Para estes casos esse valor corresponde a — - 0,5,

128
onde 0,5 é um coeficiente de seguranca. Verifica-se que os resultados apresentam boa
convergéncia, atingindo os pontos de maximo e de minimo das componentes da velocidade.
Os resultados para Re = 1.000 sao mostrados nas Figs. 6.7 e 6.8. Para estes, os pontos
de minimo nao sao alcancados pela metodologia adotada. Observa-se que esses valores
sao alcancados pelos autores de referéncia, os quais usam métodos de alta ordem e Pinho
(2006) utiliza também Smagorinsky dinamico (ver Fig. 6.8).

Nas Figuras 6.9 e 6.10 verifica-se a influéncia da malha para Re=10.000. Observa-
se que 4 medida que a malha é refinada os pontos de méximo e minimo sao melhor
simulados. Este refinamento é aplicado para a malha composta, sendo uma primeira
andlise feita sobre uma malha com 3 niveis de refinamento e a segunda com 4 niveis de
refinamento. Uma simulagao sem modelo de turbuléncia é também realizada para este
caso, a qual apresenta um distanciamento consideravel dos valores apresentados pelos
autores de referéncia em comparagao com os resultados utilizando modelo de Smagorinsky.
Os pontos de minimos para o perfil de v nao sao alcancados para 4 niveis de refinamento,
tanto na malha adaptativa quanto na malha uniforme. Pinho (2006) também observou que
esses pontos nao sao alcancados para discretizacoes de segunda ordem e com modelo de
Smagorinsky. Tais valores s6 foram encontrados utilizando quarta ordem de discretizacao

e modelo dinamico de Smagorinsky.

6.2.1 Topologia dos Escoamentos

As Figuras 6.11 e 6.12 mostram o campo de vorticidade sobreposto por um conjunto de
linhas de corrente que indica o centro das estruturas formadas para os casos de Re = 100
e Re = 1.000. A topologia do primeiro caso apresenta uma circulacao central e dois
vortices secundarios nos cantos inferiores que aumentam de tamanho com o aumento do

nimero de Reynolds. Para a discretizacao com malha uniforme visualiza-se a presenca
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Figura 6.5: Comparacao dos perfis da componente de velocidade média v em x = 0,5m

para Re = 100, obtidos com malha composta 32 x 32L3 e malha uniforme 128 x 128.
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Figura 6.6: Comparacao dos perfis da componente de velocidade média v em y = 0,5m

para Re = 100, obtidos com malha composta 32 x 32L3 e malha uniforme 128 x 128.
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Figura 6.7: Comparacao dos perfis da componente de velocidade média u em x = 0,5m

para Re = 1.000, obtidos com malha composta 32 x 32L3 e malha uniforme 128 x 128.
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Figura 6.8: Comparacao dos perfis da componente de velocidade média v em y = 0,5m

para Re = 1.000, obtidos com malha composta 32 x 32L3 e malha uniforme 128 x 128.
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Figura 6.9: Comparacao dos perfis da componente de velocidade média v em x = 0,5m

para Re = 10.000 e C, = 0, 18, obtidos com malha composta 32 x 32L3 e 32 x 32LA4.
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Figura 6.10: Comparagao dos perfis da componente de velocidade média v em y = 0,5m

para Re = 10.000 e C, = 0, 18, obtidos com malha composta 32 x 32L3 e 32 x 32LA4.
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do segundo vortice secundario. Na malha composta, o refinamento adaptativo é feito
em funcao da vorticidade. Devido a grandeza da vorticidade nos cantos ser pequena,
ela nao é selecionada para refinamento. Assim, o refinamento é imposto nestes locais,
na busca de captar os vortices dos cantos inferiores. A Fig. 6.13, permite visualizar o
refinamento adaptativo na malha composta, a qual possui 3 niveis de refinamento sendo

0 lpase = 32 X 32 (32 x 32L3).

Figura 6.11: Campo de vorticidade com  Figura 6.12: Campo de vorticidade com
linhas de corrente superpostas em regime linhas de corrente superpostas em regime
permanente para e = 100 obtidos na ma-  permanente para Re = 100 obtidos na ma-

lha composta 32 x 32L3. lha uniforme 128 x 128.

Para Re = 1.000, a mesma configuracao topoldgica do escoamento é observada. Sao
formados um vortice central, dois secundarios nos cantos inferiores e uma curvatura na
lateral indicando uma deformacao do escoamento nessa regiao, conforme apresentado
nas Figs. 6.14 e 6.15. Tanto a simulacao na malha composta como na malha uniforme
detectaram a presenca dos vortices secundérios, pois o refinamento adaptativo se estende
por todo dominio como mostrado na Fig. 6.16, a qual mostra uma seqiiéncia temporal
com o campo de vorticidade sobreposto pela malha adaptativa com 3 niveis de refinamento
onde lpuse = 32 x 32 (32 x 32L3).

A Figura 6.17 mostra uma seqiiéncia temporal com o campo de vorticidade sobre-

posto por linhas de corrente para Re = 10.000. Percebe-se o surgimento de pequenos
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Figura 6.13: Campo vorticidade sobreposto pelo refinamento adaptativo para Re = 100

em uma malha composta 32 x 32L3.

Figura 6.14: Campo de vorticidade com Figura 6.15: Campo de vorticidade com
linhas de corrente superpostas em re- linhas de corrente superpostas em re-
gime permanente para Re = 1.000 ob- gime permanente para Re = 1.000 ob-

tidos na malha composta 32 x 32L3. tidos na malha uniforme 128 x 128.
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()

Figura 6.16: Evolucao temporal da remalhagem em funcao da vorticidade na malha com-
posta 32 x 32L3 para Re = 1.000. Células computacionais em (a), (b), (c), (d) e (e).
Perfil das malhas para L3 em (f).
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vortices na regiao central inferior que sao “capturados” pelo vortice secundario do canto
inferior esquerdo. Este processo se repete para o vortice secundario superior. Os vortices
secundarios do canto inferior oscilam em torno de suas posicoes, além de sofrerem defor-
macoes. A seqiiéncia temporal com o campo de vorticidade sobreposto pela remalhagem
para Re = 10.000 é mostrado na Fig. 6.18. A malha composta considerada consiste
em 4 niveis de refinamento com lp,se = 32 X 32 (32 x 32L4), onde a adaptatividade da
malha estd em funcao da vorticidade. Observa-se que o refinamento tende a acompanhar

a formacao e o despreedimento do vortice central.

6.3 Resultados para Testes de Regularizacao da Malha
Lagrangiana

Nesta secao, sao apresentados dois testes que permitem verificar a eficiéncia do pro-
cesso de regularizacao da malha lagrangiana. Como citado anteriormente, os pontos la-
grangianos devem permanecer igualmente distribuidos ao longo de toda interface durante
todo o tempo de célculo, a fim de se evitar instabilidades numéricas. Para tal verificacao,
uma interface foi submetida a um campo de velocidade cisalhante de valor unitario em
um dominio © = [0; 1] x [0; 1] na malha uniforme 64 x 64, permitindo que a interface se
deforme em sentidos opostos. A Figura 6.19 mostra a evolucao temporal da deformacao
da interface pela acao de um campo de velocidade cisalhante. A func¢ao indicadora é
utilizada para visualizar a deformacao da interface ao longo do tempo.

A Figura 6.20 mostra a distribui¢cao dos pontos lagrangianos sobre a interface que se
deforma, relativa a Fig. 6.19. Observa-se que os pontos sao inseridos e redistribuidos,
de forma que sua distribuicao sobre a interface permanece uniforme ao longo do tempo.
Quando o espacamento da malha lagrangiana As for maior que o espacamento da malha
euleriana (min(Azx, Ay)), a quantidade de pontos lagrangianos deve ser aumentada ao
longo de toda a interface. Este artificio é mostrado na transi¢ao entre a interface definida
pela cor vermelha e a interface definida pela cor verde, onde se observa um aumento do

As

nimero de pontos. Se o espagamentos entre os pontos lagrangianos for menor que 52, a

quantidade de pontos lagrangianos ao longo da interface deve ser reduzida.

O mesmo teste também ¢é aplicado sobre a malha composta como mostra a Fig. 6.21.
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Figura 6.17: Seqiiéncia temporal de campos de vorticidade com linhas de corrente super-

postas para Re = 10.000 na malha composta 32 x 32L4.
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Figura 6.18: Evolucao temporal da remalhagem em funcao da vorticidade na malha com-
posta 32 x 32L4 para Re = 10.000. Células computacionais em (a), (b), (c), (d) e (e).
Perfil das malhas em (f).
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U =+1

Figura 6.19: Cisalhamento de uma interface: evolucao temporal da fun¢ao indicadora em

uma malha uniforme 64 x 64.

Figura 6.20: Cisalhamento de uma interface: evolugao temporal da interface e redistri-

bui¢ao dos pontos lagrangianos.
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O refinamento é adaptativo em funcao do movimento da interface, com 3 niveis de refi-

namento onde lp,se = 64 X 32 em um dominio 2 = [0;2] x [0; 1].

T

Figura 6.21: Transporte da interface: remalhagem em funcao do seu movimento em uma

malha composta 64 x 32L3.

6.4 Simulacoes Numéricas de Escoamentos Bifasicos

O estudo de escoamentos de bolha isolada, tanto a juzante quanto interno a ela, esta

voltado para escoamentos onde bolhas ascendem inicialmente em um fluido em repouso.

Para a modelagem de tais escoamentos, utiliza-se um dominio periodico em ambas as

dire¢oes. O caso mais simples é quando um ha uma tinica bolha no dominio e sua geometria

nao se altera ao longo do tempo. Quando h4 um nimero maior de bolhas no dominio,

ocorre a interacao entre elas.

Se o dominio é grande o suficiente, a bolha entra em
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regime, ou seja, sua acelera¢do é nula e o movimento médio nao se altera (BUNNER e

TRYGGVASON, 2002).

Bolhas ascendentes sao exemplos classicos que podem ser usados para validar a mo-
delagem de escoamentos que envolvem a presenca de varios fluidos. Bolhas com massa
especifica inferior a do fluido tendem a ascender, devido aos efeitos de empuxo resultantes
do gradiente de pressao causado pela gravidade. Com o objetivo de validar o c6digo desen-
volvido e demonstrar a potencialidade e robustez da metodologia aplicada, uma seqiiéncia
de casos foram simulados para diferentes ntimeros de E6tvés e Morton. Os resultdados
sao comparados com o diagrama de forma de Clift et al. (1978), o qual relaciona os ni-
meros de Reynolds, Morton e E6tvos para bolhas de gas em um meio liquido, definindo o

movimento e a forma da bolha.

Os resultados numéricos sao apresentados para uma tunica bolha, a baixos e a mode-
rados ntumeros de Reynolds e um caso de regime wobbling, o qual apresenta alto nimero
de Reynolds. Dois casos envolvendo multiplas bolhas também sao apresentados. Para
a simula¢do numérica destes casos, uma bolha esférica de diametro d; (diametro da fase
dispersa), estd imersa em um meio fluido, de forma que este dominio computacional é
de 13—0dd x 10d,; discretizado na malha composta. O refinamento adaptativo para estes
casos, esta em funcao da posicao da interface. A Fig. 6.22 ilustra de forma esquemética o
dominio computacional adotado. Nenhuma condicao de contorno é aplicada na bolha e as
condicoes de contorno para a fase continua sao perioédicas. O passo de tempo utilizado é
da ordem de Az, ou seja, At = O(Ax). Mais especificamente, At = C'min(Ax/2, Ay/2),

onde C é um coeficiente de seguranca e igual a 0,2 para todos os casos.

As condicoes do escoamento sao definidas pelos parametros adimensionais, os quais
determinam a geometria e a posicao da bolha ao longo do tempo. Estes parametros sao o
niumero de Reynolds (Re), o nimero de Morton (M) e o numero de E6tvos (Eo), os quais

sao baseados nas propriedades da fase continua.

Dois outros parametros governam o escoamento ascendente de uma bolha, os quais sao
as razoes entre as massas especificas das diferentes fases e as razoes entre as viscosidades
das diferentes fases, ou seja, v = pa/pe € A = pa/ lie, respectivamente. Os valores adotados

no presente trabalho sao v =0,5e A =0,5.
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Figura 6.22: Modelo computacional esquematico utilzado para a simulacao numérica de

uma unica bolha ascendente.

6.4.1 Ascensao da Bolha Isolada a Baixos Ntumeros de Reynolds
6.4.1.1 Regime Esférico

A ascensao de uma bolha isolada a baixo nimero de Reynolds foi simulada para
Fo=1, M =102 T = 9,0N/m e dg = 0,03m. Para esta situacao, observa-se que a
interface permanece circular ao longo de todo o tempo, entrando rapidamente em regime
permanente. Na Fig. 6.23, visualiza-se o deslocamento desta interface circular em fungao
do tempo t*, o qual é baseado no didmetro da bolha (t* = \/d;dﬁ)’ na direcao vertical
no sentido ascendente em uma malha adaptativa refinada localmente com 4 niveis de
refinamento, onde lpgse = 32 X 96 em 2 = [0; 1] x [0; 3]. As linhas de corrente sdo também
apresentadas. Pode-se observar a formacao de duas recirculagoes internas que tém o
mesmo sentido de movimento do fluido externo. O comportamento qualitativo das linhas
de corrente é consistente com o que se observa experimentalmente. A Fig 6.24 mostra
uma visualizacao experimental das linhas de corrente de um escoamento interno em uma
bolha de fluido (CLIFT et al., 1978).

Na Figura 6.25, mostra-se o campo de pressao em todo dominio de calculo. Observa-se

um salto da pressao através da interface, o qual equilibra a forca interfacial que aponta

radialmente para o interior da interface. Em um plano horizontal posicionado sobre a
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Figura 6.23: Evolucao temporal do campo de massa especifica sobreposto por linhas de
corrente em uma malha composta 32 X 96L4 para Fo=1e M = 1072. (a) t* = 1,4; (b)
t*=7,0; (c) t* =14,1; (d) t* = 21,2 e (e) t* = 28, 3.

Figura 6.24: Visualizacao experimental da recirculagao interna em uma bolha ascendente

(CLIFT et al., 1978).
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Figura 6.38: Fotografias de bolhas que assumem a forma calota-esférica (CLIFT et al.,

1978).

Resultados numéricos, tem sido extensivamente obtidos permitindo visualizar e de-
terminar parametros relativos ao escoamento e a interface, os quais muitas vezes nao
podem ser identificados em andlise experimental. Smolianski et al. (2007), apresentam
uma seqiiéncia de resultados numeéricos utilizando métodos dos Elementos Finitos e de
Acompanhamento de Interface. A Fig. 6.39, ilustra alguns dos resultados obtidos por

Smolianski et al. (2007) e as diferentes formas definidas para uma bolha ascendente.

0 0z o4 D8 as 1 a ol 04 ¥

(a) (b) (c) (d) (e) (f)

Figura 6.39: Solu¢ao numérica obtendo diferentes formas de bolhas: (a) esférica: Re = 1,
Fo = 0,6, (b) elipsdide: Re = 20, Eo = 1,2, (c¢) calota-elipsoidal: Re = 35 e Fo = 125,
(d) skirted: Re = 55, Eo = 875, (e) calota-esférica: Re = 94, Fo = 115 e (f) wobbling
Re = 1100 e Eo = 3 (SMOLIANSKI, 2007).

Os resultados apresentados nesta secao permitem identificar de forma qualitativa o
processo de deformacao da bolha a moderados nimeros de Reynolds. Linhas de corrente
sao mostradas em todos os casos, permitindo identificar a formacao de esteiras bem como
a sua evolucao ao longo do tempo. Campos de vorticidade e a evolucao do Re ao longo

tempo também sao apresentados.
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6.4.2.1 Regime Elipsoidal

Na Figura 6.40, apresentam-se os resultados da simulacao do movimento de uma in-
terface (bolha) que se deforma, assumindo a geometria final de um elipsoide. As linhas de
corrente tanto para o escoamento interno quanto externo a bolha sao também apresenta-
das, permitindo visualizar o movimento das particulas de fluido. O diametro da interface
é de dg = 0,03m e o valor do coeficiente da tensao interfacial é 7' = 9,0N/m. As relagoes
das propriedades fisicas sao v = 0,5 e A = 0,5, para a massa especifica e viscosidade,
respectivamente. Os parametros adimensionais sao Eo = 2 e M = 1072, Esse par de pa-
rametros assumem valores que permitem a deformagao da interface, o que esta de acordo
com o diagrama experimental de Clift et al. (1978). Os resultados apresentados foram

realizados para uma malha adaptativa com 4 niveis de refinamento, onde [y, = 32 X 96.

() (d) ()

Figura 6.40: Evolugao temporal do campo de massa especifica sobreposto por linhas de
correntes em uma malha composta 32 x 96L4 para Fo =2 e M = 107% (a) t* = 0, 56;
(b) t* =3,7; (c) t* =7,4; (d) t* = 10,8 e (e) t* = 14,1

A evolucio temporal do campo de vorticidade para Fo =2 e M = 1075 é mostrado
na Fig. 6.41. Verifica-se, que a medida que a bolha se deforma, uma esteira é gerada

a juzante da bolha. Clift et al. (1978), relata que a formagao de esteiras para sistemas
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impuros (presenca de surfactantes) ocorre para valores de Re aproximadamente iguais
a 20. Para sistemas puros a mobilidade interfacial pode significantemente retardar essa
formagao, sendo observado para Re maiores que 20. O ntmero de Reynolds para EFo = 2,
M =10"% X =0,5e v = 0,5, quando a bolha entra em regime é Re = 33. A Fig.

6.42 apresenta a evolugao temporal do nimero de Reynolds, avaliado ao longo do tempo

t

caracteristico dado por t* = .
\da/g

(b) (¢) (d)

Figura 6.41: Campo de vorticidade na malha composta 32 x 9614 para Fo =2e M =
1075 (a) t* =0,56; (b) t* =3,7; (c) t* =7,4; (d) t* = 10,8 e (e) t* = 14,1

A Figura 6.43 mostra a evolugao do perimetro ao longo do tempo caracteristico. A
evolucao da area é apresentada em conjunto. A Fig. 6.70 apresenta em menor escala a
evolucao da area relativa, na qual observa-se uma taxa de perda de area de 8,6 - 1073%.
O perimetro da bolha tende a se alongar levemente, em conseqiiéncia da bolha assumir o
formato de uma elipse.

Winnikow e Chao (1966) distinguem duas classes de esteiras para particulas de fluido
sem a agao de surfactantes: linhas constantes de vortices (acompanhada por um vor-
tice toroidal) e esteiras periddicas com centros de vorticidades. Esta tltima, tipicamente
ocorre em geometrias convolutas, as quais inicialmente sao simétricas mas, eventualmente,

entram em transicao e perdem a simetria, formando assim uma esteira instavel. Essa
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Figura 6.42: Evolucao temporal do nimero de Reynolds, avaliado na malha composta

32 x 96 L4, para Eo=2e M = 1075,
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Figura 6.43: Evolugao temporal da area e do perimetro na malha composta 32 x 9614,

para Fo=2e M = 1075,
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caracteristica estd intimamente associada com as oscilagoes na geometria da bolha. Ex-
perimentalmente, recirculacoes internas sao dificeis de serem obtidas. Ainda nao é claro
se ha um vortice secundario reverso no interior do fluido como indicado pela linha ponti-
lhada. Tal vortice, no entanto, parece ser necessario para a velocidade e a continuidade
das tensoes, mas experimentalmente esta evidéncia ainda nao é conclusiva.

Clift et al. (1978), na Fig. 6.44, apresentam de forma esquematica as possiveis re-
circulacoes a juzante e no interior de uma bolha submetida a uma alta deformacao. Nos
resultados numéricos obtidos, devido ao fato que as particulas de fluido caminham no
mesmo sentido para ambas as fases, nao se observa tais vortices imaginados por Clift et
al. (1978). Verificam-se linhas de corrente continuas ao longo de ambas as fases, identi-
ficando que, tanto as particulas de fluido da fase continua quanto, as particulas de fluido

da fase dispersa possuem o mesmo sentido de movimento.

t linha de corrente relative
jo ot ac escearmento extarno
=~ interface

—= vértica
principal

wartice
secundario

S
W

I whrtice toreidal

| 4

Figura 6.44: Diagrama esquematico de um escoamento interno e externo em uma bolha

com elevado Fo (CLIFT et al., 1978).

Para Fo = 10 e M = 1075 observam-se as dilatacoes periddicas ou pulsasdes pe-
riodicas com fases de aceleracoes e fases de desaceleracoes. A Fig. 6.45 apresenta uma
seqiiéncia temporal do campo de massa especifica sobreposto pelas linhas de corrente.
Em sua esteira, sao observadas inicialmente a formacao de vortices toroidais e posteri-
ormente uma esteira periddica se estendendo ao longo do caminho, contendo centros de
vorticidade.

Os vortices que sdo liberados a Eo = 10 e M = 1075 devido as pulsacdes da bolha,
estao sempre em fase como pode ser observado na Fig. 6.46. Por estar usando um dominio

periddico em ambas as direcoes, a medida que a bolha atinge a face norte ela retorna na
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face sul. Interrompe-se o processo de calculo nessa fase, de forma a nao permitir que a
bolha entre em sua propria esteira, o que alteraria sua geometria e seu percurso.

Os resultados apresentados para Fo = 10 e M = 1075 sdo simulados em uma malha
adaptativa com 4 niveis de refinamento, onde lp,sc = 32 X 96. O passo de tempo utili-
zado tem ordem O(Azx). A evolugdo do numero de Reynolds pelo tempo caracteristico
¢ mostrado na Fig. 6.47. Oscilagoes sao observadas ao longo de todo o grafico identifi-
cando regices de aceleracao e desaceleracao, devido as pulsacoes da bolha. A evolugao
do ntimero de Reynolds também é avaliada na malha uniforme 256 x 768. Os resultados
apresentados sao idénticos a malha adaptativa, os quais atingem um valor maximo de
Re = 106, denotando que a malha adaptativa utilizada estd sendo bem empregada ao
longo da interface com alto grau de deformacao.

A Figura 6.48, mostra a evolucao do perimetro ao longo do tempo caracteristico utili-
zando a malha adaptativa com 4 niveis de refinamento. Verifica-se que, da mesma forma
que mostrado no nimero de Reynolds, ocorre as pulsacoes na bolha, indentificando-se
regioes de dilatacoes e regioes de contragoes. A evolucao da area é apresentada em con-
junto. A Fig. 6.70, apresenta em menor escala, a evolucao da area, onde observa-se uma

taxa de aumento absoulto de area de 8,7 - 1073%.

6.4.2.2 Regime Calota-Elipsoidal

A medida que o numero de E6tvos aumenta, maiores se tornam as forcas de empuxo
em relagdo & tensdo interfacial, a qual matém-se constante e igual a 9,0N/m para todos
os casos. Para Fo = 100 e M = 100, onde as tensoes viscosas sao altas, determinando
um nimero de Reynolds menor, a bolha ascendente atinge a geometria de uma calota-
elipsoidal. E facil observar que, para os casos com niumeros de Reynolds maiores, (e.g.
calota-esférica) as bolhas ascendem mais rapidamente que nos regimes com menores ni-
meros de Reynolds (e.g. calota-elipsoidal). Um caso para o qual a bolha assume a forma
final de uma calota-elipsoidal é apresentado na Fig. 6.49, onde Fo = 100 e M = 100
discretizado na malha adaptativa com 4 niveis de refinamento, onde lp,sc = 32 X 96. No-
vamente, na Fig. 6.49 sao plotados o campo de massa especifica sobreposto pelas linhas
de corrente. A esteira formada é constante ao longo do tempo e se desloca junto com a
interface.

O campo de vorticidade para Eo = 100 e M = 100 é apresentado na Fig. 6.50. Quatro
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Figura 6.45: Evolucao temporal do campo de massa especifica sobreposto por linhas de
correntes em uma malha composta 32 X 96L4 para Eo =10 e M = 107% (a) t* = 0, 71;
(b) t* =2,8; (¢) t* =5,6; (d) t* = 8,4; (e) t* = 11,2; (f) t* = 14,0; (g) t* = 16, 8; (h)
t*=19,6; (i) t* =22,4 e (j) t* = 25,2.
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Figura 6.46: Evolucao temporal do campo de vorticidade em uma malha composta 32 x
96L4 para Fo=10e M = 1075 (a) t* = 0,71; (b) t* = 2,8; (c) t* =5,6; (d) t* = 8,4;
(e) t* =11,2; (f) t* =14,0; (g) t* = 16,8; (h) t* =19,6; (i) t* =22,4 e (j) t* = 25,2.
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Figura 6.38: Fotografias de bolhas que assumem a forma calota-esférica (CLIFT et al.,

1978).

Resultados numéricos, tem sido extensivamente obtidos permitindo visualizar e de-
terminar parametros relativos ao escoamento e a interface, os quais muitas vezes nao
podem ser identificados em andlise experimental. Smolianski et al. (2007), apresentam
uma seqiiéncia de resultados numeéricos utilizando métodos dos Elementos Finitos e de
Acompanhamento de Interface. A Fig. 6.39, ilustra alguns dos resultados obtidos por

Smolianski et al. (2007) e as diferentes formas definidas para uma bolha ascendente.
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Figura 6.39: Solu¢ao numérica obtendo diferentes formas de bolhas: (a) esférica: Re = 1,
Fo = 0,6, (b) elipsdide: Re = 20, Eo = 1,2, (c¢) calota-elipsoidal: Re = 35 e Fo = 125,
(d) skirted: Re = 55, Eo = 875, (e) calota-esférica: Re = 94, Fo = 115 e (f) wobbling
Re = 1100 e Eo = 3 (SMOLIANSKI, 2007).

Os resultados apresentados nesta secao permitem identificar de forma qualitativa o
processo de deformacao da bolha a moderados nimeros de Reynolds. Linhas de corrente
sao mostradas em todos os casos, permitindo identificar a formacao de esteiras bem como
a sua evolucao ao longo do tempo. Campos de vorticidade e a evolucao do Re ao longo

tempo também sao apresentados.
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6.4.2.1 Regime Elipsoidal

Na Figura 6.40, apresentam-se os resultados da simulacao do movimento de uma in-
terface (bolha) que se deforma, assumindo a geometria final de um elipsoide. As linhas de
corrente tanto para o escoamento interno quanto externo a bolha sao também apresenta-
das, permitindo visualizar o movimento das particulas de fluido. O diametro da interface
é de dg = 0,03m e o valor do coeficiente da tensao interfacial é 7' = 9,0N/m. As relagoes
das propriedades fisicas sao v = 0,5 e A = 0,5, para a massa especifica e viscosidade,
respectivamente. Os parametros adimensionais sao Eo = 2 e M = 1072, Esse par de pa-
rametros assumem valores que permitem a deformagao da interface, o que esta de acordo
com o diagrama experimental de Clift et al. (1978). Os resultados apresentados foram

realizados para uma malha adaptativa com 4 niveis de refinamento, onde [y, = 32 X 96.

() (d) ()

Figura 6.40: Evolugao temporal do campo de massa especifica sobreposto por linhas de
correntes em uma malha composta 32 x 96L4 para Fo =2 e M = 107% (a) t* = 0, 56;
(b) t* =3,7; (c) t* =7,4; (d) t* = 10,8 e (e) t* = 14,1

A evolucio temporal do campo de vorticidade para Fo =2 e M = 1075 é mostrado
na Fig. 6.41. Verifica-se, que a medida que a bolha se deforma, uma esteira é gerada

a juzante da bolha. Clift et al. (1978), relata que a formagao de esteiras para sistemas
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impuros (presenca de surfactantes) ocorre para valores de Re aproximadamente iguais
a 20. Para sistemas puros a mobilidade interfacial pode significantemente retardar essa
formagao, sendo observado para Re maiores que 20. O ntmero de Reynolds para EFo = 2,
M =10"% X =0,5e v = 0,5, quando a bolha entra em regime é Re = 33. A Fig.

6.42 apresenta a evolugao temporal do nimero de Reynolds, avaliado ao longo do tempo

t

caracteristico dado por t* = .
\da/g

(b) (¢) (d)

Figura 6.41: Campo de vorticidade na malha composta 32 x 9614 para Fo =2e M =
1075 (a) t* =0,56; (b) t* =3,7; (c) t* =7,4; (d) t* = 10,8 e (e) t* = 14,1

A Figura 6.43 mostra a evolugao do perimetro ao longo do tempo caracteristico. A
evolucao da area é apresentada em conjunto. A Fig. 6.70 apresenta em menor escala a
evolucao da area relativa, na qual observa-se uma taxa de perda de area de 8,6 - 1073%.
O perimetro da bolha tende a se alongar levemente, em conseqiiéncia da bolha assumir o
formato de uma elipse.

Winnikow e Chao (1966) distinguem duas classes de esteiras para particulas de fluido
sem a agao de surfactantes: linhas constantes de vortices (acompanhada por um vor-
tice toroidal) e esteiras periddicas com centros de vorticidades. Esta tltima, tipicamente
ocorre em geometrias convolutas, as quais inicialmente sao simétricas mas, eventualmente,

entram em transicao e perdem a simetria, formando assim uma esteira instavel. Essa
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Figura 6.42: Evolucao temporal do nimero de Reynolds, avaliado na malha composta

32 x 96 L4, para Eo=2e M = 1075,
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Figura 6.43: Evolugao temporal da area e do perimetro na malha composta 32 x 9614,

para Fo=2e M = 1075,
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caracteristica estd intimamente associada com as oscilagoes na geometria da bolha. Ex-
perimentalmente, recirculacoes internas sao dificeis de serem obtidas. Ainda nao é claro
se ha um vortice secundario reverso no interior do fluido como indicado pela linha ponti-
lhada. Tal vortice, no entanto, parece ser necessario para a velocidade e a continuidade
das tensoes, mas experimentalmente esta evidéncia ainda nao é conclusiva.

Clift et al. (1978), na Fig. 6.44, apresentam de forma esquematica as possiveis re-
circulacoes a juzante e no interior de uma bolha submetida a uma alta deformacao. Nos
resultados numéricos obtidos, devido ao fato que as particulas de fluido caminham no
mesmo sentido para ambas as fases, nao se observa tais vortices imaginados por Clift et
al. (1978). Verificam-se linhas de corrente continuas ao longo de ambas as fases, identi-
ficando que, tanto as particulas de fluido da fase continua quanto, as particulas de fluido

da fase dispersa possuem o mesmo sentido de movimento.

t linha de corrente relative
jo ot ac escearmento extarno
=~ interface
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Figura 6.44: Diagrama esquematico de um escoamento interno e externo em uma bolha

com elevado Fo (CLIFT et al., 1978).

Para Fo = 10 e M = 1075 observam-se as dilatacoes periddicas ou pulsasdes pe-
riodicas com fases de aceleracoes e fases de desaceleracoes. A Fig. 6.45 apresenta uma
seqiiéncia temporal do campo de massa especifica sobreposto pelas linhas de corrente.
Em sua esteira, sao observadas inicialmente a formacao de vortices toroidais e posteri-
ormente uma esteira periddica se estendendo ao longo do caminho, contendo centros de
vorticidade.

Os vortices que sdo liberados a Eo = 10 e M = 1075 devido as pulsacdes da bolha,
estao sempre em fase como pode ser observado na Fig. 6.46. Por estar usando um dominio

periddico em ambas as direcoes, a medida que a bolha atinge a face norte ela retorna na
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face sul. Interrompe-se o processo de calculo nessa fase, de forma a nao permitir que a
bolha entre em sua propria esteira, o que alteraria sua geometria e seu percurso.

Os resultados apresentados para Fo = 10 e M = 1075 sdo simulados em uma malha
adaptativa com 4 niveis de refinamento, onde lp,sc = 32 X 96. O passo de tempo utili-
zado tem ordem O(Azx). A evolugdo do numero de Reynolds pelo tempo caracteristico
¢ mostrado na Fig. 6.47. Oscilagoes sao observadas ao longo de todo o grafico identifi-
cando regices de aceleracao e desaceleracao, devido as pulsacoes da bolha. A evolugao
do ntimero de Reynolds também é avaliada na malha uniforme 256 x 768. Os resultados
apresentados sao idénticos a malha adaptativa, os quais atingem um valor maximo de
Re = 106, denotando que a malha adaptativa utilizada estd sendo bem empregada ao
longo da interface com alto grau de deformacao.

A Figura 6.48, mostra a evolucao do perimetro ao longo do tempo caracteristico utili-
zando a malha adaptativa com 4 niveis de refinamento. Verifica-se que, da mesma forma
que mostrado no nimero de Reynolds, ocorre as pulsacoes na bolha, indentificando-se
regioes de dilatacoes e regioes de contragoes. A evolucao da area é apresentada em con-
junto. A Fig. 6.70, apresenta em menor escala, a evolucao da area, onde observa-se uma

taxa de aumento absoulto de area de 8,7 - 1073%.

6.4.2.2 Regime Calota-Elipsoidal

A medida que o numero de E6tvos aumenta, maiores se tornam as forcas de empuxo
em relagdo & tensdo interfacial, a qual matém-se constante e igual a 9,0N/m para todos
os casos. Para Fo = 100 e M = 100, onde as tensoes viscosas sao altas, determinando
um nimero de Reynolds menor, a bolha ascendente atinge a geometria de uma calota-
elipsoidal. E facil observar que, para os casos com niumeros de Reynolds maiores, (e.g.
calota-esférica) as bolhas ascendem mais rapidamente que nos regimes com menores ni-
meros de Reynolds (e.g. calota-elipsoidal). Um caso para o qual a bolha assume a forma
final de uma calota-elipsoidal é apresentado na Fig. 6.49, onde Fo = 100 e M = 100
discretizado na malha adaptativa com 4 niveis de refinamento, onde lp,sc = 32 X 96. No-
vamente, na Fig. 6.49 sao plotados o campo de massa especifica sobreposto pelas linhas
de corrente. A esteira formada é constante ao longo do tempo e se desloca junto com a
interface.

O campo de vorticidade para Eo = 100 e M = 100 é apresentado na Fig. 6.50. Quatro



147

(f) (&) (h) (i)

Figura 6.45: Evolucao temporal do campo de massa especifica sobreposto por linhas de
correntes em uma malha composta 32 X 96L4 para Eo =10 e M = 107% (a) t* = 0, 71;
(b) t* =2,8; (¢) t* =5,6; (d) t* = 8,4; (e) t* = 11,2; (f) t* = 14,0; (g) t* = 16, 8; (h)
t*=19,6; (i) t* =22,4 e (j) t* = 25,2.
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(f) ()

Figura 6.46: Evolucao temporal do campo de vorticidade em uma malha composta 32 x
96L4 para Fo=10e M = 1075 (a) t* = 0,71; (b) t* = 2,8; (c) t* =5,6; (d) t* = 8,4;
(e) t* =11,2; (f) t* =14,0; (g) t* = 16,8; (h) t* =19,6; (i) t* =22,4 e (j) t* = 25,2.



