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RESUMO

O objetivo principal deste trabalho ¢ calcular a incerteza (U) de solugcdes numéricas, onde a
incerteza ¢ definida como uma estimativa do erro (£) de discretizagdo. Para uma variavel de
interesse qualquer, este erro ¢ a diferenca entre a solug@o analitica exata e a solugdo numérica. O
erro de discretizagdo ¢ causado apenas por erros de truncamento, portanto, ndo sdo considerados
os erros de arredondamento, de iteragdo e de programagdo. As solugdes numéricas sdo obtidas
com o método de diferengas finitas sobre malhas unidimensionais uniformes ¢ nao-uniformes,
empregando-se diversos tipos de aproximagdes numéricas. Sao resolvidos problemas basicos de
transferéncia de calor e de mecanica dos fluidos. O calculo da incerteza ¢ feito com trés tipos de
estimadores de erro disponiveis na literatura e outros quatro introduzidos neste trabalho. Estes
estimadores sdo avaliados quanto a confiabilidade (U/E > 1) e quanto a acuracia (U/E ~ 1). Sdo
obtidas as condig¢des suficientes para os estimadores serem confidveis quando os tamanhos dos
elementos da malha tendem a zero. Verificou-se que nenhum dos estimadores analisados garante
incerteza confidvel em malhas grossas. Para sanar esta dificuldade, foi proposto um

procedimento que funcionou em todos os testes efetuados.

Palavras-chave: simulacao numérica, erros numéricos, dindmica dos fluidos, diferencgas finitas,

verificagcdo, malhas ndo-uniformes.
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ABSTRACT

The main purpose of this work is to calculate the uncertainty (U) of the numerical solutions,
where the uncertainty is defined as the estimated discretization error (£). This error is the
difference between exact analytic solution and the numerical solution of the variable of interest.
The discretization error is caused only by the truncation error, while the round-off, iteration and
programming erros are not taken into account. The numerical solutions are obtained by the finite
difference method with uniform and non-uniform unidimensional grids and also several types of
numerical approximations. Basic problems of heat transfer and fluid mechanics are solved. The
uncertainty is calculated with three types of error estimators found in the literature and other four
estimators introduced in this work. These estimators are examined for reliability (U/E > 1) and
accuracy (U/E ~ 1). Sufficient conditions to get reliable estimators are obtained when the grid
elements size vanish. It was verified that no estimator warrants reliable uncertainty on coarse
grids. To overcome this limitation, it was proposed a procedure that worked on all performed

tests (coarse grids included).

Keywords: numerical simulation, numerical error, fluid dynamics, finite difference,

verification, non-uniform grids.



Capitulo 1.

INTRODUCAO

Neste capitulo introdutério ¢ definido o problema abordado neste trabalho. Sao
apresentados a sua motivagdo, os modelos matematicos e numéricos considerados. Sao definidos
os tipos de variaveis de interesse, as fontes de erro que atuam sobre as suas solugdes numéricas e
as formas de estimar seus erros. Finalmente, sdo apresentados os objetivos do trabalho, o

delineamento deste documento e um resumo do capitulo.

1.1 O PROBLEMA

O problema tratado neste trabalho ¢ a estimativa do erro de discretizacdo de solugdes
numéricas em dindmica dos fluidos. Para esclarecer o significado disto, primeiro € preciso
classificar os métodos atualmente empregados na solug¢ao de problemas. Definir o que se entende
aqui por dindmica dos fluidos computacional (Computational Fluid Dynamics — CFD). Depois,
definir os erros destes métodos de solucdo e, por fim, os erros que sdo considerados neste

trabalho.

1.1.1 Métodos de Solucio

Trés tipos de métodos podem ser empregados na solugdo de um problema: experimentais,
analiticos e numéricos, conforme representado na Fig. 1.1. Cada um destes tipos de métodos
apresenta vantagens e desvantagens sobre os demais dependendo do problema e dos recursos
disponiveis para resolvé-lo. Discussdes a respeito podem ser vistas nos textos de Roache (1972),
Maliska (1995), Fortuna (2000) e Tannehill et al. (1997). Com base nestas referéncias, sdo
apresentadas a seguir as caracteristicas principais que distinguem cada tipo de método e

fornecidos alguns exemplos.



Os métodos experimentais, modernamente, tiveram inicio no século XVII com os

trabalhos de Galileu Galilei sobre o movimento dos corpos. Suas caracteristicas principais sao:

trabalham com o fendomeno real, por exemplo, a determinagdo do arrasto e da sustentagao de
um avido voando em diversas velocidades;

cada problema ¢ resolvido ou estudado com base num “experimento”, realizado em
laboratério, com o uso de modelos em escala reduzida, como um avido em tanel de vento, ou
em campo, em geral envolvendo problemas na escala real, como a evolugdo estelar com base
em observacoes do Sol e de outras estrelas ou a circulagcdo sangiiinea no corpo humano; e
empregam equipamentos de medi¢do para medir o valor das grandezas de interesse, isto &,
para obter os resultados experimentais, que podem ser globais, por exemplo, a forca de
arrasto sobre um avido, ou locais, como a velocidade do sangue dentro de uma artéria do

corpo humano numa determinada posicao.

Os métodos analiticos, modernamente, tiveram inicio também no século XVII com o

livro Principia (1687) de Isaac Newton, que formulou suas trés leis do movimento e realizou

estudos sobre a gravitagdo e a luz. Suas caracteristicas principais sao:

trabalham com uma representagdo matematica do fendmeno real, isto €, com um modelo
matematico; as equacgdes de Navier-Stokes (Tannehill et al., 1997) para o movimento de
fluidos como o ar s3o um exemplo;

as solucdes analiticas, isto ¢, as solu¢des dos problemas, de forma bastante simplificada, sdo
obtidas com o emprego de papel e lapis;

as solugdes analiticas sdo continuas sobre o dominio de calculo ¢ em forma fechada, tanto
para variaveis locais quanto globais;

aplicam-se a problemas com equagdes, geometrias e condi¢cdes de contorno e iniciais muito
simples, ou seja, os problemas que conseguem resolver sdo as excecoes; €

ndo se aplicam a problemas para os quais ndo existem modelos matematicos.

Roache (1972) considera que os métodos numéricos tiveram inicio com o trabalho de

Richardson (1910), que resolveu, entre outras, a equagdo de Laplace bidimensional (Incropera e

DeWitt, 1996) antes da era do computador digital. Suas caracteristicas principais sdo:

também trabalham com uma representagdo matematica do fendmeno real, isto ¢, com um
modelo matematico; novamente, as equagdes de Navier-Stokes para o movimento de fluidos

como o ar sdo um exemplo;



as solucdes numéricas, isto ¢, as solucdes dos problemas sdo obtidas com o emprego de
computadores, tanto para variaveis locais quanto globais;

as solugdes numéricas sdo discretas, isto €, sdo obtidas em pontos especificos do dominio de
calculo;

aplicam-se a problemas com equagdes, geometrias e condigdes de contorno e iniciais mais
gerais do que aqueles resolvidos através de métodos analiticos; e

também ndo se aplicam a problemas para os quais ndo existem modelos matematicos.

FENOMENO REAL METODOS TEORICOS
(o que se observa > (equagdes)
na natureza) quag
A\ 4 A
MODELO MATEMATICO
(representacdo matematica do fenomeno real)
METODOS
EXPERIMENTAIS
(equipamentos 3 '
de medicéo) METODOS METODOS
ANALITICOS NUMERICOS
(papel e lapis) (computador)
EXPERIMENTO
(em laboratério
ou em campo)
RESULTADOS SOLUCOES SOLUCOES
EXPERIMENTAIS ANALITICAS NUMERICAS

Figura 1.1 Métodos de solugdo de problemas.



Os métodos analiticos e numéricos também sdo denominados de métodos tedricos
(Maliska, 1995) porque ambos trabalham com modelos matematicos. Aeschliman e Oberkampf
(1998), Barber (1998), Oberkampf e Aeschliman (1992) e Walker e Oberkampf (1992) sao
exemplos de trabalhos que tratam da interagdo entre os métodos experimentais e numéricos para
maximizar as vantagens de cada um na solu¢do de problemas, isto ¢, para minimizar suas
desvantagens e diminuir seus erros. Este tipo de interacdo entre métodos experimentais e
numéricos também ¢ empregado no aprimoramento e concepgao de novos modelos matematicos;

a modelagem da turbuléncia ¢ um exemplo.

1.1.2 Dinamica dos Fluidos Computacional - CFD

Na darea do conhecimento denominada CFD, trata-se da solugdo de problemas de
dindmica dos fluidos através de métodos numéricos. A dinamica dos fluidos envolve a
modelagem de fendmenos fisico-quimicos nas areas de mecanica dos fluidos, transferéncia de
calor ¢ massa e combustdo, entre outras, que sdo representados por modelos matematicos
(Oberkampf e Blottner, 1998). Estes modelos sdo resolvidos através de métodos numéricos que
incluem, por exemplo, os métodos de diferencas finitas, volumes finitos ¢ elementos finitos
(Minkowycz et al., 1988). CFD ¢ aplicado em projetos de engenharia, no entendimento da
dinamica dos fluidos, no desenvolvimento de novos modelos matematicos ¢ de simulacao, em
decisdes politicas, etc (Rizzi e Vos, 1998). CFD também ¢ aplicado em problemas
multidisciplinares (Habashi et al., 1998): escoamento e transferéncia de calor (transferéncia de
calor conjugada); escoamento e estrutura (aeroelasticidade); escoamento e ruido (aeroacustica);
escoamento e reagdes quimicas (aerotermodinamica); escoamento e acumulagdo de gelo sobre
superficies de sustentacdo (aerocongelamento); e avides com invisibilidade a ondas

eletromagnéticas (aeroeletromagnetismo).

1.1.3 Erros dos Métodos de Solucio e Seus Processos de Quantificacao

Na Fig. 1.2 ¢ apresentada a definicdo pratica dos erros envolvidos nos métodos de
solucdo de problemas e que sdo os erros experimental, de modelagem e numérico, definidos a
seguir. A diferenca entre o valor verdadeiro de uma varidvel de interesse e o seu resultado
experimental constitui o erro experimental (ISO, 1993; ABNT, 1997). Este erro ¢ causado
basicamente pelas dificuldades de controle dos parametros e leis de similaridade que definem o
experimento e pelo uso de equipamentos de medi¢gdo. Em geral, o valor verdadeiro ¢

desconhecido e, portanto, consegue-se apenas estimar o valor do erro experimental. Este valor



estimado ¢ denominado incerteza, ¢ o processo que o quantifica, analise de incerteza. Formas
de quantificar a incerteza de resultados experimentais podem ser vistas nas normas ISO (1993),
ABNT (1997) e AIAA (1995), assim como nos textos de Coleman e Steele (1999) ¢ Holman
(1994).

FENOMENO REAL
erro
experimental
A 4
RESULTADO
EXPERIMENTAL

erro de
modelagem

erro
numerico

SOLUCAO y SOLUCAO
ANALITICA NUMERICA

y

Figura 1.2 Erros dos métodos de solucao de problemas.

A diferenca entre o valor verdadeiro de uma variavel de interesse, de um fendmeno real,
e a sua solugdo analitica ou a sua solucdo numérica exata ¢ denominada erro de modelagem
(Oberkampf e Blottner, 1998; Roache, 1998; Ferziger e Peric, 1999). Novamente, em geral, o
valor verdadeiro ¢ desconhecido e, portanto, consegue-se apenas estimar o valor do erro de

modelagem. Isso ¢ feito através da comparacdo das solugdes analiticas e numéricas com



resultados experimentais. O erro de modelagem ¢ causado pelas simplificagdes feitas sobre o
fendmeno real na concepcdo dos modelos matematicos. O processo que quantifica este tipo de
erro tem sido denominado recentemente de valida¢do (Blottner, 1990; Mehta, 1996; Oberkampf
e Blottner, 1998; Roache, 1998; AIAA, 1998; Jameson ¢ Martinelli, 1998; Rizzi ¢ Voss, 1998;
Fortuna, 2000) ou validagao fisica (Maliska, 1995). O objetivo da validacao ¢ determinar em que
medida um modelo matemadtico representa um determinado fenomeno real. O processo de
validagdo ¢ tratado, por exemplo, por Coleman e Stern (1997), Aeschliman e Oberkampf (1998)
e Barber (1998).

A diferenca entre a solugdo analitica exata (@) de uma varidvel de interesse € a sua
solucao numérica (@) ¢ denominada por Ferziger e Peric (1999) de erro da solu¢do numérica

(E), ou simplesmente, erro numeérico, isto ¢,

E(g) = © - ¢ (1.1)

Portanto, a solucdo numérica ideal ¢ igual a solu¢do analitica exata do problema, ou seja, ¢
aquela em que o erro numérico ¢ nulo. O erro numérico ¢ causado por diversas fontes de erro,
conforme ilustrado na Fig. 1.3, e que sdo: erros de truncamento, erros de iteracdo, erros de
arredondamento e erros de programacao. Estas fontes de erro sdo explicadas na se¢do 1.6. O
processo que quantifica o erro numérico tem sido denominado recentemente de verificacao
(Blottner, 1990; Mehta, 1996; Oberkampf e Blottner, 1998; Roache, 1998; AIAA, 1998;
Jameson e Martinelli, 1998; Rizzi e Voss, 1998; Fortuna, 2000) ou validacao numérica (Maliska,
1995). O objetivo da verificacdo ¢ determinar em que medida um modelo matematico ¢ resolvido
adequadamente através de um método numérico.

O valor do erro numérico independe de resultados experimentais mas s6 pode ser obtido
quando a solucao analitica de um modelo matematico ¢ conhecida. Porém, em termos praticos,
isto €, para solu¢des numéricas de modelos matematicos cuja solucdo analitica ¢ desconhecida,
ndo ¢ possivel obter o erro numérico. Nestes casos ¢ necessario estimar qual seria o valor da
solucdo analitica. Assim, em vez do erro numérico calcula-se o erro estimado, que também ¢
chamado de incerteza (U) por Mehta (1996) e Chapra e Canale (1994). A incerteza da solucao
numérica de uma variavel de interesse ¢ avaliada pela diferenca entre a sua solugdo analitica

estimada (@) e a propria solugdo numérica (), ou seja,



u@ = ¢, - ¢ (1.2)

Algumas formas de obter o valor da solucdo analitica estimada sdo vistas neste trabalho. A
maioria delas se baseia na extrapolagdo de Richardson (Roache, 1998). A incerteza de uma
solucao numérica ¢ calculada com os chamados estimadores de erro dos quais dois exemplos
sdo os estimadores de Richardson e GCI (Roache, 1998). A palavra incerteza ¢ usada neste
trabalho para caracterizar o erro estimado de uma solu¢do numérica, motivado pela analogia com
a incerteza de resultados experimentais. Porém, a incerteza de uma solugdo numérica ¢ causada
por fontes de erro totalmente diferentes das fontes de erro que atuam na incerteza de um
resultado experimental.

O presente trabalho se concentra apenas nos efeitos dos erros de truncamento sobre as
solucdes numéricas. Nesse caso, o erro numérico calculado através da Eq. (1.1) passa a ser
denominado de erro de discretizacdo (E), de acordo com Ferziger e Peric (1999) e conforme

ilustrado na Fig. 1.3.

1.2 MOTIVACAO

Os processos de andlise de incerteza de resultados experimentais e de verificagdo de
solugdes numéricas sdo feitos de formas distintas e encontram-se em niveis diferentes de
desenvolvimento. De um lado, para os métodos experimentais existem padrdes disponiveis,
largamente aceitos e aplicados (ISO, 1993; Holman, 1994; AIAA, 1995; Coleman e Steele,
1999), seja em dinamica dos fluidos ou outras areas do conhecimento. Por exemplo, a divulgagao
de resultados de pesquisas de opinido publica normalmente ¢ acompanhada de uma margem de
erro ou incerteza. De outro lado, na area de dinamica dos fluidos computacional (CFD), a
situagdo atual sobre quantificacdo da incerteza de solugcdes numéricas pode ser assim resumida:

1) geralmente ndo se relatam as incertezas das solugcdes numéricas, conforme Celik et al. (1993)
e Douglass e Ramshaw (1994); outro exemplo do cotidiano, mas que emprega métodos
numéricos, € a previsdo meteoroldgica didria: as previsdes de temperatura ndo sao
acompanhadas de suas incertezas; recentemente, observa-se que alguns pesquisadores
apresentam duas ou trés solugdes numéricas em malhas diferentes, mostrando graficamente o
efeito do refino de malha sobre os resultados; o trabalho de Roy e Edwards (2000) ¢ um

exemplo deste procedimento atual;



2) segundo Freitas (1993), Celik (1993), Mehta (1996), Rizzi e Vos (1998) ndo existem padroes
aceitos para efetuar o processo de verificagdo em CFD; o que existem sao apenas propostas

iniciais pouco testadas, conforme Oberkampf e Blottner (1998) e AIAA (1998);

MODELO MATEMATICO
(equacdes)

erro de truncamento
erro de iteracdo

erro de arredondamento

erro de programag¢do

erro de
truncamento

SOLUCAO NUMERICA SOLUCAO NUMERICA
(neste trabalho) (caso geral)

erro de erro
discretiza¢do numerico

SOLUCAO ANALITICA
(exata)

Figura 1.3 Erros da solugdo numérica de um modelo matematico e suas fontes.

3) ha discordancias na nomenclatura, de acordo com Celik e Zhang (1995), como se observa
pelos termos diferentes usados por Blottner (1990), Rudy et al. (1991), Oreskes et al. (1994),
Maliska (1995), Mehta (1996), Rizzi e Vos (1998), Roache (1998) e AIAA (1998);



4)

5)

6)

7)

8)

¢ comum concluir a respeito do desempenho de modelos numéricos € modelos matematicos
com base em solugdes numéricas obtidas com uma unica malha; isto foi feito, por exemplo,
por Amaladas e Kamath (1998) na avaliacdo de seis modelos numéricos diferentes, ao
resolverem o escoamento sobre um aerofolio com uma malha de 128x32 pontos; outros
exemplos sao relatados por Celik et al. (1993) e Freitas (1995);

Rizzi e Vos (1998) afirmam que exceto em trabalhos de referéncia (benchmarks),
praticamente todas as solu¢des numéricas sdo apresentadas e comparadas apenas através de
graficos, sem tabelas, aumentando e propagando seus niveis de erro;

muitos dos trabalhos numéricos de referéncia (benchmarks), por exemplo, De Vahl Davis
(1983), Hortmann et al. (1990) e Demirdzic et al. (1992) apresentam incertezas obtidas com
procedimentos inadequados ou sem avaliacdo de incertezas, como no trabalho de Ghia et al.
(1982);

ha pouco entendimento dos efeitos de multidimensionalidade, malhas nao-uniformes e nao-
estruturadas sobre os erros numéricos ¢ o desempenho dos estimadores de erro nestes casos;
para malhas ndo-uniformes e ndo-estruturadas, por exemplo, conforme Ferziger e Peric
(1999), Santos et al. (1996) e Strauss et al. (1999), sdo relatadas diferencas entre previsdes
tedricas e resultados praticos para os erros numericos; €

segundo Douglass e Ramshaw (1994), ¢ necessario desenvolver novas metodologias para
estimar, limitar ¢ minimizar os erros de discretizagdo em aplicagdes praticas da engenharia,
isto ¢, quando se é for¢ado a usar malhas muito grossas, por exemplo, em problemas

tridimensionais.

Segundo diversos pesquisadores (Roache, 1994; Celik e Zhang, 1995; Marvin, 1995;

Coleman e Stern, 1997; Oberkampf e Blottner, 1998), as atividades de pesquisa em CFD

encontram-se no meio de um processo que busca estabelecer padrdes para quantificar a incerteza

de solucdes numéricas. Este processo tem sido fomentado por simposios: Stanford Conference

on Complex Turbulent Flows (Kline et al., 1981) e Quantification of Uncertainty in

Computational Fluid Dynamics (Celik et al., 1993); e politicas editoriais de diversas revistas,

incluindo o Journal of Fluids Engineering (Roache et al., 1986; Freitas, 1993), Journal of Heat
Transfer (ASME, 1994), International Journal for Numerical Methods in Fluids (Gresho e
Taylor, 1994) e AIAA Journal (AIAA, 1994). Nesta ultima revista publicou-se em sua edicao de

maio de 1998 uma secdo especial (Credible Computational Fluid Dynamics Simulations) com 12

artigos dedicados a quantificacdo de incertezas em CFD (AIAA, 1998).
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A magnitude aceitdvel para o erro numérico depende, entre outros, da finalidade da
solucdo numérica, dos recursos financeiros envolvidos, do tempo permitido para realizar as
simulagdes e dos recursos computacionais disponiveis. Sabendo-se que as solugdes numéricas
contém erros, ¢ importante estima-los pelos seguintes motivos:

1) quando o erro ¢ maior do que o aceitdvel, compromete-se a confiabilidade do uso da solugao
numérica;

2) quando o erro ¢ menor do que o necessario, hd desperdicio de recursos computacionais, isto
¢, de tempo de processamento e de quantidade de memoria;

3) para validar e desenvolver modelos matematicos que visem explicar fenomenos fisico-
quimicos ainda nao modelados adequadamente e cujas solugdes analiticas sdo desconhecidas;
um exemplo tipico ¢ a modelagem de escoamentos turbulentos;

4) para otimizar o uso da malha, isto ¢, adapta-la visando homogeneizar o nivel de erro no
dominio de calculo; e

5) para evitar interpretacdes equivocadas dos tipos relatados a seguir.

Celik et al. (1993) comentam sobre uma frase muito comum na conclusdo de diversos
trabalhos: “foi obtida 6tima concordancia entre os resultados experimentais ¢ numéricos”, em
geral usando-se malha Uinica e sem estimativa de erros. Isso pode levar a conclusdes incorretas
porque existem diversos tipos de erros que, dependendo da situagdo, podem se cancelar ou se
minimizar (Ferziger e Peric, 1999). Um exemplo ¢ mostrado no trabalho de Rudy et al. (1991)
onde a solu¢ao numérica com malha 51x51 ficou mais proxima dos resultados experimentais do

que com a malha 101x101.

Freitas (1995) relata comparagdes do desempenho de oito codigos comerciais de CFD na
solucdo de cinco problemas: trés de escoamentos laminares e dois de escoamentos turbulentos.
Os resultados foram obtidos pelos proprios fabricantes dos codigos, sendo que, em geral, cada
um deles empregou uma unica malha para resolver cada um dos cinco problemas, isto €, ndo se
realizou estudo de refino de malha. Além disso nao foram apresentadas estimativas do erro
numérico. Um dos problemas resolvidos ¢ a determinagdo do coeficiente de arrasto (C,) para o
escoamento bidimensional laminar sobre um cilindro, cujo resultado experimental ¢ 1,47. Na
Tab. 1.1 sdo apresentadas as solucdes numéricas obtidas por cinco programas comerciais, 0S
métodos usados e as malhas empregadas. Diante destas solucdes, sem suas estimativas de erro,

ndo ¢ possivel concluir qual ¢ a melhor solugdo, isto €, a que tem o menor erro numérico.
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Tabela 1.1 Solugdes numéricas do coeficiente de arrasto (C,) para o escoamento

bidimensional laminar sobre um cilindro (Freitas, 1995).

programa método numérico malha (nos) Cq

FLOTRAN elementos finitos 21500 1,44
FLUENT volumes finitos 20300 1,57

FLOW-3D diferencas finitas 15800 1,77
NISA/3D elementos finitos 3600 1,34
CFDS volumes finitos 3400 0,04

A simples apresentacdo de resultados em graficos visando comparar o desempenho de
modelos numéricos diferentes, sem as suas respectivas incertezas, pode levar a conclusdes
equivocadas. Por exemplo: Hayase ef al. (1992) mostram a 6tima concordancia visual (grafica)
entre os seus resultados obtidos com malha 80x80 e os resultados de Ghia ef al. (1982) com
malha 257x257. A relagdo do numero total de volumes de controle entre estas duas malhas ¢ de 1
para 10, aproximadamente. No entanto, os erros ou as incertezas dos resultados destes dois
trabalhos, que ndo foram apresentadas, revelariam que a solugdo de Ghia et al. (1982) tem
incerteza muito menor, portanto, sua qualidade ou confiabilidade ¢ muito maior. Esse tipo de
problema ¢ comum quando se usam solu¢des de referéncia (benchmark) em comparagoes,
principalmente se as incertezas destes resultados ndo sdo conhecidas, que ¢ o caso habitual. A
Fig. 1.4 ilustra essa questdo. Nela estdo representadas as solugdes numéricas da equagdo de
Poisson unidimensional obtidas com o método de diferencas finitas para 10 e 100 nés. O erro
numérico maximo ocorre em x = Y. Graficamente as duas solugdes podem ser consideradas
como tendo 6tima concordancia, como ¢ comum Se mencionar na literatura. Entretanto, a razado
entre o erro das solu¢des com 10 e 100 pontos, em x = ', € igual a 100. Quanto mais refinada ¢ a
malha, o que ¢ comum nas solugdes de referéncia (benchmark), maior € esta razao entre o erro de
uma solucdo numérica em comparagao e a solugdo de referéncia. Assim, as comparagdes graficas

devem ser evitadas. O que se deve fazer ¢ comparar valores de estimativas de erro.
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temperatura

Figura 1.4 Solu¢do numérica da equagao de Poisson unidimensional.

O problema do escoamento supersdnico sobre uma cunha (Settles et al., 1976; Settles e
Dodson, 1994), usado na validacdo de modelos de turbuléncia, exemplifica dois procedimentos
ndo recomendados mas comuns na literatura: extrair conclusdes sobre o desempenho de novos
modelos matematicos e ajustar seus parametros a partir de solugdes numéricas obtidas com uma
malha unica. Esses procedimentos foram seguidos por Baldwin e Lomax (1978) ao proporem seu
modelo de turbuléncia algébrico, e ndo estdo restritos apenas a década de 70, como se pode ver
nos artigos de Visbal e Knight (1984) e Bui (1993). Sem quantificar as incertezas das solucdes
numéricas nao ¢ possivel validar modelos matematicos com a acurdcia e a confiabilidade
exigidas.

Gresho et al. (1993) relatam a controvérsia ocorrida no inicio da década de 90 sobre o
problema do escoamento bidimensional num duto com ressalto a montante. Alguns autores,
baseados em suas solugdes numeéricas, afirmavam que para numero de Reynolds 800 o
escoamento era transiente, enquanto outros autores, também com base em solugdes numéricas,
afirmavam que era permanente. Para eliminar a controvérsia, um grupo de pesquisadores

resolveu o problema empregando trés métodos numéricos diferentes e com refino de malha até
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1920x128 (Gresho et al., 1993). Concluiram que o escoamento ¢ permanente em Reynolds 800.
Estes mesmos pesquisadores recomendaram as revistas técnicas € seus revisores para terem mais
cuidado com demonstragdes de acuracia e convergéncia de solugcdes numéricas, principalmente
quando novos fendmenos de mecanica dos fluidos sdo propostos ou explicados.

Nas proximas secdes sdo apresentados os modelos matematicos € numéricos que sao
usados no trabalho, os tipos de variaveis utilizados, as fontes de erro das solu¢des numéricas e
uma classificacdo geral dos estimadores de erro. Estas secdes descrevem os pressupostos,

abordagens e limitacdes sob os quais o trabalhado ¢ desenvolvido.

1.3 MODELOS MATEMATICOS

Os modelos matematicos que sdo empregados representam problemas bdasicos de

transferéncia de calor e de mecanica dos fluidos. Alguns exemplos deles sao

V aA = S (adveccao) (1.3)
dx
d’A T
el S (difusdo) (1.4)
2
Pe aA = d /2\ (adveccao-difusao) (1.5)
dx dx

com condi¢des de contorno de Dirichlet (Incropera e DeWitt, 1996) para a varidvel dependente
(A), onde S ¢ um termo fonte que pode ser uma constante ou funcao de x ou de A, V ¢ a
velocidade do fluido e Pe ¢ o numero de Peclet. Estes modelos matematicos sio
unidimensionais, isto ¢, apresentam apenas uma varidvel independente (x). Modelos
matematicos ndo-lineares também sio abordados.

Para que seja possivel avaliar a confiabilidade e a acurdcia dos estimadores de erro no
calculo da incerteza das solugdes numéricas, todos os modelos matematicos usados tém
solucdo analitica exata, continua, Unica e conhecida para as varidveis de interesse. Estas

variaveis sao definidas na secao a seguir.
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1.4 VARIAVEIS DE INTERESSE

De forma genérica, a solugdo analitica exata de qualquer varidvel de interesse ¢
representada por @, e a solucdo numérica por ¢@. Neste trabalho, as estimativas de erro de
solugdes numéricas sdo feitas para trés tipos de varidveis, conforme a Tab. 1.2, visando analisar

suas influéncias sobre a confiabilidade e a acuracia dos estimadores de erro.

Tabela 1.2 Definicao das variaveis de interesse.

tipo de solucdo solucdo tipo de variavel em relagao tipo de variavel em relagdo a
variavel analitica numérica a varidvel independente (x) variavel dependente
(@) C)
dependente A y) local primaria
média da variavel Ay, A global secundaria
dependente
derivada da variavel Al lb s local secundaria
dependente ;
Apps-2

O primeiro tipo ¢ a propria variavel dependente nos modelos matematicos. Ela ¢
referenciada também por varidvel primaria. Sua solug@o analitica exata ¢ representada por A e a
solugdo numérica por A. Em meteorologia, por exemplo, ¢ de interesse conhecer o valor da
temperatura em func¢do da variavel independente (x).

O segundo tipo ¢ a integral ou a média da variavel dependente sobre o dominio de
calculo. Sua solugdo analitica exata ¢ representada por A, e a solucdo numérica por A,,. Em
aplicagOes gerais, este tipo de variavel estd associado, por exemplo, a fluxos de massa e vazoes
que sdo calculados em fungdo de velocidades médias numa area do dominio de calculo.

O terceiro tipo ¢ a derivada da variavel dependente avaliada no contorno esquerdo do

dominio, isto é, em x = 0. Sua solugdo analitica exata ¢é representada por A’ ¢ a solu¢do numérica
¢ obtida de duas formas diferentes, representadas por A, € A, ,. Em aplicagdes gerais, este

tipo de varidvel esta associado ao calculo de fluxos de calor e tensdes cisalhantes nos contornos

do dominio de calculo.
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.y . i i i ’ ~ . .y .
As variaveis Ay, Am, A, Apps € Apps, também sdo referenciadas como variaveis
secundarias por serem obtidas a partir da varidvel priméria (A ou A). As variaveis A, 4, A', A,

e 4,5, também podem ser referenciadas por variaveis locais porque seus valores dependem de

cada coordenada x, enquanto que A,, ¢ 4, podem ser referenciadas por variaveis globais porque

seus valores correspondem ao dominio de célculo inteiro.

1.5 MODELOS NUMERICOS

Simplificadamente, a obtencdo de uma solu¢do numérica pode ser dividida em quatro
etapas:

1) formulacdo do problema: sio definidos o modelo matemaético, ou seja, as equagdes com
suas condigdes de contorno e iniciais, a geometria do dominio de calculo e as propriedades
dos meios solidos e fluidos envolvidos no problema;

2) discretizacdo do dominio de calculo: gera-se a malha, que consiste num conjunto de nos (j)
sobre os quais a solu¢do numérica ¢ obtida; o comprimento entre dois nds consecutivos da
malha (/) ¢ denominado neste trabalho de elemento da malha; embora este conceito ndo
seja comumente empregado no método de diferencas finitas, ele ¢ muito adequado neste
trabalho; a soma do comprimento de todos os elementos (/N) de uma malha resulta no
comprimento total do dominio de célculo (L), conforme pode ser visto na Fig. 1.5;

3) discretizacdo do modelo matematico: os termos das equacdes que constituem o modelo
matematico e suas condigdes de contorno e iniciais sao aproximados numericamente através
de um método numérico, gerando um sistema de equagdes algébricas, também denominado
de equacoes discretizadas; e

4) obtencao da solu¢do numérica: as equagdes discretizadas sdo resolvidas com algum método
direto ou iterativo (Ferziger e Peric, 1999; Maliska, 1995; Patankar, 1980) para solugdo de

sistemas de equagdes.

A forma especifica com que as etapas 2 a 4 sdo usadas para obter uma solu¢ao numeérica
¢ denominado neste trabalho de modelo numérico. Os modelos matematicos considerados, por
exemplo as Egs. (1.3) a (1.5), sdo resolvidos com o método de diferencas finitas (Tannehill et
al., 1997; Ferziger e Peric, 1999). Basicamente, este método consiste em aproximar os termos

dos modelos matematicos com a série de Taylor (Kreyszig, 1999). Entre outras, sdo empregadas
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as aproximacoes numéricas UDS (Upstream Differencing Scheme) e CDS (Central Differencing
Scheme) descritas por Ferziger e Peric (1999). As equacdes discretizadas sdo resolvidas
analiticamente, quando possivel, ou com o método TDMA (TriDiagonal Matrix Algorithm). O
dominio de célculo ¢ discretizado com malhas uniformes, Fig. 1.5, ¢ ndo-uniformes, Fig. 15.1.
Nas malhas ndo-uniformes, o tamanho (/) dos elementos da malha ¢ variavel, conforme sera

visto na Parte III deste trabalho.

A

o 10 1 2 3 4 N5

V><

Figura 1.5 Malha unidimensional uniforme.

Para exemplificar a obtengdo de uma solugdo numérica, considere-se a seguinte equacao

diferencial:
2
VC;—A = A? (1.6)
x

Com o método de diferengas finitas e V" unitario, entre varias possibilidades, das quais algumas
sdo apresentadas no Cap. 2, uma forma de se aproximar numericamente o termo de adveccao da

Eq. (1.6) € usar diferenga a montante (UDS), o que resulta em

(/Ilj_ﬂ‘j—l) _ 12

(1.7)

i
h 5

onde A ¢ a varidvel dependente do problema cuja solugdo numérica deseja-se obter, a letra j

representa qualquer n6 da malha sobre o qual se aproxima a Eq. (1.6), e ‘j-1” € o seu n6 vizinho a
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esquerda, conforme a Fig. 1.6. A Eq. (1.7) ¢ a forma discretizada da Eq. (1.6) e representa um

sistema de equagoes algébricas que pode ser expresso genericamente por

A A

J177jA

l4]l2] = 5]

onde

Figura 1.6 Defini¢do dos nds genéricos de uma malha unidimensional.

+ A_/ﬁ.j + 4

A

Mt T by

no J-1
P

jt+1

@ .

.
|

\ &)

(1.8)

(1.9)

(1.10)

Na Eq. (1.9), [4] representa uma matriz tridiagonal que pode ser resolvida através do

método TDMA (Ferziger e Peric, 1999; Maliska, 1995; Patankar, 1980). Quando os coeficientes

(4) desta matriz e seus termos fontes (B) ndo sdo funcao da propria variavel dependente (4), a

solucdo da Eq. (1.9) com o método TDMA ¢ direta, isto €, sem iteragdes. Mas no caso da Eq.

(1.10), onde o termo fonte (B) depende da propria variavel, a solu¢do ¢ iterativa. Para as

condig¢des de contorno desejadas, a solucao da Eq. (1.9) com o método TDMA resulta na solucao

numeérica de A sobre cada no (j) da malha. Em termos gerais, esta solu¢do numérica pode conter

varias fontes de erro, conforme explica-se na se¢ao a seguir.
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1.6 FONTES DE ERRO DAS SOLUCOES NUMERICAS

Com base nos trabalhos de Ferziger e Peric (1999), Oberkampf e Blottner (1998), Roache
(1998), AIAA (1998), Tannehill et al. (1997), Celik e Zhang (1995) e Demuren ¢ Wilson (1994),
o erro da solucdo numérica (¢) de uma varidvel de interesse, calculado conforme a definicao
dada na Eq. (1.1), é gerado por quatro fontes principais: erros de truncamento (&;), erros de
iteracdo (&), erros de arredondamento (&,) e erros de programagao (&,); que estdo representados

na Fig. 1.3. Simbolicamente, tem-se

E(P = Eler, &1, &, &) (1.11)

onde a variavel de interesse (@) pode ser qualquer uma daquelas mostradas na Tab. 1.2, ou seja,
local ou global, priméria ou secundaria. Genericamente, essas quatro fontes de erro podem ter
magnitudes e sinais diferentes. Conseqiientemente, podem haver cancelamentos parciais ou totais
entre esses erros. A definicdo, o efeito e a origem de cada uma destas quatro fontes de erro sao
explicados a seguir de forma isolada, isto €, o erro da solu¢do numérica (£) em cada exemplo

depende apenas de uma fonte de erro (&).

1.6.1 Erros de Truncamento

Tannehill et al. (1997), Ferziger e Peric (1999) e Roache (1998) sdo exemplos de
trabalhos que discutem sobre erros de truncamento e de discretizagdo. O erro de truncamento (&;)
de uma equacao diferencial ¢ o residuo que resulta quando se substitui a solucdo analitica exata
da varidvel dependente (A) na equagao discretizada do modelo matematico. Formalmente, ele ¢
igual ao valor negativo do operador numérico aplicado a solucdo analitica exata da varidvel
dependente (A), de acordo com Tannehill et al. (1997) e Ferziger e Peric (1999). Esta definicao ¢
demonstrada a seguir com base no exemplo da secdo 1.5.

Define-se o operador diferencial (D) como um ente que representa as operagdes
matematicas envolvidas numa equacao diferencial escrita em forma implicita (Kreyszig, 1999).
Portanto, o operador diferencial (D) da Eq. (1.6) aplicado sobre a solucdo analitica exata da

variavel dependente (A) resulta em
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2
D(A) = V‘;—;\ - A? = 0 (1.12)

Define-se o operador numérico (d) como um ente que representa as operagdes matematicas
envolvidas numa equacdo discretizada escrita em forma implicita (Kreyszig, 1999). Portanto, o
operador numérico (d) da Eq. (1.7) aplicado sobre a solu¢do numérica da varidvel dependente (1)

resulta em

d(A) = GmA) /1—3 =0 (1.13)
h 5
Em outras palavras, os operadores diferencial e numérico aplicados a solugdo analitica (A) e a
solugdo numérica (A), respectivamente, resultam em zero porque eles representam as equagoes
que sdo resolvidas analiticamente e numericamente, isto ¢, as Egs. (1.6) e (1.7). Portanto, nos
casos gerais em que as solugdes analitica e numérica sdao diferentes, a aplicagdo do operador
numérico (d) sobre a solu¢do analitica exata da varidvel dependente (A) resulta num valor

diferente de zero, ou seja, com A substituindo 4 na Eq. (1.13), obtém-se

d(A) = w - A?zf + 0 (1.14)

onde o residuo da Eq. (1.14) ¢ denominado erro de truncamento da equacdo diferencial. De

forma mais genérica, tem-se

D(A) = dA) + ¢ = 0 (1.15)
e, finalmente,
g, = —d(A) (1.16)

T

concluindo a demonstragao.
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Conhecendo-se a solucdo analitica exata da varidvel dependente (A), o valor do erro de
truncamento pode ser obtido de duas formas. A primeira ¢ aplicar diretamente a Eq. (1.16), ou a
Eq. (1.14), no caso do exemplo usado. A segunda forma ¢ substituir a varidvel dependente (A)
em termos da série de Taylor (Kreyszig, 1999) para os nos que estdo envolvidos na equacao
discretizada, exceto para o proprio n6 j. Com isso, € para o tamanho (/) dos elementos da malha

tendendo a zero, isto €, 7 — 0, obtém-se

e = ch’ (para h — 0) (1.17)

T

onde ¢ ¢ um coeficiente cujo valor ¢ admitido ser constante e p é a ordem do erro de
truncamento. Esta segunda forma de calculo do erro de truncamento permite analisar qual ¢ a
sua sensibilidade ao tamanho (%) dos elementos da malha e ao tipo de aproximagdo numérica
empregada, que caracteriza o coeficiente ¢ e a ordem p.

Para ilustrar o efeito do erro de truncamento (&;) sobre o erro da solu¢cdo numérica (F),

considere-se o seguinte modelo matematico:

= 12x° (1.18)

com as condi¢des de contorno A(0) = 0 ¢ A(1) = 1. Sua solucdo analitica exata é A = x.

Portanto, A('2) = ¥, . Empregando-se malha uniforme, o método de diferencas finitas e diferenga
central na aproximag¢do numérica da derivada de 2° ordem, a unica fonte de erro sobre a solu¢do
numérica da Eq. (1.18) ¢ devido ao erro de truncamento. Nesse caso, conforme ilustrado na Fig.
1.3, o erro da solugdo numérica recebe uma denominagdo especial: erro de discretizacdo. Na
Parte II deste trabalho ¢ demonstrado que o erro de truncamento da Eq. (1.18), em sua forma

discretizada, é

s = =2K (1.19)

T

enquanto que o erro de discretizacao (E) da solugdo numérica (A1), em qualquer no (j) €

E(A) = x,(x;—L)A’ (1.20)
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ParaL =1ex=",aEq. (1.20) se reduz a

hZ
E(A_, = 7 (1.21)

Devido ao fato do expoente de 4, na Eq. (1.19), ser igual a dois, ¢ dito que o erro de
truncamento ¢ de 2* ordem, ou que o modelo numérico empregado é de 2* ordem. Conforme a
Eq. (1.20), pode-se dizer também que o erro de discretizagdo da variavel dependente é de 2°
ordem.

A fungdo dada na Eq. (1.21) ¢ representada graficamente na Fig. 1.7. Observa-se que
quanto menor ¢ o tamanho (/) dos elementos da malha, o que equivale a aumentar o nimero de
nés da malha, menor ¢ o erro de discretizagdo. No limite inatingivel de uma malha com um

nimero infinito de nos, ou seja, com 4 = 0, seria obtida a solugdo analitica da Eq. (1.18).

01g LR T T

0,01 |

o
g

mo&dulo do erro
o

0,00001 |

1E6 e e -
0,001 0,01 0,1 1

Figura 1.7 Erro da solu¢do numérica da Eq. (1.18), em x = Y5,

causado pelos erros de truncamento.
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1.6.2 Erros de Iteracao

Ferziger e Peric (1999), Roache (1998), Kim et al. (1998) e Demuren e Wilson (1994)
sdo exemplos de trabalhos que discutem sobre erros de iteracdo. De acordo com Ferziger e Peric
(1999), o erro de iteragado (g,) € a diferenca entre a solucao exata das equagdes discretizadas ¢ a
solucdo numérica (4) em uma determinada iteragdo. As equagdes discretizadas resultam da
aplicagdo de um modelo numérico sobre um modelo matematico, conforme ja visto na se¢ao 1.5.
Matematicamente, tem-se

e,(4) = 2

koo m (1.22)

onde k representa o nimero da iteragdo corrente no processo de solugdo do sistema de equacdes

algébricas, gerado pelas equacdes discretizadas do modelo matematico. O simbolo ‘4 — o’ ¢

usado para representar a solu¢do exata das equagdes discretizadas. Entre outros, alguns fatores

que geram erros de iteragdo sdo:

1) o emprego de métodos iterativos para resolver as equacdes discretizadas, ou o sistema de
equagoes algébricas;

2) o uso de métodos segregados na obtencdo da solucdo de modelos matematicos constituidos
por mais de uma equacao diferencial;

3) aexisténcia de nao-linearidades no modelo matematico; e

4) anutilizagdo de métodos multigrid na solugao do sistema de equagdes algébricas.

Problemas muito simples, como aquele exemplificado na Eq. (1.18), ndo apresentam
erros de iteragdo porque a solucao do sistema de equacdes algébricas pode ser obtida diretamente
pelo método TDMA e a equacao diferencial € linear. Contudo, em CFD, isso ¢ uma exce¢ao pois
o comum ¢ a existéncia de modelos matematicos constituidos por sistemas de equacgdes nao-
lineares acoplados, como as equa¢des de Navier-Stokes. Portanto, em geral, existem erros de
iteracdo nas solugdes numéricas.

Para exemplificar o efeito dos erros de iteracdo sobre o erro da solugdo numérica,
considere-se o modelo matematico dado pela Eq. (1.6) e sua forma discretizada, Eq. (1.7). Para o

caso de A;.; = % ser a condi¢do de contorno e 2 =1, a Eq. (1.7) resulta em

A = ©*4) J;/I") (1.23)
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Nesta equagdo, A; depende de si mesmo, o que resulta numa solu¢do numérica iterativa. A
solugdo de A; pode ser obtida estimando-se um valor inicial para a sua solugdo e resolvendo-se a
Eq. (1.23) até que seja atingido um numero desejado de iteragdes k£ ou uma tolerancia

especificada. A Eq. (1.23) pode ser posta na seguinte forma

6+,
Aiw = —5”‘ ‘ (1.24)

onde k representa o numero da iteragdo atual e ‘k-1°, a iteracdo anterior. Com a estimativa inicial
A0 = 0, obtém-se a solugdo de A4, ao longo das iteragdes cuja curva de erro ¢ mostrada na Fig.
1.8. Este exemplo mostra a caracteristica principal dos erros iterativos: em geral, seu valor
diminui com o aumento do nimero de iteragdes. No limite de um nimero infinito de iteracdes, ¢

atingida a solucdo exata do sistema de equagdes algébricas, que neste exemplo ¢ dois.

1 E
01 [
0,01

0,001 k
0,0001 E

2 F
5 000001 k
1E6 |

167 |

1E-8 [

NN S R S R
0 20 40 60 80

iteracao

Figura 1.8 Erro da solu¢do numérica da Eq. (1.6), emx =1,

causado pelos erros de iteracao.
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1.6.3 Erros de Arredondamento

Dorn e McCracken (1981) e Hamming (1973) sdo exemplos de trabalhos que discutem
sobre erros de arredondamento. Os erros de arredondamento (&;) sdo os erros que ocorrem
principalmente devido a representacdo finita dos numeros reais nas computagdes. Eles dependem
do compilador (software) usado para gerar o cédigo computacional e do computador (hardware)
empregado em sua execucdo. Estdo relacionados ao nimero de algarismos (byfes) usados para
representar as variaveis nos computadores ¢ ao numero de termos empregados no calculo de
séries infinitas de funcdes pré-definidas da linguagem de programagdo. Na linguagem Fortran90,
por exemplo, pode-se usar precisdo simples com quatro bytes, precisdo dupla com oito bytes ou
precisdo quadrupla com 16 bytes por varidvel do tipo real. Quanto maior € a precisao usada para
representar as variaveis, menores sao os erros de arredondamento; entretanto, maior ¢ a memoria
computacional necessaria para o armazenamento destas variaveis. Dorn e McCracken (1981)
exemplificam diversos tipos de erros de arredondamento e como minimiza-los ou evita-los
quando possivel. Os erros de arredondamento também podem ocorrer na entrada de dados para a
execu¢ao de um programa computacional, via arquivos ou caixas de didlogo, devido ao emprego
de formatos incompativeis com a precisao usada.

Para ilustrar o efeito dos erros de arredondamento sobre o erro da solugdo numeérica,

considere-se 0 modelo matematico dado por

= 0 (1.25)

Para o método de diferencgas finitas, com o uso de diferenca central na aproximagao da derivada
de 2% ordem numa malha uniforme, nfo existem erros de truncamento nem de itera¢do na solugio
da Eq. (1.25). Portanto, em principio, a solu¢do numérica deveria ser igual a analitica. Porém,
como se pode ver na Fig. 1.9, isso ndo se verifica devido a existéncia dos erros de
arredondamento, que, de forma geral, aumentam com o nimero de operagdes envolvidas na
computacdo da solugdo numérica. Isso significa, simplificadamente, que &, aumenta com a
diminui¢do de 4, conforme se pode ver na Fig. 1.9. Esse ¢ o comportamento inverso dos erros de
truncamento (Fig. 1.7). O erro mostrado na Fig. 1.9 ¢ para a solugdo numérica da Eq. (1.25) em x
= 15, obtida com precisdo dupla e com as condi¢des de contorno A(0) =0 e A(1) = 1. A solucdo

analitica & A(Y2) = 1.
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Figura 1.9 Erro da solu¢do numérica da Eq. (1.25), em x = Y5,

causado pelos erros de arredondamento.

Conforme visto acima, os erros de truncamento se reduzem com a diminuigao de / ¢ os

erros de arredondamento aumentam com a redugdo de 4. Assim, para um caso geral em que se

realiza um numero de iteracdes suficiente para tornar os erros de iteragdo (&) muito pequenos,

existe uma malha 6tima com /4 # 0 em que o erro da solu¢ao numérica ¢ minimo.

1.6.4 Erros de Programacio
Shih (1985), Maliska (1995) e Roache (1998) sdo exemplos de trabalhos que apresentam

procedimentos para se detectar erros de programagdo. Na categoria de erros de programagaio (&)

incluem-se basicamente (Roache, 1998):

1) os erros resultantes do uso incorreto de um modelo numérico na aproximagao de um modelo

matematico;

2) os erros gerados na implementacdo do modelo numérico num programa computacional;

3) os erros cometidos no uso do programa computacional durante a obtengdo da solugao

numérica; €

4) qualquer outra eventual fonte de erro.
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1.6.5 Erros de Discretizacao

Ao longo deste trabalho ¢ presumido que ndo existem erros de programacao porque os
problemas sdo muito simples, isto ¢, equacdes unidimensionais nao-acopladas. Portanto, os
programas implementados para resolvé-los sdo curtos, minimizando as chances de haver erros de
programacao. Além disso, para cada modelo numérico implementado neste trabalho, sempre
foram obtidas curvas de erro do tipo da Fig. 1.7 para comprovar que o erro numérico tendia a
zero com a reducdo de /4 até o nivel dos erros de arredondamento. Os erros de arredondamento
sdo controlados ao se empregar a precisdo adequada na obtengdo das solugdes numéricas, isto €,
eles sdo muito menores do que os erros de truncamento. Os erros de iteracdo, quando existem,
sa0 minimizados ao se realizar um grande niimero de iteragoes.

O interesse central deste trabalho ¢ estimar erros de solu¢des numéricas causados pelos
erros de truncamento, conforme representado na Fig. 1.3. Neste caso, quando o erro (E) da
solucdo numérica ¢ gerado apenas por erros de truncamento, ele ¢ denominado de erro de
discretizagdo (Ferziger e Peric, 1999). As formas de se estimar o erro de discretizagdo (£) sdo

introduzidas na se¢do a seguir.

1.7 TIPOS DE ESTIMATIVA DO ERRO DE DISCRETIZACAO

As estimativas do erro de discretizagdo, gerado por erros de truncamento, podem ser
divididas em dois tipos basicos (Szabd e Babuska, 1991): estimativas a priori ou a posteriori da

obtencao da solu¢ao numérica.

1.7.1 Estimativas de Erro a Priori

As estimativas de erro a priori sdo usadas para estimar a ordem do erro de discretizagao.
Isso ¢ feito estimando-se o erro de truncamento (&;) do modelo matematico do problema através
da série de Taylor, conforme explicado na se¢do 1.6.1, e admitindo-se que o erro de discretizacao
(E) tenha a mesma forma funcional quando o tamanho (%) dos elementos da malha tende a zero.

Portanto, a partir da Eq. (1.17), tem-se

E = Ch? (para h — 0) (1.26)

onde C ¢ um coeficiente cujo valor ¢ admitido ser constante mas desconhecido e p é a ordem do

erro de discretizacio, que ¢ um valor conhecido. Tanto C quanto p dependem das aproximagdes
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numéricas empregadas. A partir da Eq. (1.26), isto é, com uma estimativa de erro a priori, €
possivel avaliar, antes da obtencdo de qualquer solu¢do numérica, qual ¢ o efeito do tipo de
aproximac¢do numérica usada, ou seja, do valor de p. Também ¢é possivel avaliar qual ¢ o efeito
da redugdo do tamanho (4) dos elementos da malha sobre o erro de discretizagdo (£) da solucao
numérica. Por exemplo, para p = 2, a reducdo de 4 a metade reduz o erro a "4 do valor anterior.
Portanto, as estimativas de erro a priori proporcionam uma analise qualitativa do erro de

discretizagao.

1.7.2 Estimativas de Erro a Posteriori

As estimativas de erro a posteriori sao usadas para estimar efetivamente a magnitude do
erro de discretizagdo. Com este fim, existem varios métodos que podem ser empregados. Com
base na revisdo bibliografica efetuada, verificou-se que eles podem ser divididos em dois grandes
conjuntos. No primeiro, as estimativas de erro sao baseadas na solugdo numérica obtida sobre
uma unica malha. O método de elementos finitos, em geral, se enquadra neste conjunto,
conforme se pode ver nos trabalhos de Zhu e Zienkiewicz (1990), Ainsworth e Oden (1997) e
Babuska et al. (1997). No segundo conjunto, as estimativas de erro sdo baseadas em solucdes
numéricas obtidas em duas ou mais malhas diferentes, isto é, com valores de / distintos entre
elas. As estimativas de erro realizadas para as solugdes numéricas obtidas com os métodos de
diferengas finitas e volumes finitos, comumente, se encaixam neste segundo conjunto. Exemplos
pertinentes sdo os trabalhos de Blottner (1990) e Hortmann et al. (1990).

No presente trabalho, as estimativas de erro a posteriori sao feitas com base em solucdes
numéricas obtidas em varias malhas. Também sao realizadas estimativas de erro a priori. Ambos

os tipos de estimativa de erro sdo abordados visando os objetivos descritos na secdo a seguir.

1.8 OBJETIVOS DO TRABALHO

O objetivo geral deste trabalho ¢ contribuir para que as estimativas do erro de
discretizacdo das solugdes numéricas se tornem mais confidveis e acuradas. Considerando-se isso
e a delimitacdo do trabalho descrita nas segdes 1.3 a 1.7, os objetivos especificos se concentram

em quatro linhas principais:
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1) Estimativas de Erro a Priori

Realizar estimativas de erro a priori para diversos tipos de aproximagdes numéricas em
malhas uniformes e ndo-uniformes. Para modelos matematicos com termos de advecgdo ¢
difusdo, demonstrar por que sdo relatadas diferencas entre a ordem do erro de discretizagao,
prevista a priori (tedrica), e a ordem verificada a posteriori (pratica), de solugcdes numéricas

obtidas em malhas ndo-uniformes.

2) Estimativas de Erro a Posteriori

Para solugdes numéricas obtidas em malhas uniformes ¢ nado-uniformes, analisar a
confiabilidade, a acuracia e as limitagdes de trés estimadores de erro a posteriori empregados
com o método de diferengas finitas: estimadores delta, de Richardson e GCI; bem como para os

estimadores do tipo multicoeficiente, que sdo introduzidos neste trabalho.

3) Intervalo Convergente

Introduzir o conceito de intervalo convergente para a ordem do erro de discretizacao.
Para este intervalo, propor um novo estimador de erro, analisar o comportamento dos
estimadores de erro a posteriori € mostrar que ¢ possivel calcular dois valores de incerteza que se

constituem em limites inferior e superior do erro de discretizagao.

4) Erros de Truncamento Versus Erros de Discretizacio
Analisar a correspondéncia entre a expressao do erro de truncamento de uma equagao
diferencial e a expressdao do erro de discretizacao da variavel dependente, bem como a relacao

entre as ordens destes erros.

1.9 DELINEAMENTO DO TRABALHO

Este documento estd dividido em trés partes constituidas por diversos capitulos,

conforme descreve-se a seguir.

Parte I: Erro de Aproximag¢does Numéricas Obtidas com Solucdes Analiticas Nodais
A Parte I envolve os capitulos 2 a 6. Nela, a variavel dependente ¢ dada por fungdes
analiticas conhecidas, isto €, ela ndo € proveniente de solugcdes numéricas e, portanto, nao

apresenta erros de discretizacdo. Essa simplificacdo facilita e ¢ suficiente para apresentar os
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conceitos basicos € a nomenclatura empregados no trabalho. Sdo deduzidas as aproximagdes
numéricas usadas neste trabalho e seus erros de truncamento. S3o apresentados alguns
estimadores do erro de discretizacdo disponiveis na literatura: estimadores delta, de Richardson e
GCI. Sao definidos varios tipos de ordens do erro: ordens assintotica, verdadeiras, efetiva e
aparente. Também sdao definidos os intervalos de convergéncia da ordem aparente, as
envolventes da solugdo analitica e do erro, e a solugdo numérica convergente e sua incerteza.

Finalmente, analisa-se o desempenho dos estimadores de erro no intervalo convergente.

Parte II: Erro de Solu¢does Numéricas em Malhas Uniformes

A situacdo pratica, na qual as aproximagdes numéricas sao calculadas com valores nodais
obtidos das proprias solugdes numéricas e, portanto, com erros, ¢ examinada na Parte II, que
envolve os capitulos 7 a 13. Inicialmente, sdo reescritas as seis aproximacdes numéricas
apresentadas na Parte I. Em seguida sdo analisados os erros das solugdes numéricas de diversos
modelos matematicos. Estes modelos incluem problemas lineares e nao-lineares de advecgao,

difusdo e advecg¢ao-difusdo de um escalar.

Parte III: Erro de Solucoes Numéricas em Malhas Nao-Uniformes

As andlises feitas na Parte II para malhas uniformes sdo generalizadas para malhas nao-
uniformes na Parte III, que envolve os capitulos 14 a 20. Inicialmente, sdo reescritas, para
malhas ndo-uniformes, as seis aproximacdes numéricas apresentadas na Parte II. Em seguida sdo
definidos alguns tipos de refino de malhas ndo-uniformes. Finalmente, sdo analisados os erros
das solugdes numéricas de diversos modelos matematicos que incluem problemas lineares e nao-
lineares de adveccdo, difusdo e advecgao-difusdo de um escalar. Também ¢ definido o conceito
de solugdes numéricas coerentes, sdo apresentados o procedimento para verificar quando duas
solugdes numéricas atendem a este conceito e exemplos de aplicacdo deste procedimento. O
objetivo ¢ aumentar a confiabilidade das estimativas de erro, principalmente em malhas muito

grossas.

1.10 RESUMO DO CAPITULO 1
Conforme foi visto, o problema tratado neste trabalho ¢ a estimativa do erro de
discretiza¢dao de solu¢des numéricas em dindmica dos fluidos. Foi descrito o contexto dentro do

qual ele ¢ resolvido, bem como a sua motivacdo. Foram apresentadas as expressoes e definidos
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os conceitos de erro (£), Eq. (1.1), e de incerteza (U) de uma solu¢ao numérica, Eq. (1.2). Foram
apresentados os modelos matematicos que sdo usados no trabalho, que incluem problemas
lineares, Eqgs. (1.3) a (1.5), e ndo-lineares de advecgdo, difusdo e adveccdo-difusdo de um
escalar.

Mostrou-se que, neste trabalho, as estimativas de erro das solugdes numéricas sao feitas
para trés tipos de varidveis (Tab. 1.2), visando analisar suas influéncias sobre a confiabilidade ¢ a
acurdcia dos estimadores de erro. S3o elas: a propria varidvel dependente nos modelos
matematicos, a média da varidvel dependente sobre o dominio de célculo e a derivada da variavel
dependente avaliada no contorno esquerdo do dominio, isto ¢, em x = 0. De forma genérica,
neste trabalho, a solu¢do analitica exata de qualquer varidvel de interesse ¢ representada por @ e
a solu¢do numérica, obtida através do método de diferencas finitas, por ¢.

Através de um exemplo, foram apresentadas as etapas envolvidas na obtengdo de uma
solucao numérica: formulagdao do problema, discretizagdo do dominio de calculo, discretizacao
do modelo matematico e obten¢do da solu¢do numérica. Foram definidas e exemplificadas as
quatro fontes principais do erro da solugdo numérica de uma varidvel de interesse: erros de
truncamento (&;), erros de iteracdo (g,), erros de arredondamento (&;) e erros de programacgao
(&). Conforme foi visto, neste trabalho, o interesse se concentra em problemas nos quais o erro
de truncamento ¢ a fonte principal ou a Gnica fonte que gera o erro (E£) da solu¢do numérica, que
neste caso passa a ser denominado de erro de discretizacao (E). Foram divididas as estimativas
do erro de discretizagdo, gerado por erros de truncamento, em dois tipos basicos: estimativas a
priori e a posteriori da obtencao da solu¢do numérica.

Foram apresentadas as quatro linhas principais que compdem os objetivos deste trabalho:
estimativas de erro a priori, estimativas de erro a posteriori, intervalo convergente da ordem do
erro de discretizagdo e a correspondéncia entre as expressoes dos erros de truncamento e dos
erros de discretizagdo das solugdes numéricas. Finalmente, apresentou-se o delineamento deste
documento que estd dividido em vérios capitulos que compdem trés partes: parte I, erro de
aproximacodes numéricas obtidas com solugdes analiticas nodais; parte II, erro de solugdes
numéricas em malhas uniformes; e parte I, erro de solugdes numéricas em malhas nao-

uniformes.



Parte 1.

ERRO DE APROXIMACOES NUMERICAS OBTIDAS
COM SOLUCOES ANALITICAS NODAIS

A Parte I deste trabalho envolve os capitulos 2 a 6. Nela, os valores da varidvel
dependente nos nos da malha, que discretiza o dominio de célculo, sdo provenientes de fungdes
analiticas conhecidas, isto ¢, eles ndo sdo oriundos de solugdes numéricas. Esta simplificacdo
facilita e ¢ suficiente para a apresenta¢do dos conceitos basicos e da nomenclatura empregados
neste trabalho. Também sdo apresentados o procedimento usado para o céalculo do erro de

truncamento e varios tipos de estimadores do erro de discretizagao.



Capitulo 2.

APROXIMACOES NUMERICAS E SEUS ERROS DE TRUNCAMENTO
COM SOLUCAO ANALITICA NODAL

A solucdo dos modelos matematicos de interesse, citados na se¢do 1.3, é obtida através
da aproximacao numérica de cada um de seus termos. Algumas formas de realizar estas
aproximagdes e as expressOes genéricas de seus erros de truncamento sdo apresentadas nesse
capitulo. Para tanto, considera-se que os valores nodais usados nestas aproximagdes numeéricas
sao obtidos de solugdes analiticas, isto €, o erro nos nos ¢ nulo. Também sdao apresentados
exemplos de calculo dos erros de truncamento e sdo definidos os conceitos de suas ordens
verdadeiras e assintotica.

A Tab. 2.1 relaciona os trés tipos de varidveis para os quais sdo apresentados seis tipos de
aproximacoes numéricas usados neste trabalho e os simbolos utilizados para referenciar suas
solucdes analiticas (@) e numéricas (@). A primeira varidvel ¢ a derivada de primeira ordem

da variavel dependente. Sua solugdo analitica é referenciada pelo simbolo A’. As aproximagdes

numéricas sdo feitas de quatro formas diferentes e referenciadas pelos simbolos 4, A
Arps € Apps.» - A segunda varidvel ¢ a derivada de segunda ordem da variavel dependente.

Sua solugdo analitica é referenciada pelo simbolo A" e a aproximagdo numérica por A,,. A

terceira variavel ¢ a média da variavel dependente ao longo do dominio de célculo inteiro. Sua
solucdo analitica ¢ referenciada pelo simbolo A,, € a aproximac¢ao numérica por A,,.

Por analogia a defini¢ao do erro de truncamento de uma equagdo diferencial, apresentada
na se¢do 1.6.1, pode-se definir o erro de truncamento (&) de uma variavel (@) qualquer pela

diferenca entre o seu valor exato (@) e o seu valor aproximado numericamente (@), isto €,

@) = ® - ¢ (2.1)



Neste caso, quando se tem apenas uma aproximacao numérica, o erro de discretizagdo coincide
com o erro de truncamento. Conhecendo-se a solugdo analitica exata da variavel (@) e o seu
valor aproximado (¢), o valor do erro de truncamento pode ser obtido de duas formas. A primeira
¢ aplicar diretamente a Eq. (2.1) e obter um valor numérico para & A segunda forma ¢ substituir
na Eq. (2.1) a expressdo exata da variavel (@), obtida da série de Taylor, e a expressao usada na
aproximacao numérica (¢). Neste caso, obtém-se uma expressdo genérica para o erro de
truncamento em fung¢do de coeficientes que multiplicam poténcias do tamanho (%) dos elementos
da malha. Estes expoentes de /4 estdo ligados aos conceitos de ordens verdadeiras e assintotica do

erro de truncamento, definidos na secao a seguir.

2.1 ORDENS VERDADEIRAS E ASSINTOTICA DO
ERRO DE TRUNCAMENTO

Conforme serd visto neste capitulo, o erro de truncamento (&) de uma equagdo diferencial
ou de uma aproximag¢ao numérica qualquer pode ser representado genericamente por (Ferziger e

Peric, 1999)

@) = coh™ + c,h” + ch™ + b+ L. (2.2)

onde os coeficientes ¢; podem ser positivos ou negativos € podem ser fungdo da variavel
dependente (A) e de suas derivadas, isto ¢, podem variar com a coordenada x, mas independem
do tamanho (%) dos elementos da malha. Neste trabalho, a Eq. (2.2) ¢ denominada de equacao
geral do erro de truncamento.

Por defini¢do, as ordens verdadeiras (py) sdo os expoentes de /# dos termos nao-nulos na
equagdo do erro de truncamento. No caso da Eq. (2.2) sao dados por p;, p2, p3 € pa. As ordens
verdadeiras seguem a relacdo p;, < p» < p3 < ps < etc. SAo numeros inteiros positivos que
geralmente constituem uma série aritmética, isto ¢, a diferenca entre ordens subseqiientes ¢é
constante. Para um caso geral, o niimero de ordens verdadeiras ¢ infinito pois o erro de
truncamento (&) € constituido por uma quantidade infinita de termos nao-nulos.

Por defini¢dao, o menor expoente de 4 na equacgdo geral do erro de truncamento, Eq. (2.2),
¢ chamado de ordem assintética (p;). E um niimero inteiro positivo e satisfaz a condigao p; > 1.

Quando o tamanho (%) dos elementos da malha tende a zero, ou seja, # — 0, o primeiro termo do
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erro de truncamento € o principal componente, isto ¢, ele domina o valor total de & Neste caso,
em graficos logaritmicos de & versus h, como aqueles apresentados na se¢do 2.9, a inclinagdo em
relagdo ao eixo das abscissas da curva de ¢ para &4 — 0 tende ao valor da ordem assintotica.
Quanto maior ¢ esta inclinagdo, maior ¢ o valor da ordem assintética e, conseqiientemente, maior
¢ a taxa de redugdo de & com a diminui¢do de /4. Isso ficard mais claro no Cap. 4 onde sdo

definidas e deduzidas a ordem efetiva do erro de discretizag@o e a ordem aparente da incerteza.

Tabela 2.1 Defini¢ao das aproximagdes numéricas usadas no trabalho.

tipo de variavel solugdo analitica (@)  solugdo numérica (¢) tipo de aproximagdo numérica

derivada de 1 ordem Al
da variavel dependente

i um ponto a montante
UDS

Vi diferenga central
CDS
Vi um ponto a jusante
DDS
Yl dois pontos a jusante
DDS-2
derivada de 2* ordem Al i diferenga central
da variavel dependente cbs
média da variavel A y) regra do trapézio
m m

dependente

Na Parte II deste trabalho sao mostrados exemplos de erros de truncamento de equacdes
diferenciais que correspondem a forma genérica dada na Eq. (2.2). Ja para as aproximagdes
numéricas da Tab. 2.1, suas expressOes gerais para & sao apresentadas nas secoes 2.3 a 2.8 e
exemplificadas na sec¢ao 2.9. Antes, porém, apresenta-se na proxima se¢do a definicao da série de

Taylor.
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2.2 SERIE DE TAYLOR

Tanto as aproximacdes numéricas quanto seus erros de truncamento podem ser obtidos a
partir da série de Taylor, que ¢ uma série infinita e definida genericamente por (Kreyszig, 1999;

Fortuna, 2000)

(x_x_/)2
2!

(x—x.)M
M
+ + A

A, = A, + AN(x-x) + A 7

x J

(2.3)

onde A ¢ a variavel dependente nos modelos matematicos, A, ¢ o valor analitico exato obtido em
qualquer coordenada x com a expansdo da série de Taylor a partir do n6 j, onde sdo conhecidos

os valores analiticos exatos de A; e suas derivadas (A',, A", ..., A"'). A Eq. (2.3) é valida se A ¢

uma funcdo continua de x no intervalo fechado [xy,x;] € possui derivadas continuas até a ordem
M neste mesmo intervalo.
Expandindo-se a série de Taylor, Eq. (2.3), para os nos ‘j-1°, +1° e j+2° da malha

uniforme mostrada na Fig. 2.1, obtém-se

‘ o h? W
A, = A, = Nho+ N— - N— + . (2.4)
2 6
. K2 W
Aj+1 = Aj + Ajh + AJ? + A]z + (25)
A = A N .2h A 2h* A"""4h3 2.6
m = AN+ A + A + i3 + ... (2.6)

onde j ¢ o nd genérico sobre o qual se realizam as aproximacdes numéricas; os trés pontos
indicam uma série infinita; e /4 ¢ a distancia entre dois nds consecutivos numa malha uniforme,

também denominado de tamanho dos elementos da malha, sendo definido por

J -1 (2.7)
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Nas proximas segoes sdo deduzidas as aproximagdes numéricas para as variaveis da Tab.
2.1 e seus respectivos erros de truncamento. Aproximagodes para estas mesmas variaveis € outras

sdo dadas por Fletcher (1997), Ferziger e Peric (1999) e Tannehill et al. (1997).

né J-1 j j+l1 Jjt+2
® L o

V><

Figura 2.1 Malha unidimensional uniforme.

2.3 DERIVADA DE 1° ORDEM COM 1 PONTO A MONTANTE: %

Isolando-se Ai_/ da Eq. (2.4), obtém-se uma expressao analitica exata para a derivada de
1* ordem da variavel dependente (A) no no j, dada por
‘ (A, -A) h K /5
AN = —L =7 4 AN AT AV — 2.8
/ h 72 76 724 2-8)
onde A", A7 e A" sdo, respectivamente, as derivadas de 2%, 3" e 4" ordens da variavel

dependente (A) no né j e & ¢ o tamanho dos elementos da malha. A Eq. (2.8) pode ser reescrita

da seguinte forma

Aij = (ﬁ’iJDS)_/ + g(ﬂ“iJDS)_/ (2.9)

onde o primeiro termo do segundo membro da Eq. (2.8) se constitui na aproximag¢ao numérica da

derivada de 1* ordem com um ponto a montante, isto €,

(Aj _Aj—l)

(ﬂ“iJDS ) i = 7

(2.10)
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e os demais termos da Eq. (2.8) representam o erro de truncamento (&) de 4, , cuja expressio é

i [[h [[[hz iv h3
e(Aups); = A_/E - A_/? + A_/ﬁ - (2.11)

Este erro de truncamento também pode ser obtido de acordo com a sua defini¢do, Eq. (2.1). Para

isso basta subtrair a Eq. (2.10) de (2.8).

Comparando-se as Egs. (2.2) e (2.11), verifica-se que as ordens verdadeiras de &(Ay,,)
sao py =1, 2, 3, etc, e, portanto, a sua ordem assintotica € p;, = 1. Desta forma, diz-se que o erro
de truncamento da aproximag¢io numérica 1, ¢ de 1" ordem. Além disso, ¢; = A’; 12, =
=N’ /6, c3 = A" /24, etc, ou seja, os coeficientes ¢; sdo fungdo de x e de derivadas da variavel

dependente (A), e tém sinais positivos e negativos.

2.4 DERIVADA DE 1 ORDEM COM DIFERENCA CENTRAL: 4,

Com a subtragdo da Eq. (2.4) de (2.5) e o isolamento de A’ ; do resultado, obtém-se uma

expressdo analitica exata para a derivada de 1* ordem da variavel dependente (A) no no j, dada

por

Ai- — (A./+1 - Aj_l) _ A”{ h_z _ Av- h_4 _ Avii h6

L— - .. 2.12
/ 2h 76 7120 75040 212)

onde A", A e A sdo, respectivamente, as derivadas de 3°, 5* e 7* ordens da variavel

dependente (A) no noj. A Eq. (2.12) pode ser reescrita da seguinte forma
Nj = (ﬂjCDS)j + g(ﬁjCDS)j (2.13)

onde o primeiro termo do segundo membro da Eq. (2.12) se constitui na aproximagao numérica

da derivada de 1* ordem com diferenca central, isto &,
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(A, — A_/—l)

Jj+l

Y (2.14)

(/’UCDS ) i =

¢ os demais termos da Eq. (2.12) representam o erro de truncamento (&) de A, cuja expressio

¢

i iii h2 v h4 vii h6
E(Aps), = —AT A SN -

— ; - .. 2.15
76 7120 75040 215

Comparando-se as Egs. (2.2) e (2.15), verifica-se que as ordens verdadeiras de &(4,,;)
sdo py =2, 4, 6, etc, e, portanto, a sua ordem assintética € p; = 2. Desta forma, diz-se que o erro

de truncamento da aproximagio numérica A,; é de 2* ordem. Além disso, ¢; = - A" /6, ¢, =
-Avj /120, ¢3 = -AV;i /5040, etc, ou seja, os coeficientes ¢; sdo fun¢do de x e de derivadas da

variavel dependente (A), e tém sinal negativo.

2.5 DERIVADA DE 1" ORDEM COM 1 PONTO A JUSANTE: 4,

Isolando-se Ai_/ da Eq. (2.5), obtém-se uma expressao analitica exata para a derivada de

1* ordem da variavel dependente (A) no no j, dada por

‘ (A, —A) h h? /%
AN = 2 N - AT - AN — - 2.16
! h 72 6 724 ( )

onde A", A7 e A" sdo, respectivamente, as derivadas de 2%, 3" e 4" ordens da variavel

dependente (A) no noj. A Eq. (2.16) pode ser reescrita da seguinte forma
AiJ' - (ﬂ“iDDS)j + g(//liDDS)j (2.17)

onde o primeiro termo do segundo membro da Eq. (2.16) se constitui na aproximagao numérica

da derivada de 1? ordem com um ponto a jusante, isto &,
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(Aj+1 _Aj)

p (2.18)

(ﬂ“iDDS)_/ =

e os demais termos da Eq. (2.16) representam o erro de truncamento (&) de 4, , cuja expressdo
¢

2 3

h h AP h

E(), = —AZ A

= ]6 g T (2.19)

Comparando-se as Egs. (2.2) e (2.19), verifica-se que as ordens verdadeiras de &(4),,;)
sao py =1, 2, 3, etc, e, portanto, a sua ordem assintotica € p;, = 1. Desta forma, diz-se que o erro
de truncamento da aproximagdo numérica 1,,,; ¢ de 1* ordem. Além disso, ¢; = - A", /2, ¢, =
-A7/6, ¢3 = - A" /24, etc, ou seja, os coeficientes ¢; sdo fungdo de x e de derivadas da variavel

dependente (A), e tém sinal negativo.

2.6 DERIVADA DE 1" ORDEM COM 2 PONTOS A JUSANTE: 7, ,

Subtraindo-se a Eq. (2.6) da Eq. (2.5), multiplicada por quatro, e isolando-se Ai_/ do

resultado, obtém-se uma expressdo analitica exata para a derivada de 1* ordem da varidvel

dependente (A) no né j, dada por

‘ AN —3A - A e E 4
noo= AT A e T (2.20)
J 2h /3 /4 760

onde A, A" e A, sdo, respectivamente, as derivadas de 3%, 4" e 5 ordens da variavel

dependente (A) no ndj. A Eq. (2.20) pode ser reescrita da seguinte forma

Aij = (Aopss ), &(Apps-s ); (2.21)

onde o primeiro termo do segundo membro da Eq. (2.20) se constitui na aproximagao numérica

da derivada de 1° ordem com dois pontos a jusante, isto &,
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(4Aj+1 - 3A/ - A_/+2)
2h

(/IQ)DS—Z)j = (2.22)

¢ os demais termos da Eq. (2.20) representam o erro de truncamento (&) de A, ,, cuja

expressao ¢

i i b w I . 7h*
&(Apps2); = Aj? + Aj? + AJ»E + ... (2.23)

Comparando-se as Egs. (2.2) e (2.23), verifica-se que as ordens verdadeiras de &(4,,, ,)
sdo py = 2, 3, 4, etc, e, portanto, a sua ordem assintética € p; = 2. Desta forma, diz-se que o erro
de truncamento da aproximacio numérica 1,,; , é de 2* ordem. Além disso, c; = A”/3, ¢
= A’; /4, c3 = 7Avj /60, etc, ou seja, os coeficientes ¢; sdo fungdo de x e de derivadas da variavel

dependente (A), e tém sinal positivo.

2.7 DERIVADA DE 2* ORDEM COM DIFERENCA CENTRAL: A/,

Com a adigdo das Egs. (2.4) e (2.5) e o isolamento de A’é do resultado, obtém-se uma

expressdo analitica exata para a derivada de 2° ordem da variavel dependente (A) no né j, dada

por

) A +A, —2A, e e g
AT = @0 L Do A’;h— - Aj’.h— - Aj’.“—h - (2.24)
h 12 360 20160

onde A%, A" e A" sdo, respectivamente, as derivadas de 4", 6" e 8" ordens da variavel

dependente (A) no ndj. A Eq. (2.24) pode ser reescrita da seguinte forma
Ny = (Hps), + &), (2.25)

onde o primeiro termo do segundo membro da Eq. (2.24) se constitui na aproximagao numérica

da derivada de 2* ordem com diferenca central, isto &,
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(A +A,,—2A)) (2.26)

h2

(/’UéDS ) i =

e os demais termos da Eq. (2.24) representam o erro de truncamento (&) de A/, , cuja expressio
¢
B2 o pt A
AVI _ AVlll

), =~

— ; - .. 2.27
712 7360 720160 @27)

Comparando-se as Egs. (2.2) e (2.27), verifica-se que as ordens verdadeiras de &(A;,;)
sdo py =2, 4, 6, etc, e, portanto, a sua ordem assintética € p; = 2. Desta forma, diz-se que o erro

de truncamento da aproximacio numérica 1/,; é de 2" ordem. Além disso, c; = -A"/12, ¢
= -A"}/360, c; = - A" /20160, etc, ou seja, os coeficientes ¢; sdo fungdo de x e de derivadas da

variavel dependente (A), e tém sinal negativo.
2.8 MEDIA DA VARIAVEL DEPENDENTE: A,,

Define-se a solugdo analitica exata da média da variavel dependente (A,,), ao longo do

dominio de calculo, por

1 L

. - Oj Adx (2.28)
onde L ¢ o comprimento do dominio de calculo sobre o qual se realiza a média da variavel
dependente (A) e x ¢ a varidvel independente. A solugdo analitica exata da integragdo numérica
da variavel dependente (A), obtida pela regra do trapézio (Pletcher et al., 1988) ao longo do

dominio de calculo, resulta em

h ul 1 < ii v
A, = ZZ; (Aj—l + Aj) - ZZ(AJ'—I/Z E + A M + J (2.29)
=
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onde Ai; e A’; sdo, respectivamente, as derivadas de 2* € 4° ordens da variavel dependente (A)
em ‘j-1/2°, isto €, na coordenada média entre os nos ‘j-1’ e j; h ¢ o tamanho dos elementos da
malha; N ¢ o numero total de elementos da malha; e o primeiro (j = 0) e o ultimo nos (j = N) da
malha estdo sobre os contornos do dominio. A Eq. (2.29) pode ser reescrita da seguinte forma

A, = 4, + ¢4, (2.30)
onde o termo com o primeiro somatorio no segundo membro da Eq. (2.29) se constitui na

aproximag¢do numérica da média da varidvel dependente (4,,), obtida pela regra do trapézio ao

longo do dominio de calculo, isto &,
h N
A = — Y (A +A. 2.31
o = LAt (231)

e os demais termos da Eq. (2.29) representam o erro de truncamento (¢) de (4,,), cuja expressao €

hS

oo
E+A’j_m—+ J (2.32)

1
e4,) = —— Al_l/‘—l/z 480

L5

Comparando-se as Egs. (2.2) e (2.32), verifica-se que em principio as ordens verdadeiras

de &(4,) seriam py =3, 5, etc, e a ordem assintética seria p; = 3. Mas, conforme demonstrado

por Pletcher et al. (1988), exemplificado na subsecdo 2.9.3 e demonstrado nas subsegdes 8.6.1 e
8.6.2 para casos semelhantes, os valores das ordens verdadeiras de £(4,)) sdo py = 2, 4, etc, e,
portanto, a sua ordem assintotica ¢ p; = 2. Esta reducdo ou degeneracio de ordem do erro de
truncamento ocorre devido ao efeito do somatério dos erros de cada elemento da malha para
obter &£(4,); assim, o erro de truncamento da aproximacio numérica 4, ¢ de 2" ordem.
Maiores explicacdoes sobre degeneragdo de ordem do erro, incluindo demonstragdes, sao
apresentadas a partir do Cap. 8, na Parte II deste trabalho.

Exemplos com as seis aproximagdes numéricas descritas acima e seus erros de

truncamento sdo apresentados na se¢ao a seguir.



43

2.9 EXEMPLOS

Nos casos efetivamente praticos de CFD, isto é, quando se deseja obter a solucdo
numérica de um problema, a solucdo analitica ¢ desconhecida. Mas, para os exemplos desta
secdo, considera-se que a solugdo analitica da varidvel dependente (A) e suas derivadas sdao
conhecidas. O objetivo ¢ exemplificar o procedimento de calculo dos erros de truncamento com
a série de Taylor. Além disso, as expressOes analiticas dos erros de truncamento, obtidas nesta

se¢do, sao usadas nos demais capitulos da Parte I. A fungdo empregada ¢

A = x (2.33)

conseqiientemente, suas derivadas sdo

AN = 4y (2.34)
A = 12 (2.35)
A" = 24x (2.36)
A" = 24 (2.37)
AN o= AN = .. =0 (2.38)

Esta funcao foi escolhida porque permite ilustrar varios conceitos e aspectos que sao
discutidos a seguir, bem como nos proximos capitulos da Parte I. Além disso, suas derivadas,
Egs. (2.34) a (2.38), levam a um numero pequeno de termos nos erros de truncamento,

facilitando os célculos e as explicacdes dos conceitos. Os exemplos sdo especificos para o n6 x; =
8eh=4,2,1,%, ..., V.
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2.9.1 Derivadas de 1* Ordem

A solugdo analitica exata da derivada de 1* ordem da variavel dependente (A’) em
qualquer coordenada x ¢ dada pela Eq. (2.34). Portanto, para x; = 8, tem-se A[_/ = 2048. As
aproximacoes numéricas sao dadas pelas Egs. (2.10), (2.14), (2.18) e (2.22). Por exemplo, no

caso da derivada de 1* ordem com 1 ponto a montante, a partir da Eq. (2.10), considerando-se a

Eq. (2.33) e a Fig. 2.1, obtém-se

Aips), = by, - ]Exj_h)] (2.39)

Os valores resultantes para as aproximagdes numéricas da derivada de 1° ordem sio
listados nas Tabs. 2.2 a 2.5, assim como os seus erros de truncamento, que também sao
apresentados na Fig. 2.2. Considerando a funcdo dada pela Eq. (2.33) e suas derivadas, Egs.
(2.34) a (2.38), de acordo com as defini¢des dos erros de truncamento, Egs. (2.11), (2.15), (2.19)
e (2.23), obtém-se

e(Aps);, = 6xh — 4xh* + I (2.40)
e(Aeps);, = —4xh’ (2.41)
E(Apps); = —6xh — 4xh* — K (2.42)
(Appsy);, = 8xh* + 6k (2.43)

2.9.2 Derivada de 2* Ordem

A solugdo analitica exata da derivada de 2* ordem da variavel dependente (A”) é dada
pela Eq. (2.35). Portanto, para x; = 8, tem-se A’; =768. A aproximacao numérica ¢ dada pela Eq.
(2.26). Seu valor em funcao de 4 ¢ listado na Tab. 2.6, bem como seu erro de truncamento que
também ¢ mostrado na Fig. 2.3 com a legenda “derivada”. Considerando-se a fungdo dada pela

Eq. (2.33) e suas derivadas, Eqgs. (2.34) a (2.38), de acordo com a defini¢do do erro de

truncamento, Eq. (2.27), obtém-se
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(Xeps); = —2h* (2.44)

Tabela 2.2 Aproximagdo numérica da derivada de 1* ordem com 1 ponto

a montante ( A, ) € seu erro de truncamento ().

%DS

4,000000000E+00
2,000000000E+00
1,000000000E+00
5,000000000E-01
2,500000000E-01
1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03

9,600000000E+02
1,400000000E+03
1,695000000E+03
1,863875000E+03
1,953984375E+03
2,000498047E+03
2,024124756E+03
2,036031219E+03
2,042007809E+03
2,045001953E+03
2,046500488E+03

1,088000000E+03
6,480000000E+02
3,530000000E+02
1,841250000E+02
9,401562500E+01
4,750195313E+01
2,387524414E+01
1,196878052E+01
5,992191315E+00
2,998047352E+00
1,499511778E+00

Tabela 2.3 Aproximag¢do numérica da derivada de 1* ordem com diferenca

central (4, ) € seu erro de truncamento (&).

h

i
//lCDS

&

4,000000000E+00
2,000000000E+00
1,000000000E+00
5,000000000E-01
2,500000000E-01
1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03

2,560000000E+03
2,176000000E+03
2,080000000E+03
2,056000000E+03
2,050000000E+03
2,048500000E+03
2,048125000E+03
2,048031250E+03
2,048007813E+03
2,048001953E+03
2,048000488E+03

-5,120000000E+02
-1,280000000E+02

-3,200000000E+01

-8,000000000E+00
-2,000000000E+00

-5,000000000E-01
-1,250000000E-01
-3,125000000E-02
-7,812500000E-03
-1,953125000E-03
-4,882812500E-04

2.9.3 Média da Variavel Dependente
A solugdo analitica exata da média da varidvel dependente (A,) ¢ obtida com a

substitui¢do da Eq. (2.33) em (2.28). Considerando-se L = 8, isso resulta em A, = 819,2. A
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aproximacao numérica ¢ dada pela Eq. (2.31). Seu valor em fun¢ao de / ¢ listado na Tab. 2.7,
bem como seu erro de truncamento que também ¢ mostrado na Fig. 2.3 referenciado pela legenda
“média”. Considerando-se a fun¢do dada pela Eq. (2.33) e suas derivadas, Egs. (2.34) a (2.38),

de acordo com a defini¢do do erro de truncamento, Eq. (2.32), obtém-se

Tabela 2.4 Aproximagdo numérica da derivada de 1* ordem com 1 ponto

a jusante (A, ) € seu erro de truncamento ().

h

i
/1 DDS

&

4,000000000E+00
2,000000000E+00
1,000000000E+00
5,000000000E-01
2,500000000E-01
1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03

4,160000000E+03
2,952000000E+03
2,465000000E+03
2,248125000E+03
2,146015625E+03
2,096501953E+03
2,072125244E+03
2,060031281E+03
2,054007816E+03
2,051001954E+03
2,049500488E+03

-2,112000000E+03
-9,040000000E+02
-4,170000000E+02
-2,001250000E+02
-9,801562500E+01
-4,850195313E+01
-2,412524414E+01
-1,203128052E+01
-6,007816315E+00
-3,001953602E+00
-1,500488341E+00

Tabela 2.5 Aproximag¢do numérica da derivada de 1* ordem com 2 pontos

a jusante (A,,,_,) € seu erro de truncamento (&).

h

i
/IlDDS—Z

&

4,000000000E+00
2,000000000E+00
1,000000000E+00
5,000000000E-01
2,500000000E-01
1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03

6,400000000E+02
1,744000000E+03
1,978000000E+03
2,031250000E+03
2,043906250E+03
2,046988281E+03
2,047748535E+03
2,047937317E+03
2,047984352E+03
2,047996091E+03
2,047999023E+03

1,408000000E+03
3,040000000E+02
7,000000000E+01
1,675000000E+01
4,093750000E+00
1,011718750E+00
2,514648438E-01
6,268310547E-02
1,564788818E-02
3,909111023E-03
9,769201279E-04
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(2.45)

Figura 2.2 Erros de truncamento das aproximagdes numéricas Ay,c, Avpss Aops € Appsa

representadas na legenda, respectivamente, por UDS, CDS, DDS e DDS-2.

Tabela 2.6 Aproximagdo numérica da derivada de 2 ordem com diferenca

central (A, ) € seu erro de truncamento (&).

h

i
//lCDS

&

4,000000000E+00
2,000000000E+00
1,000000000E+00
5,000000000E-01
2,500000000E-01
1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03

8,000000000E+02
7,760000000E+02
7,700000000E+02
7,685000000E+02
7,681250000E+02
7,680312500E+02
7,680078125E+02
7,680019531E+02
7,680004883E+02
7,680001221E+02
7,680000305E+02

-3,200000000E+01
-8,000000000E+00
-2,000000000E+00
-5,000000000E-01
-1,250000000E-01
-3,125000000E-02
-7,812500000E-03
-1,953125000E-03
-4,882812500E-04
-1,220703125E-04
-3,051757813E-05
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Figura 2.3 Erros de truncamento das aproximagdes numéricas A, € 4,

representadas na legenda, respectivamente, por derivada e média.

Tabela 2.7 Aproximac¢ao numérica da média da varidvel dependente

(4,,) e seu erro de truncamento (&).

h

Am

&

4,000000000E+00
2,000000000E+00
1,000000000E+00
5,000000000E-01
2,500000000E-01
1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03

1,152000000E+03
9,040000000E+02
8,405000000E+02
8,245312500E+02
8,205332031E+02
8,195333252E+02
8,192833328E+02
8,192208333E+02
8,192052083E+02
8,192013021E+02
8,192003255E+02

-3,328000000E+02
-8,480000000E+01
-2,130000000E+01
-5,331250000E+00
-1,333203125E+00
-3,333251953E-01
-8,333282471E-02
-2,083330154E-02
-5,208331347E-03
-1,302083209E-03
-3,255208256E-04
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2.10 RESUMO DO CAPITULO 2

Foram apresentados seis tipos de aproximagdes numéricas (Ay,ss Aepss Appss Appsa s
Aeps € Am) para trés tipos de variaveis diferentes: as derivadas de primeira e segunda ordem da

variavel dependente (A) nos modelos matematicos (A’ e A”); e a média da variavel dependente
ao longo do dominio de calculo (A,). Também foram apresentadas as expressdes genéricas para
o erro de truncamento (&) destas seis aproximacdes numéricas, ou seja, as estimativas de erro a
priori, e a equacao geral do erro de truncamento de uma aproxima¢do numérica ou de uma
equagdo diferencial. Foram definidas as ordens assintotica (p;) e verdadeiras (py) dos erros de
truncamento. Finalmente, exemplos de calculo das aproximagdes numéricas e de seus erros de
truncamento foram apresentados. Na Tab. 2.8, apresenta-se um resumo das ordens verdadeiras e
assintdtica do erro de truncamento previstas com o uso da série de Taylor para as seis

aproximacoes numéricas definidas neste capitulo.

Tabela 2.8 Valores previstos para as ordens verdadeiras (py) e assintdtica (p;)

dos erros de truncamento.

solugdo ordens ordem
tipo de variavel numérica tipo de aproximagdo numérica verdadeiras assintotica
) (rv) (pr)
derivada de 1% ordem % um ponto a montante 1,2,3, .. 1
da variavel dependente DS
Vi diferenca central 2,4,6, ... 2
CDS
Yl um ponto a jusante 1,2,3, .. 1
DDS
i dois pontos a jusante 2,3,4,.. 2
Apps-2 P .
derivada de 2° ordem yU diferenga central 2,4,6, .. 2
da variavel dependente cbs
média da variavel Aom regra do trapézio 2,4,6, .. 2

dependente
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Aproximagdes numeéricas diferentes para a mesma variavel resultam em erros de
truncamento também diferentes. Isso pode ser observado através da comparagdo, para um mesmo
tamanho (/) dos elementos da malha, dos valores para os quatro tipos de aproximac¢ao numérica
da derivada de 1? ordem da variavel dependente (A') e seus erros de truncamento apresentados
nas Tabs. 2.2 a2.5.

Aproximagdes numéricas calculadas com solucdes analiticas exatas nos nos da malha

apresentam erros de truncamento. Por exemplo, a aproximagdo numérica A, calculada através

da Eq. (2.10) ou (2.39) com valores da solugdo analitica exata nos nos j e ‘j-1’, isto €, com A; e
Aj.1, tem o erro de truncamento dado pela Eq. (2.11) ou (2.40). As implicacdes de se fazer as
aproximagdes numéricas dos termos dos modelos matematicos com valores obtidos da propria
solucao numérica (1) sdo mostradas na Parte II deste trabalho.

As expressodes para o erro de truncamento das aproximagdes numéricas, obtidas através
da série de Taylor, avaliam corretamente o seu valor, na magnitude e no sinal, qualquer que seja
o tamanho (%) dos elementos da malha, desde que se tenha a solugdo analitica para calculé-lo.
Isso ¢ facilmente verificavel: em quaisquer das Tabs. 2.2 a 2.7, a soma do valor da aproximagao
numérica com o seu erro de truncamento resulta na solucao analitica exata. O valor do erro de
truncamento tende monotonicamente a zero quando # — 0. Portanto, todas as aproximagoes
numéricas usadas neste trabalho sdo consistentes.

Nos casos efetivamente praticos de CFD, ou seja, quando se deseja obter a solugdo
numérica de um problema e a solugdo analitica ¢ desconhecida, o uso da série de Taylor nas
aproximagdes numéricas empregadas permite prever, a priori, o valor das ordens assintotica e
verdadeiras do erro de truncamento, isto €, antes mesmo de se obter qualquer solu¢cdo numérica.
Isso pode ser verificado comparando-se as previsdes genéricas das ordens do erro de
truncamento, dadas nas Egs. (2.11), (2.15), (2.19) e (2.23), (2.27) e (2.32), ou na Tab. 2.8, com
os resultados numéricos obtidos no exemplo da se¢do 2.9 e dados pelas Egs. (2.40) a (2.45). Com
a ordem assintdtica ¢ possivel prever a taxa de reducdo do erro de truncamento em funcdo da
diminuicao do tamanho dos elementos da malha.

Explicacdes sobre a importancia de se definir as ordens verdadeiras e assintotica do erro
de truncamento sdo apresentadas no Cap. 3, a seguir, onde sdo abordados os estimadores do erro

de discretizacao.
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Capitulo 3.

METODOS PARA ESTIMAR, 4 POSTERIORI, O ERRO DE DISCRETIZACAO

No Cap. 2 foi visto um procedimento que permite fazer andlises qualitativas do erro de
truncamento. Nesse capitulo, sdo apresentados trés estimadores para o erro de discretizagdo que
estdo disponiveis na literatura: os estimadores de Richardson, delta e GCI. Com estes
estimadores ¢ possivel prever quantitativamente o erro de discretizacdo. Além disso, sdo
apresentados mais trés estimadores que sdo introduzidos neste trabalho: os estimadores
bicoeficiente, tricoeficiente e multicoeficiente. Todos eles se baseiam em solu¢des numéricas
obtidas sobre duas ou mais malhas diferentes, isto €, sdo estimadores a posteriori. Ainda nesse
capitulo, estes estimadores sdo aplicados aos exemplos do Cap. 2.

Quando o erro da solugdo numérica ¢ provocado apenas por erros de truncamento (&), a
diferenca entre a solugdo analitica exata (@) de uma variavel e a sua solugdo numérica (@) ¢

denominada erro de discretizacio (E), que ¢ definido por

E(¢) = & - ¢ (3.1)

onde os simbolos @ e ¢ representam, respectivamente, as solucdes analitica e numérica das
variaveis mostradas nas Tabs. 1.2 e 2.1, isto ¢é: a varidvel dependente nos modelos matematicos,
sua média ao longo do dominio de calculo ou suas derivadas de 1* e 2* ordens. Conforme ja
visto, estas variaveis podem ser: locais, por dependerem da coordenada x; globais, por
representarem um valor para o dominio de calculo inteiro; primaria, no caso da varidvel
dependente nos modelos matematicos; ou secundaria, por serem obtidas a partir da variavel
dependente.

Além da Eq. (3.1), outra forma de calcular o erro de discretizagdo ¢ admitir por analogia
a equagao geral do erro de truncamento, Eq. (2.2), que (Richardson, 1910; Roache, 1998;
Ferziger e Peric, 1999)
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E(¢) = Ch™ + Ch» + Ch”» + Ch™ + .. (3.2)

onde os coeficientes C; podem ser iguais ou diferentes dos coeficientes ¢; da Eq. (2.2), podem ser
positivos ou negativos e ser fun¢do da variavel dependente (A) e de suas derivadas, isto ¢, podem
variar com a coordenada x, mas se admite que sejam independentes do tamanho (%) dos
elementos da malha. Neste trabalho, a Eq. (3.2) é chamada de equacgdo geral do erro de
discretizacdo. Da mesma forma que no caso da equagdo geral do erro de truncamento, Eq. (2.2),
podem ser definidas as ordens verdadeiras e assintotica para a equacdo geral do erro de
discretizagdo, Eq. (3.2), cujas defini¢des sdo idénticas aquelas da se¢do 2.1.

Seja através da Eq. (3.1) ou da Eq. (3.2), o valor do erro de discretizagdo s6 pode ser
calculado quando a solug¢do analitica do modelo matematico ¢ conhecida. Mas, em termos
praticos, isto ¢, para solu¢des numéricas de modelos matematicos cuja solugdo analitica €
desconhecida, isso ndao ¢ possivel. Conseqiientemente, ¢ necessario estimar qual ¢ o valor da
solugcdo analitica. Assim, em vez do erro de discretizagdo, calcula-se uma estimativa do seu
valor. Esta estimativa também ¢ chamada de incerteza (U) da solucio numérica (Mehta, 1996;
Chapra e Canale, 1994) e ¢ calculada pela diferenca entre a solugdo analitica estimada (¢.) para

a variavel de interesse e a sua solugao numérica (), ou seja,

Uuig) = ¢, - ¢ (3-3)

A incerteza de uma solugdo numérica ¢ calculada com os chamados estimadores de
erro, que sao apresentados nesse capitulo. Antes, porém, sdo definidas duas caracteristicas que
se considera, neste trabalho, desejaveis para uma estimativa de erro.

3.1 CARACTERISTICAS DESEJAVEIS PARA UMA ESTIMATIVA DE ERRO

As Figs. 3.1 a 3.5 ilustram alguns casos que podem ocorrer ao se realizar uma estimativa
de erro. A qualidade de uma estimativa de erro pode ser avaliada através da sua efetividade (6),

que ¢ definida pela razao entre a incerteza e o erro (Zhu e Zienkiewicz, 1990):

U
0 = — (3.4)
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Uma estimativa de erro ideal ¢ aquela cuja efetividade ¢ igual a unidade (6= 1), isto &,
quando a incerteza ¢ igual ao erro (U = E). Neste caso, a estimativa de erro ¢ confiavel e tem a

maxima acuracia possivel, conforme as defini¢des apresentadas a seguir.

3.1.1 A Incerteza Deve Ser Confiavel

Uma estimativa de erro ¢ confiavel quando a magnitude da incerteza ¢ maior do que a
magnitude do erro de discretizacdo e ambos tém o mesmo sinal. Em outras palavras, uma
estimativa de erro confidvel € aquela cuja incerteza ¢ um limite superior do erro.

Matematicamente isto significa que

0 > 1 (3.5)

Conforme sera mostrado ao longo deste trabalho, as estimativas de erro podem resultar
em efetividades que sdo proximas da unidade, muito maiores do que a unidade ou negativas. Isso
também ocorre com o método de elementos finitos que usa estimadores de erro baseados em
malha inica: mesmo em problemas unidimensionais, sao relatados (Babuska et al., 1997) valores
de efetividade entre 0,06 ¢ muito maiores do que a unidade. As estimativas de erro sio
consideradas sem confianca quando:

e (< @ <1:neste caso a incerteza subestima o erro mas ambos tém o mesmo sinal; e

e @ <0:neste caso a incerteza tem sinal oposto ao erro; se constitui na pior previsao de erro.

3.1.2 A Incerteza Deve Ser Acurada

Uma estimativa de erro ¢ acurada ou tem acuracia elevada quando a magnitude da
incerteza ¢ aproximadamente igual a magnitude do erro de discretizagdo (Chapra e Canale,
1994). Quanto maior ¢ a acuracia da estimativa de erro, mais proximas estdo as magnitudes da

incerteza e do erro. Matematicamente, uma estimativa de erro com acuracia elevada significa que

0 ~ 1 (3.6)

A defini¢do quantitativa do que ¢ uma estimativa de erro acurada, isto ¢, o quao proximo da
unidade deve estar a efetividade, depende da fixagdo de um valor desejado ou admitido. Uma

estimativa de erro de acuricia baixa ou inacurada significa que:



e (@ >>1:aincerteza é confiavel mas de acuracia baixa; e

e (@ <<1:aincerteza nao tem confianca e ¢ inacurada.

0 ONCE
E) .
U X
Figura 3.1 Incerteza confidvel (€ > 1) e acurada (6 ~ 1).
o 0.
@) |
E(¢)

\ 4

Figura 3.2 Incerteza sem confianga (6 < 1) mas acurada (6 =~ 1).

E(9)

u(9)

Figura 3.3 € >> 1: incerteza confidvel mas inacurada.

\ 4
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u(9)

E(9)

Figura 3.4 0 < @ << 1: incerteza sem confianca e inacurada.

) ¢

:
L E(9) l Ue) J
R

Figura 3.5 8 < 0: incerteza sem confianga e inacurada.

Nas secdes a seguir sdo apresentados os estimadores de Richardson, delta, GCI e
multicoeficientes, e avaliadas as suas confiabilidades e acuracia, de forma genérica e com

exemplos numéricos.

3.2 ESTIMADOR DE RICHARDSON

De acordo com o estimador de Richardson (Richardson e Gaunt, 1927; Blottner, 1990), a

incerteza (Ug;) de uma solugdao numérica (¢) € calculada através de

U(@) = 4. — ¢ (3.7)

onde ¢ representa a solucdo numérica de qualquer variavel de interesse das Tabs. 1.2 e 2.1 e o
simbolo ¢, designa a estimativa do valor da solucao analitica. O valor de ¢, ¢ obtido através da
extrapolagdo de Richardson (Richardson, 1910; Richardson e Gaunt, 1927) generalizada
(Roache, 1994), que ¢ dada por
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¢. = ¢ + % (3.8)

onde ¢ e ¢ sdo as solugdes numéricas obtidas com malhas fina e grossa, isto ¢, com malhas cujo
tamanho (%) dos elementos & h; e hy, respectivamente; p; ¢ a ordem assintdtica do erro de

discretizacdo; e ¢ é a razao de refino de malha, definida por

hy

= 2 3.9
q h 3.9)
Com a substituicao da Eq. (3.8) em (3.7), o estimador de Richardson resulta em
(4 - 9,)
U.. = -l f2- 3.10
T (3.10)

Caso seja de interesse, a substituicao da Eq. (3.8) e de ¢ na Eq. (3.7) fornece a incerteza da
solucdo numérica obtida na malha grossa (/,).

O estimador de Richardson fornece, além da magnitude da incerteza, o seu sinal, isto €,
se ¢, ¢ maior ou menor do que ¢. A diferenga entre ¢ e ¢ define o sinal de Uy; pois a razao de
refino de malha (¢) e a ordem assint6tica (p;) sempre sao maiores do que a unidade, fazendo com
que o denominador da Eq. (3.10) seja sempre positivo. Portanto, se ¢ > ¢, Ug; > 0, € se ¢ < ¢,
Uri <0.

De acordo com a defini¢do dada na Eq. (3.5), para que uma incerteza calculada com o
estimador de Richardson seja confidvel, deve-se ter Ug/E > 1. Isto equivale a dizer que a solucao
analitica (@) deve estar entre ¢, e ¢.. Na Fig. 3.6 exemplifica-se uma incerteza (Uy;) confiavel
que foi obtida com o estimador de Richardson. Mas também podem ocorrer previsdes como
aquelas representadas nas Figs. 3.2 a 3.5.

A partir da Eq. (3.10), a previsao do estimador de Richardson para alguns casos

particulares ¢

Uw(d) = & -9, (parag=2ep.=1) (3.11)
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URi (¢1)

%(@ _¢2) (paraq=2epL=2) (3.12)

4.8 (¢, — ¢,) (parag=1,1ep.=2) (3.13)

URi (¢1)

Portanto, dependendo dos valores da razao de refino de malha (g) e da ordem assintotica (py),
Uri pode ser uma fracdo ou um multiplo da diferenca entre as solugdes numéricas @ e ¢, obtidas

com as malhas fina e grossa.

¢2 ¢1 ()] (I)
E(¢,) |

Unl$1)

Figura 3.6 Exemplo de incerteza (Ug;) confiavel obtida com o estimador de Richardson.

Os valores de Ug; e de ¢, dados pelas Egs. (3.10) e (3.8), respectivamente, sao
exatamente iguais ao erro de discretizagdo (E) e a solucdo analitica (®) no caso particular da
equacdo geral do erro de discretizacdo, Eq. (3.2), ser constituida por um unico termo, conforme

mostra-se nos exemplos da se¢do 3.6 e nas trés subsecdes a seguir.
3.2.1 Deducao da Extrapolaciao de Richardson

A expressdo da extrapolagdo de Richardson, Eq. (3.8), é obtida considerando-se que a

incerteza (U) de uma solucao numérica (¢) seja dada por

Ug) = K h" (3.14)

onde Ky ¢ um coeficiente que se admite ter valor constante, portanto, independente de 4, que € o

tamanho dos elementos da malha, e p; ¢ a ordem assintotica do erro de discretizagdo. Com a Eq.
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(3.14) aplicada a duas malhas diferentes, 4, e &, cujas solugdes numéricas sdao respectivamente

@ e ¢, tem-se

U) = K,h* (3.15)

U(¢2) = KUhfL (3.16)

Com a substituicao da Eq. (3.3) nas Egs. (3.15) e (3.16), obtém-se

¢w_¢l = KUhlpL (3.17)

¢, =9 = K,h (3.18)

As Egs. (3.17) e (3.18) formam um sistema de duas equagdes a duas incognitas, Ky € ¢.. Nestas
equagoes, sao conhecidas as solugdes numéricas ¢ e ¢ e os valores de /; € hy; e presume-se que
seja conhecida também a ordem assintética (p,) do erro de discretizagdo, que ¢ admitida igual a
ordem do erro de truncamento. Isolando-se ¢, a partir das Eqgs. (3.17) e (3.18), chega-se a
expressao da extrapolagdo de Richardson dada na Eq. (3.8), concluindo a sua dedugdo. Conforme

j& mencionado, com a substituicdo da Eq. (3.8) em (3.7), obtém-se a expressdao do estimador de

Richardson, Eq. (3.10).

3.2.2 Limitacoes do Estimador de Richardson
A incerteza calculada através do estimador de Richardson, Eq. (3.10), s6 fornece o valor

correto do erro de discretizacao se

E(p) = C,h" (3.19)

onde Cg ¢ um coeficiente, definido na Eq. (3.20). Mas isso ocorre apenas em trés situacoes de
excecao:
1) quando a equagdo geral do erro de discretizacao, Eq. (3.2), € composta por um unico termo,

se reduzindo a Eq. (3.19); mas isto acontece apenas em problemas muito simples;
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2) quando o tamanho (%) dos elementos da malha é muito pequeno, isto ¢, quando # — 0; neste
caso, mesmo que a equagao geral do erro de discretizagdo tenha varios termos, o valor do
erro tende ao valor do primeiro termo desta equagdo; mas usar uma malha cujo 2 — 0 ndo ¢
factivel do ponto de vista pratico; ou

3) quando o valor do erro de discretizagdo ¢ aproximadamente igual ao valor do primeiro termo
da equacao geral do erro de discretizagao, mesmo para /2 # 0.

Sem dispor da solug¢do analitica do problema, ndo ¢ possivel saber se alguma das trés
situagdes de excegdo acima ¢ valida. Portanto, para um caso pratico qualquer, deve-se admitir
que a equacao do erro de discretizagao ¢ dada pela Eq. (3.2). Se ela for posta na forma da Eq.

(3.19), verifica-se que

C, = C + GCh» + Ch*™"™ + Ch™" + .. (3.20)

ou seja, o coeficiente Cr também depende do tamanho (4) dos elementos da malha. Portanto, a
hipdtese de Ky ser um coeficiente de valor constante e independente de 4, conforme admitido na
Eq. (3.14), ¢ incorreta pois ele desempenha o mesmo papel do coeficiente Cg. Isso implica que
na maioria das aplicagdes ¢ de se esperar que a incerteza calculada através do estimador de
Richardson, Eq. (3.10), seja diferente do erro de discretizacdo. O quao diferente vai depender da

complexidade de cada problema e do % usado.

3.2.3 Efetividade Assintotica do Estimador de Richardson
Define-se a efetividade do estimador de Richardson (6g;) pela razdo entre a sua

incerteza (Ug;) e o erro de discretizacdo (E), ou seja,

6, = —& (3.21)

A efetividade assintdtica ¢ definida para a situagdo limite em que 2 — 0. Neste caso, o
coeficiente Cr — Cj na Eq. (3.20). Como C; ¢ independente de 4, a razdo entre a incerteza (Uy;),
dada pela Eq. (3.14), e o erro de discretizagdo (£), dado pela Eq. (3.19), resulta em

0, — 1 (parah — 0) (3.22)

1
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Este resultado ¢ corroborado pelos exemplos da se¢do 3.6.

3.2.4 Representaciao da Solucio Numérica
De acordo com as Eqgs. (3.7) e (3.8), a representacao correta da solugdo numérica (¢) e

sua incerteza (Ug;) obtida com o estimador de Richardson é
¢ = ¢1 + URi (¢1) (3-23)

onde ¢ ¢ a solugdo numérica obtida com a malha fina, isto ¢, com uma malha cujo tamanho (%)
dos elementos ¢ /;; e lembrando-se que o calculo da incerteza (Ug;) também envolve ¢ que ¢ a
solugdo numérica obtida com a malha grossa, isto ¢, com uma malha cujo tamanho (%) dos
elementos € /,. Também conforme ja visto, Ug; pode ser positivo ou negativo.

Existe pelo menos uma alternativa a representagdo dada na Eq. (3.23). Considerando-se
que Ug; seja acurado, em principio se poderia admitir que a solu¢do numérica fosse igual a
solucdo extrapolada (¢.), dada na Eq. (3.8), em vez da solucdo obtida na malha fina (¢),
eliminando-se assim o erro estimado (Ug;). Mas com este procedimento ndo se teria a previsao
do erro de ¢,, caindo-se no mesmo problema de obter uma solucdo numérica e apresenta-la
como resposta sem qualquer incerteza. Para resolver esta dificuldade, uma possibilidade ¢é
considerar a solu¢do numérica igual a solucao extrapolada (¢.) e a incerteza igual ao modulo de

Uk, 1sto €,
¢ = ¢, £ [Un4) (3.24)
3.3 ESTIMADOR DELTA

De acordo com o estimador delta (U,) usado por Demirdzic et al. (1992), a incerteza de

uma solucao numérica (¢ ) ¢ calculada com

Uy(9) = |¢1_¢2| (3.25)

onde ¢ e ¢ seguem as definigdes da secdo 3.2. A incerteza calculada com a Eq. (3.25)

representa uma banda ou um intervalo em torno da solu¢do numérica (@), conforme
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representado na Fig. 3.7. Demirdzic et al. (1992) ndo utilizam a denominagao “estimador delta”
para a estimativa do erro calculada através da Eq. (3.25); mas esta denominagao ¢ adotada no
presente trabalho.

De acordo com a defini¢do dada na Eq. (3.5), para que uma incerteza calculada com o

estimador delta seja confidvel, deve-se ter Up/|E| > 1. Isto equivale a dizer que a solugdo analitica

(D) deve estar entre ¢ e ¢, representados na Fig. 3.7, e que sdo dados por ¢, = ¢ e

¢ = 26 - &, (3.26)

O célculo da incerteza segundo o estimador delta também usa duas solu¢des numéricas
(¢ e @) obtidas em duas malhas diferentes (4; e 4,), conforme a Eq. (3.25), da mesma forma que
o estimador de Richardson. Mas ao contrario deste, Ux ndo leva em conta a razdo de refino de
malha (g), ou os valores de /; e /&y, nem a ordem assintdtica (p;) do erro de discretizagao.
Conseqiientemente, U, pode ser feito arbitrariamente muito pequeno, quando ¢ — 1, ou muito
grande, quando ¢ >> 1. Uma relagdo facilmente verificavel ¢ que a magnitude do estimador delta
(Ua) coincide com o resultado do estimador de Richardson (Ug;) para o caso em que ¢ =2 e p; =

1, conforme pode ser visto comparando-se as Egs. (3.11) e (3.25).

£(9)

Ui($) Ui(9))

A

Figura 3.7 Exemplo de incerteza (U,) confidvel obtida com o estimador delta.

Define-se a efetividade do estimador delta (6,) pela razdo entre a sua incerteza (U,) € 0

moédulo do erro de discretizagdo (E), ou seja,
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U

- A
0, = |E| (3.27)

A efetividade assintotica € definida para a situagdao limite em que # — 0. Neste caso, pode-se
considerar o resultado da Eq. (3.22), ou seja, o erro de discretizacao (£) pode ser substituido pela

incerteza de Richardson (Ug;), pois Ug; — E para h — 0. Assim

(para 1 — 0) (3.28)

Entdo, com as Egs. (3.10) e (3.25) na Eq. (3.28), obtém-se

6, —»> qg" -1 (para h — 0) (3.29)

Para p; = 1 e ¢ = 2, por exemplo, da Eq. (3.29), UJ/|E| &> 1. Jano casode py =2 e g =2, UA/|E]
— 3. Nestes dois casos, U, ¢ confidvel, de acordo com a definicdo da Eq. (3.5). Mas, por
exemplo, para p; =2 e g = 1,1, da Eq. (3.29), UJ/|E| — 0,21, isto é, U, ndo ¢ confiavel porque
subestima a magnitude do erro, representando apenas cerca de % do seu valor. O resultado da
Eq. (3.29) ¢ corroborado pelos exemplos da se¢do 3.6.

De acordo com a Eq. (3.25), a representacdo correta da solugdo numérica (¢) e sua

incerteza (U,) obtida com o estimador delta ¢

g = ¢ £ U,(9) (3.30)

onde ¢ ¢ a solugdo numérica obtida com a malha fina, isto ¢, com uma malha cujo tamanho (%)
dos elementos ¢ 4;; e lembrando-se que o calculo da incerteza (U,) também envolve ¢ que € a
solugdo numérica obtida com a malha grossa, isto ¢, com uma malha cujo tamanho (%) dos

elementos € h,.
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3.4 ESTIMADOR GCI

De acordo com o estimador GCI (Grid Convergence Index), a incerteza de uma solucao

numérica € calculada através de (Roache, 1998)

Uger(4) = FS% (3.31)

onde Fs ¢ um fator de seguranca com valor igual a trés para aplicacdes em geral; os demais
parametros da Eq. (3.31) seguem as defini¢des dadas na se¢do 3.2. Zienkiewicz e Taylor (1989)
também usam fatores de correcao nos seus métodos de estimar erros, baseados em malha fixa e
em solugdes numéricas obtidas com o método de elementos finitos; seus fatores variam
conforme a classe de problemas: para problemas bidimensionais, eles ficam entre 1,1 e 1,6 sobre
a efetividade calculada. O resultado proveniente da Eq. (3.31) representa uma banda ou um
intervalo de incerteza em torno da solugdo numérica ¢, conforme representado na Fig. 3.8; neste
exemplo, a incerteza (Ug;) obtida com o estimador de Richardson ndo é confiavel. De acordo
com a definicdo dada na Eq. (3.5), para que uma incerteza calculada com o estimador GCI seja

confiavel, deve-se ter Ugc/|E| > 1. Isto equivale a dizer que a solugdo analitica (@) deve estar

entre @, e ¢, , representados na Fig. 3.8, e que sdo dados por

o = & — Usy(P) (3.32)
¢ = & + Usy(d) (3.33)
L b, 0, ¢ o O
U(d))
E@) |
Yl d) T Uld)

Figura 3.8 Exemplo de incerteza (Ugc;) confiavel obtida com o estimador GCI.
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Define-se a efetividade do estimador GCI (8g¢y) pela razdo entre a sua incerteza (Ugcr)

e o modulo do erro de discretizacao (E), ou seja,

U
oy = |2T’ (3.34)

A efetividade assintotica ¢ definida para a situag@o limite em que # — 0. Neste caso, pode-se
considerar o resultado da Eq. (3.22), ou seja, o erro de discretizagdo (£) pode ser substituido pela

incerteza de Richardson (Ug;), pois Ug; — E para h — 0. Assim

(para i1 — 0) (3.35)

Entdo, com as Egs. (3.10) e (3.31) na Eq. (3.35), obtém-se

O.c, = F; (parah — 0) (3.36)

Isto €, quaisquer que sejam a razdo de refino de malha (¢) e a ordem assintotica (pz) do erro de
discretizagdo, a razdo entre o valor da incerteza calculada pelo estimador GCI e o erro de
discretiza¢dao tende ao valor do fator de seguranca (Fs) quando # — 0. Portanto, para o valor
recomendado por Roache (1994) para Fj, trés, a acurdcia do estimador GCI, mesmo para 7 — 0,
nunca ¢ muito boa pois tende a trés. O resultado da Eq. (3.36) € corroborado pelos exemplos da
secao 3.6.

De acordo com a Eq. (3.31), a representagdo correta da solu¢do numérica (¢) e sua

incerteza (Ugcy) obtida com o estimador GCI ¢

¢ = ¢1 * UGcz(¢1) (3.37)

onde ¢ ¢ a solucao numérica obtida com a malha fina, isto ¢, com uma malha cujo tamanho (%)
dos elementos € 4;; e lembrando-se que o calculo da incerteza (Ugc;) também envolve ¢ que € a
solugdo numérica obtida com a malha grossa, isto ¢, com uma malha cujo tamanho (%) dos

elementos € A,.
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A Eq. (3.31) pode ser reescrita de forma a relacionar os trés estimadores de erro vistos

acima, Ugcy, U € Ug;, 0 que resulta em

FU,

Usey = " —1)

= U, (3.38)

O estimador GCI foi concebido por Roache (1994) de tal forma que o seu resultado seja igual ao

do estimador delta quando ¢ = p;, = 2 para Fs = 3, o que se verifica diretamente da Eq. (3.38).
3.5 ESTIMADORES MULTICOEFICIENTE

A seguir sdo introduzidos trés novos estimadores do erro de discretizagao: o estimador
bicoeficiente (Up), o estimador tricoeficiente (U,;) ¢ o estimador multicoeficiente (U,,.). Eles
seguem a mesma concep¢do usada na obtencdo da extrapolagdo de Richardson, Eq. (3.8), e no
estimador de Richardson, Eq. (3.10). Isto ¢, conforme mostrado na secao 3.2, o valor estimado
para a solucdo analitica exata (¢.), Eq. (3.8), foi obtido considerando-se: um tunico coeficiente
(Ky) na expressdo da incerteza, Eq. (3.14); duas solugdes numéricas ¢ e ¢ obtidas em duas
malhas /4, e &;; e o valor da ordem assint6tica (p;) do erro de discretizagdo. Este procedimento
pode ser generalizado para levar em conta o numero de coeficientes desejado, de acordo com a
propria sugestdo feita por Richardson (1910), mas ndo explorada por ele. Quanto mais
coeficientes sdo usados, espera-se que o valor da incerteza se aproxime mais do valor dado pela
equagao geral do erro de discretizacao, Eq. (3.2). Porém, para fazer isso, um nimero maior de
solugdes numéricas da mesma variavel é necessario, assim como o conhecimento das ordens
verdadeiras do erro de discretizagdo. De forma geral, o nimero de coeficientes possivel de
considerar ¢ igual ao numero de solu¢des numéricas menos a unidade, conforme se mostra a

seguir.

3.5.1 Estimador Bicoeficiente

Para o estimador bicoeficiente (Uy;), a incerteza ¢ calculada com

Uid) = ¢4, - ¢ (3.39)
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onde ¢ ¢ a solugdo numérica calculada com uma malha cujo tamanho de seus elementos € 4; e
@ € o valor estimado para a solu¢do analitica exata, conforme expressoes fornecidas abaixo.

Neste estimador, considera-se que a incerteza ¢ dada por dois coeficientes, isto €,

U, = Kh"™ + Kh" (3.40)
onde K, e K, sdo os dois coeficientes da incerteza que sdo admitidos serem independentes de /4,
pr € a ordem assintotica e (p;+Ap) € o expoente de 4 no segundo termo da equagdo geral do erro
de discretizacdo, Eq. (3.2), ou seja, ¢ a segunda ordem verdadeira.

Com a Eq. (3.40) aplicada a trés malhas diferentes (%, 4, e h3) e considerando-se a Eq.

(3.39), tem-se

¢w - ¢1 = thlpL + thlpL+Ap
¢oo - ¢2 = th;L + th;me (3.41)
¢oo _¢3 = K1h3pL +K2h3pL+Ap

Os dados para o sistema de Egs. (3.41) sdo: ¢, ¢ e ¢s; hy, hy € hs; pr e (pr+Ap); e as incognitas
sdo: ¢, K| e K. Aqui, esse sistema € resolvido apenas para o caso particular em que a razdo de

refino (g) entre as trés malhas € constante, isto &,

h h
g = 2 _ 5 (3.42)
hl h2
Neste caso, apresentam-se a seguir trés solugdes para ¢, que correspondem a trés casos de

ordens verdadeiras (py) na equagao do erro de discretizacao. Sdo elas:

¢ — a(q+ g, + 8,
(@’ —q*—q+1)

b, (pr=1¢e2) (3.43)

l°4 - (g +1)g, + 4,
(@ -4’ —q°+1)

(pr=2¢€3) (3.44)
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4 = [q6¢1;q2(?2+12)¢2+¢3] (py=2¢4) (3.45)
¢ -9 —q +1)

Tendo-se obtido ¢, com uma das Egs. (3.43) a (3.45), de acordo com cada caso de ordens
verdadeiras, a incerteza de cada uma das trés solu¢gdes numéricas @i, ¢ e ¢ pode ser calculada
através da Eq. (3.39). Conforme a Eq. (3.42), ¢ ¢ a solucdo numérica obtida na malha mais fina
e ¢, na malha mais grossa, enquanto que ¢ ¢ a solugdo numérica da malha intermediaria. Para o

caso particular da razao de refino de malha (¢g) igual a dois, as Egs. (3.43) a (3.45) se reduzem a

¢w — (8¢1 _63¢2 +¢3) (qzz,pV: 1 e 2) (346)

(32¢1 — 12¢2 + ¢3)

9. o

(q=2,pr=2e3) (3.47)

(64¢1 — 20¢2 + ¢3)
45

@, (q=2,pr=2e4) (3.48)

A incerteza calculada através do estimador bicoeficiente, Eq. (3.40), s6 fornece o valor

correto do erro de discretizacao se

E(¢) = Ch» + C,h” (3.49)

onde C; e Cg sdo coeficientes. Para a equacdao geral do erro de discretizagdo, Eq. (3.2), ser

colocada na forma da Eq. (3.49), ¢ necessario que

C, = C, + Ch”"” + Ch™" + .. (3.50)

Através desta equacdo, observa-se que o coeficiente Cr também depende do tamanho (%) dos
elementos da malha. Na Eq. (3.40) foram admitidos dois coeficientes: K| e K. Comparando-se
as Egs. (3.2), (3.40), (3.49) e (3.50), verifica-se que K; tem o mesmo papel de Cj, isto &,
independe de 4. Mas a hipotese de K, também ser independente de 4 ¢ incorreta porque ele

desempenha o mesmo papel do coeficiente Cg, Eq. (3.50), que depende de 4. Isso implica que na
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maioria das aplicagcdes ¢ de se esperar que a incerteza calculada através do estimador
bicoeficiente, Eq. (3.40), seja diferente do erro de discretizacdo. O quao diferente vai depender
da complexidade de cada problema e do / usado.

Define-se a efetividade do estimador bicoeficiente (8;) pela razdo entre a sua incerteza

(Up) e o erro de discretizagdo (E), ou seja,
g, = Ju (3.51)

A efetividade assintdtica ¢ definida para a situagdo limite em que 2 — 0. Neste caso, o
coeficiente Cg, da Eq. (3.50), tende a C,. Assim, a incerteza (Uy;), dada pela Eq. (3.40), tende ao
erro de discretizagdo (E), dado pela Eq. (3.49), resultando em

6, — 1 (para h — 0) (3.52)

1

Este resultado ¢ corroborado pelos exemplos da se¢do 3.6.
A representacdo correta da solucdo numérica (@) e sua incerteza (U,;) obtida com o

estimador bicoeficiente é

g = ¢1 + Ubi(¢1) (3.53)

onde ¢ ¢ a solucao numérica obtida com a malha fina, isto ¢, com uma malha cujo tamanho (%)

dos elementos ¢ 4;; e lembrando-se que o céalculo da incerteza (Up;) também envolve ¢ ¢ ;.

3.5.2 Estimador Tricoeficiente

Para o estimador tricoeficiente (U,,), a incerteza ¢ calculada com
U.,¢) = ¢. — ¢ (3.54)

onde ¢ ¢ a solugdo numérica calculada com uma malha cujo tamanho de seus elementos € 4; e
@ € o valor estimado para a solucdo analitica exata, conforme expressoes fornecidas abaixo.

Neste estimador, considera-se que a incerteza ¢ dada por trés coeficientes, isto &,
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U, = Kh™ + Kh"™ + Kh"oY (3.55)
onde K, K, e K3 sdo os trés coeficientes da incerteza que sao admitidos serem independentes de
h, e pr, (prtAp) e (p.t2Ap) sdo as trés primeiras ordens verdadeiras (py) da equacao geral do
erro de discretizacao, Eq. (3.2), admitindo-se que a diferenca entre elas seja constante e igual a
Ap.

Com a Eq. (3.55) aplicada a quatro malhas diferentes (4, 4, h3 e hs) e considerando-se a
Eq. (3.54), tem-se

b= = K+ KR KA
b.—0, = Kh"+Kh"Y + KhY (3.56)
b, — 0, = Khi" +Kh" + K3h3pL+2Ap
b, —b, = Khl' + K,h'*™ + KhPY

Os dados para o sistema de Eqgs. (3.56) sdo: &, &, @& € ¢ hi, ha, hy € ha; pr, (pr+Ap) e
(pr+2Ap); e as incognitas sdo: @, K;, K; e K3. Aqui, o sistema de Egs. (3.56) ¢ resolvido apenas

para o caso particular em que a razdo de refino (g) entre as quatro malhas ¢ constante, isto ¢,

g = Bk M (3.57)
hl hZ h3
Apenas para diminuir a extensdo das expressoes de ¢, também ¢é considerado que g = 2. Desta

forma, obtém-se

(192¢, —168¢, + 42¢, —34¢,)
63

b, (@=2epr=1,2¢3) (3.58)

5 - (15364, — 6729;22; 84¢; —3¢,) (G=2epyr=2,3¢4) (3.59)

g - (552960 - 1814;1;);5;2; 113404, —1354,) (=2 epr=2.4¢6) (3.60)
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Obtido ¢, com uma das Egs. (3.58) a (3.60), de acordo com cada caso de ordens verdadeiras
(pr), a incerteza de cada uma das quatro solugdes numéricas (@, ¢, ¢ e @) pode ser calculada
conforme as Eqgs. (3.54). De acordo com a Eq. (3.57), ¢ ¢ a solucao numérica obtida na malha
mais fina e ¢, na malha mais grossa, enquanto que ¢ € ¢ sdo solugcdes numéricas provenientes
de malhas intermedidrias.

A incerteza calculada através do estimador tricoeficiente, Eq. (3.55), s6 fornece o valor

correto do erro de discretizagao se

E($) = Ch* + Ch” + Cyh" (3.61)

onde Cg ¢ um coeficiente. Para a equacao geral do erro de discretizagdo, Eq. (3.2), ser colocada

na forma da Eq. (3.61), € necessario que

C, = C, + Ch™P + Ch*P + . (3.62)

Através desta equacdo, observa-se que o coeficiente Cr também depende do tamanho (%) dos
elementos da malha. Na Eq. (3.55) foram admitidos trés coeficientes: K;, K, ¢ K3. Comparando-
se as Egs. (3.2), (3.55), (3.61) e (3.62), verifica-se que K| e K, tém o mesmo papel de C; e C,,
isto €, independem de /4. Mas a hipotese de K3 também ser independente de / ¢ incorreta porque
ele desempenha o mesmo papel do coeficiente Cg, Eq. (3.62), que depende de 4. Isso implica que
na maioria das aplicacdes ¢ de se esperar que a incerteza calculada através do estimador
tricoeficiente, Eq. (3.55), seja diferente do erro de discretizagcdo. O quao diferente vai depender
da complexidade de cada problema e do 4 usado.

Define-se a efetividade do estimador tricoeficiente (6,;) pela razao entre a sua incerteza

(Ui € o erro de discretizagao (E), ou seja,

6, = —u (3.63)

A efetividade assintotica ¢ definida para a situacdo limite em que # — 0. Neste caso, o
coeficiente C, da Eq. (3.62), tende a C5. Assim, a incerteza (U,;), dada pela Eq. (3.55), tende ao
erro de discretizacao (E), dado pela Eq. (3.61), resultando em
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- 1 (para h — 0) (3.64)

tri

Este resultado ¢ corroborado pelos exemplos da se¢do 3.6.
A representacdo correta da solugdo numérica (@) e sua incerteza (U,;) obtida com o

estimador tricoeficiente €

g = ¢1 + Um'(¢1) (3.65)

onde ¢ ¢ a solucao numérica obtida com a malha fina, isto ¢, com uma malha cujo tamanho (%)

dos elementos ¢ 4;; e lembrando-se que o célculo da incerteza (U,,;) também envolve ¢, @; € ¢.

3.5.3 Estimador Multicoeficiente

Para o estimador multicoeficiente (U,.), a incerteza ¢ calculada com

U@ = ¢, — ¢ (3.66)

onde ¢ ¢ a solu¢ao numérica calculada com uma malha cujo tamanho dos elementos € 4; € ¢, € 0
valor estimado para a solugdo analitica exata, conforme expressdes fornecidas abaixo. Neste

estimador, considera-se que a incerteza ¢ dada por “m-1" coeficientes, isto €,

u.¢ = Kh* + Kh” + Kh”» + ... + K, _h"" (3.67)
onde m ¢ igual ao niumero de solugdes numéricas diferentes, K|, K», K3, ..., K,.1 sdo os
coeficientes da incerteza, e p;, p2, p3, ..., Pm1 S@0 as ordens verdadeiras (py) do erro de
discretizagao.

Com a Eq. (3.67) aplicada a m malhas diferentes (k,, hy, hs, ..., h,) € considerando-se a

Eq. (3.66), tem-se

¢, —9, = Kh + Kh*» + Kh» + ... + K, ;™
¢.—¢, = Kh' + Kb + Kh® + ... + K ;"
bo—¢ = Kb + Kh* + KhP o+ ...+ K, k™ (3.68)
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¢, -4, = Kh” + K,h*» + Kh” + ... + K

h Pm—1
m=1""m

As incognitas do sistema de Egs. (3.68) sdo ¢, e os coeficientes K, K>, K3, ..., K,.1. A Eq. (3.68)

pode ser posta em forma matricial, isto ¢,

[A][K] = [4] (3.69)
ou

R G e T R [ 4]

I —hy —h* —hy . k|| K, é,

L —h =k -k o —hT|| K, | = |4 (3.70)

1 —=n" —h» —h> =k | K | 4]

Obtida a solucdo do sistema de Egs. (3.70), a incerteza de cada solugcdo numérica (¢) pode ser
calculada conforme a Eq. (3.66). Nesta secdo, /; representa a malha mais fina, 4, A3, ..., sdo

malhas sucessivamente mais grossas, e /4, ¢ a malha mais grossa de todas.

3.6 EXEMPLOS

Nesta secao sdo apresentados exemplos de aplicacdo de cinco estimadores de erro,
descritos neste capitulo, as seis aproximagdes numéricas da Tab. 2.1 que foram deduzidas nas
secdes 2.3 a 2.8. Como sdo aproximagdes numéricas isoladas, isto ¢, ndo se referem a equagdes
diferenciais com duas ou mais aproximacoes, o erro de discretizacao (E) ¢ igual ao erro de
truncamento (&).

Nas Tabs. 3.1 a 3.6 ¢ mostrada a razdo entre incerteza (U) e erro (&), em fun¢do de 4, para
as aproximagdes numéricas A ,¢, Apss Aopss Appsas Aeps € Am Os valores destas
aproximagdes numeéricas e seus erros encontram-se nas Tabs. 2.2 a 2.7 e foram obtidos para & =

4,2,1, %, ... Nas Tabs. 3.1 a 3.6 ndo ¢ apresentada a razdo U/g para h = 4. Isso ocorre porque sao

necessarias pelo menos duas solugdes numéricas para calcular qualquer incerteza. Além disso, a
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designagdao “ndo se aplica”, mencionada nas tabelas, deve-se também ao niimero minimo
necessario de solugdes numéricas para calcular a incerteza, que varia conforme o estimador de
erro usado. A incerteza ¢ calculada com os estimadores delta (U,), de Richardson (Uy;), GCI
(Ucgcr), bicoeficiente (Uy,) e tricoeficiente (Uy;).

Constata-se nas Tabs. 3.1 a 3.6 que os estimadores de Richardson (Ug;), bicoeficiente
(Up) e tricoeficiente (U,;) sempre tendem ao valor correto de £ quando 2 — 0, ou até mesmo
fornecem o seu valor correto em qualquer 4. Estes resultados estdo de acordo com as previsoes:

Egs. (3.22), (3.52) e (3.64). Alguns casos especificos sao comentados a seguir.

No caso da aproximagdo numérica A, os valores mostrados na Tab. 3.1 também sdo

exibidos na Fig. 3.9. Percebe-se nesta figura que Ugc//|g] — 3 para i — 0, enquanto que para os
demais estimadores, U/|¢l — 1. Estes resultados estdo de acordo com as previsdes: Egs. (3.22),
(3.29), (3.36), (3.52) e (3.64). Na Tab. 3.1, pode-se ver que o estimador tricoeficiente fornece o
valor correto de £ em qualquer valor de 4. Isso ocorre porque o erro de truncamento ¢ funcao de
trés termos, conforme a Eq. (2.40) e, desta forma, todos os outros estimadores ndo fornecem o

valor correto do erro.

Tabela 3.1 Razdo entre incerteza (U) e erro de truncamento (&) para a aproximacao

numérica da derivada de 1? ordem com 1 ponto a montante ( Ay, ).

UA/é'

URi/é'

Ugcr/ €

Ubi/g

Utri / &

2,000000000E+00
1,000000000E+00
5,000000000E-01
2,500000000E-01
1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03

6,790123457E-01
8,356940510E-01
9,171758316E-01
9,584510553E-01
9,791949344E-01
9,895902570E-01
9,947933798E-01
9,973962594E-01
9,986980229E-01
9,993489849E-01

6,790123457E-01
8,356940510E-01
9,171758316E-01
9,584510553E-01
9,791949344E-01
9,895902570E-01
9,947933798E-01
9,973962594E-01
9,986980229E-01
9,993489849E-01

2,037037037E+00
2,507082153E+00
2,751527495E+00
2,875353166E+00
2,937584803E+00
2,968770771E+00
2,984380139E+00
2,992188778E+00
2,996094069E+00
2,998046955E+00

ndo se aplica
9,773371105E-01
9,945689070E-01
9,986704338E-01
9,996710662E-01
9,999181946E-01
9,999796019E-01
9,999949071E-01
9,999987276E-01
9,999996820E-01

ndo se aplica

ndo se aplica
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00

As estimativas do valor de &, referentes a A, sdo mostradas na Tab. 3.2. Pode-se ver

que os estimadores de Richardson, bicoeficiente e tricoeficiente fornecem o valor correto de &
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em qualquer valor de 4. Isso ocorre porque o erro de truncamento ¢ fungdo de um tnico termo,

conforme a Eq. (2.41).

3,0 '_D_I_I_FEI! T [ LA B T T T T T T
‘ : o ‘
- m]
25 o Ue | . .
- + Uple ‘ ‘
o : : [m]
E 2,0_ """" D UGCI/S """""" 3""""""""""""""""} """""""
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T 15k Upile | e
o ' '
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1,0 —A—A—W rrrrrrrr A rrrrrrrrrrrrr
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Figura 3.9 Razdo entre incerteza (U) € erro (&) para a aproximagdo numérica Ay, .

O caso de A,,; é muito semelhante a 1, que ja foi comentado acima. Como &

apresenta trés termos, Eq. (2.42), apenas o estimador tricoeficiente consegue prever seu valor
correto em qualquer /4, conforme a Tab. 3.3. Ug; e Uy, tendem a & para 7 — 0; mas para o mesmo
h, o resultado do Uy; € mais proximo de £ do que Upg; porque ele consegue representar erros com
dois coeficientes.

No caso de 4, ,, o erro de truncamento depende de dois coeficientes, de acordo com a
Eq. (2.43). Assim, os estimadores bicoeficiente e tricoeficiente conseguem prever o valor correto
de ¢ em qualquer /4, conforme a Tab. 3.4. Isso ndo ocorre com o estimador de Richardson pois
ele s6 consegue representar £ com apenas um coeficiente. Entretanto, a medida que # — 0, o

primeiro termo de ¢ da Eq. (2.43) torna-se o dominante e Ug, — & 0 que pode ser visto na Tab.

3.4.



Tabela 3.2 Razdo entre incerteza (U) e erro de truncamento (&) para a aproximacao

numérica da derivada de 1? ordem com diferenga central (A, ).

UA/é'

URi/g

Ugcr/ €

Ubi/g

Utri / &g

2,000000000E+00
1,000000000E+00
5,000000000E-01
2,500000000E-01
1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03

3,000000000E+00
3,000000000E+00
3,000000000E+00
3,000000000E+00
3,000000000E+00
3,000000000E+00
3,000000000E+00
3,000000000E+00
3,000000000E+00
3,000000000E+00

1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00

3,000000000E+00
3,000000000E+00
3,000000000E+00
3,000000000E+00
3,000000000E+00
3,000000000E+00
3,000000000E+00
3,000000000E+00
3,000000000E+00
3,000000000E+00

ndo se aplica
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00

ndo se aplica

ndo se aplica
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00

Tabela 3.3 Razao entre incerteza (U) e erro de truncamento (&) para a aproximacao

numérica da derivada de 1* ordem com 1 ponto a jusante ( A, ).

UA/é'

URi/g

Ugcr/ €

Ubi/g

Utri / &g

2,000000000E+00
1,000000000E+00
5,000000000E-01
2,500000000E-01
1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03

1,336283186E+00
1,167865707E+00
1,083697689E+00
1,041766300E+00
1,020859340E+00
1,010423308E+00
1,005210011E+00
1,002604588E+00
1,001302189E+00
1,000651068E+00

1,336283186E+00
1,167865707E+00
1,083697689E+00
1,041766300E+00
1,020859340E+00
1,010423308E+00
1,005210011E+00
1,002604588E+00
1,001302189E+00
1,000651068E+00

4,008849558E+00
3,503597122E+00
3,251093067E+00
3,125298900E+00
3,062578021E+00
3,031269923E+00
3,015630033E+00
3,007813765E+00
3,003906567E+00
3,001953204E+00

ndo se aplica
9,808153477E-01
9,950031230E-01
9,987246931E-01
9,996778480E-01
9,999190423E-01
9,999797078E-01
9,999949204E-01
9,999987293E-01
9,999996822E-01

nio se aplica

ndo se aplica
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
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Para p, = 1 e g = 2, da Eq. (3.29), a razdo entre o valor da incerteza calculada com o
estimador delta e o erro de truncamento tende a unidade quando 2 — 0, isto €, Ux/|gl > 1; € 0
que se observa nas Tabs. 3.1 € 3.3. No caso de p; =2 e g = 2, da Eq. (3.29), Ux/|e]l > 3; este € 0
resultado mostrado nas Tabs. 3.2, 3.4, 3.5 ¢ 3.6.

A razdo entre o valor da incerteza calculada pelo estimador GCI e o erro de truncamento
tende ao valor do fator de seguranga (Fs) quando # — 0, conforme o resultado da Eq. (3.36). E

exatamente o que se verifica nas Tabs. 3.1 a 3.6, lembrando-se que o valor usado para Fs foi trés.



Tabela 3.4 Razdo entre incerteza (U) e erro de truncamento (&) para a aproximacao

numérica da derivada de 1? ordem com 2 pontos a jusante (4, , ).

UA/é'

URi/g

Ugcr/ €

Ubi/g

Utri / &g

2,000000000E+00
1,000000000E+00
5,000000000E-01
2,500000000E-01
1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03

3,631578947E+00
3,342857143E+00
3,179104478E+00
3,091603053E+00
3,046332046E+00
3,023300971E+00
3,011684518E+00
3,005850804E+00
3,002927543E+00
3,001464308E+00

1,210526316E+00
1,114285714E+00
1,059701493E+00
1,030534351E+00
1,015444015E+00
1,007766990E+00
1,003894839E+00
1,001950268E+00
1,000975848E+00
1,000488103E+00

3,631578947E+00
3,342857143E+00
3,179104478E+00
3,091603053E+00
3,046332046E+00
3,023300971E+00
3,011684518E+00
3,005850804E+00
3,002927543E+00
3,001464308E+00

ndo se aplica
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00

ndo se aplica

ndo se aplica
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00

Tabela 3.5 Razao entre incerteza (U) e erro de truncamento (&) para a aproximacgao

numérica da derivada central de 2° ordem (A} ).

UA/é'

URi/g

Ugcr/ €

Ubi/g

Utri / &g

2,000000000E+00
1,000000000E+00
5,000000000E-01
2,500000000E-01
1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03

3,000000000E+00
3,000000000E+00
3,000000000E+00
3,000000000E+00
3,000000000E+00
3,000000000E+00
3,000000000E+00
3,000000000E+00
3,000000000E+00
3,000000000E+00

1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00

3,000000000E+00
3,000000000E+00
3,000000000E+00
3,000000000E+00
3,000000000E+00
3,000000000E+00
3,000000000E+00
3,000000000E+00
3,000000000E+00
3,000000000E+00

ndo se aplica
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00

nio se aplica

ndo se aplica
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
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Na Tab. 3.7 faz-se a representa¢do da solugdo numérica de 4, obtida para i = 15, € de

sua incerteza de acordo com cinco tipos de estimadores de erro apresentados neste capitulo: Egs.
(3.23), (3.30), (3.37), (3.53) e (3.65). Também sdo apresentados os valores minimo ¢ maximo,
isto €, a banda ou o intervalo dentro do qual se estima que estad a solugdo analitica em func¢do da

incerteza calculada com cada estimador de erro. A solucdo analitica exata é A’ = 2048, conforme

explicado na subsegdo 2.9.1 e, de acordo com a Tab. 2.2, a solugdo numérica é A ,; =
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1863,875000 e o seu erro de truncamento ¢ ¢ = 184,125000. Observa-se na Tab. 3.7 que as
incertezas dos estimadores delta, de Richardson e bicoeficiente ndo sdo confidveis, ou seja, seus
limites superiores ndo limitam o erro, enquanto que o estimador GCI, sim. O estimador
tricoeficiente fornece o valor exato do erro; este resultado era esperado ja que & ¢ fungdo de

apenas trés termos, conforme a Eq. (2.40).

Tabela 3.6 Razdo entre incerteza (U) e erro de truncamento (&) para a aproximacao

numérica da média da variavel dependente (4,,).

UA/g

URi/g

Ugcr/ €

Ubi/g

Utri / &g

2,000000000E+00
1,000000000E+00
5,000000000E-01
2,500000000E-01
1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03

2,924528302E+00
2,981220657E+00
2,995310668E+00
2,998828011E+00
2,999707024E+00
2,999926757E+00
2,999981689E+00
2,999995422E+00
2,999998855E+00
2,999999713E+00

9,748427673E-01
9,937402191E-01
9,984368894E-01
9,996093368E-01
9,999023414E-01
9,999755858E-01
9,999938965E-01
9,999984741E-01
9,999996185E-01
9,999999044E-01

2,924528302E+00
2,981220657E+00
2,995310668E+00
2,998828011E+00
2,999707024E+00
2,999926757E+00
2,999981689E+00
2,999995422E+00
2,999998855E+00
2,999999713E+00

ndo se aplica
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00

ndo se aplica

ndo se aplica
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00

Tabela 3.7 Representagio da solugdo de 4, em /& = Y, e de sua incerteza associada;

erro de truncamento, £= 184,125000; solucao analitica exata, A'=2043.

estimador

solugdo numérica e incerteza

valor minimo

valor maximo

delta
Richardson
GCI
bicoeficiente

tricoeficiente

1,863875000 x 10°
1,863875000 x 10°
1,863875000 x 10°
1,863875000 x 10°

1,863875000 x 10°

+

+

H+

+

+

0,168875000 x 10°
0,168875000 x 10
0,506625001 x 10°
0,183125000 x 10

0,184125000 x 10°

1,695000000 x 10°
1,863875000 x 10°
1,357249999 x 10°
1,863875000 x 10°

1,863875000 x 10°

2,032750000 x 10°
2,032750000 x 10°
2,370500001 x 10°
2,047000000 x 10

2,048000000 x 103

Nos casos mais gerais em que a equacdo do erro de discretizagdo, Eq. (3.2), é composta

por mais de trés termos, a efetividade do estimador tricoeficiente ndo resulta na unidade. Mas ¢



78

de se esperar, conforme se observa nas Tabs. 3.1 a 3.6, que quanto mais coeficientes sao usados
nos estimadores do tipo de Richardson (estimadores de Richardson, bicoeficiente, tricoeficiente e

multicoeficiente), mais acurada seja a incerteza.

3.7 RESUMO DO CAPITULO 3

Foram definidos os conceitos de erro de discretizacdo ¢ incerteza de uma solugdo
numgérica, ¢ os conceitos de efetividade, confiabilidade e acuracia de uma estimativa de erro ou
incerteza. Foram descritos trés estimadores de erros de discretizagdo que estdo disponiveis na
literatura: os estimadores de Richardson, delta e GCI; e introduzidos outros trés: os estimadores
bicoeficiente, tricoeficiente e multicoeficiente. Foram apresentados exemplos de aplicacdo para
os estimadores de erro com base nas aproximagdes numéricas do Cap. 2.

Foram apresentadas previsdes do valor para o qual tende a efetividade dos estimadores de
erro na situacao limite do tamanho (%) dos elementos da malha tender a zero. Estas previsoes
foram corroboradas pelos exemplos apresentados. Verificou-se que para os estimadores do tipo
de Richardson (estimadores de Richardson, bicoeficiente, tricoeficiente e multicoeficiente),
quanto maior ¢ o numero de coeficientes considerados no calculo da incerteza, mais acurada ela

é.
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Capitulo 4.

ORDENS EFETIVA E APARENTE

Além dos conceitos de ordens verdadeiras e assintotica, vistas no Cap. 2, sdo
apresentados, neste capitulo, os conceitos e expressdes para o calculo da ordem efetiva do erro
de discretizagdo e da ordem aparente da incerteza de solugdes numéricas. Estes dois novos tipos
de ordens permitem verificar a posteriori das solugcdes numéricas se a ordem assintotica dos
erros de truncamento ¢ atingida, lembrando-se que esta ordem ¢ um resultado teérico e obtido a
priori das solugdes numéricas. Estas verificacdes s6 sdo possiveis de se realizar quando as
demais fontes de erro, isto €, os erros de itera¢dao, de arredondamento e de programacgdo nao
existem ou sdo muito menores do que os erros de truncamento. Também sdo apresentados

exemplos de célculo de ordens efetiva e aparente.

4.1 ORDEM EFETIVA

A ordem efetiva (pg) ¢ definida como a inclinagdo local da curva do erro de discretizacdo
(E) da solugdo numérica (@) versus o tamanho (/) dos elementos da malha num grafico
logaritmico; exemplos desta curva de erro podem ser vistos nas Figs. 2.2 e 2.3. Seu calculo
permite verificar na pratica, isto €, a posteriori das solu¢gdes numéricas, se a medida que 4 ¢
reduzido, a ordem do erro de discretizacao das solugdes numéricas tende a ordem assintética dos
erros de truncamento, ordem esta que ¢ um resultado teorico, obtido a priori das solugdes

numéricas. Matematicamente, a ordem efetiva (pg) ¢ obtida a partir de

C.h"* = E(¢) 4.1)

onde Cg ¢ um coeficiente que ¢ admitido ser independente de /4. A ordem efetiva pode ser obtida

de duas formas: com o valor do erro de discretizagdo dado pela Eq. (3.1), neste caso sdo

necessarias duas solugdes numéricas; ou com a equagdo geral do erro de discretizagdo, Eq. (3.2),
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usando-se apenas uma solucdo numérica. Estas duas formas sao deduzidas nas duas subsec¢des a

seguir.
4.1.1 Ordem Efetiva Baseada em Duas Solucées Numéricas

Aplicando-se a Eq. (4.1) a duas malhas diferentes, /#; (malha fina) e /, (malha grossa),

tem-se

CEhlpE = E(¢1) (4.2)

Cehy*

E(¢,) (4.3)

onde ¢ e ¢ sdo as solucdes numéricas obtidas com as malhas fina e grossa, respectivamente. As
Egs. (4.2) e (4.3) formam um sistema de duas equagdes a duas incognitas: Cg e pg. Nestas duas

equagoes, E(¢) e E(¢), h) e hy sdo conhecidos. Resolvendo-se este sistema, obtém-se

o g[E(@)}
: log(q)
onde a razdo de refino de malha (g) ¢
h,
= 2 4.5
q h (4.5)

Considerando-se a definicao do erro de discretizacao, Eq. (3.1), na Eq. (4.4), conclui-se que a

ordem efetiva também pode ser calculada através de

log[z = j
o= (4.6)
log(¢)

onde @ ¢ a solugdo analitica exata.
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A ordem efetiva (pg) calculada através da Eq. (4.4) ou (4.6) precisa de duas solucdes
numéricas, ¢ ¢ ¢. Assim, seu valor representa a inclinacdo média da curva do erro de
discretizagdo, versus h, entre h; e hy. Conhecendo-se a equagdo geral do erro de discretizagao,
Eq. (3.2), € possivel calcular a ordem aparente com base em apenas uma solu¢do numérica,
conforme se mostra na subsecdo a seguir.

4.1.2 Ordem Efetiva Baseada em Uma Solucao Numérica

Aplicando-se a equacao geral do erro de discretizacdo, Eq. (3.2), a duas malhas

diferentes, /; (malha fina) e 4, (malha grossa), tem-se
E(@g) = Ch™ + GCh» + Ch* + .. (4.7)
E(g,) = Ch* + Ch> + Ch* + .. (4.8)
A Eq. (4.7) pode ser reescrita por
E(g) = h(C, + Ch*>™ + Ch*™™ + ... ) (4.9)

Isolando-se /4, na Eq. (4.5) e substituindo o resultado de forma conveniente na Eq. (4.8), obtém-

se
E(¢,) = q"h*(C, + Ch*™™ + Ch*™™ + ... ) (4.10)
Define-se a razao de reducio do erro de discretizacido (yg) por

- £@) (4.11)

v
: E(4)
Substituindo-se E(¢)) e E(¢), dados pelas Egs. (4.9) e (4.10), na Eq. (4.11), chega-se a

ve = "G (4.12)
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onde

pP2—Pr P3P
G - ¢ + Czth_p + C3h2,,_p + .. ) (4.13)
(¢, + GCh"™ + ChF™ + .0)

Empregando-se a defini¢do da razao de reducao do erro de discretizagao (), Eq. (4.11), a Eq.

(4.4) para célculo da ordem efetiva (pg) pode ser reescrita por

_ log(wy) (4.14)
log(q)

E

Assim, com a Eq. (4.12) em (4.14), obtém-se

pe = P, + Ap (4.15)
onde
Ap = 108(6) (4.16)
log(q)

Para ser possivel o célculo da ordem efetiva com base numa unica malha, deve-se fazer a razdo
de refino de malha (g), Eq. (4.5), tender a unidade, isto é, ¢ — 1. Mas, fazendo-se isso, verifica-
se que G —> 1, na Eq. (4.13), e, portanto, Ap, calculado com a Eq. (4.16), resulta numa

indeterminacdo. Eliminando-se esta indeterminagdo, obtém-se

Ap = [C(p, —p W+ C(ps—pIW™™ + ... ] (4.17)
C, + Gh™"™ + Ch™™ + .. )

onde /; representa a malha fina e a Eq. (4.17) substitui a Eq. (4.16) no calculo da ordem efetiva
através da Eq. (4.15).

Na subsec¢do, a seguir, sdo analisados trés casos com relacdo aos coeficientes C;, da
equacdo geral do erro de discretizagdo, Eq. (3.2), que determinam todos os valores possiveis de

se obter para a ordem efetiva (pg).
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4.1.3 Valores Possiveis para a Ordem Efetiva

Para verificar os valores que a ordem efetiva (pg) pode assumir, basta que se considere as
Egs. (4.13), (4.15) e (4.16), conforme se segue.

Caso 1. No primeiro caso, o mais simples, a equacao geral do erro de discretizagdo (E),
Eq. (3.2), ¢ constituida por um unico termo, isto ¢, C; # 0 e C; = Cs = ... = 0. Portanto, da Eq.
(4.13), G = 1. Da Eq. (4.16), isto implica que Ap = 0 e, a partir da Eq. (4.15), que pg = p;. Este
resultado ¢ valido para qualquer valor de 4. Neste caso, a curva E versus h tem inclinagdo
constante; um exemplo ¢ a Fig. 1.7 obtida a partir da Eq. 1.21.

Caso I1. A equagdo geral do erro de discretizagao (E), Eq. (3.2), € constituida por dois ou
mais termos mas todos os coeficientes C; apresentam o mesmo sinal, isto ¢, todos sdo positivos
ou todos sdo negativos. Assim, a partir da Eq. (4.13), obtém-se G > 1, pois h, > h;. Da Eq.
(4.16), isto implica que Ap > 0, ja que ¢ > 1. Finalmente, a partir da Eq. (4.15), conclui-se que pg
> pr em qualquer 4 # 0.

Caso III. A equagdo geral do erro de discretizacdo (E), Eq. (3.2), ¢ constituida por dois
ou mais termos e pelo menos dois dos coeficientes C; t€ém sinais opostos. Analisa-se o0 caso
particular de dois coeficientes, C; > 0 e C; < 0, que € suficiente para mostrar todos os resultados
possiveis para pg, € que se dividem em quatro subcasos. Lembrando-se que /# > 0 e todos os seus
expoentes sdo positivos, quem determina o sinal de cada termo do erro € o respectivo coeficiente.
e Subcaso III-a. Os valores de Cy, Cy, hy, ha, pr € ps sdo tais que G > 1. Este resultado recai no

caso II, ja analisado acima, e que resulta em pg > p;.

e Subcaso III-b. Os valores de C;, (3, hy, hy, pr € p2 sdo tais que 0 < G < 1. Portanto, da Eq.
(4.16), Ap < 0. Neste subcaso considera-se que |Ap| < p;. Assim, com a Eq. (4.15), obtém-se
0<pe<pr.

e Subcaso IIl-c. Os valores de C, Cy, hy, hy, p1 € p, sdo tais que 0 < G < 1. Portanto, da Eq.
(4.16), Ap < 0. Neste subcaso considera-se que |Ap| > p;. Assim, a partir da Eq. (4.15),
obtém-se pr < 0.

e Subcaso III-d. Os valores de Cy, (s, hy, hy, pr € p, sdo tais que G < 0. Portanto, com as Egs.
(4.15) e (4.16), conclui-se que pg ¢ indefinido.

Em resumo, a ordem efetiva (pg) so € igual a ordem assintotica (p,), em qualquer 4, se a
equagao geral do erro de discretizacao (E), Eq. (3.2), for constituida por um tnico termo. Porém,

geralmente existem vdarios ou infinitos termos nesta equacdo para i = 0. Portanto, pg
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normalmente ¢ diferente de p;, podendo assumir valores maiores ou menores do que p;, valores
negativos ou até mesmo ser indefinido. Mas, para 4 — 0, pr — p; porque o primeiro termo do
erro passa a dominar o seu valor total, conforme explicado na subsegao 3.2.2. Estas previsdes sao
corroboradas pelos exemplos que sdo apresentados na sec¢io 4.3.

De acordo com as Eqgs. (4.4) e (4.6), € necessario conhecer a solucao analitica exata (D)
da variavel de interesse para calcular a ordem efetiva (pg). Nos casos praticos, porém, quando a
solucdo analitica ¢ desconhecida, a ordem assintotica (p;) € verificada através da ordem aparente

(puv), explicada na se¢do a seguir.

4.2 ORDEM APARENTE

A ordem aparente (py) ¢ definida como a inclinagdo local da curva de incerteza (U) da
solug¢do numérica (@) versus o tamanho (4) dos elementos da malha num grafico logaritmico. Seu
calculo permite verificar na pratica, isto &, a posteriori das solugcdes numéricas, se a medida que
h € reduzido, a ordem da incerteza das solugdes numéricas tende a ordem assintdtica dos erros de
truncamento, ordem esta que ¢ um resultado tedrico, obtido a priori das solugdes numeéricas.

Matematicamente, a ordem aparente (py) ¢ obtida a partir de

K, h" = U(g) (4.18)
onde Ky € um coeficiente que ¢ admitido ser independente de 4.

No Cap. 3 foi visto que a incerteza (U) da solu¢cdo numérica ¢ calculada pela diferenca
entre a solugdo analitica estimada (¢.) para a variavel de interesse e a sua solu¢do numérica (¢),
ou seja,

uig) = ¢, - ¢ (4.19)

Assim, com a Eq. (4.19) em (4.18), tem-se

Kyh™ = ¢, — ¢ (4.20)
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Escrevendo-se a Eq. (4.20) para trés solugdes numéricas (¢, ¢ € ¢), obtidas em trés malhas

diferentes (4, h, € h3), chega-se a

Kuhlpu = ¢oo - ¢1

Kyh' = ¢.-¢ (4.21)

KU h3pU = ¢oo - ¢3

onde as incognitas deste sistema sao ¢@..,, Ky € py. Com a solugdo deste sistema, obtém-se

k,g[,,, M}

U py -1

Py = 92 1) (para g variavel: g21 # ¢32) (4.22)
log(q,,)

sendo ¢3; a razdo de refino (g) entre as malhas grossa (43) e intermedidria (%,), € g1 entre as

malhas fina (4;) e intermedidria (/4,), dadas por

h

¢ = h—? (4.23)
h

I = - (4.24)
h,

e yy € arazao de convergéncia da solucio numérica para a solucio analitica, definida por

— (¢2_¢3) 4.05
o T ) (429

No caso particular da razao de refino de malha (g) ser constante, isto €, g»; = ¢32, tem-se

Py = log(wy) (para g constante) (4.26)

log(g)
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b, = ¢ + E?””_—ﬁ; (4.27)

onde a razdo de refino de malha (¢g) ¢ dada pela Eq. (4.5).

A expressdo para ¢,, dada na Eq. (4.27), ¢ a propria extrapolagdo de Richardson, ja
apresentada na Eq. (3.8), apenas trocando-se nesta p; por py. Para o estimador de Richardson
(Uri), Eq. (3.7), e com a Eq. (4.27), a incerteza da solugdo numérica (¢) obtida na malha fina
()¢

Unld) = % (4.28)

No célculo da solucdo analitica estimada (¢.) e do estimador de Richardson (Ug,) através das
Egs. (3.8) e (3.10), admitiu-se que a ordem assintotica do erro de discretizagdo ¢ igual a ordem
assintotica do erro de truncamento. Ja com as Eqs. (4.27) e (4.28), relaxa-se esta hipotese para
que py seja obtido em fungdo das proprias solugdes numéricas, isto €, seu valor ndo ¢ conhecido
a priori.

O valor de py representa a inclinagdo média das incertezas U;, U, e Us entre h; € h3 num
grafico logaritmico de U versus h. Mas, ao contrario da ordem efetiva (pg), o célculo da ordem
aparente (py) ndo envolve a solucdo analitica exata (®). Portanto, em principio, py pode ser
calculado para qualquer problema e varidvel de interesse. O mesmo vale para ¢, calculado com a
Eq. (4.27). Porém, para calcular ¢, e py sdo necessarias trés solugdes numéricas, enquanto que
para pg, apenas duas, como visto nas Eqgs. (4.4) e (4.6).

Conforme mostra-se na se¢do 4.3, py so € igual a p;, em qualquer 4, se a equacao geral
do erro de discretizagcdo, Eq. (3.2), for constituida por um tUnico termo. Porém, geralmente
existem varios ou infinitos termos nesta equacdao para 4 # 0. Portanto, py normalmente ¢
diferente de p; e, em principio, pode assumir todos os valores possiveis para pg, conforme as
dedugdes apresentadas na subsecdo 4.1.3. Mas, para h — 0, py — p; porque o primeiro termo do
erro passa a dominar o seu valor total, conforme explicado na subsecao 3.2.2. Estas previsdes sao

corroboradas pelos exemplos que sdo apresentados na secao 4.3, a seguir.
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4.3 EXEMPLOS

Sdo apresentados, a seguir, exemplos de aplicacdo das trés formas de célculo das ordens
efetiva (pg) e aparente (py) vistas nas segoes 4.1 e 4.2: Eq. (4.4) para célculo de pg baseado em
duas solugdes numeéricas; Eqgs. (4.15) e (4.17) para célculo de pr baseado em uma solucao
numérica; ¢ Eqs. (4.25) e (4.26) para célculo de py baseado em trés solugdes numéricas. Os
calculos de pr e py sdo aplicados as seis aproximagdes numéricas da Tab. 2.1, descritas nas
secdes 2.3 a 2.8: A, Aepss Aopss Appsas Aeps € Am. Os valores destas aproximagdes
numéricas e seus erros encontram-se nas Tabs. 2.2 a 2.7, e foram obtidos para h =4, 2, 1, ', ...
Suas ordens assintoticas (p;) podem ser vistas na Tab. 2.8. Como s3o aproximagdes numéricas
isoladas, isto ¢, ndo se referem a equacdes diferenciais com duas ou mais aproximagdes, 0 erro
de discretizacdo (£) € igual ao erro de truncamento ().

Nas Tabs. 4.1 a 4.6 sdo apresentados os resultados das ordens efetiva (pg) e aparente (py)

para as aproximagdes numéricas A,¢, Apss Apps> Appsoas Aeps € Am. Esses resultados foram

obtidos para o tamanho dos elementos da malha 42 = 4, 2, 1, ', ... Alguns destes resultados
também sdo exibidos nas Figs. 4.1 e 4.2. A designacdo “ndo se aplica” nas tabelas deve-se ao
nimero minimo de solugdes numéricas que € necessario para calcular cada tipo de ordem. Nas
Tabs. 4.1 a 4.6: o simbolo pz(g=2) se refere ao calculo da ordem efetiva (pg) baseado em duas
solucdes numéricas com a Eq. (4.4); o simbolo px(g=1) se refere ao calculo de pg baseado em
uma solu¢do numérica com as Egs. (4.15) e (4.17); e o simbolo pi(g=2) se refere ao célculo de
pu baseado em trés solucdes numéricas com as Egs. (4.25) e (4.26); sendo que o valor de g,
dentro dos parénteses, indica a razdo de refino de malha usada. Na Tab. 4.7, ¢ mostrado o efeito

da razdo de refino de malha (g) sobre a ordem efetiva para dois valores de % diferentes; estes
resultados s3o para a aproximagdo numérica Ay, .

Conforme ja& mencionado, o célculo de pg, baseado em uma solucao numérica, ¢ feito por

meio das Eqgs. (4.15) e (4.17). Seu resultado ¢ apresentado nas Tabs. 4.1 a 4.6 e referenciado pelo

simbolo pr(g=1). Conforme se vé nas Tabs. 4.2 ¢ 4.5, para as aproximagdes numéricas A, €
ii _ ~ r ~ . ~ J i i
Aeps» PE = 2, portanto, ndo € fungdo de h. Mas para as aproximagdes numéricas Ay, Appg >

i 7
Apps_o € Am, ObtéM-se



Pe (//l;]DS) =

Pr (/IiDDS ) =

Pe (ﬂjDDS—z)

pe(4,) = 2

2h(h—16)

(384 — 324 + )

24 (h +16)

(384 +32h + h*)

6h

(64 + 6h)

2h*
(h* — 640)

Com base nos exemplos apresentados nas Tabs. 4.1 a 4.7, verificou-se que:
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(4.29)

(4.30)

4.31)

(4.32)

1) No caso em que a equagdo geral do erro de discretizagdo, Eq. (3.2), ¢ composta por dois ou

mais termos, as ordens efetiva (pg) e aparente (py) tendem monotonicamente a ordem

assintotica (p;) @ medida que /4 ¢ reduzido, com todos os valores sempre inferiores ou sempre

superiores a p;. Em sintese: pg € py — pr para h — 0. Isso pode ser observado nas Tabs. 4.1,

4.3, 4.4 e 4.6, nas Figs. 4.1 e 4.2, e nas Egs. (4.29) a (4.32). Além disso, pr e py nunca

atingem p; para h # 0.

Tabela 4.1 Ordem efetiva (pg) do erro e ordem aparente (py) da incerteza para a aproximacao

numérica da derivada de 1* ordem com 1 ponto a montante ( 4, ). Ordem assintotica, p; = 1.

Pe(q=2)

pe(g=1)

pu(q=2)

4,000000000E+00
2,000000000E+00
1,000000000E+00
5,000000000E-01
2,500000000E-01
1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03

ndo se aplica
7,476128384E-01
8,763256296E-01
9,389826582E-01
9,697130736E-01
9,849137130E-01
9,924713478E-01
9,962393202E-01
9,981205745E-01
9,990605162E-01
9,995303154E-01

6,470588235E-01
8,271604938E-01
9,150141643E-01
9,579090292E-01
9,790593319E-01
9,895563505E-01
9,947849028E-01
9,973941401E-01
9,986974931E-01
9,993488524E-01
9,996744527E-01

ndo se aplica

ndo se aplica
5,767885693E-01
8,047591849E-01
9,062066523E-01
9,540223788E-01
9,772361462E-01
9,886737098E-01
9,943506888E-01
9,971787935E-01
9,985902578E-01
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Tabela 4.2 Ordem efetiva (pg) do erro e ordem aparente (py) da incerteza para a aproximacao

numérica da derivada de 1? ordem com diferenga central (A, ). Ordem assintética, p;, = 2.

Pe(g=2)

pe(g=1)

pu(@=2)

4,000000000E+00
2,000000000E+00
1,000000000E+00
5,000000000E-01
2,500000000E-01
1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03

nio se aplica
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00

2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00

ndo se aplica

ndo se aplica
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00

Pe(g=2)

pe(g=1)

pu(@=2)

4,000000000E+00
2,000000000E+00
1,000000000E+00
5,000000000E-01
2,500000000E-01
1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03

ndo se aplica
1,224215157E+00
1,116275389E+00
1,059145981E+00
1,029817745E+00
1,014968908E+00
1,007499302E+00
1,003753342E+00
1,001877591E+00
1,000939025E+00
1,000469570E+00

1,303030303E+00
1,159292035E+00
1,081534772E+00
1,041224235E+00
1,020723737E+00
1,010389401E+00
1,005201534E+00
1,002602469E+00
1,001301659E+00
1,000650936E+00
1,000325494E+00

ndo se aplica

ndo se aplica
1,310626777E+00
1,167058015E+00
1,086748427E+00
1,044216484E+00
1,022323576E+00
1,011216221E+00
1,005621794E+00
1,002814327E+00
1,001408022E+00

Tabela 4.3 Ordem efetiva (pg) do erro e ordem aparente (py) da incerteza para a aproximacao

numérica da derivada de 1* ordem com 1 ponto a jusante ( A,,,, ). Ordem assintotica, p; = 1.

2) Ainda para o caso em que a equacao geral do erro de discretizagdo, Eq. (3.2), € composta por

dois ou mais termos, para os mesmos / € g tem-se

|pU - pL| > |pE - pL| (4-33)
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Isso pode ser observado nas Tabs. 4.1, 4.3, 4.4 ¢ 4.6, e nas Figs. 4.1 e 4.2. A Eq. (4.33)
resulta do fato de que py € calculado com solugdes numéricas obtidas em trés malhas

diferentes e uma delas ¢ mais grossa do que uma ou duas envolvidas no calculo de pg.

Tabela 4.4 Ordem efetiva (pg) do erro e ordem aparente (py) da incerteza para a aproximagao

numérica da derivada de 1* ordem com 2 pontos a jusante ( 4,,,_, ). Ordem assintotica, p;, = 2.

Pe(q=2)

pe(g=1)

pu(@=2)

4,000000000E+00
2,000000000E+00
1,000000000E+00
5,000000000E-01
2,500000000E-01
1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03

ndo se aplica
2,211504105E+00
2,118644496E+00
2,063193826E+00
2,032666189E+00
2,016614714E+00
2,008379666E+00
2,004208156E+00
2,002108690E+00
2,001055502E+00
2,000528041E+00

2,272727273E+00
2,157894737E+00
2,085714286E+00
2,044776119E+00
2,022900763E+00
2,011583012E+00
2,005825243E+00
2,002921130E+00
2,001462701E+00
2,000731886E+00
2,000366077E+00

ndo se aplica

ndo se aplica
2,238159737E+00
2,135655099E+00
2,072931522E+00
2,037896608E-+00
2,019328261E+00
2,009762111E+00
2,004905939E+00
2,002459240E+00
2,001231194E+00

numérica da derivada de 2° ordem com diferenga central (A, ). Ordem assintética, p;, = 2.

Pe(g=2)

pe(g=1)

pu(@=2)

4,000000000E+00
2,000000000E+00
1,000000000E+00
5,000000000E-01
2,500000000E-01
1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03

ndo se aplica
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00

2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00

ndo se aplica

ndo se aplica
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00

Tabela 4.5 Ordem efetiva (pg) do erro e ordem aparente (py) da incerteza para a aproximacao
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Tabela 4.6 Ordem efetiva (pg) do erro e ordem aparente (py) da incerteza para a aproximacao

numérica da média da variavel dependente (4,,). Ordem assintética, p;, = 2.

Pe(g=2)

pe(g=1)

pu(@=2)

4,000000000E+00
2,000000000E+00
1,000000000E+00
5,000000000E-01
2,500000000E-01
1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03

ndo se aplica
1,972519264E+00
1,993210834E+00
1,998307689E+00
1,999577232E+00
1,999894327E+00
1,999973583E+00
1,999993396E+00
1,999998349E+00
1,999999587E+00
1,999999897E+00

1,949367089E+00
1,987421384E+00
1,996865204E+00
1,999217527E+00
1,999804535E+00
1,999951153E+00
1,999987791E+00
1,999996948E+00
1,999999237E+00
1,999999809E+00
1,999999952E+00

ndo se aplica

ndo se aplica
1,965511624E+00
1,991505206E+00
1,997884094E+00
1,999471508E+00
1,999867907E+00
1,999966979E+00
1,999991745E+00
1,999997936E+00
1,999999484E+00
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Figura 4.1 Ordem efetiva (pg) do erro e ordem aparente (py) da incerteza de

Aups € Am, representados na legenda, respectivamente, por UDS e média.

3) No caso particular em que a equagdo geral do erro de discretizagdo, Eq. (3.2), € constituida
por um unico termo, como nas Eqs. (2.41) e (2.44), pr = py = pr, quaisquer que sejam / € q.

Isso pode ser constatado nas Tabs. 4.2 ¢ 4.5.
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Além do proprio tamanho (/) dos elementos da malha, os valores de pz € py dependem da
razdo de refino de malha (¢) usada, conforme se pode observar nas Tabs. 4.1 a 4.6, mas
especialmente na Tab. 4.7. Porém, quanto menores sdo /4, tendendo a zero, e ¢, tendendo a
unidade, menores sdo os seus efeitos sobre pg e py, conforme a Tab. 4.7.

Para uma mesma variavel, a diferenca entre py e p, estd diretamente relacionada a acuracia
dos estimadores de erro do tipo de Richardson: estimadores de Richardson, bicoeficiente,
tricoeficiente e multicoeficiente. Esta afirmacdo também ¢ valida para a diferenga entre pg e

pr € pode ser verificada, por exemplo, comparando-se a efetividade (&) dos estimadores de
Richardson (Ug;) e bicoeficiente (Up,;) da Tab. 3.1, de A, com as ordens pr € py mostradas

na Tab. 4.1, e lembrando-se que p; = 1, conforme a Tab. 2.8.

25 T T T Tl L A AL
o
. . o D___—‘:””

o 2,0 _,D,7,,,7D,%_,‘.D,‘H-,_AD,f,r,e,—,Dt,if,?i,igf,iT,T,.,,.,.,,.,,.,.,,.,,_,,,,,,,,43 ,,,,,,,,,,,,,,
E ‘ :
g pE(DDS)
o o py(DDS) | s
< 15F-— YT SRR
% ffffff P (DDS-2) ‘ ‘
k> o p,(DDS-2)
= : :
< 10k o O——0 OO e S
‘5 : : :

' 0,01 0,1 1

Figura 4.2 Ordem efetiva (pg) do erro e ordem aparente (py) da incerteza de

Apps € Apps_, » TEpresentados na legenda, respectivamente, por DDS e DDS-2.

4.4 RESUMO DO CAPITULO 4

Foram definidas a ordem efetiva (pg) do erro de discretizagdo e a ordem aparente (py) da

incerteza de solugdes numéricas. Também foram apresentadas expressdes para os seus calculos e



93

deduzidos os seus valores possiveis de se obter. Estes dois tipos de ordem permitem verificar a
posteriori das solugdes numéricas se a ordem assintotica (p;) dos erros de truncamento ¢
atingida, lembrando-se que esta ordem ¢ um resultado tedrico e obtido a priori das solugdes
numéricas.

Quando a equagao geral do erro de discretizagdo (£) € composta por dois ou mais termos:
pE € pu—> prpara h — 0, onde /4 €é o tamanho dos elementos da malha. No caso particular desta
equagao ser constituida por apenas um termo: pg = py = pr quaisquer que sejam 4 e g, onde g € a
razao de refino de malha. Além do proprio tamanho (%) dos elementos da malha, os valores de pg
e py dependem da razdo de refino de malha (¢). Para uma mesma variavel, a diferenca entre py e
pr esta diretamente relacionada a acurdcia dos estimadores de erro do tipo de Richardson:
estimadores de Richardson, bicoeficiente, tricoeficiente e multicoeficiente. O mesmo se verifica

para a diferenca entre pg € p;.

Tabela 4.7 Ordem efetiva (pg) do erro para a aproximacao numérica da
derivada de 1? ordem com 1 ponto a montante ( 4 ), em

func¢do da razao de refino de malha (¢). Ordem assintética, p; = 1.

q h=2 h=0,125
10 6,478174819E-01 9,587251535E-01
9 5,913291693E-01 9,615971734E-01
8 5,533833324E-01 9,645364816E-01
7 5,385493037E-01 9,675558932E-01
6 5,474112289E-01 9,706729284E-01
5 5,769472791E-01 9,739126734E-01
4 6,225562489E-01 9,773133933E-01
3 6,801438592E-01 9,809390779E-01
2 7,476128384E-01 9,849137130E-01
1,5 7,854035397E-01 9,871131376E-01
1,4 7,933793506E-01 9,875781623E-01
1,3 8,015227960E-01 9,880536278E-01
1,2 8,098517281E-01 9,885407613E-01
1,1 8,183883232E-01 9,890410543E-01
1,05 8,227429421E-01 9,892966949E-01

1,01

8,262717310E-01
8,271604938E-01

9,895040840E-01
9,895563505E-01
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Capitulo 5.

ESTIMADOR CONVERGENTE

No Cap. 3 foram apresentados trés estimadores de erro disponiveis na literatura:
estimadores de Richardson, delta e GCI; e foram introduzidos os estimadores multicoeficiente.
Com base na extrapolagdao de Richardson, vista nas se¢des 3.2 e 4.2, ¢ introduzido neste capitulo
um novo estimador de erro: o estimador convergente. Para tanto, inicialmente sdo definidos dois
intervalos de convergéncia para os tipos de curva de ordem aparente (py) versus o tamanho (/)
dos elementos da malha. Em seguida, demonstra-se que, dentro do intervalo convergente, as
extrapolagdes de Richardson calculadas com a ordem assintdtica e a ordem aparente envolvem a
solugdo analitica exata. Conseqiientemente, o erro de discretizagdo fica limitado pelas incertezas
calculadas com o estimador de Richardson baseado nestas duas ordens. Finalmente, sdo
apresentadas expressoes para o calculo da solugao numérica convergente e de sua incerteza. Ao

longo das secdes desse capitulo, sdo dados exemplos de aplicagdo dos conceitos abordados.

5.1 INTERVALOS DE CONVERGENCIA DA ORDEM APARENTE

O conceito de ordem aparente (py) da incerteza de uma solugdao numérica foi apresentado
na se¢do 4.2. A seguir, sao definidos dois tipos de curva esperados para a ordem aparente quando
o tamanho (#) dos elementos da malha tende a zero, isto ¢, quando 2 — O0: intervalos
subconvergente e superconvergente. Ao longo deste trabalho, ambos serdo referenciados
genericamente por ordem aparente convergente. O nome convergente se deve ao fato de que
dentro do intervalo convergente, a ordem aparente (py) converge monotonicamente para a ordem
assintotica (pz) do erro da solu¢do numérica quando 2 — 0. Portanto, subconvergente refere-se
ao caso dessa convergéncia se dar com valores de py inferiores a p;, enquanto que

superconvergente refere-se ao caso da convergéncia ocorrer com valores de py superiores a p;.
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5.1.1 Intervalo Subconvergente
O intervalo subconvergente, esbocado genericamente na Fig. 5.1, ¢ definido como o
intervalo 0 < & < h¢e onde a ordem aparente, py(h), € positiva, crescente com a diminui¢ao do

tamanho (%) dos elementos da malha, e menor ou igual a ordem assintética (p;), isto &,

0 < py(h) < po(h) < p, 0 <h<ho) 5.1)
de <

— < 0 0<h<h 52
i ( c) (5.2)

onde A¢ € o valor méximo de /4 no intervalo subconvergente, ou seja, ¢ o valor maximo de /4 até o
qual as Egs. (5.1) e (5.2) sdo validas; p; € a ordem assintotica do erro da solugdo numérica; e py
¢ a ordem aparente da incerteza da solucdo numérica, que ¢ decrescente com o aumento de 4.

Exemplos de curvas de py versus h, que sdo subconvergentes, podem ser vistas na Fig. 4.1.

intervalo
subconvergente

1 N\
VAR

0 he h

v

Figura 5.1 Defini¢do do intervalo subconvergente da ordem aparente.
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5.1.2 Intervalo Superconvergente
O intervalo superconvergente, esbogado genericamente na Fig. 5.2, ¢ definido como o
intervalo 0 < 4 < h¢e onde a ordem aparente, pi(h), € positiva, decrescente com a diminui¢ao do

tamanho (%) dos elementos da malha, e maior ou igual a ordem assintotica (py), isto &,

0 < p, < p,(h) = p,(h) (0<h<he) (5.3)
de >

=L >0 0<h<h 54
i ( ) (5.4)

onde A¢ € o valor méximo de /4 no intervalo superconvergente, ou seja, € o valor maximo de 4 até
o qual as Egs. (5.3) e (5.4) sdo validas; p; ¢ a ordem assintética do erro da solu¢ao numérica; e
pu ¢ a ordem aparente da incerteza da solugcdo numérica, que € crescente com o aumento de 4.

Exemplos de curvas de py versus h, que sdo superconvergentes, podem ser vistas na Fig. 4.2.

r, intervalo
superconvergente
—

Pu

pL /
NS

0 he. h

v

Figura 5.2 Definicao do intervalo superconvergente da ordem aparente.

5.1.3 Comentarios e Exemplos
Presume-se que todas as solu¢des numéricas, de qualquer varidvel de interesse, como

aquelas das Tabs. 1.2 e 2.1, gerem curvas de py versus h que sdo subconvergente ou
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superconvergente quando # — 0. As curvas de py versus h, esbogadas nas Figs. 5.1 ¢ 5.2 sdo
apenas de carater ilustrativo, ou seja, ndo representam todas os tipos de curva que sao possiveis
de se encontrar e que podem ser tdo simples, como aquelas das Figs. 4.1 e 4.2, ou mais
complexas, inclusive com subintervalos de 4 onde py ¢ indefinido ou negativo. O valor méximo
de /4 que define o intervalo convergente, isto €, hc, depende da complexidade do modelo
matematico ¢ do modelo numérico empregado em sua solucdo. Mas qualquer que seja o seu
valor, acredita-se que /¢ caracteriza o ponto a partir do qual o primeiro termo da equacgdo geral
do erro de discretizacao (E), Eq. (3.2), passa a dominar o valor total de E, isto ¢, quando o
coeficiente Cr da Eq. (3.20) ¢ aproximadamente igual ao coeficiente C; da Eq. (3.2). Nao se
vislumbrou, com o presente trabalho, um procedimento para estimar o valor de 4¢, isto €, um
procedimento que indicasse quando se estd ou ndo dentro do intervalo convergente da ordem
aparente para qualquer 4 dado.

Por defini¢do, no caso particular de py = p;, qualquer que seja &, py € subconvergente e
superconvergente simultaneamente ou, simplesmente, convergido. Exemplos pertinentes podem
ser vistos nas Tabs. 4.2 € 4.5. A partir dos exemplos apresentados nos Caps. 2, 3 e 4, verifica-se
que:

1) para os exemplos da secdo 4.3, a ordem aparente (py) ¢ convergente em todos os valores de /
mostrados nas tabelas e figuras;
2) quando a equagdo do erro ¢ composta por um Unico termo, a ordem aparente (py) €

convergida, isto €, pr = py = pr; 1sso pode ser observado nas Egs. (2.41) e (2.44) para as
varidveis A, € A, ,assim como nas Tabs. 4.2 ¢ 4.5;

3) quando a equagdo do erro ¢ composta por dois ou mais termos e os dois primeiros t€m sinais
opostos, a ordem aparente (py) € subconvergente; isso pode ser constatado nas Egs. (2.40) e
(2.45) para as variaveis 4,5 € A, bem como na Fig. 4.1 e nas Tabs. 4.1 € 4.6; ¢

4) quando a equagdo do erro é composta por dois ou mais termos e todos t€ém o mesmo sinal, a
ordem aparente (py) € superconvergente; isso pode ser observado nas Egs. (2.42) e (2.43)
para as variaveis Ay, € A ,, assim como na Fig. 4.2 ¢ nas Tabs. 4.3 ¢ 4.4.

Os resultados relatados nos itens 2 a 4, acima, ja eram esperados de acordo com as
dedugdes feitas na se¢do 4.1. O estimador de Richardson, Egs. (3.10) e (4.28), ¢ valido apenas
para valores das ordens assintotica (p;) e aparente (py) maiores do que zero, isto ¢, (pr,pv) > 0.
Esta condicdo ¢ automaticamente satisfeita no caso da ordem assintotica para as aproximacdes

numéricas geralmente empregadas; neste trabalho, por exemplo, tem-se p, = 1 ou p;, = 2,
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conforme a Tab. 2.8. Mas isso ndo acontece no caso da ordem aparente pois, da mesma forma
como mostrado para a ordem efetiva (pg) na subsecdo 4.1.3, ela também pode assumir valores
negativos ou ser indefinida, conforme se apresenta na Parte II deste trabalho. O argumento para
justificar o uso de ordens positivas ¢ o seguinte: considere-se py < 0 sobre a Eq. (4.18), isto

implica que

U(p) = Ky (5.5)

h‘l’v‘

Celik e Karatekin (1997) propdem o emprego do mddulo da razdo de convergéncia da solugao
numérica para a solucao analitica (), Eq. (4.25), quando py resulta em valores indefinidos, ou
o uso do moddulo de py quando este € negativo. Mas, a partir da Eq. (5.5), verifica-se que ao se
refinar a malha, isto ¢, ao se reduzir o tamanho (%) dos elementos da malha, a incerteza aumenta
quando se considera py < 0. Esse resultado € o oposto ao esperado para o comportamento do erro
de truncamento ou do erro de discretizagdo, pelo menos quando # — 0 ou quando a equagao do
erro ¢ constituida por um unico termo. Conclusdo: ndo faz sentido calcular incertezas com a
ordem aparente negativa, ou usando o seu modulo, ou ainda empregando o modulo de y para
calcular a ordem aparente quando ela ¢ indefinida. Os conceitos e comentarios da secdo 5.1

também sdo aplicaveis a ordem efetiva (pg).

5.2 ENVOLVENTES DA SOLUCAO ANALITICA E DO ERRO

Nesta secao sdo deduzidas e exemplificadas as envolventes da solucdo analitica exata e

do erro de discretizagdo, definidas a seguir. Para qualquer variavel de interesse, por definicdo, a
envolvente da solucdo analitica exata (@) é um intervalo fechado [¢,¢'] que contém @, onde ¢

representa solugcdes numéricas calculadas ou extrapoladas. Um exemplo de envolvente da
solucdo analitica ¢ dado na Fig. 3.6, com ¢ e ¢, representando os limites da envolvente, onde ¢,
¢ a solucdo numérica obtida com malha fina, isto é, com uma malha cujo tamanho (%) dos
elementos ¢ 4, e ¢, designa a estimativa do valor da solu¢do analitica, obtida através da
extrapolagdo de Richardson, Eq. (3.8).

Para qualquer variavel de interesse, por defini¢do, a envolvente do erro de discretizacio

(E) é um intervalo fechado [U ,U'] que contém E, onde U representa a incerteza de solucdes
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numéricas calculadas ou extrapoladas. Um exemplo de envolvente do erro de discretizagdo
também ¢ dado na Fig. 3.6, com o intervalo entre zero e Ug(¢) representando os limites da
envolvente, onde Ug{( @) designa a incerteza de ¢, ou a sua estimativa do erro, obtida através do
estimador de Richardson, Eq. (3.10).

Nas duas subsecdes, a seguir, sao deduzidas envolventes do erro de discretizacdo e da
solugdo analitica exata para os casos em que a ordem aparente ¢ convergente, de acordo com a

definicdo dada na se¢do 5.1.

5.2.1 Deducio de Envolvente do Erro de Discretizaciao

Demonstra-se nesta subse¢do que o uso do estimador de Richardson permite calcular dois
valores de incerteza (Ug;) que constituem uma envolvente do erro de discretiza¢do (E£) quando a
ordem aparente (py) € convergente. Conseqiientemente, consegue-se obter garantidamente uma
incerteza que seja confiavel, isto é, U/E > 1.

Conforme visto nos Caps. 3 e 4, Egs. (3.10) e (4.28), com o estimador de Richardson e
dispondo-se de trés solugcdes numéricas (@i, ¢ € ¢) obtidas em trés malhas diferentes (4, A, e

h3), € possivel calcular incertezas (Ug;) utilizando as ordens assintética (py) e aparente (py),

dadas por
(¢1_¢2)
Uu(p,) = ———== 5.6
() (4" —1) (5.6)
(¢1_¢2)
Uuslpy,) = ———3% 5.7
() = (05 (5.7)

Considere-se um problema no qual p; = 2 e cujos resultados das trés solu¢des numéricas (¢, ¢ e
@) fornegam py = 0,5. Qual destas ordens deve ser usada para o calculo da incerteza? Qual ¢ a
confianca de Ug; em relagdo ao erro de discretizagao (£)? Demonstra-se, a seguir, em que casos
as Egs. (5.6) e (5.7) devem ser usadas quando a ordem aparente ¢ convergente para que a
incerteza seja confiavel e acurada, conforme as defini¢des feitas na se¢do 3.1.

As incertezas calculadas com as Eqgs. (5.6) e (5.7) referem-se a solugdo numérica ¢
obtida sobre a malha /;. No célculo da incerteza com a Eq. (5.6) esta implicito que a ordem

assintotica (p;) ¢ constante entre #; ¢ &4 — 0, conforme a dedugdo feita na subsecao 3.2.1. Em
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geral, esta consideracdo ¢ correta uma vez que os tipos de aproximagdes numéricas usadas nos
modelos numéricos sdo mantidos constantes; por exemplo: para Ay, pr = 1 € para A, pr = 2.

No célculo da incerteza com a Eq. (5.7) estd implicito que a ordem aparente (py) €
constante entre /#; e 4 — 0, conforme a dedugdo feita na secdo 4.2. Em geral, esta consideracao ¢
incorreta porque na pratica, mesmo no intervalo convergente, py ¢ fungdo de 4, isto €, em 4 tem-
se py(h) que varia monotonicamente até atingir p; em 4 = 0. Isso pode ser visto nas tabelas do
Cap. 4 e nas Figs. 4.1 e 4.2.

Considerando-se inicialmente o caso de py subconvergente, pode-se definir uma ordem
média (py) que representa a funcdo desconhecida py(h) entre h; € h — 0 e cujo estimador de
Richardson baseado nela, Ugi{py), seja igual ao erro de discretizacdo (£) da solugdo numérica ¢

na malha /4, ou seja,

(¢1_¢2)
U.. = 27 - F 5.8
& (D) (g™ -1) (5.8)
onde
pU(hl) S Py S P (5.9)

Assim, considerando Ur{(py) = E, a razdo entre Ug{p;) € E, com as Egs. (5.6) e (5.8), resulta em

Up(p) _ Uplp) _ (@™-D (5.10)
E URi(pM) (g™ -1

e a razao entre Ug(py) € E, com as Egs. (5.7) e (5.8), em

Un(py) _ Uwlpy) _ @™ =D (5.11)

E Up(py) (g™ -1)

Subentende-se Ug{py) como a incerteza calculada através da Eq. (5.7) com py(h)).
Considerando-se a Eq. (5.9) e as Egs. (510) e (5.11), e lembrando-se que a razdo de refino de

malha (g) € sempre superior a unidade, verifica-se que



101

(g™ =1 < 1 < (g™ =1 (5.12)
(g™ =1) (g™ =1)

onde, por exemplo, parag =2, py=1, ppy=1,8 e p, =2, a Eq. (5.12) resulta em 0,83 <1 <2,5.
Da Eq. (5.12), conclui-se que

UnP) o | <o Unpw) (se pu subconvergente) (5.13)

E E

ou seja, Ur(pr) € Ur(py) constituem uma envolvente do erro de discretizacdo (E) da solucdo
numérica (¢ ) quando py € subconvergente.
O mesmo raciocinio empregado para obter a Eq. (5.13) pode ser usado para demonstrar

que no caso de py ser superconvergente, tem-se

U (py) < 1 < M (se py superconvergente) (5.14)

E E

e, portanto, novamente Ug/(p.) € Ur{py) constituem uma envolvente do erro de discretizacdo (E)
da solugdao numérica (¢;), mesmo quando py € superconvergente.

Com as Egs. (5.13) e (5.14), conclui-se que o erro de discretizagdo (E) ¢ envolvido pelas
incertezas Ugi(pr) € Ur(py) quando py € convergente. Em outras palavras, Ur{pr) € Urdpv)
representam limites inferior e superior do erro. Portanto, estas equagdes fornecem incertezas
confiaveis, isto ¢, U/E > 1. Assim, se py ¢ subconvergente, Uz{py) € confiavel, conforme a Eq.
(5.13), e se py € superconvergente, Ugr{p;) € confidvel, conforme a Eq. (5.14). Com a Eq. (5.12)
e sua andloga para py superconvergente, verifica-se que quanto mais proximo py estiver de py,
mais proximas da unidade estardo as efetividades das incertezas Ugd{pr) e Urlpu).

Conseqlientemente, mais acuradas serdo estas estimativas de erro.

5.2.2 Deducao de Envolvente da Solu¢ao Analitica Exata
Nos Caps. 3 e 4 foram obtidas expressdes para calcular a extrapolacdo de Richardson

com base nas ordens assintotica, Eq. (3.8), e aparente, Eq. (4.27), reescritas aqui,
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_ @-9)
h(p) = b+ (5.15)
gp) = 4o+ B (5.16)

A Ttnica diferenca entre as expressdes de Ug; € ¢, isto €, entre as Egs. (5.6) e (5.15), e entre as
Egs. (5.7) e (5.16) ¢ a existéncia ou ndo de um termo com ¢. Portanto, com base na Eq. (5.13),

também pode-se deduzir que

¢.(p) . | o 2.(P0)
® - 0 o

(se py subconvergente) (5.17)
ou seja, ¢+(pr) € ¢(py) constituem uma envolvente da solugdo analitica exata (D) quando py €

subconvergente. Da mesma forma, com base na Eq. (5.14), também se pode deduzir que

¢.(p) _ | o (P (se pu superconvergente) (5.18)

o o

isto €, @s(pr) € do(py) novamente constituem uma envolvente da solucdo analitica exata (D)
quando py ¢ superconvergente. Com as Eqgs. (5.17) e (5.18), conclui-se que a solucao analitica
exata (@) ¢ envolvida pelas extrapolacdes de Richardson calculadas com a ordem assintdtica
?+(p1), Eq. (5.15), e com a ordem aparente ¢.(py), Eq. (5.16), quando py é convergente. Em
outras palavras, @.(p1) € ¢.(py) representam limites inferior e superior da solucdo analitica exata
(®). Aqui também, da mesma forma que ocorre entre Ug(pr) € E, quanto mais proéximo py
estiver de p;, mais proximas da unidade estardo as razdes de ¢(p1) € d-(py) em relacdo a ®@. Os
sinais de igualdade usados nas Egs. (5.13), (5.14), (5.17) e (5.18) aplicam-se apenas ao caso-
limite em que a equagdo do erro de discretizagdo, Eq. (3.2), ¢ composta por um Unico termo e,
portanto, py = p; em qualquer /4, conforme visto e explicado no Cap. 4.

A Fig. 5.3 ilustra as envolventes da solucdo analitica exata, Eq. (5.17), e do erro de
discretizacdo, Eq. (5.13), para o caso de py ser subconvergente. Pode-se observar nesta figura, as
solugdes numéricas ¢ e ¢ obtidas em duas malhas diferentes (%, e /,), a solugdo analitica exata

(®), a extrapolagao de Richardson obtida através da Eq. (5.15) com a ordem assintética (py),



103

#+(p1), a extrapolacdo de Richardson obtida através da Eq. (5.16) com a ordem aparente (py),
@+(pv), o erro de discretizacdo de ¢, E(¢), a incerteza de Richardson (Ug;) obtida através da Eq.
(5.6) com a ordem assintética (p;), Uri(pL), € a incerteza de Richardson (Uy;) obtida através da
Eq. (5.7) com a ordem aparente (py), Urpy). A Fig. 5.4 ilustra as envolventes da solucao

analitica exata, Eq. (5.18), e do erro de discretizacdo, Eq. (5.14), para o caso de py ser

Sup Cr ConVergente .
b () b ()
Uu(p) ;
E,)
Upo) ® ;
¢2 (I) 1

Figura 5.3 Envolventes da solugdo analitica exata (@) e do erro de

discretizagdo (E), para a ordem aparente (py) subconvergente.

5.2.3 Exemplos de Envolventes

Nas Tabs. 5.1 e 5.2 ¢ mostrada a razao entre incerteza (U) e erro (&), em fungao de 4, para
as aproximagdes numéricas A, e A, definidas na Tab. 2.1. Nas Tabs. 5.1 e 5.2 tem-se um
caso de ordem aparente (py) subconvergente, mostrado na Tab. 4.1, e um caso de py
superconvergente, mostrado na Tab. 4.3, respectivamente para as varidveis 4, e A, onde
suas ordens assintoticas sdo iguais a p; = 1. Os resultados da Tab. 5.2 também podem ser vistos
na Fig. 5.5. Os valores das aproximagdes numéricas A, € A, € Seus erros encontram-se nas

Tabs. 2.2 e 2.4, e foram obtidos para h =4, 2, 1, ', ... Nas Tabs. 5.1 e 5.2 ndo sdo apresentados
os resultados de U/¢ para h = 4. Isso ocorre porque sdo necessarias pelo menos duas solucdes

numéricas para calcular Ug(p;). Além disso, a designacdo “ndo se aplica”, mencionada nas
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tabelas, deve-se também ao niimero minimo de trés solugdes numéricas que € necessario para

calcular Uzi(py).

o (o) b ()
Uup) ;
E0,)
Unlp,) ®
¢2 ¢1

Figura 5.4 Envolventes da solugdo analitica exata (@) e do erro de

discretizagdo (E), para a ordem aparente (py) superconvergente.

Para as Tabs. 5.1 e 5.2 e a Fig. 5.5, conforme previsto na subsecdo 5.2.1, as incertezas
Uripr) € Ur{py) constituem uma envolvente do erro (&) da solugdo numérica em qualquer
tamanho (4) de malha, uma vez que py € sempre convergente nestes exemplos. Também
conforme previsto na subsecao 5.2.1, verifica-se nas Tabs. 5.1 € 5.2, com o auxilio das Tabs. 4.1
e 4.3, que quanto mais proximo py estd de p;, mais proximas da unidade estdo as efetividades

das incertezas Ugi(pr) € Ur(pu), 0 que resulta em incertezas mais acuradas.

5.3 SOLUCAO NUMERICA CONVERGENTE E SUA INCERTEZA

Com base no conceito de envolvente da solugdo analitica exata (@) de uma variavel
genérica, visto na se¢do anterior, nesta secao sio introduzidos os conceitos de solugdo numérica
convergente (¢c) e sua respectiva incerteza (Uc). Além disso, sdo apresentados exemplos de
calculo e deduzida a ordem assintotica do erro de ¢c.

Conforme ilustrado nas Figs. 5.3 e 5.4, foi visto na se¢do anterior que a solucdo analitica

exata (@) de uma variavel genérica encontra-se entre @¢.(p) € @.(py) quando a ordem aparente
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(pv) € convergente, de acordo com as definicdes da secao 5.1. Sabendo-se disso, define-se a

solucdo numérica convergente (@c) como a média dos valores de ¢.(p1) € ¢d-(pv), ou seja,

[9.(p,) + ¢.(py)]
2

b = (5.19)

onde @.(pr) e do(py) sdo obtidos com a extrapolacao de Richardson através das Egs. (5.15) e
(5.16), e a sua incerteza (Uc) € o modulo da metade do intervalo entre @.(pr) € @d-(py) que

envolve a solugdo analitica exata (P), isto &,

U, = 6. (p,) ¢.(py) (5.20)
2
Para o uso de ¢¢ e Ug, a representacdo apropriada da solugdo numérica (¢) €
¢ = ¢ = Uc (5.21)

Tabela 5.1 Razdo entre incerteza (U) e erro de truncamento (&) para a aproximacao

numérica da derivada de 1? ordem com 1 ponto a montante ( Ay, ).

h

URi(pL) / &

URi(pU) / &

2,000000000E+00
1,000000000E+00
5,000000000E-01
2,500000000E-01
1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03

6,790123457E-01
8,356940510E-01
9,171758316E-01
9,584510553E-01
9,791949344E-01
9,895902570E-01
9,947933798E-01
9,973962594E-01
9,986980229E-01
9,993489849E-01

ndo se aplica
1,700205138E+00
1,228052080E+00
1,096486260E+00
1,044734885E+00
1,021575520E+00
1,010599251E+00
1,005253618E+00
1,002615443E+00
1,001304897E+00

As Figs. 5.6 e 5.7 ilustram a solugdo numérica convergente (¢c), sua respectiva incerteza

(Uc), bem como o seu erro de discretizacdo (E(), respectivamente, para os casos em que a ordem
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aparente (py) € subconvergente e superconvergente. Estas duas figuras sdo iguais as Figs. 5.3 ¢

5.4, apenas acrescidas dos parametros ¢c, Uc € Ec.

Tabela 5.2 Razao entre incerteza (U) e erro de truncamento (&) para a aproximagao

numérica da derivada de 1* ordem com 1 ponto a jusante ( A, ).

incerteza / erro

Figura 5.5 Razdo entre incerteza (Ug,) € erro (&) para a aproximagdo numérica A, .

0,7

URi(pL) /&

URi(pU) /&

2,000000000E+00
1,000000000E+00
5,000000000E-01
2,500000000E-01
1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03

1,336283186E+00
1,167865707E+00
1,083697689E+00
1,041766300E+00
1,020859340E+00
1,010423308E+00
1,005210011E+00
1,002604588E+00
1,001302189E+00
1,000651068E+00

nao se aplica
7,888357830E-01
8,700673255E-01
9,268812486E-01
9,610384767E-01
9,798635989E-01
9,897602654E-01
9,948362448E-01
9,974070215E-01
9,987007192E-01
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¢ ~ (pL) ¢C (I) (pU)
U, U.
URi(pL)
E.
—
E(9,)
vy ;
(1)2 (I)l

Figura 5.6 Solucao numérica convergente (¢c) para ordem aparente (py) subconvergente.

o (o) e b (p,)
U, U.
Uup)
E.
E0,)
Unlp,) ®
¢2 ¢1

Figura 5.7 Solucao numérica convergente (¢c) para ordem aparente (py) superconvergente.

A Eq. (5.19) representa a proposta mais simples para obter uma nova solu¢do numérica
(¢c) com erro de discretizagdo menor do que aquele da solugdo ¢, obtida numa malha cujo

tamanho dos elementos ¢ /;. Outra conseqiiéncia do uso da Eq. (5.19) € que a incerteza (U¢) €
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simples de se calcular e informar, e que representa uma variagdo de mesma magnitude, para mais
ou para menos de ¢¢, conforme visto nas Egs. (5.20) e (5.21).

Nas duas proximas subsegdes, sdo apresentados exemplos do uso da solugcdo numérica
convergente (¢4c) e de sua respectiva incerteza (Uc), € demonstra-se que a ordem do erro de

discretizacao desta solucdo ¢ superior a ordem do erro de ¢.

5.3.1 Exemplos

O primeiro dos dois exemplos que sdo apresentados nesta subsecdo referem-se aos
resultados apresentados por Jameson e Martinelli (1998). Estes autores resolveram escoamentos
subsonicos empregando trés malhas diferentes € com um modelo numérico cuja ordem
assintotica (py) € dois. Seus resultados para o coeficiente de arrasto (C,) do aerofdlio Korn e
nimero de Mach = 0,75 sdo apresentados na Tab. 5.3 com quatro algarismos. A extrapolagdo de
Richardson (¢.), Eq. (5.15), calculada com a ordem assintética (p;) e baseada nas malhas fina
(160x32) e grossa (80x16), resulta em ¢@.(pr) = —0,00057 ; devendo-se notar que para as malhas
da Tab. 5.3, a razdo de refino entre elas ¢ g = 2. Nos célculos sdo usados cinco algarismos
significativos para ser possivel realizar o exemplo; o uso de quatro algarismos, como no caso da
Tab. 5.3, seria inviavel. Devido ao valor de ¢, que ¢ zero, a incerteza de Richardson (Uy;) obtida
através da Eq. (5.6) com a ordem assintotica (p;) e baseada nas malhas fina (160x32) e grossa
(80x16), também resulta em Ug(p.) = —0,00057. A ordem aparente (py), calculada através das
Egs. (4.25) e (4.26) e usando-se as trés solucdes numéricas da Tab. 5.3 resulta em py = 2,2524,
valor razoavelmente proximo da ordem assintotica (p;) que ¢ dois. A extrapolacao de Richardson
(#0), Eq. (5.16), calculada com a ordem aparente (py) e baseada nas malhas fina (160x32) e
grossa (80x16), resulta em @.(py) = —0,00045. Novamente, devido ao valor de ¢, que € zero, a

incerteza de Richardson (Uy;) obtida através da Eq. (5.7) com a ordem aparente (py) e baseada

nas malhas fina (160x32) e grossa (80x16), também resulta em Ug{py) = —0,00045 . Em fungdo

do valor obtido para py, e considerando-se que se esteja no seu intervalo superconvergente, de
acordo com a Eq. (5.14), a incerteza confiavel para a solu¢do numérica obtida com a malha fina

¢: Uri(pr) = —0,00057 . Portanto, de um lado, a representacdo da solucdo numérica e de seu erro

estimado ¢, de acordo com a Eq. (3.23):

6 = 0 — 0,00057 (5.22)
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Por outro lado, a solu¢do numérica convergente (¢c) e a sua respectiva incerteza (Uc), calculadas
por meio das Egs. (5.19) e (5.20) resultam em: ¢ = —0,00051 ¢ Uc = +£0,00006.

Conseqiientemente, a representacdo da solugdo com a Eq. (5.21) ¢

¢ = —0,00051 + 0,00006 (5.23)

Portanto, com a comparagdo das Egs. (5.22) e (5.23), verifica-se que o uso da solu¢do numérica
convergente (@) resulta numa incerteza que ¢ cerca de 10 vezes menor que o simples uso do
estimador de Richardson. Conforme mostra-se no préximo exemplo, quanto mais refinada ¢ a

malha, maior € esta relacao, entre as incertezas, a favor da solugdo numérica convergente.

Tabela 5.3. Resultados do coeficiente de arrasto (C,) do aerofolio Korn

(Jameson e Martinelli, 1998).

dimensdo da malha designacdo da malha Cy
40x 8 supergrossa (3) 0,0098
80x 16 grossa (2) 0,0017
160 x 32 fina (1) 0,0000

O segundo exemplo ¢ apresentado através das Tabs. 5.4 e 5.5. Elas relacionam para a

variavel A, cujos resultados numéricos e seus erros (&) sio dados na Tab. 2.4, a solugdo

numérica convergente (¢c) e sua incerteza (Uc). O erro & foi calculado pela diferenca entre a
solugdo analitica exata (@), dada no Cap. 2, e @¢c. Na Tab. 5.5 usa-se Ur/(p;) porque, conforme a
Tab. 5.4, ele ¢ o limite superior esperado para o erro (&;). Os resultados da Tab. 5.5 também sdo
mostrados na Fig. 5.8. Através deles pode-se notar que a efetividade da incerteza Ug, isto €, a
razdo entre Uc e &, ndo tende a unidade, o que seria de se esperar para uma estimativa de erro
acurada, de acordo com a defini¢ado dada na Eq. (3.6). Porém, na Tab. 5.4, pode-se notar a
importante diminui¢do do valor de Uc em relagdao ao erro de truncamento (&;) @ medida que o
tamanho (/) dos elementos da malha ¢ reduzido; e isso ocorre usando-se os mesmos resultados

numéricos empregados para obter Ug,. A ordem assintotica do erro de A, € p; = 1, conforme a
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Tab. 2.8. Mas para ¢c tem-se p, = 2, o que pode ser visto na Fig. 5.8 onde as inclinagdes com o
eixo das abscissas de & ¢ Uc, em relagdo a &, ¢ Ug;, sdo maiores. Esse aumento de ordem do erro

da solugdao numérica convergente (@¢) ¢ demonstrado na subsecao a seguir.

Tabela 5.4 Razdo entre incerteza (U) e erro de truncamento (&;) para a aproximagao

numérica da derivada de 1? ordem com 1 ponto a jusante ( A, ).

h

Uripr) / &;

Uripv) / &

UC/(E‘T

2,000000000E+00
1,000000000E+00
5,000000000E-01
2,500000000E-01
1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03

1,336283186E+00
1,167865707E+00
1,083697689E+00
1,041766300E+00
1,020859340E+00
1,010423308E+00
1,005210011E+00
1,002604588E+00
1,001302189E+00
1,000651068E+00

ndo se aplica
7,888357830E-01
8,700673255E-01
9,268812486E-01
9,610384767E-01
9,798635989E-01
9,897602654E-01
9,948362448E-01
9,974070215E-01
9,987007192E-01

ndo se aplica
1,895149622E-01
1,068151817E-01
5,744252573E-02
2,991043186E-02
1,527985441E-02
7,724872887E-03
3,884171746E-03
1,947583753E-03
9,751744619E-04

Tabela 5.5 Mdédulo dos erros (&; € &) e das incertezas (Ug; € Uc) para a aproximacao

numérica da derivada de 1* ordem com 1 ponto a jusante ( Ay, ).

&r

UrdpL)

&

Uc

4,000000000E+00
2,000000000E+00
1,000000000E+00
5,000000000E-01
2,500000000E-01
1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03

2,112000000E+03
9,040000000E+02
4,170000000E+02
2,001250000E+02
9,801562500E+01
4,850195313E+01
2,412524414E+01
1,203128052E+01
6,007816315E+00
3,001953602E+00
1,500488341E+00

ndo se aplica
1,208000000E+03
4,869999998E+02
2,168750000E+02
1,021093750E+02
4,951367186E+01
2,437670899E+01
1,209396362E+01
6,023464201E+00
3,005862713E+00
1,501465261E+00

ndo se aplica

ndo se aplica
9,027739000E+00
4,626388000E+00
1,536515000E+00
4,389960000E-01
1,171650000E-01
3,025700000E-02
7,688000000E-03
1,937000000E-03
4,859999999E-04

ndo se aplica

ndo se aplica
7,902773924E+01
2,137638824E+01
5,630265061E+00
1,450714364E+00
3,686302181E-01
9,294011267E-02
2,333539038E-02
5,846556062E-03
1,463237910E-03
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Figura 5.8 Modulo dos erros (&; € &) e das incertezas (Ug; € Uc) da aproximagdo numérica A, .

5.3.2 Ordem Assintéotica do Erro da Solu¢ao Numérica Convergente

Sabendo-se que o valor de ¢@¢ se baseia em duas solugdes numéricas extrapoladas, Eq.
(5.19), basta demonstrar que a ordem assintotica do erro de qualquer solugdo ¢, obtida através
da extrapolagdo de Richardson, Eq. (3.8), ¢ maior do que a ordem assintdtica do erro das
solucdes numéricas (¢, ¢») usadas no célculo de ¢, o que ¢ feito a seguir.

A partir das Egs. (3.1) e (3.2), pode-se obter

o =9 + ChH* + Ch*» + Ch + Ch* + ... (5.24)

onde ¢ ¢ a solucdo numérica obtida com uma malha cujo tamanho dos elementos € /;; os
coeficientes C; independem de h;; p,, p3 € ps sdo as ordens verdadeiras; e p; ¢ a ordem
assintotica. Com a dedugdo apresentada na subsegdo 3.2.1, pode-se mostrar que a Eq. (5.24) se

reduz a

o = ¢, + E@,) (5.25)
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onde

¢, = # + G (5.26)

E@,) = Ch» + Ch>» + Ch' + .. (5.27)

Portanto, com a definicdo de ordem assintdtica do erro, dada acima, e a partir da Eq. (5.27),
verifica-se que a ordem assintotica do erro de ¢, obtido através da extrapolacdao de Richardson,
Eq. (3.8), ¢ igual a p,. Esta ordem ¢ maior do que a ordem assintdtica do erro das solugdes
numéricas (¢, ¢) usadas no céalculo de (¢.), e que vale p;. Deve-se notar que p, ¢ a segunda
ordem verdadeira do erro das solugdes numéricas (¢, ¢) usadas no calculo de (¢.).
Procedimento semelhante pode ser usado para demonstrar que a ordem assintdtica do erro da
extrapolagdo de Richardson, obtida através da Eq. (5.16) com a ordem aparente (py), ¢-(puv),
também ¢ igual a p,. Entdo, sabendo-se que o valor de ¢c se baseia em duas solugdes numéricas
extrapoladas, Eq. (5.19), finalmente, conclui-se que a ordem assintotica do erro da solucdo
numérica convergente (@¢) também € p,, que ¢ maior do que a ordem assintotica do erro das

solugdes numéricas (¢, ¢,) usadas no calculo de ¢.(pr) e ¢.(py), encerrando a demonstragao.

5.4 RESUMO DO CAPITULO 5

Foram definidos na secdo 5.1 dois tipos de curva esperados para a ordem aparente (py)
quando o tamanho (%) dos elementos da malha tende a zero, isto ¢, quando 2 — 0: intervalos
subconvergente e superconvergente; sendo ambos referenciados genericamente por ordem
aparente convergente. Para os exemplos da se¢do 4.3, a ordem aparente (py) € convergente em
todos os valores de # mostrados nas tabelas e figuras. Quando a equagdo do erro € composta por
um unico termo, a ordem aparente (py) € convergida, isto €, pg = py = pr; 1sso pode ser
observado nas Egs. (2.41) e (2.44) para as variaveis A, € A, assim como nas Tabs. 4.2 €
4.5. Quando a equagdo do erro ¢ composta por dois ou mais termos e os dois primeiros t€m
sinais opostos, a ordem aparente (py) € subconvergente; isso pode ser constatado nas Egs. (2.40)

e (2.45) para as variaveis A, € A, bem como na Fig. 4.1 e nas Tabs. 4.1 ¢ 4.6. Quando a

equacdo do erro ¢ composta por dois ou mais termos e todos tém o mesmo sinal, a ordem
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aparente (py) € superconvergente; isso pode ser observado nas Egs. (2.42) e (2.43) para as
variaveis Ay, € Apps ,, assim como na Fig. 4.2 e nas Tabs. 4.3 ¢ 4.4. Ndo se vislumbrou, com o

presente trabalho, um procedimento para estimar o valor de /¢, isto ¢, um procedimento que
indicasse quando se estd ou ndo dentro do intervalo convergente da ordem aparente para
qualquer 4 dado.

Na secdo 5.2, foram definidas, deduzidas e exemplificadas as envolventes do erro de
discretiza¢do (E) e da solug¢do analitica exata (@) para os casos em que a ordem aparente ¢
convergente. Com as Eqgs. (5.13) e (5.14), concluiu-se que o erro de discretizacao (E) ¢ envolvido
pelas incertezas Ugi(pr) € Uri(pu) quando py € convergente, onde Ug(p.) ¢ a incerteza de
Richardson (Ug;) obtida através da Eq. (5.6) com a ordem assintotica (p.), ¢ Ur{pu) € a incerteza
de Richardson (Ug;) obtida através da Eq. (5.7) com a ordem aparente (py). Em outras palavras,
Uri(pr) € Uri(py) constituem limites inferior e superior do erro. Portanto, estas duas incertezas
sdo confidveis, isto é, U/E > 1. Assim, se py € subconvergente, Ug/(py) ¢ confidvel, conforme a
Eq. (5.13), e se py ¢ superconvergente, Ur{(p;) € confiavel, conforme a Eq. (5.14). Com a Eq.
(5.12) e sua analoga para py superconvergente, verificou-se que quanto mais proximo py estiver
de p;, mais proximas da unidade estardo as efetividades das incertezas Ugrdpr) € Urilpu).
Conseqiientemente, mais acuradas serdo estas estimativas de erro.

Com as Egs. (5.17) e (5.18), concluiu-se que a solucdo analitica exata (@) ¢ envolvida
pelas extrapolagdes de Richardson calculadas com a ordem assintotica ¢..(pz), Eq. (5.15), e com
a ordem aparente @.(py), Eq. (5.16), quando py € convergente. Em outras palavras, ¢.(py) €
@-(py) constituem limites inferior e superior da solu¢do analitica exata (®). Aqui também, da
mesma forma que ocorre entre Ug,(p.) € E, quanto mais proximo py estiver de p;, mais préximo
da unidade estardo as razdes de ¢(pr) € ¢+(py) em relagdo a .

Na se¢do 5.3, com base no conceito de envolvente da solugdo analitica exata de uma
variavel genérica, foram introduzidos os conceitos de solugdo numérica convergente (@) € sua
respectiva incerteza (Uc). Além disso, foram apresentados exemplos de célculo e deduzida a
ordem assintética do erro de ¢, p», que ¢ maior do que a ordem assintdtica do erro das solugdes

numéricas (¢, ¢») usadas em seu calculo, e que vale py, isto &, p> > p;.
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Capitulo 6.

CONDICOES SUFICIENTES PARA ESTIMATIVAS DE
ERRO CONFIAVEIS NO INTERVALO CONVERGENTE

Sao determinadas, nesse capitulo, as condigdes que sdo suficientes para realizar
estimativas de erro que sejam confidveis quando a ordem aparente ¢ convergente. Em outras
palavras, sdo determinadas as condi¢gdes que sao suficientes para que a efetividade (6) ou a razado
entre incerteza (U) e erro (E) seja maior ou igual a unidade, isto €, para que U/E > 1 quando a
ordem aparente ¢ subconvergente ou superconvergente, conforme as definigdes apresentadas no
capitulo anterior. As condi¢des sdo determinadas para os estimadores de erro de Richardson,

delta e GCI, vistos nos Caps. 3 e 5.

6.1 ESTIMADOR DE RICHARDSON

Conforme demonstrado na se¢ao 5.2, Eq. (5.13), o estimador de Richardson é confidvel
se a ordem aparente (py) é subconvergente e a incerteza é calculada com base em py, Eq.

(5.7), isto &,

Ur(Py) 5 (se pu subconvergente) (6.1)

E

Também foi demonstrado na secdo 5.2, Eq. (5.14), que o estimador de Richardson é confiavel
se a ordem aparente (py) € superconvergente e a incerteza é calculada com base na ordem

assintdtica (pr), Eq. (5.6), ou seja,

Uw(p,) > (se py superconvergente) (6.2)

E



115

A acuracia das efetividades de Uzd{pr) e Ur(pu) depende da diferenca entre py e py,
conforme ja explicado na se¢ao 5.2: quanto menor a diferenca entre py e p;, dentro do intervalo
convergente, maior ¢ a acurdcia da efetividade do estimador de Richardson. Este fato pode ser
verificado na Fig. 5.5 e nas Tabs. 5.1 e 5.2, com o auxilio das respectivas Tabs. 4.1 e 4.3; nestes
dois casos p; = 1.

De acordo com a Eq. (5.13), a estimativa de erro de Ug(p.), para py subconvergente, nao
¢ confidvel. Isso pode ser visto por exemplo na Tab. 3.1, considerando-se os valores respectivos
de py mostrados na Tab. 4.1, e lembrando-se que p;, = 1. Além disso, conforme a Eq. (5.14), no
caso de py superconvergente, Ug(py) ndo € confidvel.

Conclusdo: para se fazer uma estimativa de erro confiavel, deve-se usar o estimador de
Richardson com base na ordem aparente (py), Eq. (6.1), ou na ordem assintética (p;), Eq. (6.2),
dependendo do comportamento de py ser subconvergente ou superconvergente, respectivamente.
Exemplos sdo mostrados nas Tabs. 5.1 e 5.2 e na Fig. 5.1. No caso da Tab. 5.1, py ¢
subconvergente, conforme a Tab. 4.1, e, portanto, aplica-se a Eq. (6.1). No caso da Tab. 5.2, py ¢
superconvergente, de acordo com a Tab. 4.3, valendo entdo a Eq. (6.2). Para ambos os casos a

ordem assintotica € p; = 1.

6.2 ESTIMADOR DELTA

Para que a incerteza calculada com o estimador delta (U,) seja confiavel, deve-se garantir

que

a5 (6.3)

O erro de discretizacdo (E) pode ser substituido pela incerteza do estimador de Richardson (Ukg;)
dependendo da ordem aparente (py) ser subconvergente ou superconvergente, conforme as Egs.
(6.1) e (6.2). Esta substituicdo pode ser feita porque Ug; ¢ confidvel quando py ¢ convergente.
Assim, garantindo-se que U,/|Ug| = 1 também ira se garantir que Ux/|E| > 1, embora com uma
superestimativa.

Para py superconvergente, a razao entre o estimador delta, Eq. (3.25), e o estimador de

Richardson, Ug«(p.), dado pela Eq. (5.6) resulta em



116

U g™ -1 (6.4)
|URi(pL )|

onde ¢ ¢ a razdo de refino de malha, definida na Eq. (3.9). Portanto, sabendo-se que Ug/(p.) ¢ um
limite superior para E, com as Egs. (6.3) e (6.4), conclui-se que o estimador delta é confiavel se

for atendida a seguinte condicao:
g™ -1 > 1
ou
q” = 2 (se py superconvergente) (6.5)

Um exemplo de que o estimador delta ¢ confidvel com g =2 e p; = 1 ¢ mostrado na Tab.
3.3. Neste exemplo py € superconvergente, conforme pode ser visto na Tab. 4.3. Este caso de g =
2 e p; = 1 satisfaz a condicdao dada na Eq. (6.5). Esta condicao também ¢ satisfeita parag =2 e p;,
= 2, cujos exemplos podem ser vistos nas Tabs. 3.4 ¢ 3.6, com os respectivos py dados nas Tabs.
44¢4.6.

Deve-se notar que qualquer g < 2 para aproximagdes numéricas cujo p; = 1 deixa de
satisfazer a Eq. (6.5). No caso de aproximag¢des numéricas cujo p; = 2, a Eq. (6.5) deixa de ser
satisfeita para g < 1,41. Razdes de refino de malha (¢) menores do que 2 ou 1,5 sdo comuns na
literatura, especialmente em problemas complexos e tridimensionais. Um exemplo ¢ o trabalho
de Stephens e Shih (1999): para verificar o efeito da malha sobre o escoamento tridimensional
turbulento num duto, estes autores resolveram o problema numa malha 257x65x65 pontos e
depois a refinaram com ¢ = 1,25 em cada dire¢ao. Nesses casos, portanto, mesmo para py
convergente, o estimador delta ndo ¢ confiavel.

No caso de py ser subconvergente, o estimador de Richardson baseado na ordem aparente
Urdpv), Eq. (5.7), € que representa o limite superior do erro de discretizacio (£), conforme a Eq.

(6.1). Entdo, a razdo entre o estimador delta e Ug{(py) fornece

UA

—i - = g™ -] 6.6
|URi(pU)| 1 (6.6)
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Portanto, para que o estimador delta seja confiavel, das Egs. (6.3) e (6.6), conclui-se que deve

ser atendida a seguinte condico:

qg” -1 > 1

ou

Py

v
\®)

(se py subconvergente) (6.7)

Na Tab. 3.1 sdo dados exemplos de que quando a condi¢dao da Eq. (6.7) ndo ¢ satisfeita,
obtém-se, conforme previsto, Ux/|E| < 1; os valores respectivos de py sdo mostrados na Tab. 4.1.
No caso especifico de 2 = 1, com g = 2, obteve-se py = 0,577, portanto g = 1,49 ¢ Un/|E| =
0,84, nao satisfazendo a condic¢ao da Eq. (6.7). Para & = 3,90){10"3 , pu=0,999, o que resulta em
g™ =1,998 e Up/|E| = 0,999; entdo, a acuracia de U,, neste caso, € muito boa mas seu valor nao
¢ confiavel pois ndo atende a Eq. (6.3).

Para py subconvergente, mesmo com razao de refino de malha ¢ = 2, o valor obtido do
estimador delta (U,) pode subestimar muito o erro. Por exemplo, se py = 0,1, da Eq. (6.6), UA/|E|
= (0,07, isto &, a estimativa do erro subestima muito o valor correto do erro; nesse caso o erro ¢

cerca de 14 vezes o valor da incerteza.
6.3 ESTIMADOR GCI

Para que a incerteza calculada com o estimador GCI (Ugcy) seja confiavel, deve-se

garantir que

Yoo 5 (6.8)
|£]

O erro de discretizagdo (E) pode ser substituido pela incerteza do estimador de Richardson (Ug;)
dependendo da ordem aparente (py) ser subconvergente ou superconvergente, conforme as Egs.

(6.1) e (6.2). Esta substituicao pode ser feita porque Uy; ¢ confidvel quando py é convergente.
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Assim, garantindo-se que Ugc/|Ug| = 1 também ird se garantir que Ugc/|E| > 1, embora com
uma superestimativa.
Para py superconvergente, a razdo entre o estimador GCI calculado com a ordem

assintotica (py), Eq. (3.31), e o estimador de Richardson Ug,(p;) dado pela Eq. (5.6) resulta em

Uge: (P)
e 6.9
|URi (p, )| (6)

onde Fs ¢ o fator de seguranca do estimador GCI. Portanto, sabendo-se que Ug/(pr) € um limite
superior para E, com as Egs. (6.8) e (6.9), conclui-se que o estimador GCI é confiavel se for

atendida a seguinte condicio:

F, 21 (se py superconvergente) (6.10)

Esta condicao ¢ sempre satisfeita porque os valores usados para F sdo maiores do que a unidade
(Roache, 1998), como o valor trés usado neste trabalho. Se for usado Fs = 1, que ¢ o valor
minimo que atende a Eq. (6.10), o estimador GCI recai no estimador de Richardson. Exemplos
da validade da Eq. (6.10) sao mostrados nas Tabs. 3.3 e 3.4: Ugc/|E| > 1 em qualquer /; nestes
casos foi usado Fg = 3, e py ¢ superconvergente, conforme pode-se ver respectivamente nas
Tabs. 4.3 ¢ 4.4, sendo p; = 1 e 2, respectivamente.

No caso de py ser subconvergente, o estimador de Richardson baseado na ordem
aparente, Ug/(pu), € que representa o limite superior do erro de discretizacao (E), conforme a Eq.
(6.1). Entdo, a razdo entre o estimador GCI calculado com a ordem assintotica (p;), Eq. (3.23) e

Urdpv), Eq. (5.7), resulta em

Usa(P) _ p @ =D (6.11)
U ()| " (g™ -1

Portanto, para que o estimador GCI seja confiavel, das Eqgs. (6.8) e (6.11), conclui-se que a

seguinte condicido deve ser satisfeita:

&m%4>2
(g™ -1
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ou

> (g™ =1

s 2 " 1) (se py subconvergente) (6.12)

Para a variavel 1, com g =2 em h = 1 tem-se py = 0,577, conforme a Tab. 4.1. Para esta

variavel p; = 1. Assim, da Eq. (6.12), verifica-se que o valor minimo do fator de seguranca que
deve ser usado neste caso para que Ugcy seja confidvel é Fg = 2,03. Foi usado Fs = 3, o que
resultou em Ugc/|E| = 2,51, conforme se pode ver na Tab. 3.1.

O Fs obtido da Eq. (6.12) ¢ o valor minimo que deve ser empregado para que Ugcs seja
garantidamente confiavel de acordo com as demonstragcdes matematicas feitas neste capitulo e no
anterior, quando py € subconvergente. Porém, valores de s menores do que o recomendado pela
Eq. (6.12) podem eventualmente resultar em Ugc/|E|] = 1. Isso ocorre porque houve a
substitui¢do de E por Ug; na Eq. (6.8). Portanto, a Eq. (6.12) representa uma condig@o suficiente
mas ndo necessaria para que Ugcy seja confiavel.

Contudo, ainda no caso de py ser subconvergente, se o estimador GCI for calculado com

a ordem aparente (py), a sua razao para Ug/(py) resulta em

Use: (Py)
SGAMUL = F 6.13
|URi (py )| ( )

Assim, para que o estimador GCI seja confiavel, das Eqs. (6.8) e (6.13), deve-se atender a

seguinte condicao:
Fo > 1 (se py subconvergente) (6.14)

isto ¢, obtém-se o mesmo resultado da Eq. (6.10) de py superconvergente.

Conclusdo: pelo menos quando a ordem aparente € convergente, o estimador GCI ¢
desnecessario. Isso ocorre porque se aplicado adequadamente, isto €, usando-se p; ou py no seu
calculo para os casos superconvergente ou subconvergente, respectivamente, basta empregar Fi

=1, o que resulta em reduzi-lo ao estimador de Richardson, de acordo com a Eq. (3.38).
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6.4 RESUMO DO CAPITULO 6

Foram determinadas as condigdes que sdo suficientes para realizar estimativas de erro
que sejam confidveis quando a ordem aparente ¢ convergente. Em outras palavras, foram
determinadas as condigdes que sdo suficientes para que a efetividade (6) ou a razdo entre

incerteza (U) e erro (E) seja U/E > 1 quando a ordem aparente ¢ subconvergente e
superconvergente, conforme definicdes apresentadas no capitulo anterior. As condigdes foram
determinadas para os estimadores de erro de Richardson, delta e GCI, vistos nos Caps. 3 ¢ 5.
Para um determinado problema cuja malha tem elementos de tamanho / e cuja ordem
aparente ndo estd no intervalo convergente, neste 4, ndo existe qualquer garantia de que as
condi¢des vistas neste capitulo sejam suficientes para realizar estimativas de erro confidveis.

Mas para os casos em que a ordem aparente ¢ convergente, verificou-se que:

1) No caso do estimador de Richardson, para se fazer uma estimativa de erro confidvel, deve-se
usd-lo com base na ordem aparente (py), Eq. (6.1), ou na ordem assintdtica (p;), Eq. (6.2),
dependendo do comportamento de py ser subconvergente ou superconvergente,
respectivamente.

2) No caso do estimador delta, para se fazer uma estimativa de erro confidvel, deve-se atender a
condi¢do dada na Eq. (6.7) se a ordem aparente (py) € subconvergente, ou a condi¢do dada na
Eq. (6.5) se a ordem aparente (py) € superconvergente.

3) Pelo menos quando a ordem aparente ¢ convergente, o estimador GCI ¢ desnecessario. Isso
ocorre porque se aplicado adequadamente, isto €, usando-se p; ou py no seu calculo para os
casos superconvergente ou subconvergente, respectivamente, basta empregar Fs = 1, o que
resulta em reduzi-lo ao estimador de Richardson, de acordo com a Eq. (3.38).

4) Devido a sua concepgdo, a incerteza calculada com o estimador convergente, Eq. (5.20), ¢

automaticamente confiavel quando a ordem aparente (py) € convergente.
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Parte 1.

FECHAMENTO DA PARTE I

O fechamento da Parte I deste trabalho estd dividido em trés sec¢des: escopo, sintese e

contribuigdes; descritas a seguir.

I.1 ESCOPO DA PARTE 1

Foram apresentados seis tipos de aproximagdes numéricas (Aypss Aepss Appss Appsa s
Aeps € Am), definidos na Tab. 2.1, para trés varidveis de interesse diferentes: as derivadas de

primeira ¢ segunda ordem da variavel dependente (A) nos modelos matematicos, A’ e A”; e a
média da varidvel dependente ao longo do dominio de calculo, A,,; onde a varidvel independente
¢ a coordenada x, e, portanto, as malhas sdo unidimensionais. De forma genérica, a solucao
analitica exata de qualquer varidvel de interesse ¢ representada pelo simbolo @ e o seu valor
aproximado por ¢. Todas as aproximacdes numéricas foram obtidas considerando os valores
nodais iguais a solu¢do analitica da variavel dependente (A), isto ¢, ndo existem erros nos valores
nodais usados para obter as aproximagdes numéricas, € as variaveis de interesse sao as proprias
aproximacoes numéricas. Conseqiientemente, o erro de discretizagdao das variaveis de interesse €
igual ao erro de truncamento. Além disso, o tamanho (%) dos elementos da malha foi considerado

constante, ou seja, as malhas eram uniformes.

1.2 SINTESE DA PARTE I

A Tab. I.1 apresenta os cinco tipos de andlise de erros que sdo possiveis de fazer de
acordo com o que foi visto na Parte I deste trabalho. O primeiro tipo de analise, a priori das
solugdes numéricas (@) e sem a solugdo analitica exata da variavel de interesse (@), isto €, sem ¢

e sem @, permite apenas a obten¢do da ordem assintotica (p;) e das ordens verdadeiras (py = py,



122

P2, P3, P4, ...) do erro de truncamento (&;), a partir de sua equagdo geral, Eq. (2.2). Também ¢
possivel estimar a razdo de redugdo do erro de truncamento (), dado pela razdo entre o erro de
truncamento, assintotico, numa malha grossa (/;) e numa malha fina (4;). Os tipos de ordem de

erros e de incertezas estdo resumidos na Tab. 1.2.

Tabela I.1 Tipos de analise de erros.

nimero tipo de andlise parametros que podem ser calculados
1 a priori, sem @ ¢ sem ¢ preprde &, wg
2 a priori, com @ ¢ sem ¢ idem 1, g(equagdo geral), px (equacao) de &,
3 a posteriori, sem ®@ e com ¢ nodal idem 1, py, U, wy
4 a posteriori, com ® ¢ com ¢ nodal idem 1 a 3, E(=®-¢), pg, 0
5 a posteriori, com @ e com ¢ continuo idem 1 a 4, E(equagdo geral),

pr ¢ prde E(equagdo geral), pg(equagio) de F

O segundo tipo de analise, a priori das solugdes numéricas (@) e com a solugdo analitica
exata da variavel de interesse (@), isto €, sem ¢ ¢ com ®, além dos parametros ja obtidos na
primeira analise, permite a obtencao da equagdo geral do erro de truncamento (&;), Eq. (2.2), ou
seja, de todos os seus coeficientes. Também ¢ possivel obter uma expressao analitica para a
ordem efetiva (pg) do erro de truncamento (&;), baseada em uma malha Unica, através das Egs.
(4.17) e (4.15).

No terceiro tipo de andlise, a posteriori das solucdes numéricas (@) e sem a solugdo
analitica exata da variavel de interesse (®), isto €, com ¢ nodal conhecido e sem @, além dos
pardmetros ja obtidos na primeira analise, permite a obtengdo da incerteza (U) da solugdo
numérica através de quaisquer estimadores de erro descritos na Tab. 1.3. Também ¢ possivel
obter o valor da ordem aparente (py) da incerteza calculada. Finalmente, pode-se ainda calcular a

razdo de convergéncia da solu¢do numérica para a solucdo analitica (), através da Eq. (4.25).



123

No quarto tipo de andlise, a posteriori das solugdes numéricas (¢§) e com a solucdo
analitica exata da variavel de interesse (@), isto é, com ¢ nodal conhecido e com @, além dos
parametros ja obtidos do primeiro ao terceiro tipo de analise, permite a obtengdo do erro de
discretizagdo (E) através da Eq. (3.1). Também ¢ possivel obter o valor da ordem efetiva (pg)
com base no erro de discretizagdo em duas malhas, através da Eq. (4.4). Pode-se obter, ainda, a

efetividade (#) da incerteza, com a Eq. (3.4).

Tabela 1.2 Tipos de ordem dos erros de truncamento (&)

e de discretizacao (E), e da incerteza (U).

tipo de ordem  simbolo equacao de quem ¢ valores esperados
verdadeiras pv (2.2) & 1,2,3, ..., para A,
(3.2) E

2,4,6, ..., para A,

2,3,4, ..., para A ,

assintdtica PL (2.2) & lou2
(3.2) E
efetiva PE (4.4) ou & > pr, < pr, <0, indefinido
(4.17) com (4.15) E
aparente pu (4.25) com (4.26) U > pr, < pr, <0, indefinido

O quinto tipo de andlise, a posteriori das solugdes numéricas (¢4) e com a solucao
analitica exata da variavel de interesse (®), isto €, com ¢ conhecido através de uma equacao
continua em x ¢ com @, além dos parametros ja obtidos do primeiro ao quarto tipo de analise,
permite a obten¢do da equacao geral do erro de discretizagdo (E), Eq. (3.2), ou seja, de todos os
seus coeficientes sendo conhecidos. Além disso, permite obter a ordem assintdtica (p;) e as

ordens verdadeiras (py = py, p2, p3, pa, ...) do erro de discretizag@o a partir de sua equacdo geral,
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Eq. (3.2). Também ¢ possivel obter uma expressao analitica para a ordem efetiva (pg) do erro de

discretizagdo, baseada em uma malha tUnica, através das Eqs. (4.17) e (4.15).

Tabela 1.3 Tipos de estimadores do erro de discretizagao (E).

tipo de estimador  simbolo baseado em equacdo  minimo*  Hparah — 0
de Richardson Uri(pr) PL (3.10) 2 1
Uri(pv) 2 (4.28) 3 1
delta Ux - (3.25) 2 g” -1
GCI Usci(pr) PL (3.31) 2 Fs
Uccpu) pu Cap. 6 3 Fs
bicoeficiente Uhpi pLe P2 (3.39) 3 1
tricoeficiente U, PL, P2 € P3 (3.54) 4 1
multicoeficiente Upe DL, P25 P3s -+ s PM-1 (3.66) M 1
convergente Uc pLepu (5.20) 3 ?

minimo* = nimero minimo de solugdes numéricas (@) para usa-lo

Os quatro tipos de ordem dos erros de truncamento (&;) e de discretizacdo (E), e da
incerteza (U) sdo apresentados na Tab. 1.2, assim como seus simbolos, equacdes de célculo e de
defini¢do, e os valores tipicos que podem assumir. Estes tipos de ordem sao empregados nos
estimadores do erro de discretizacdo (£) descritos na Tab. 1.3. Nesta tabela sdo apresentados os
seus simbolos, mencionadas as equagdes usadas no calculo de cada tipo de estimador de erro e o
numero minimo de solugdes numéricas necessarias para aplicar cada estimador. Na ultima
coluna, apresenta-se a efetividade (6) assintotica de cada estimador, isto €, a razao entre incerteza
(U) e erro (E) para o limite em que o tamanho (%) dos elementos da malha tende a zero, onde ¢ ¢
a razao de refino de malha, e Fis ¢ o fator de seguranga do estimador GCI.

Nos casos efetivamente praticos de CFD, isto é, quando se deseja obter a solucdo
numérica de um problema, a solucdo analitica ¢ desconhecida. Mas, para os exemplos
apresentados nos Caps. 2 a 5, considerou-se que a solugdo analitica da varidvel dependente (A) e
de suas derivadas eram conhecidas. O objetivo foi: no Cap. 2, exemplificar o procedimento de

calculo dos erros de truncamento com a série de Taylor; no Cap. 3, avaliar o desempenho de
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diversos estimadores de erro; no Cap. 4, calcular ordens efetiva e aparente; e, no Cap. 5,

exemplificar o uso do estimador convergente.

1.3 CONTRIBUICOES NA PARTE I

As contribui¢des realizadas ao longo da Parte I deste trabalho podem ser resumidas nos
seguintes pontos:

1) Foram introduzidos quatro novos estimadores de erro, a posteriori, denominados
bicoeficiente, tricoeficiente, multicoeficiente e convergente.

2) Foram demonstrados os valores que podem ser assumidos pela ordem efetiva (pg) do erro de
discretizacdo e pela ordem aparente (py) da incerteza de solugdes numéricas, conforme
mostrado na Tab. 1.2.

3) Foram definidos na se¢do 5.1 dois tipos de curva esperados para a ordem aparente (py)
quando o tamanho (%) dos elementos da malha tende a zero: intervalos subconvergente e
superconvergente; sendo ambos referenciados genericamente por ordem aparente
convergente. Para os casos em que a ordem aparente ¢ convergente, foi demonstrado que: o
erro de discretizacao (E) ¢ envolvido pelas incertezas Ugrd{pr) € Uripu), onde Ugrdpr) € a
incerteza de Richardson (Ug,) obtida através da Eq. (5.6) com a ordem assintotica (py), €
Uri(pu) ¢ a incerteza de Richardson (Ug;) obtida através da Eq. (5.7) com a ordem aparente
(pv); e a solugdo analitica exata (@) ¢ envolvida pelas extrapolagdes de Richardson
calculadas com a ordem assintética, ¢(pr), Eq. (5.15), e com a ordem aparente, ¢.(pu), Eq.
(5.16).

4) Para os estimadores de erro de Richardson, delta e GCI, disponiveis na literatura, foram
demonstradas as condi¢des que sdo suficientes para realizar estimativas de erro confidveis

quando a ordem aparente € convergente.
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Parte 11.

ERRO DE SOLUCOES NUMERICAS OBTIDAS EM MALHAS UNIFORMES

Na Parte I deste trabalho, as aproximagdes numéricas descritas no Cap. 2 foram feitas
utilizando-se valores nodais obtidos de solucdes analiticas exatas. Embora isso nao represente a
situagdo pratica das simulagcdes numéricas, esse recurso foi empregado apenas para facilitar a
explicagdo dos conceitos basicos que sao usados no presente trabalho.

A situacdo pratica, na qual as aproximagdes numéricas sao calculadas com valores nodais
obtidos das proprias solugdes numéricas e, portanto, com erros adicionais, ¢ examinada na Parte
IT deste trabalho, que envolve os Caps. 7 a 13. No Cap. 7 sdo reescritas as seis aproximagoes
numeéricas apresentadas no Cap. 2. Nos Caps. 8 a 13 sdo apresentadas as solugdes numéricas de
oito equacdes diferenciais de adveccdo e de difusdo de um escalar, bem como de advecgdo-
difusdo, sobre malhas uniformes. A Parte Il serve de base para as analises que sao feitas na Parte

IIT onde sao abordadas simulagdes numéricas em malhas ndo-uniformes.
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Capitulo 7.

APROXIMACOES NUMERICAS E SEUS ERROS
DE TRUNCAMENTO E DE POLUICAO EM MALHAS UNIFORMES

A Tab. 2.1 relaciona trés tipos de variaveis para os quais foram apresentados seis tipos de
aproximagdes numéricas ao longo do Cap. 2, seus erros de truncamento (&) e os simbolos
utilizados para referenciar suas solucdes analiticas (@) e numéricas (¢@). Na obtencdo destas
aproximagdes numeéricas, considerou-se que os valores nodais da solucdo numérica (1) da
varidvel dependente nos modelos matematicos fossem iguais aos valores nodais da solugdo
analitica (A), isto é, o erro de discretizagdao de A, E(A), foi considerado nulo nos nés da malha,
Fig. 2.1.

Porém, nas simulagdes numéricas em geral, as aproximagdes numéricas sao calculadas
com valores nodais obtidos das proprias solucdes numéricas e, portanto, com erro de
discretizacdo. Assim, o objetivo deste capitulo é reescrever as seis aproximacgdes numéricas

apresentadas no Cap. 2 considerando-se nelas que

A = 1 + EQW) (7.1)

onde A e A representam, respectivamente, as solucdes analitica e numérica da variavel
dependente nos modelos matematicos, que sdo funcdo da varidvel independente, isto €, da
coordenada x, e E(A) € o erro de discretizagdo de A, conforme a definicdo geral apresentada na
Eq. (3.1). O uso da Eq. (7.1) gera o aparecimento de um novo tipo de erro, o erro de poluicao
(e). Esta denominagao foi inspirada no trabalho de Babuska et al. (1997), embora estes autores a
tenham usado com outro sentido. Esse novo tipo de erro ¢ acrescentado aos conceitos de erro de
truncamento (&) e de erro de discretizacao (£), que foram vistos, respectivamente, nos Caps. 2 e

3.
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As expressOes para as aproximagdes numéricas da Tab. 2.1, e para seus erros de
truncamento (&) e de poluicao (e), sdo deduzidas nas se¢des 7.1 a 7.6, a seguir, e aplicadas ao

longo dos capitulos que compdem a Parte II deste trabalho.

7.1 DERIVADA DE 1 ORDEM COM 1 PONTO A MONTANTE: %,

Isolando-se A"j da Eq. (2.4), obtém-se uma expressao analitica exata para a derivada de

1* ordem da variavel dependente (A) no no j, dada por

. (A, -A) . h i h A
N = — 77 4+ AN = - AN'— 4+ A= - .. 7.2
J h J 2 J 6 J 24 ( )

onde A", A7 e A" sdo, respectivamente, as derivadas de 2%, 3" e 4" ordens da variavel
dependente (A) no n6 j e i ¢ o tamanho dos elementos da malha. Com a substituicdo da Eq. (7.1)
na Eq. (7.2), obtém-se

N, = (), + (), + e(lps), (7.3)

onde a aproximagdo numérica da derivada de 1* ordem com um ponto a montante, A, , é

; A, -1
(dups); = jT]l (7.4)
Seus erros de truncamento, & 4, ), € de poluigdo, e( 4, ), sio dados por
i ii h iii hz v h3
g(ﬂ’UDS)j = AJE — A]? + ja - ... (75)
i (E -E, )
e(Aups ), = Lo (7.6)

h



129

onde E; e Ej; sdo os erros de discretizagdo das solugdes numéricas 4; e 4.1, respectivamente.
Comparando-se as Eqs. (3.1) e (7.3), conclui-se que o erro de discretizacdo da

aproximagdo numérica da derivada de 1* ordem com um ponto a montante, A, , ¢ dado por

E(/’f“i/DS)j = 5(%@5)]' + e(%DS)j (7.7)
ou seja, ele ¢ igual a soma do seu erro de truncamento com o seu erro de poluicao.

7.2 DERIVADA DE 1 ORDEM COM DIFERENCA CENTRAL: A,

Com a subtragdo da Eq. (2.4) de (2.5) e o isolamento de A’ ; do resultado, obtém-se uma

expressdo analitica exata para a derivada de 1° ordem da variavel dependente (A) no né j, dada

por

A = (Aj+1_Aj—1) _ Amh_z _ Av'h_4 _ AV h°

l— = .. 7.8
/ 2h 76 7120 75040 (7.8)

onde A7, A, e A7 sdo, respectivamente, as derivadas de 3%, 5" e 7* ordens da variavel

dependente (A) no nd j. Com a substitui¢do da Eq. (7.1) na Eq. (7.8), obtém-se
Aij - (ﬂ“iCDS)j + g(ﬁjCDS)j + e(ﬂjCDs)j (7.9)

onde a aproximagdo numérica da derivada de 1* ordem com diferenca central, A, €

l. (Ao = 2,2)
(Aevs); = ‘llzh = (7.10)
Seus erros de truncamento, & A, ), € de poluigdo, e( A, ), sdo dados por
2 4 6
q%@:-wi-—Ni-—Ml——n. (7.11)

"6 7120 75040
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(E; _Ej—l)

J+l

e(ﬁjcos)j = 2

(7.12)

onde Eji; e Ej.; sdo os erros de discretizagdo das solugdes numéricas 4+ e 4.1, respectivamente.

Comparando-se as Egs. (3.1) e (7.9), conclui-se que o erro de discretizacdo da

aproximagdo numérica da derivada de 1* ordem com diferenga central, A, , € dado por

E(//i’iCDS)j = 5(11.01)3)]‘ + e(liCDS)j (7.13)
ou seja, ele ¢ igual a soma do seu erro de truncamento com o seu erro de poluigdo.

7.3 DERIVADA DE 1 ORDEM COM 1 PONTO A JUSANTE: 1,

Isolando-se A"j da Eq. (2.5), obtém-se uma expressao analitica exata para a derivada de

1* ordem da variavel dependente (A) no no j, dada por
A A ) 2 ) 3
( ) h h A h

AN o= e a

. p = ' oa T (7.14)

onde A", A7 e A" sdo, respectivamente, as derivadas de 2°, 3" e 4" ordens da variavel

dependente (A) no no6 j. Com a substitui¢ao da Eq. (7.1) na Eq. (7.14), obtém-se
Aij - (ﬁjDDS)j + 8(ﬁ“iDDS)j + e(ﬂ’iDDS)j (7.15)
onde a aproximagdo numérica da derivada de 1* ordem com um ponto a jusante, A, , €

Gin=24) (7.16)

(/%DS ) i = h

Seus erros de truncamento, & 4, ), € de poluigdo, e( 4, ), sdo dados por
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i i h b w b

E(Apps); = _AjE - A]—? - Ajﬁ - .. (7.17)
i (E+ _E)

e(Apps); = % (7.18)

Comparando-se as Eqgs. (3.1) e (7.15), conclui-se que o erro de discretizagdo da

aproximagdo numérica da derivada de 1* ordem com um ponto a jusante, A, , € dado por

E(//liDDS)j = 5(101)&9)]‘ + e(ﬁ“iDDS)j (7.19)
ou seja, ele ¢ igual a soma do seu erro de truncamento com o seu erro de poluicao.

7.4 DERIVADA DE 1° ORDEM COM 2 PONTOS A JUSANTE: 4, ,

Subtraindo-se a Eq. (2.6) da Eq. (2.5), multiplicada por quatro, e isolando-se A"j do

resultado, obtém-se uma expressdo analitica exata para a derivada de 1° ordem da variavel

dependente (A) no no j, dada por

. 4A ., -3A, - A, o h? - 4
AN, = Sl / 2) + A”fh— + A‘Yh— + AV.l + .. (7.20)
/ 2h 3 74 760

onde A", A" e A, sdo, respectivamente, as derivadas de 3%, 4" e 5 ordens da variavel

dependente (A) no no6 j. Com a substitui¢do da Eq. (7.1) na Eq. (7.20), obtém-se

Aij - (ﬂ“iDDS—Z)j + 5(%)1)&2); + e(ﬂ‘iDDS—Z)j (7.21)

onde a aproximagdo numérica da derivada de 1* ordem com dois pontos a jusante, 2, , , &,

(44, =32, - 2,.,)
2h

(/IiDDS—Z )j = (7.22)
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Seus erros de truncamento, & 4, , ), € de poluigdo, e( 4, , ), sdo dados por

i b w . 7h
E(Apps2);, = A_,-? + A_/-T + Aja + .. (7.23)

(4E,, ~3E,~E,,)
2h

3(1331)5—2 )j = (7.24)

onde Eji, E; e Ej» sdo os erros de discretizagdo das solugdes numéricas A1, 4 € Ao,
respectivamente.

Comparando-se as Eqgs. (3.1) e (7.21), conclui-se que o erro de discretizagdo da

aproximagdo numérica da derivada de 1* ordem com dois pontos a jusante, A, , , ¢ dado por

E(//i’iDDS—Z)j = 5(1.005—2),‘ + 6(1331)5—2)]‘ (7.25)

ou seja, ele ¢ igual a soma do seu erro de truncamento com o seu erro de poluigao.

7.5 DERIVADA DE 2* ORDEM COM DIFERENCA CENTRAL: A/,

Com a adi¢do das Egs. (2.4) e (2.5) e o isolamento de Aij. do resultado, obtém-se uma

expressdo analitica exata para a derivada de 2* ordem da variavel dependente (A) no no j, dada

por

) A +A,. —2A, e e s
A = B - Do A’;h— - V;h— - Aj’.“—h — (7.26)
h 12 360 20160

onde A%, A" e A" sdo, respectivamente, as derivadas de 4", 6" e 8" ordens da variavel

dependente (A) no no6 j. Com a substitui¢ao da Eq. (7.1) na Eq. (7.26), obtém-se

Aij' - (ﬁ“iéDs)j + g(ﬂjéos)j + e(ﬂjéDS)j (7.27)
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onde a aproximagdo numérica da derivada de 2° ordem com diferenga central, A, , é

(A4 + 4

T

22,)

(ﬂjé[)s)_/ = 2 (7.28)
Seus erros de truncamento, & A/, ), € de poluigdo, e( A, ), sdo dados por
" L h? - ht i h°
eAips), = -N— - Ni— - ANV'—— — ... 7.29
(eos); 712 7360 720160 (7:29)
" E +E.  -2F,
e(Aeps);, = (. h]; ) (7.30)

Comparando-se as Eqgs. (3.1) e (7.27), conclui-se que o erro de discretizagdo da

aproximagdo numérica da derivada de 2* ordem com diferenca central, A/, , ¢ dado por

E(ZZDS)j = g(ﬂiém)_/ + e(ﬂfém)] (7.31)
ou seja, ele ¢ igual a soma do seu erro de truncamento com o seu erro de poluicao.

7.6 MEDIA DA VARIAVEL DEPENDENTE: 4,,

Através da Eq. (2.28), define-se a solugdo analitica exata da média da varidvel
dependente (A,,) ao longo do dominio de calculo. Seu resultado, obtido pela regra do trapézio
(Pletcher et al., 1988), resulta na Eq. (2.29). Com a substituicdo da Eq. (7.1) na Eq. (2.29),
obtém-se

A, = 4, + &1, + e, (7.32)

onde a aproximagdo numérica da média da variavel dependente (A,), obtida pela regra do

trapézio ao longo do dominio de célculo, ¢
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N
A= iZ(zj_lm,/) (7.33)
2L j=1 ’

Seus erros de truncamento, &4,,), € de poluigdo, e(4,,), sdo dados por

& B K
e(,) = _ZZ;[AZ;—WE-FAl;‘l/2M+"'J (7.34)
=
h N
e(d,) = —D.(E_+E) (7.35)
2L j=1

Comparando-se as Eqgs. (3.1) e (7.32), conclui-se que o erro de discretizagdo da

aproximac¢ao numérica da média da variavel dependente (4,,), ¢ dado por

EL) = 1) + e(d) (7.36)

ou seja, ele ¢ igual a soma do seu erro de truncamento com o seu erro de poluicao.
Comparando-se as Egs. (2.2) e (7.34), verifica-se que em principio as ordens verdadeiras
de &(4,) seriam py =3, 5, etc, e a ordem assintética seria p; = 3. Mas, conforme demonstrado
por Pletcher et al. (1988), exemplificado na subsecdo 2.9.3 e demonstrado para casos
equivalentes nas subsecdes 8.6.1 e 8.6.2, os valores das ordens verdadeiras de £(4,,) sdo py =2,
4, etc, e, portanto, a sua ordem assintotica € p; = 2. Esta reducdo ou degeneracio de ordem do
erro de truncamento ocorre devido ao efeito do somatorio dos erros de cada elemento da malha

para obter &(/,); assim, o erro de truncamento da aproxima¢io numérica 4,, é de 2* ordem.

Maiores explicacdes sobre degeneragao de ordem do erro sdo apresentadas a partir do Cap. 8.

7.7 RESUMO DO CAPITULO 7

O caso pratico das simulacdes numéricas, isto €, quando a propria variavel dependente
armazenada nos n6s da malha contém erro de discretizacdao, foi abordado genericamente neste
capitulo. Neste caso, o erro de discretizagdo de cada aproximagdo numérica ¢ igual a soma do

seu erro de truncamento com o seu erro de poluicao.
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i

Foram apresentados seis tipos de aproximagdes numéricas (s, Aens> Aons> Aops.a s
Aips € Am) para trés varidveis diferentes: as derivadas de primeira e segunda ordem da variavel

dependente (A) nos modelos matematicos, A’ e A”; e a média da variavel dependente ao longo do
dominio de célculo, A,. Também foram apresentadas as expressdes genéricas para o erro de
truncamento (&) e o erro de poluicao (e) destas seis aproximagdes numeéricas, ou seja, as
estimativas de erro a priori. Foram definidas e obtidas as ordens assintotica (p,) e verdadeiras
(py) dos erros de truncamento, resumidas na Tab. 2.8.

As expressoes para os erros de truncamento (&) das aproximagdes numéricas deste
capitulo sdo iguais aquelas do Cap. 2 porque ambas se baseiam em derivadas da solucdo analitica
exata da varidvel dependente (A). Estes erros geram os erros de discretizagdo (E), que por sua
vez geram os erros de poluicdo (e), conforme sera visto a partir do Cap. 8. Portanto, se os erros
de discretizagdo sao nulos nos nos, os erros de poluicdo também sdo; este ¢ exatamente o caso
que foi visto na Parte I deste trabalho.

Aplicagdes das seis aproximagdes numéricas descritas acima, e de seus erros de

truncamento e de polui¢do, sdo apresentadas a partir do Cap. 8, a seguir.
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Capitulo 8.

CASOS 1 E 2: ADVECCAO COM UDS EM MALHA UNIFORME

Ao longo dos proximos capitulos, Caps. 8 a 13, sdo considerados oito equagdes

diferenciais. Suas solugdes numéricas sdo obtidas para N = 2, 4, 8, ..., 65536 elementos, que

correspondem a malhas com tamanho dos elementos de 2 = 0,5; 0,25; 0,125, ..., 1,53)(10'5 . Sdo

feitos e apresentados os seguintes tipos de andlises e resultados:

1))

2)

3)

4)

5)

6)

7)

apresentacao das solugdes analiticas da varidvel dependente (A) nas equagdes diferenciais,
sua derivada de primeira ordem (A’) e a sua média ao longo do dominio de calculo (A,,);
apresentacao das solu¢des numéricas da variavel dependente (A1), de sua derivada de primeira
ordem, obtida de duas formas, A,,, € 1, ,, € da sua média ao longo do dominio de célculo
(Am); quando possivel, as solu¢des numéricas sao em forma fechada;

apresentacao de graficos do erro de discretizagdo versus h para a variavel dependente em x =

Y4, A(%4), para sua derivada primeira em x = 0, obtida de duas formas, (A, )o € (Apps_ )os €

sua média ao longo do dominio de célculo (4,,);

apresentacdo de graficos e tabelas da ordem aparente (py), em funcdo de A, para A('%),
(Aops )0s (Apps2)o € Am; €, quando possivel, de equagdes da ordem efetiva (pg) do erro de
discretizacdo destas quatro variaveis;

obtengdo da ordem assintética (p,) do erro de discretizagdo de A(%4), (Apps )o» (Apps s )o € Am

com base na tendéncia da ordem aparente (py) quando 4z — 0;

obtencdo do erro de truncamento das equacdes discretizadas, de suas ordens verdadeiras (py)
e assintoticas (pr);

calculo da razdo entre incerteza (U) e erro de discretizagdo (E), e apresentacao de algumas
tabelas para os estimadores de erro vistos nos Caps. 3 e 5: delta, de Richardson, GClI,

bicoeficiente, tricoeficiente e convergente;
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8) wverificacdo da validade da analogia entre a equagao geral do erro de truncamento, Eq. (2.2), e
a equagao geral do erro de discretizagdo, Eq. (3.2); e

9) defini¢ao de erros de discretizagdo local e global, no Cap. 8, e verificagdo da degeneragdo de
suas ordens assintoticas.

A maioria das equagdes diferenciais empregadas representa problemas muito simples,
cujas solugdes analiticas, em geral, s3o polindmios com poucos termos. Isso facilita as analises
que sdo feitas, mas ndo restringe as conclusdes que sdo obtidas, conforme sera mostrado ao se
abordar problemas mais complexos, isto €, cujos erros de discretizagdo apresentam um niimero
infinito de termos.

O problema da advecgdo de um escalar ¢ abordado neste capitulo. O modelo numérico ¢
constituido pelo método de diferengas finitas, com aproximagdo numérica de 1° ordem a
montante e malhas uniformes. Os objetivos sdo: exemplificar a aplica¢do de toda a teoria vista na
Parte I e no Cap. 7 deste trabalho a solugao numérica de um modelo matematico. Isto ¢, analisar
erros e suas ordens, das trés varidveis de interesse da Tab. 1.2, para o caso em que a variavel
dependente tem erro de discretizagdo nos nos da malha; e introduzir os conceitos de erros de
discretiza¢do local e global. Mostra-se que o erro de poluicdo, que ocorre devido ao erro de
discretizagdo nos nés da malha, pode alterar a ordem assintédtica dos erros de truncamento das

aproximacoes numéricas.

8.1 MODELO MATEMATICO DO CASO 1

O modelo matematico do Caso 1 ¢ dado por

dx

com a seguinte condi¢ao de contorno de Dirichlet (Tannehill et al., 1997):

A(0) = 0 (8.2)

onde V ¢ a velocidade do escoamento, que ¢ admitida ser constante, A ¢ a varidvel dependente do

problema, que ¢ um escalar transportado por advec¢do, e x € a varidvel independente, a dire¢do

coordenada.
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8.2 SOLUCAO ANALITICA DO CASO 1

A solucio analitica exata do modelo matematico definido pelas Egs. (8.1) e (8.2), para

a variavel dependente (A), ¢

A = (8.3)

x
4

Com a Eq. (8.3) em (2.28), a solucao analitica exata da média da varidvel dependente resulta

€m

L2
- = 8.4
m W (8.4)

onde L ¢ o comprimento do dominio de célculo. A partir da Eq. (8.3), obtém-se que a derivada

de primeira ordem da variavel dependente ¢
AN = = (8.5)

e, portanto, no contorno esquerdo do dominio de calculo, isto ¢, em x = 0, seu valor resulta em
AN©) = 0 (8.6)
8.3 SOLUCAO NUMERICA DO CASO 1
A solu¢do numérica do modelo matematico definido pelas Egs. (8.1) e (8.2) ¢ obtida
considerando-se (Ferziger e Peric, 1999): método de diferencgas finitas, aproximagdo numérica da

derivada de 1* ordem da equagdo diferencial com um ponto a montante e malha uniforme.

8.3.1 Variavel Dependente
Com a Eq. (7.4) em (8.1), tem-se
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2x, (8.7)
ou
+ Zxh (8.8)

onde x; ¢ a coordenada do no j, Fig. 2.1, & ¢ a distancia entre os nds j e ‘-1’, também
denominado de tamanho dos elementos da malha, e A ¢ a incognita do problema, ou a variavel
dependente. De acordo com a Eq. (8.8), 4; depende de A1, além de x, V' e h. De acordo com a

condi¢do de contorno dada pela Eq. (8.2), a Eq. (8.8) resulta em

A, = Z(%xkh) (8.9)

J
k=1
Para uma malha uniforme, sabe-se que
x, = jh (8.10)

onde, por definicao,

L
h = — 8.11
N (8.11)
€, portanto,
L = Nh (8.12)

com N sendo o nlimero total de elementos da malha, que ¢ igual ao niimero total de n6s da malha

menos a unidade. A partir das Egs. (8.10) e (8.12), tem-se

j = 0 = x, = 0 (contorno esquerdo do dominio de célculo) (8.13)
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j = N — x, = L (contorno direito do dominio de célculo) (8.14)

Com a Eq. (8.10) em (8.9), obtém-se

A, = z(%khz) = %hzg(k) (8.15)

J
k=1

Sabendo-se que (Bronstein e Semendiaev, 1979)

Sk = A (8.16)

a Eq. (8.15) resulta em

. . .2

Esta equacao pode ser reescrita por

PR /) R /) (8.18)

/ 14 14

Com a Eq. (8.10) em (8.18), chega-se a solucio numérica da variavel dependente (1), dada

por
2

A= oy Ly (8.19)
v

A Eq. (8.19) ¢ a solucao numérica exata do modelo matematico definido pelas Egs. (8.1) e (8.2),
bem como do sistema de equacdes algébricas representado pela Eq. (8.8). A Eq. (8.19) ¢
chamada de solu¢do numérica exata porque a sua unica fonte de erro, dentre as quatro abordadas
na se¢ao 1.6, ¢ devido aos erros de truncamento, isto ¢, ndo contém erros de iteracdo, de

arredondamento e de programacao.
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8.3.2 Média da Variavel Dependente
A solug@o numérica da média de A, denominada A4,, ¢ obtida através da substitui¢ao da

Eq. (8.17) em (7.33), ou seja,

i o=

o = g2l s jae ] = 23 (8.20)

j=1

Sabendo-se que (Bronstein e Semendiaev, 1979)

N 2 3
ZUZ) _ (N+3N"+2N°) 821)
J=1 6
a Eq. (8.20) resulta em
2 3
A= (N+3N"+2N )h3 (8.22)
6VL
A Eq. (8.22) pode ser reescrita por
3 2
A, = (]3\;2 + (]2\];2 h + —(6]\]1/?,) h’ (8.23)

Com a Eq. (8.12) em (8.23), finalmente obtém-se a solu¢do numérica da média da variavel

dependente (4,,), dada por

2
A, = Loy L,y Ly (8.24)
3y 2V 4

8.3.3 Derivada de Primeira Ordem da Variavel Dependente Com 1 Ponto a Jusante
A aproximacao numérica da derivada de primeira ordem com um ponto a jusante, Eq.
(7.16), aplicada ao contorno esquerdo do dominio de célculo, isto ¢, em x = 0, ou j = 0, resulta

€m
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(Apps)o = uq;l—l") (8.25)
A partir da Eq. (8.19), paraj =1 e 0, obtém-se respectivamente
PN A P (8.26)
Vv Vv
h o= o, My, (8.27)
vV Vv
Com a Eq. (8.10), paraj = 1, tem-se
5 = h (8.28)
Entdo, com a substitui¢ao das Eqgs. (8.13) ¢ (8.28) em (8.26) ¢ (8.27), obtém-se
A = % + h72 = %hz (8.29)
PR (8.30)

Finalmente, com as Egs. (8.29) e (8.30) em (8.25), chega-se a solu¢do numérica da derivada de

primeira ordem da variavel dependente, com um ponto a jusante, A, , dada por

; 2h* -0 2
(Apps)o = % = ;h (8.31)

8.3.4 Derivada de Primeira Ordem da Variavel Dependente Com 2 Pontos a Jusante
A aproximacdo numérica da derivada de primeira ordem com dois pontos a jusante, Eq.

(7.22), aplicada ao contorno esquerdo do dominio de calculo, isto ¢, em x = 0, ou j = 0, resulta

€m
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i _ (421_310_2*2)
(Appsa)e = h (8.32)

A partir da Eq. (8.19), paraj = 2, obtém-se

A o= 24 2 (8.33)

x, = 2h (8.34)

N
oyl
[38)
o
oyl
(58]
(@)

A = — + — = ;hz (8.35)

Finalmente, com as Egs. (8.29), (8.30) e (8.35) em (8.32), obtém-se a solucio numérica da
derivada de primeira ordem da varidvel dependente, com dois pontos a jusante, 1, ,,

dada por

; 8h* —0 — 6h° 1
(Apps-2)e = ( Vh ) = ;h (8.36)

Observa-se diretamente na Eq. (8.19) que no limite quando o tamanho (%) dos elementos
da malha tende a zero, ou seja, # — 0, a solugdo numérica se iguala a solugdo analitica, Eq. (8.3).
O mesmo ocorre entre as Egs. (8.24) e (8.4), entre as Egs. (8.31) e (8.6), e entre as Eqs. (8.36) e
(8.6).

A Fig. 8.1 apresenta a ordem aparente (py) das solugdes numéricas de A(%2), A, Apps €
Apps_, » Obtida com as Egs. (4.25) e (4.26) para razdo de refino (¢q) igual a dois. As solugdes
analiticas de A(%2), A, ¢ A para L = V = 1, sdo, respectivamente, Y4, % e zero. As solugdes

numéricas foram obtidas para malhas com N = 2, 4, §, ..., 65536 elementos, o que equivale, de
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acordo com a Eq. (8.11), ah =", Y, %, ..., Yss36 = 0,5; 0,25; 0,125; ...; (» 1,53x107). As
ordens aparente de A(%%), A,,s € A,,s, sdo convergidas (se¢do 5.1) em qualquer 4, isto ¢, sdo

iguais a ordem assintotica, que vale p;, = 1. A ordem aparente de A,, ¢ do tipo superconvergente
(subsecdo 5.1.2) em qualquer 4. Estes resultados estdo de acordo com os erros de discretizacao

apresentados na secao a seguir.

1,20 A A A AR
LT N TN .. *..
7"‘77»,” . . .
& 110 oo [ I i e .
5 —a—=DDS§S 3 3 3
— . . .
8, —X— DDS-2
< . .
£ 1,05 |- S S e
,ﬂé : : :
© .
‘ ‘ — ‘
1,00 - m—m—o—&a—o—m=tj=diﬁi—o{—o—o—a—&o -
i i L

0,001 0,01 0,1

h

095 L— il
0,00001 0,0001

Figura 8.1 Ordem aparente das solugdes numéricas de A(%2), Am, Apps € Apps_s -

8.4 CALCULO DO ERRO DE DISCRETIZACAO, A POSTERIORI, DO CASO 1

Para os casos analisados neste trabalho, as variaveis sdo: a variavel dependente no
modelo matematico, cuja solugdo analitica ¢ representada por A e a solugdo numérica por A; a
média da variavel dependente, cuja solucdo analitica € representada por A,, € a solucdo numérica

por A,; e a derivada de primeira ordem da varidvel dependente, cuja solucdo analitica €

representada por A' € as solugdes numéricas, obtidas de duas formas diferentes, por A,

eX,s, - Todas as trés solugdes analiticas sdo representadas genericamente pelo simbolo @ e as

quatro solu¢des numeéricas por ¢.
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Conhecendo-se as solugdes analiticas e numéricas das varidveis, as expressoes genéricas

de seus erros de discretizagdo (E), a posteriori, de acordo com a Eq. (3.1), sdo dadas por

E(A) = A, - 4, (8.37)
EA,) = A, - 4, (8.38)
E(Zpps)e = (N)y = (Apps)y (8.39)
E(Zpps2)o = (N)y = (Appsa)s (8.40)

A Fig. 8.2 apresenta o modulo do erro de discretizagdo das solugdes numéricas de A('2), Ay,
Apps € Appso» Obtido com as Egs. (8.37) a (8.40). O erro de discretizacio (E) da solucdo

numérica da variavel dependente no modelo matematico (1) ¢ obtido com a substituicao das

Egs. (8.3) e (8.19) na Eq. (8.37), o que resulta em
X .
E(4) = —7’}1 (8.41)

O erro de discretizacao (F) da média da variavel dependente (4,,) ¢ obtido com a

substitui¢do das Eqgs. (8.4) e (8.24) na Eq. (8.38), o que resulta em

L 1
E(A) = ——h - —I 8.42
(4,) W o (8.42)

A respeito dele, observa-se que:

1) A Eq. (8.42), colocada na forma da equagdo geral do erro de discretizacdo, Eq. (3.2), resulta
em C; =-L/(2V), C, =-1/(6V), C3 = C4 = ... = 0, ou seja, o erro ¢ constituido por apenas dois
termos. Portanto, as ordens verdadeiras sdo py =1 € 2, ¢ a ordem assintdtica é de 1* ordem,
isto ¢, p; = 1. Para estes coeficientes C;, de acordo com a subse¢do 4.1.3, as ordens efetiva
(pE) e aparente (py) sdo do tipo superconvergente (subsecdo 5.1.2), conforme pode ser visto

também na Fig. 8.1 e na Eq. (8.43).



146

2) Usando-se o procedimento descrito na subsecdo 4.1.2, isto €, com as Egs. (4.15), (4.17) e

(8.42), deduz-se que a ordem efetiva de 4,, ¢ dada por

h

A =1 + —— 8.43
re(4,) GL+ 1) (8.43)
T T T T T T
L O
_ | | | '
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h

Figura 8.2 Erro de discretizagdo das solugdes numéricas de A(%2), A, Apps € Appss -

O erro de discretizagdo (E) da derivada de primeira ordem da variavel dependente, com
um ponto a jusante, A, , € obtido com a substitui¢do das Egs. (8.6) € (8.31) na Eq. (8.39), o que

resulta em
E(/IDDS)O = - ;h (8-44)

O erro de discretizacido (E) da derivada de primeira ordem da variavel dependente, com

dois pontos a jusante, 1, ,, ¢ obtido com a substitui¢do das Egs. (8.6) e (8.36) na Eq. (8.40),

0 que resulta em
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; 1
E(/IlDDS—Z)O = _;h (8.45)

Sobre o erro de discretizagdo (E) de 4, Eq. (8.41), de A, Eq. (8.42), de A, , Eq. (8.44),

de 2, ,, Eq. (8.45), observa-se que:

1))

2)

3)

4)

5)

Seus erros sdo fungdo da coordenada (x), do tamanho (L) do dominio de calculo, da
velocidade do escoamento (V) e do tamanho (%) dos elementos da malha.
Para o limite de # — 0, E — 0 e, portanto, a solu¢do numérica ¢ consistente (Ferziger e Peric,

1999).

As ordens assintoticas do erro de discretizagdo de A e A, sdo iguais as ordens assintoticas

de seus erros de truncamento, dadas na Tab. 2.8, e que valem p; = 1.

As ordens assintéticas do erro de discretizagdo de A, € A, , (pr = 1) sdo diferentes das

ordens assintdticas de seus erro de truncamento, dadas na Tab. 2.8 e que valem p; = 2. Esta
constatagdo mostra que a ordem assintotica do erro de discretizagio ndo ¢
necessariamente igual a ordem assintdtica do erro de truncamento de uma mesma
variavel. O motivo desta diferenca ¢ explicado nas proximas se¢des desse capitulo e esta
ligado ao erro de poluigao.

A Eq. (8.41), colocada na forma da equagdo geral do erro de discretizagdo, Eq. (3.2), resulta
em C; = -x;/V, C; = C3 = ... = 0, ou seja, o erro ¢ constituido por apenas um termo. Portanto,
as ordens verdadeiras (py) se reduzem a ordem assintotica (pz), que é de 1* ordem, isto €, py
= p; = 1. Para estes coeficientes C;, de acordo com a subsecdo 4.1.3, as ordens efetiva (pg) €
aparente (py) s@o do tipo convergida (secdo 5.1) em qualquer tamanho (%) dos elementos da
malha ou, em outras palavras, sdo iguais a ordem assintotica, ou seja, pr = py = pr = 1,

conforme pode ser visto na Fig. 8.1. O mesmo ocorre para as Egs. (8.44) e (8.45).

8.5 ESTIMATIVA DO ERRO DE DISCRETIZACAO, 4 PRIORI, DO CASO 1
SEM SOLUCAO ANALITICA

Nesta se¢do ¢ obtida uma estimativa do erro de discretizacao da varidvel dependente no

modelo matematico, sem considerar as solugdes analitica e numérica. Este tipo de andlise

permite que sejam deduzidas as ordens verdadeiras e assintdtica do erro de discretizacdo com

base na série de Taylor. Isso se constitui na analise do tipo 1 mencionada na Tab. I.1. A
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importancia deste tipo de andlise, ou seja, a previsdo da ordem assintdtica (p;) do erro de
discretizagdo, pode ser avaliada pelo seu emprego nos estimadores de erro descritos nos Caps. 3
a 6 da Parte 1. Nesta se¢do também sdo introduzidos o conceito de equagdo do erro de
discretizacdo e os conceitos dos erros de discretizacao local e global.

Substituindo-se a expressio exata para a derivada de 1* ordem com um ponto a montante,
Eq. (7.3), no modelo matematico que se deseja estimar o erro de discretizacdo da variavel

dependente, Eq. (8.1), escrita para um n6 (j) especifico, tem-se
[(/Ii/DS)j + 5(%/05)_/ + e(ﬂ’ijDS)j]V = 2xj (8.46)

Aplicando-se a definicdo do operador numérico (d), dada na subsecdo 1.6.1, a equagdo

discretizada do modelo matematico, isto €, a Eq. (8.7), obtém-se

d(A) = (/IiUDS)_/V - 2x, = 0 (8.47)
Portanto, com a substitui¢ao da Eq. (8.47) em (8.46), esta se reduz a

e(Aps), + elAups);, = 0 (8.48)

Isto ¢, a soma do erro de polui¢do (e) com o erro de discretizagdo (&) da aproximagdo numérica
usada no modelo matematico do problema, Eq. (8.1), ¢ igual a zero. Em outras palavras, o erro

de truncamento gera o erro de poluigao. Com as Egs. (7.5) e (7.6) em (8.48), tem-se

E. —-E. ) K A
Ei=En) | h ol o (8.49)
h ) 76 ' 24

Neste trabalho, equag¢des que relacionam o erro de discretizagdo (E) com o erro de
truncamento, como na Eq. (8.49), sdo denominadas de equacdes nodais do erro de
discretizaciao. No caso da Eq. (8.49), a equacio nodal do erro de discretizacio é constituida
por um termo de adveccao do erro (E), o primeiro termo, e termos de gerac¢ao de erro, que
sao devidos ao erro de truncamento (&) do né j. A Eq. (8.49) pode ser reescrita da seguinte

forma
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il hz iiih3 ivh4
- Aj? + A/? - Alﬂ + ... (850)

j J

Neste trabalho, equacdes que explicitam o erro de discretizacao (£) no né (j) de interesse,

Ej, que considera os termos do erro de truncamento e desconsidera o erro de discretiza¢do (E)
nos nos vizinhos (j-7), E;.;, sdo denominadas de equagdes do erro de discretizacio local, que

no caso da Eq. (8.50) resulta em

W K ot
Ej o - A]? + A]z — A]a + ... (851)

Esta denominagdo foi inspirada no trabalho de LeVeque (1992), que usa o conceito de erro de
truncamento local. A partir da Eq. (8.51), verifica-se diretamente que as ordens verdadeiras do
erro de discretizagdo local sdo py = 2, 3, 4, etc, e, portanto, a ordem assintotica € p; = 2.

Mesmo sem considerar a solu¢ao analitica da variavel dependente (A) e, portanto, de suas
derivadas, ¢ possivel demonstrar através do teorema do valor médio (Kreyszig, 1999) que a

solucdo da Eq. (8.50) resulta em

iih iii ? iv ’
Eo= - NA o ML K (8.52)

onde as barras indicam valores médios das derivadas entre os noés k£ = 0 e j. Da Eq. (8.52),
verifica-se que o somatorio que estd implicito na Eq. (8.50), devido a dependéncia de E; com E.,
produz uma degeneracio das ordens verdadeiras do erro de discretizacao local, que resultam
em py =1, 2, 3, etc, e, portanto, a ordem assintotica ¢ p;, = 1. Isso pode ser constatado pela
comparacao entre as Egs. (8.51) e (8.52). A prova matematica da passagem da Eq. (8.50) para a
Eq. (8.52) seréd apresentada na proéxima se¢do. Neste trabalho, equacdes como a Eq. (8.52), que
explicitam o erro de discretiza¢do (£) no no (j) de interesse, E;, em fun¢do apenas dos termos do
erro de truncamento, tendo sido resolvidas as suas dependéncias de nos vizinhos, sdo
denominadas de equagdes do erro de discretizagcao global (LeVeque, 1992).

Em resumo, o erro de discretizagdo local € o erro de discretizagdo de um no (j) especifico,
Ej, que resulta apenas do erro de truncamento gerado no mesmo nd. Ja o erro de discretizagdo

global € o erro de discretizagdo de um no (j) especifico, E;, que resulta do erro de truncamento
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gerado no mesmo nod, e da sua interagdo com os demais nés através dos erros de discretizagdo de
nos vizinhos, que estdo envolvidos na equagdo nodal do erro de discretizagdao. Para variaveis
secundarias a varidvel dependente, como aquelas mencionadas na Tab. 1.2, também podem ser
definidas equagdes nodais do erro de discretizacdo, e erros de discretizagcdo locais e globais,

conforme se mostra na préxima se¢ao.

8.6 CALCULO DO ERRO DE DISCRETIZACAO, A PRIORI, DO CASO 1
COM SOLUCAO ANALITICA

Nesta se¢ao mostra-se que o uso da série de Taylor permite calcular corretamente os erros
de discretizag@o das solugdes numéricas da varidvel dependente, de sua média, e de sua derivada
primeira num dos contornos do dominio de célculo, mesmo quando existem erros nodais. Mas,
para isso, ¢ necessario conhecer a solu¢do analitica exata (A) para a obtengdo dos erros de
truncamento (&) envolvidos. Esta analise se enquadra nos tipos 2 e 5 da Tab. I.1. Esse ndo ¢ o
caso pratico pois, se fosse sempre conhecida a solucdo analitica, ndo seria necessario obter a

solucao numérica. O caso pratico foi abordado na se¢do anterior deste capitulo.

8.6.1 Variavel Dependente

A partir da solugdo analitica exata da variavel dependente, Eq. (8.3), obtém-se

AT = % (8.53)
AT = A = =0 (8.54)
Com a substituicao das Egs. (8.53) e (8.54) em (8.50), chega-se a
E, = E_, - Ly (8.55)
V

Assim, com a substituicao das Egs. (8.53) e (8.54) em (7.5), obtém-se o erro de truncamento,

dado por
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E(Fips), = %h (8.56)

A condicao de contorno dada pela Eq. (8.2) implica que o erro no contorno € nulo ja que

a solucdo neste nod (j = 0) é conhecida, ou seja, £y = 0. Sendo assim, a Eq. (8.55) resulta em

— L=k _ _h_2j _ _i 2
E;, = Z( Vj = V;(l) = —h (8.57)

k=1

A Eq. (8.57) pode ser reescrita por

_ _Uh
E, = =2 (8.58)

Com a Eq. (8.10) em (8.58), obtém-se o erro da varidvel dependente (1) em cada no (), e que €
X .
E(4,) = —7’}1 (8.59)

Verifica-se que a ordem assint6tica do erro de discretizagdo local, p; = 2, obtida da Eq. (8.55), ¢
degenerada para p; = 1 na equagdo do erro de discretizacdo global, Eq. (8.59), devido ao

somatorio da Eq. (8.57), que se deve ao erro de poluigao.

8.6.2 Média da Variavel Dependente
Da Eq. (7.36), sabe-se que o erro de discretizagdo da média da variavel dependente (A4,,) €
dado pela soma do seu erro de poluicdo com o seu erro de truncamento. Para o caso especifico

do erro de discretizagdo nodal, £, dado pela Eq. (8.57), o erro de polui¢do, Eq. (7.35), resulta em

e(h) = iZ{_”_Dh _jh} - 2’}];(1) - f—Vzl(j) (8.60)

Com a substituicao da Eq. (8.16) em (8.60), obtém-se
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2713 2
e(4,) = _M = _M (8.61)
2VL 2VL
Assim, com a Eq. (8.12) em (8.61), tem-se
L
A,) = ——h 8.62
e(4,,) G (8.62)

Para o caso especifico de A dado pela Eq. (8.3), e suas derivadas dadas pelas Egs. (8.5), (8.53) e
(8.54), o erro de truncamento dado pela Eq. (7.34) resulta em

1Y (W Py N’ (Nh)h*
eA) = ——=>|—| = - D = - = - 8.63
() L;(6Vj 6VL _,Z:l:() oVL 6VL (8.63)
Entdo, com a Eq. (8.12) em (8.63), chega-se a
1,
eA,) = ——h (8.64)

6V

Este resultado exemplifica a degeneracdo da ordem assintotica da Eq. (7.34), p, = 3, para p;, =2
na Eq. (8.64), e que ocorre devido ao somatodrio da Eq. (8.63). Finalmente, com as Egs. (8.62) e
(8.64) em (7.36), obtém-se

L 1,
E(X,) = ———h - —h 8.65
(4,) G o (8.65)

Apesar do erro de discretizacao da varidvel dependente (1), Eq. (8.59), conter apenas um
termo de primeira ordem, o erro de discretizacdo da média da variavel dependente (A4,,), Eq.
(8.65), contém dois termos, sendo um de segunda ordem. Isto ocorre porque o primeiro termo
deve-se ao erro de poluicao de 4,, € o segundo, ao erro de integracdo de A pela regra do trapézio,
ou seja, ao seu erro de truncamento. Da forma em que se trabalhou na Parte I, o primeiro termo

nao existiria. O erro de polui¢do de 4, degenerou em uma unidade a sua ordem assintotica em
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relagdo ao caso em que existissem apenas os erros de truncamento, que foi o caso do exemplo

mostrado na subsecao 2.9.3.

8.6.3 Derivada de Primeira Ordem da Variavel Dependente Com 1 Ponto a Jusante

Da Eq. (7.19), sabe-se que o erro de discretizacdo da derivada de primeira ordem da
varidvel dependente, com um ponto a jusante, A,,., no contorno esquerdo do dominio de

calculo, isto ¢, em x = 0, ¢ dado por

E(/’UDDS)O = e(/liDDS)O + 5(2003)0 (8.66)

ou seja, ele ¢ igual a soma do seu erro de poluigdo com o seu erro de truncamento. Para o caso
especifico do erro de discretizagdo nodal, E;, dado pela Eq. (8.57), paraj = 0, o erro de poluigao,

Eq. (7.18), resulta em

e(ﬂ“iDDS)O = (EI;EO) - (_th_O) - _%h (8.67)

Para o caso especifico de A dado pela Eq. (8.3), e suas derivadas dadas pelas Egs. (8.5), (8.53) e

(8.54), o erro de truncamento, Eq. (7.17), para j = 0, resulta em

e(Apps)e = _;h (8.68)

Finalmente, com as Eqgs. (8.67) e (8.68) em (8.66), obtém-se
; 2
E(Ayps)y = — ?h (8.69)

8.6.4 Derivada de Primeira Ordem da Variavel Dependente Com 2 Pontos a Jusante

Da Eq. (7.25), sabe-se que o erro de discretizacdo da derivada de primeira ordem da
varidvel dependente, com dois pontos a jusante, A, ,, no contorno esquerdo do dominio de

calculo, isto ¢, em x = 0, ¢ dado por
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E(//liDDS—z)O = 6(1331)5—2)0 + g(ﬁjDDS—z)O (8.70)

ou seja, ele ¢ igual a soma do seu erro de polui¢ao com o seu erro de truncamento. Para o caso
especifico do erro de discretiza¢do nodal, £, dado pela Eq. (8.57), para j = 0, o erro de poluigdo,

Eq. (7.24), resulta em

; (4E, -3E, - E,) —4h* —0—-2h* 1
e(Apps2)e = l Zho = = ( T ) = —;/’l (8.71)

Para o caso especifico de A dado pela Eq. (8.3), e suas derivadas dadas pelas Egs. (8.5), (8.53) e

(8.54), o erro de truncamento, Eq. (7.23), paraj = 0, resulta em

eMpps2)e = 0 (8.72)

Finalmente, com as Eqgs. (8.71) e (8.72) em (8.70), obtém-se

; 1
E(/IDDS—Z)O = _;h (8-73)

A ordem assintética (p;, = 1) de A, ,,_,, Eq. (8.73), ¢ uma unidade menor do que a ordem
esperada devido apenas ao erro de truncamento, Tab. 2.8. Isto ocorre devido ao erro de poluicao

de A, ,. Da forma em que se trabalhou na Parte I, o seu erro seria dado pela Eq. (8.72), isto &,

seria nulo. Portanto, o erro de poluigdo de A, , degenerou em uma unidade a sua ordem

assintotica em relagdo ao caso em que existissem apenas os erros de truncamento, que foi o caso
do exemplo mostrado na subsecao 2.9.1.

Comparando-se as Eqgs. (8.41) e (8.59), verifica-se que elas sdo iguais, isto ¢, o calculo do
erro de discretizacdo da varidvel dependente, com base na série de Taylor, isto €, a priori de
solugdes numéricas, Eq. (8.59), coincide com o erro de discretizacdo a posteriori de solugdes
numéricas, Eq. (8.41), conforme esperado. O mesmo se verifica entre as Egs. (8.42) e (8.65) no
calculo do erro de discretizagdo da média da varidvel dependente, entre as Egs. (8.44) e (8.69) no

calculo do erro de discretizagdo da derivada de primeira ordem da variavel dependente com um



155

ponto a jusante, e entre as Egs. (8.45) e (8.73) no calculo do erro de discretizacao da derivada de

primeira ordem da variavel dependente com dois pontos a jusante.

8.7 ERRO DE TRUNCAMENTO DA EQUACAO DISCRETIZADA DO CASO 1

Nesta secao sao obtidos o erro de truncamento e as suas ordens verdadeiras e assintdtica
da equacdo discretizada, Eq. (8.7), com base na série de Taylor, e considerando-se ou ndo a
solugdo analitica conhecida. Isto se constitui nas analises dos tipos 1 e 2 mencionadas na Tab.
L.1.

8.7.1 Sem Soluciao Analitica

Conforme visto na subsecdo 1.6.1, o erro de truncamento de uma equacdo discretizada ¢é

definido pela Eq. (1.16). Aplicando-se o operador numérico da Eq. (8.7) a A, para um no6 (j)

especifico, obtém-se

A —A.
V(/Tj_l) - 2xj (874)

d(A;) =
Com a substituicao da Eq. (7.2) na Eq. (8.74), chega-se a
d(A) = VIN, —e(Ayps),] — 2x; (8.75)

J

Aplicando-se a definicdo do operador diferencial (D), também definido na subsec¢do 1.6.1, a

solucdo analitica exata (A) na Eq. (8.1), obtém-se

D(A)) = VAij - 2x, = 0 (8.76)
que substituida na Eq. (8.75) resulta em

d(A) = ~Ve(Ang), (8.77)

Assim, com a Eq. (8.77) em (1.16), chega-se a
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§(ED), = Ve(Aps), (8.78)

onde ED simboliza a equagdo diferencial na forma discretizada. Finalmente, com a Eq. (7.5) em

(8.78), obtém-se o erro de truncamento da equagdo discretizada, Eq. (8.7), no no6 j, & £D);,

iih iiihz [vh3
¢(ED), = V(AIE - N N - j (8.79)

Portanto, suas ordens verdadeiras sao py =1, 2, 3, etc., e sua ordem assintotica ¢ p; = 1.

8.7.2 Com Solucio Analitica
Conhecendo-se a solucdo analitica da Eq. (8.1) e suas derivadas, e considerando-se os

resultados das Egs. (8.56) e (8.78), obtém-se

¢(ED), = h (8.80)

onde 4 ¢ o tamanho dos elementos da malha. Comparando-se os resultados das Egs. (8.56) e

(8.80), ou diretamente através da Eq. (8.78), verifica-se que o valor do erro de truncamento da
aproximagdo numérica (4y,,) usada na Eq. (8.7), para obter a solugdo numérica da varidvel

dependente (1), e dado na Eq. (8.56), ¢ diferente do valor do erro de truncamento da equacdo

discretizada, Eq. (8.80), exceto para V= 1. Porém, suas ordens assintoticas sao idénticas e valem

pPL= 1.

8.8 CASO 2

O caso 2 envolve um modelo matematico mais simples que o do Caso 1, Eq. (8.1). Ele ¢
definido por

Vd—A = S (8.81)

dx
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onde V ¢ a velocidade do escoamento, que ¢ admitida ser constante, A ¢ a variavel dependente do
problema, que € um escalar transportado por advecc¢do, x € a variavel independente, a dire¢ao
coordenada, e S ¢ um termo fonte constante. A condi¢do de contorno de Dirichlet ¢ dada pela Eq.
(8.2).

A solucdo analitica exata do modelo matematico definido pelas Egs. (8.81) e (8.2), para a

variavel dependente (A), ¢
S
A = —x 8.82
v (8.82)

Com a Eq. (8.82) em (2.28), a solugdo analitica exata da média da variavel dependente resulta

€m

SL
A= 22 8.83
" 2y (8.83)

onde L ¢ o comprimento do dominio de calculo. A partir da Eq. (8.82), obtém-se que a derivada

primeira da variavel dependente ¢
N = ; (8.84)

e, portanto, no contorno esquerdo do dominio de calculo, isto ¢, em x = 0, seu valor também ¢
dado pela Eq. (8.6).

A solugdo numérica do modelo matematico definido pelas Egs. (8.81) e (8.2) é obtida
considerando-se 0 mesmo modelo numérico da secdo 8.3. Verifica-se que as solugdes numéricas
da variavel dependente, de sua média, e de sua derivada primeira, com um ou dois pontos a
jusante, resultam nos mesmos valores das solucdes analiticas dadas acima nesta secao. Portanto,
os erros de discretizagdo destas quatro variaveis sdo todos nulos, bem como seus erros de
poluicdo e de truncamento. O erro de truncamento da equagdo diferencial, Eq. (8.81), na forma
discretizada, também ¢ nulo. Portanto, de acordo com suas defini¢cdes, ndo existem as ordens
verdadeiras, assintdtica, efetiva e aparente dos erros e incertezas. Para qualquer um dos

estimadores de erro vistos nos Caps. 3 e 5, a incerteza ¢ igual ao erro, que € nulo.
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8.9 RESUMO DO CAPITULO 8

Foram apresentadas as solugdes analitica e numérica de duas equacdes diferenciais, Egs.

(8.1) e (8.81), para a variavel dependente (1) nestas equacdes, sua derivada primeira, obtida de
duas formas (1, € A,,s,), € sua média ao longo do dominio de célculo (4,). As solugdes

numéricas foram obtidas em forma fechada, o que possibilitou a realizacdo de varios tipos de
analise de erros e de suas ordens verdadeiras, assintotica e efetiva: calculo do erro de
discretizagdo a posteriori das solugdes numéricas, secao 8.4; estimativa do erro de discretizagao,
a priori, sem solucao analitica, secdo 8.5; calculo do erro de discretizagao, a priori, com solucao
analitica, se¢@o 8.6; e erro de truncamento da equagdo discretizada, secdo 8.7.

Mostrou-se que o uso da série de Taylor permite calcular corretamente os erros de
discretizagdo das solu¢des numéricas da varidvel dependente, de sua média, e de sua derivada
primeira num dos contornos do dominio de calculo, mesmo quando existem erros nodais, mas
desde que se conhega a solugdo analitica exata (A) para a obtencao dos erros de truncamento (&)
envolvidos.

O erro de discretizagdo local ¢ o erro de discretizagdo de um no () especifico, E;, que
resulta do erro de truncamento gerado no mesmo nd. Seu valor e suas ordens verdadeiras e
assintdtica podem ser extraidos da equag¢dao nodal do erro de discretizagdo. O erro de
discretizagdo global € o erro de discretizagdo de um no (j) especifico, E;, produzido pelos erros
de truncamento e de poluicdo no mesmo néd. O valor do erro de discretizagdo global é obtido
genericamente para qualquer variavel de interesse através da Eq. (3.1). Para as quatro variaveis
numéricas de interesse da Tab. 1.2, seus valores sdo obtidos com as Egs. (8.37) a (8.40). Para o
Caso 1, analisado neste capitulo, que possui solu¢des numéricas em forma fechada, foi possivel
obter analiticamente as ordens verdadeiras e assintotica dos erros de discretizagdo globais. O erro
de poluicao ¢ causado pelo erro de discretizagdo da varidvel dependente ou primaria (A1), e resulta
da interagdo do erro de discretizagdo de nds vizinhos que estdo envolvidos na equagdo nodal do
erro de discretizagao.

Devido a existéncia do erro de polui¢do, a ordem assintotica do erro de discretizagao

global de variaveis secundérias (Appg, Appsos Am)s iSto €, aquelas obtidas a partir da variavel

primaria ou dependente, pode ser diferente da ordem assintdtica de seus erros de truncamento.

., . P . i i .o yqe
Para as quatro varidveis numéricas de interesse (A, Ay, Apps, € Am) do Caso 1: é valida a

analogia entre a equagdo geral do erro de truncamento, Eq. (2.2), e a equagdo geral do erro de
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discretizagdo, Eq. (3.2); a ordem assintotica do erro de discretizacao global ¢ igual a ordem do

erro de truncamento da equagdo discretizada, sejam varidveis primaria (1) ou secundarias ( A, ,

Apps_s » Am); € @ ordem aparente é convergente em qualquer tamanho () dos elementos da malha.
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Capitulo 9.

CASO 3: ADVECCAO COM UDS EM MALHA UNIFORME

Neste capitulo, o mesmo problema do capitulo anterior ¢ abordado, isto €, a advecgdo de
um escalar. Também emprega-se o mesmo modelo numérico, que € constituido pelo método de
diferencas finitas, com aproxima¢do numérica de 1* ordem a montante e malhas uniformes. A
diferenga entre a equacdo diferencial do Caso 1, Eq. (8.1), e a do Caso 3, Eq. (9.1), ¢ o termo
fonte desta, que ¢ uma fun¢do quadratica em vez da linear usada no Caso 1. Isso resulta que a
equagdo geral do erro de discretizagdo, Eq. (3.2), serd composta por dois termos para a variavel
dependente da equacao diferencial. Portanto, o objetivo principal deste capitulo ¢ mostrar que o
aumento do niimero de termos na equagdo geral do erro de discretizacdo, Eq. (3.2), para qualquer
varidvel, ndo altera em termos qualitativos as conclusdes da se¢do 8.9. Além disso, ¢ analisada a
analogia entre as equagoes gerais dos erros de truncamento e de discretizagao.

O modelo matematico do Caso 3 ¢ definido por

AN 9.1)
dx

onde V ¢ a velocidade do escoamento, que ¢ admitida ser constante, A ¢ a varidvel dependente do
problema, que ¢ um escalar transportado por advec¢do, e x € a varidvel independente, a diregdo
coordenada. A condicao de contorno de Dirichlet ¢ dada pela Eq. (8.2).

Seguindo-se o procedimento apresentado na subsecao 8.7.1, verifica-se que o erro de
truncamento da equagdo diferencial, Eq. (9.1), na sua forma discretizada, ¢ dado pela Eq. (8.79).

Portanto, suas ordens verdadeiras sdo py =1, 2, 3, etc., e sua ordem assintotica ¢ p; = 1.
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9.1 SOLUCAO ANALITICA

A solucio analitica exata do modelo matematico definido pelas Egs. (9.1) e (8.2), para

a variavel dependente (A), ¢

A = (9.2)

x
v

Com a Eq. (9.2) em (2.28), a solucao analitica exata da média da varidvel dependente resulta

€m

L3
A, = v 9.3)

onde L ¢ o comprimento do dominio de célculo. A partir da Eq. (9.2), obtém-se que a derivada

de primeira ordem da variavel dependente ¢
N = — 9.4)

e, portanto, no contorno esquerdo do dominio de célculo, isto ¢, em x = 0, seu valor resulta em
AN@©) = 0 (9.5)
9.2 SOLUCAO NUMERICA
A solu¢do numérica do modelo matematico definido pelas Egs. (9.1) e (8.2) ¢ obtida

considerando-se 0 mesmo modelo numérico empregado na se¢do 8.3. Desta forma, com a Eq.

(7.4) em (9.1), tem-se

4 (2'_/ B /11—1)

p = 3% (9.6)
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ou

+ Zx?h (9.7)

3

onde x; ¢ a coordenada do no j, Fig. 2.1, h ¢ a distancia entre os ndés j e ‘j-1°, também
denominado de tamanho dos elementos da malha, e A ¢ a incdgnita do problema, ou a variavel
dependente. De acordo com a Eq. (9.7), 4; depende de A;.i, além de x, V' e h. Resolvendo-a
através do mesmo procedimento descrito na se¢do 8.3, obtém-se que a solu¢cio numérica da

variavel dependente (1) ¢ dada por

x; 3xJ2. X; o,
/Ij = 7 + 2V I’l + ﬁh (98)

A Eq. (9.8) ¢ a solugdo numérica exata do modelo matematico definido pelas Egs. (9.1) e (8.2),
bem como do sistema de equacdes algébricas representado pela Eq. (9.7). A solu¢do numérica

da média da variavel dependente (4,,) ¢

3 2
ao= Lo Ly Ly o Ly 9.9)
nz 2 2V nz

As solu¢des numéricas da derivada de primeira ordem da variavel dependente, com um e

dois pontos a jusante, 4, , sdo dadas por

3

(Aops o ?hz (9.10)

(Apps2)e = _ﬁhz (9.11)

Observa-se diretamente na Eq. (9.8) que no limite quando # — 0, a solu¢ao numérica se
iguala a solu¢do analitica, Eq. (9.2). O mesmo se observa entre as Egs. (9.9) e (9.3), entre as Egs.

(9.10) € (9.5), e entre as Egs. (9.11) e (9.5).
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9.3 CALCULO DO ERRO DE DISCRETIZACAO, 4 POSTERIORI

A Fig. 9.1 apresenta o modulo do erro de discretizacdo das solugdes numéricas de A(%%2),
Am> Apps € Apps_, » Obtido aplicando-se as Egs. (8.37) a (8.40). As solugdes analiticas de A(%%2),
A e A, para L = V = 1, sdo, respectivamente, %, Y4 e zero. As solugdes numéricas foram
obtidas para malhas com N =2, 4, 8, ..., 65536 elementos, o que equivale, de acordo com a Eq.
@A), ah="% Y, %, ..., Ysss =0,5;0,25; 0,125; ...; (= 1,53x107). Observa-se na Fig. 9.1 que
as inclinagdes das curvas do erro em relacdo ao eixo das abscissas, ou as ordens assintéticas (py),

de A(%5) e A, tendem ao mesmo valor, € os p; dos erros de 2,5 € 2, ,, a outro valor, maior.

1 E
0,1
0,01
0,001

0,0001 k

0,00001 k-4
1E6 k
1E7 E

1E-8;

modulo do erro de discretizagao

1E9

0,001

1E4Q L v vl
0,00001 0,0001

Figura 9.1 Erro de discretizagdo das solugdes numéricas de A(%2), A, Apps € Apps.s -

A Tab. 9.1 apresenta a ordem aparente (py) das solugdes numéricas de A(Y%), Am, Appg €
Arps_n » Obtida com as Egs. (4.25) e (4.26) e considerando-se a razdo de refino (g) igual a dois.

Estes resultados também sio mostrados na Fig. 9.2. As ordens aparente de A, € A, , sio

convergidas (secdo 5.1) em qualquer tamanho (%) dos elementos da malha; portanto suas ordens

assintoticas do erro de discretizagdo valem p; = 2, cujo resultado difere da ordem assintética do
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erro de truncamento da equacgao discretizada, que vale p;, = 1. J4 a ordem aparente de A(%2) e 4,, €
do tipo superconvergente (subse¢do 5.1.2) em qualquer /; com base em seus valores, para &7 — 0,
conclui-se que p; = 1; este resultado ¢ igual & ordem assintdtica do erro de truncamento da
equagao discretizada. Todos esses resultados da ordem assintotica dos erros de discretizagao sao

corroborados pelas expressdes apresentadas abaixo.

Tabela 9.1 Ordem aparente (py) das solugdes numéricas de AY%), Am, Apps € Apps_s -

A(%)

/1m

i
/1 DDS

i
/IlDDS—Z

1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03
1,953125000E-03
9,765625000E-04
4,882812500E-04
2,441406250E-04
1,220703125E-04
6,103515625E-05
3,051757813E-05
1,525878906E-05

1,263034406E+00
1,152003093E+00
1,082462160E+00
1,043068722E+00
1,022026306E+00
1,011140558E+00
1,005602706E+00
1,002809534E+00
1,001406821E+00
1,000703925E+00
1,000352092E+00
1,000176078E+00
1,000088047E+00
1,000044026E+00

1,461580085E+00
1,251257238E+00
1,130658191E+00
1,066518126E+00
1,033542178E+00
1,016839664E+00
1,008436670E+00
1,004222504E+00
1,002112289E+00
1,001056403E+00
1,000528266E+00
1,000264149E+00
1,000132079E+00
1,000066040E+00

2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00

2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00

O erro de discretizacido (E) da solucio numérica da variavel dependente no modelo

2

matematico (4) ¢ obtido com a substitui¢do das Egs. (9.2) e (9.8) na Eq. (8.37), o que resulta em

3xj X; o,
_Wh - ﬁh (9.12)

E(4,) =
Usando-se o procedimento descrito na subsecdo 4.1.2, isto ¢, com as Egs. (4.15), (4.17) e (9.12),

deduz-se que a ordem efetiva de A depende de % e x, e € dada por

h
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10 6—o 6 —6—0—o—e—o—0—"__ _ RRRR
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0,00001 0,0001 0,001 0,01 0,1

h

Figura 9.2 Ordem aparente das solug¢des numéricas de A(%2), Am, Apps € Apps_a -

O erro de discretizacao (E) da média da variavel dependente (4,,) ¢ obtido com a

substituicdo das Egs. (9.3) € (9.9) na Eq. (8.38), fornecendo

2
Eh) = —Ln - Lp - Lp (9.14)
2 2 4y

De forma semelhante ao procedimento usado na obtencao da Eq. (9.13), deduz-se que a ordem

efetiva de 4,, depende de 4 e L, e ¢ dada por

h(L + h)

pe(4,) =1 JE
[L(L+h) + 2}

(9.15)

O erro de discretizacido (E) da derivada de primeira ordem da variavel dependente,
com um ponto a jusante, A,,., ¢ obtido com a substituigdo das Egs. (9.5) e (9.10) na Eq.

(8.39), o que resulta em
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3

—-=n 9.16
v (9.16)

E(ﬂjDDs)o =

A ordem assintética (p, = 2) do erro de discretizagio de 1,,, é diferente da ordem
assintdtica (p, = 1) do erro de truncamento da equacio discretizada. Mas isso s6 ocorre no

caso particular de A, ser calculado em x = 0. Em qualquer outro x, a sua ordem ¢ igual a

ordem do erro de truncamento da equagao discretizada.

O erro de discretizacao (E) da derivada de primeira ordem da variavel dependente,
com dois pontos a jusante, A, . ,, ¢ obtido com a substituigio das Egs. (9.5) e (9.11) na Eq.

(8.40), fornecendo

E(Zpps2)e = ﬁhz 9.17)

A ordem assintitica (p, = 2) do erro de discretiza¢io de 2, , também é diferente da
ordem assintotica (p, = 1) do erro de truncamento da equacio discretizada. Isso ocorre
porque a ordem do erro de polui¢do de A,,, , € igual a sua ordem do erro de truncamento, p; =

2.

Nos dois maiores valores de % plotados na Fig. 9.1, verifica-se que a magnitude do erro

de 4,,s, cujo p, = 2, ¢ maior do que a magnitude do erro de A(’%), cujo p; = 1; e, nos demais
valores de 4, a magnitude do erro de A, ¢ menor ou igual & magnitude do erro de A(%%). Isso

significa que, para valores grandes de /, ordem assintotica maior ndo equivale a erro menor; mas,
para valores de &7 — 0, ordem assintotica maior equivale a erro menor.

Usando-se o mesmo procedimento apresentado na se¢do 8.6, verificou-se que o uso da
série de Taylor permite calcular corretamente os erros de discretizagdo das solugdes numéricas
da variavel dependente, Eq. (9.12), de sua média, Eq. (9.14), e de sua derivada primeira num dos
contornos do dominio de célculo, Egs. (9.16) e (9.17), mesmo quando existem erros nodais, mas
desde que se conhega a solugdo analitica exata (A) para a obtencao dos erros de truncamento (&)
envolvidos.

Devido ao fato da ordem aparente ser convergente em qualquer tamanho (%) dos

elementos da malha, conforme pode-se observar na Tab. 9.1, o desempenho qualitativo dos
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estimadores de erro, delta, de Richardson, GCI, bicoeficiente, tricoeficiente e convergente, ¢

1déntico ao observado nos exemplos apresentados nos Caps. 3 e 5 da Parte I deste trabalho.

9.4 RESUMO DO CAPITULO 9

Foram apresentadas as solug¢des analitica e numérica da equagdo diferencial do Caso 3,
Eq. (9.1), para a variavel dependente (A1) nestas equacdes, sua derivada primeira, obtida de duas
formas (A, € Apps,), € sua média ao longo do dominio de célculo (4,). As solugdes
numéricas foram obtidas em forma fechada, o que possibilitou a realizagdo de varios tipos de
analise de erros e de suas ordens verdadeiras, assintotica e efetiva.

Para a variavel dependente (A1) e sua média ao longo do dominio de calculo (4,,), a ordem

assintotica do erro de discretizacdo global € igual a ordem assintotica do erro de truncamento da
equagdo discretizada. Porém, isso ndo ocorre para duas das variaveis secundarias (A, €
Arps_, ): @ ordem assintotica do erro de discretizagdo global resultou em valor superior a ordem
assintdtica do erro de truncamento da equagdo discretizada. A ordem aparente das quatro
varidveis numéricas de interesse (A4, Ay, Apps, € Am) do Caso 3 é convergente em qualquer

tamanho (/) dos elementos da malha.
Com relagdo as ordens assintdticas, verificou-se que para A e 4, € valida a analogia entre

a equacao geral do erro de truncamento, Eq. (2.2), e a equagdo geral do erro de discretizagdo, Eq.
(3.2). Para A),¢ € A ,, esta analogia ndo € valida. Mas com relagdo & independéncia de 4 dos
coeficientes ¢; da equagdo geral do erro de truncamento, verificou-se que para todas as variaveis
de interesse (A, A, Apps € Apps o) @ analogia é valida, isto é, os coeficientes C; da equagdo geral

do erro de discretizagdo também independem de 4.
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Capitulo 10.

CASOS 4 E 5: ADVECCAO COM UDS EM MALHA UNIFORME

Sao abordados dois casos neste capitulo: no primeiro, Caso 4, a equagdo diferencial ¢
linear; e, no segundo, Caso 5, ¢ ndo-linear. A diferenca entre estas equagdes e aquelas dos Caps.
8 ¢ 9 ¢ muito pequena. O modelo numérico € o mesmo empregado nos Caps. 8 ¢ 9, sendo
constituido pelo método de diferengas finitas, com aproximagdo numérica de 1° ordem a
montante ¢ malhas uniformes. Os objetivos desse capitulo sdo mostrar que: a analogia entre as
equagoes gerais dos erros de truncamento e de discretizagdo ndo ¢ valida nem mesmo para um
modelo matematico muito simples e a forma funcional do erro de discretizagdao pode depender da

propria solugdo numérica.
10.1 MODELO MATEMATICO DO CASO 4
O modelo matematico do Caso 4 ¢ definido por

aA = A + 2x - X’ (10.1)
dx

onde A ¢ a varidvel dependente do problema e x ¢ a variavel independente, a dire¢do coordenada.
A condigao de contorno de Dirichlet ¢ dada pela Eq. (8.2).

Com o mesmo procedimento apresentado na subsegdo 8.7.1, obtém-se
e(ED), = &(lps), (10.2)

isto €, o erro de truncamento da Eq. (10.1) em sua forma discretizada ¢ igual ao erro de

truncamento da aproximacao numérica da derivada de primeira ordem usada na Eq. (10.1). Com
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a Eq. (7.5) em (10.2), chega-se ao erro de truncamento da equagdo diferencial, Eq. (10.1), na sua

forma discretizada, no no j, dado por

ii h iii hz v h3
8(ED)] = AJE - A]? + A]a - ... (103)

Portanto, suas ordens verdadeiras sao py =1, 2, 3, etc., e sua ordem assintotica ¢ p; = 1.
10.2 SOLUCAO ANALITICA DO CASO 4

A solugao analitica exata do modelo matematico definido pelas Egs. (10.1) e (8.2), para

a variavel dependente (A), ¢
A = x2 (10.4)

Com a Eq. (10.4) em (2.28), a solucio analitica exata da média da variavel dependente resulta

cm
A = = (10.5)

onde L ¢ o comprimento do dominio de calculo. A partir da Eq. (10.4), obtém-se que a derivada

de primeira ordem da variavel dependente ¢
AN = 2x (10.6)
e, portanto, no contorno esquerdo do dominio de célculo, isto ¢, em x = 0, seu valor resulta em

AN@©) = 0 (10.7)



170

10.3 SOLUCAO NUMERICA DO CASO 4
A solugdo numérica do modelo matematico definido pelas Egs. (10.1) e (8.2) é obtida
considerando-se 0 mesmo modelo numérico empregado na secdo 8.3. Desta forma, com a Eq.

(7.4) em (10.1), tem-se

(ﬂ“_/ - ﬁ’j—l)

P = 4 + 2x;, - sz. (10.8)
ou
a4 = Am ¥ @xoxph (10.9)
! (=h)

¢

onde x; ¢ a coordenada do no j, Fig. 2.1, h ¢ a distancia entre os ndés j e ‘j-1°, também
denominado de tamanho dos elementos da malha, e A ¢ a incognita do problema, ou a variavel
dependente. De acordo com a Eq. (10.9), 4; depende de A, além de x e h. Para se obter uma
solu¢do numérica em forma fechada, adotou-se o seguinte procedimento: primeiro, determinou-
se o erro de discretizacao global, em forma fechada, através do procedimento explicado na se¢ao

8.6; e, entdo, com a Eq. (8.37) e a solucdo analitica, obteve-se a solu¢io numérica da variavel

dependente (1), que ¢ dada por

A= X+ [ ! ,—1}}1 (10.10)
J J (1—h)’

A Eq. (10.10) ¢ a solugdo numérica exata do modelo matematico definido pelas Egs. (10.1) e
(8.2), bem como do sistema de equagdes algébricas representado pela Eq. (10.9).

Nao se conseguiu obter uma expressao em forma fechada para a solu¢io numérica da
média da variavel dependente (4,,). Portanto, seu valor foi computado através da Eq. (7.33). As
solucdes numéricas da derivada de primeira ordem da variavel dependente com um e dois

pontos a jusante sao dadas por



171

(Aops)o = %h (10.11)
Goosh = 5! (10.12)

Observa-se diretamente na Eq. (10.10) que no limite quando 2 — 0, a solu¢do numérica se iguala
a solucao analitica, Eq. (10.4). O mesmo ¢ observado entre as Egs. (10.11) e (10.7), e entre as

Eqgs. (10.12) e (10.7).

10.4 CALCULO DO ERRO DE DISCRETIZACAO, 4 POSTERIORI, DO CASO 4

A Fig. 10.1 apresenta o mddulo do erro de discretizagdo das solugdes numéricas de A(%2),
Ams Apps € Apps_, » obtido aplicando-se as Eqs. (8.37) a (8.40). As solugdes analiticas de A(%),
Ame A para L = 1, sdo, respectivamente, %, % e zero. As solugdes numéricas foram obtidas
para malhas com N =2, 4, §, ..., 65536 elementos, o que equivale, de acordo com a Eq. (8.11), a
h= %, Yoy Y%y Vossie = 0,55 0,25; 0,125; ...; (= 1,53x10). Observa-se na Fig. 10.1 que as
inclinagdes das curvas dos erros com o eixo das abscissas, ou as ordens assintoticas (pr), de A(72)

€ Amy Apps € Apps_, tendem ao mesmo valor.
A Tab. 10.1 apresenta a ordem aparente (py) das solugdes numéricas de A(%4), A, Apps €

Apps_, » Obtida com as Egs. (4.25) e (4.26) para razdo de refino (¢) igual a dois. Esses resultados

também sdao mostrados na Fig. 10.2. Com base em seus valores, para # — 0, conclui-se que p; =
1 para as quatro variaveis de interesse. Este resultado ¢ igual & ordem assintédtica do erro de

truncamento da equagdo discretizada, conforme a Eq. (10.3). A ordem aparente de A('%2), A, €

Anps € do tipo superconvergente (subsegdo 5.1.2) em qualquer 4, conforme se pode ver na Tab.

10.1 € Fig. 10.2. A ordem aparente de A, , € superconvergente apenas para valores iguais ou

menores que 4 = 0,0625, conforme a Tab. 10.1 e Fig. 10.2; de & = 0,125 para & = 0,0625, a
ordem aparente oscila de um valor menor para um valor maior do que p;; as implica¢des desta

oscilagdo serdo apresentadas mais a frente, ainda nesta secao.
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Figura 10.1 Erro de discretizagdo das solugdes numéricas de A(Y5), Am, Apps € Apps_s -

Tabela 10.1 Ordem aparente (py) das solugdes numéricas de A(%4), Am, Apps € Apps_s -

A()

Am

i
/1 'DDS

i
/IlDDS—Z

1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03
1,953125000E-03
9,765625000E-04
4,882812500E-04
2,441406250E-04
1,220703125E-04
6,103515625E-05
3,051757813E-05
1,525878906E-05

1,524651449E+00
1,206916052E+00
1,093836861E+00
1,044851776E+00
1,021944336E+00
1,010855803E+00
1,005399292E+00
1,002692553E+00
1,001344511E+00
1,000671815E+00
1,000335797E+00
1,000167871E+00
1,000083929E+00
1,000041963E+00

1,720794924E+00
1,289455447E+00
1,133690068E+00
1,064648247E+00
1,031835170E+00
1,015802378E+00
1,007873238E+00
1,003929736E+00
1,001963160E+00
1,000981155E+00
1,000490471E+00
1,000245209E+00
1,000122598E+00
1,000061297E+00

1,538866086E+00
1,185662405E+00
1,078812781E+00
1,036459167E+00
1,017550619E+00
1,008612195E+00
1,004266113E+00
1,002123158E+00
1,001059116E+00
1,000528944E+00
1,000264319E+00
1,000132121E+00
1,000066051E+00
1,000033023E+00

6,147098441E-01
1,089267338E+00
1,060369069E+00
1,032348811E+00
1,016576917E+00
1,008375049E+00
1,004207585E+00
1,002108619E+00
1,001055493E+00
1,000528040E+00
1,000264093E+00
1,000132065E+00
1,000066037E+00
1,000033020E+00
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Figura 10.2 Ordem aparente das solugdes numéricas de A(%5), A, Apps € Appss -

O erro de discretizacao (E) da solucdo numérica da variavel dependente no modelo
matematico (A1) ¢ obtido com a substitui¢ao das Eqs. (10.4) e (10.10) na Eq. (8.37), o que resulta

cm

[ .k
E(4) = {1 (1_h)]}h = h Y (10.13)

A Eq. (10.13) colocada na forma da equacao geral do erro de discretizacdo, Eq. (3.2), fornece

c), =1 - (l—lh)f (10.14)

e C,=C3=..=0, ou seja, o erro ¢ constituido por apenas um termo que depende de /. Para h —

0, pode ser demonstrado que o erro de discretizacdo tende a
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E(A) = —xh (10.15)

J

Portanto, sua ordem assintotica € de 1° ordem, isto &, p; = 1. O erro de discretizacio (E) da
média da varidvel dependente (4,) ¢ obtido com o seu calculo através da Eq. (7.33) ¢ a
substituicdo deste resultado e o da Eq. (10.5) na Eq. (8.38).

O erro de discretizacao (E) da derivada de primeira ordem da variavel dependente,
com um ponto a jusante, A, ., ¢ obtido com a substituigdo das Egs. (10.7) € (10.11) na Eq.

(8.39), o que resulta em

E(Aps)e = —%_Z))h (10.16)

A Eq. (10.16), colocada na forma da equagdo geral do erro de discretizacdo, Eq. (3.2), fornece

¢ = - @=h (10.17)
(1-h)
e C,=C3=..=0, ou seja, o erro ¢ constituido por apenas um termo que depende de /. Para h —

0, pode ser demonstrado que o erro de discretizacdo tende a
E(Xpps)e = —2h (10.18)

Portanto, sua ordem assintdtica é de 17 ordem, isto é, p; = 1.

O erro de discretizacdo (E) da derivada de primeira ordem da variavel dependente,
com dois pontos a jusante, A, ,, ¢ obtido com a substituigdo das Egs. (10.7) e (10.12) na Eq.

(8.40), o que resulta em

_1(2-3h)
2 (1-h)

E(ipss)e = h (10.19)

A Eq. (10.19), colocada na forma da equacdo geral do erro de discretizacdo, Eq. (3.2),

resulta em
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L= —1(2_3}? (10.20)
2 (1-h)
e C,=C3=..=0, ouseja, o erro ¢ constituido por apenas um termo que depende de /. Para & —
0, pode ser demonstrado que o erro de discretizacdo tende a
E(Zppss)o = —h (10.21)

Portanto, sua ordem assintdtica é de 17 ordem, isto é, p; = 1.

A ordem assintotica (p, = 1) do erro de discretizagdo de 4, Eq. (10.15), de 4, Eq.

(10.18), e de 2,,¢ ,, Eq. (10.21), é igual a ordem assintdtica do erro de truncamento da equagio
discretizada, Eq. (10.3), conforme se pode observar através da Tab. 10.1 e Fig. 10.2.
Comparando-se a Eq. (10.3) com as Egs. (10.13), (10.16) e (10.19), conclui-se que nao ¢é valida
a analogia entre a equacido geral do erro de truncamento, Eq. (2.2), e a equacio geral do
erro de discretizacdo, Eq. (3.2) para as variaveis A, 4, € 4, , -

Um exemplo de uma situagdo em que o estimador convergente, abordado na se¢do 5.3,
ndo funciona ¢ dado a seguir. Conforme ja visto, de 4 = 0,125 para & = 0,0625, a ordem aparente

de 4, , oscila de um valor menor para um valor maior do que p;. Na Fig. 10.3 é apresentado
um esbogo das solugdes analitica e numéricas, dos erros € das incertezas de A, , para h =

0,125. Neste &, os valores das extrapolagcdes de Richardson (¢.,) baseadas nas ordens assintdtica,
Eq. (5.15), e aparente, Eq. (5.16), e representadas por ¢.(pr) € @(pv), estdo além da solucao
analitica exata (®); conseqiientemente, a incerteza convergente (Uc), Eq. (5.20), subestima o
valor do erro (E¢) da solugdo numérica convergente (@¢), Eq. (5.19). Além disso, as incertezas de
Richardson (Ug;) baseadas nas ordens assintotica, Eq. (5.6), e aparente, Eq. (5.7), e representadas
por Uri(pr) € Urlpu), superestimam o valor do erro (E(¢)) da solugdo numérica na malha fina
(¢1), o que também pode ser visto na Tab. 10.2. Mas, a partir de £ = 0,0625, tudo passa a valer
conforme a teoria vista na Parte I deste trabalho porque a ordem aparente ¢ superconvergente,
exceto por um aspecto: conforme ja mencionado, comparando-se as Eqs. (10.3) e (10.13),
verificou-se que ndo ¢ valida a analogia entre a equacao geral do erro de truncamento (&), Eq.
(2.2), e a equagdo geral do erro de discretizacdo (E), Eq. (3.2). Na Tab. 10.2 pode-se ver o efeito

disso: a incerteza dada pelo estimador bicoeficiente (Up;) estd mais proxima do erro de
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discretizagdo (£) do que as outras incertezas, especialmente a do estimador tricoeficiente (U,;).
Conforme visto no Cap. 5, quando a analogia entre as equagdes gerais de ¢ e £ ¢ valida, as
incertezas calculadas com os estimadores de Richardson, bicoeficiente e tricoeficiente sdo

progressivamente mais proximas de £, € isso ndo ocorre aqui.

b () b b ()
. U, U.
Unlp)
o, .
E.)
@ Unlpo) ;
b 0

Figura 10.3 Esbogo das solugdes, dos erros e das incertezas de A, , parah= 4.

Outro ponto a se destacar ¢ que as incertezas calculadas com os estimadores de
Richardson, bicoeficiente e tricoeficiente ndo sdao iguais ao erro em nenhum valor de /4; os
valores iguais a unidade na Tab. 10.2 decorrem do efeito de arredondamento dos valores
mostrados. Em principio, deveria-se esperar que até mesmo o estimador de Richardson

fornecesse o valor correto do erro uma vez que

¢(ED), = h (10.22)

isto €, o erro de truncamento da equagdo discretizada, Eq. (10.8), tem apenas um termo, e de
valor constante igual a 4; o resultado mostrado na Eq. (10.22) foi obtido pela substituicdo das

derivadas da solugdo analitica, Eq. (10.4), na Eq. (10.3).
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Tabela 10.2 Razdo entre incerteza (U) € erro de discretizagdo (E) de 2, , .

Uripr) | E

Urpv) | E

Upil E

Utri / E

2,50000000E-01
1,25000000E-01
6,25000000E-02
3,12500000E-02
1,56250000E-02
7,81250000E-03
3,90625000E-03
1,95312500E-03
9,76562500E-04
4,88281250E-04
2,44140625E-04
1,22070313E-04
6,10351563E-05
3,05175781E-05
1,52587891E-05

8,00000000E-01
1,09401709E+00
1,05840957E+00
1,03052823E+00
1,01547555E+00
1,00777866E+00
1,00389821E+00
1,00195117E+00
1,00097608E+00
1,00048816E+00
1,00024411E+00
1,00012206E+00
1,00006103E+00
1,00003052E+00
1,00001526E+00

nao se aplica
2,05932630E+00
9,38589619E-01
9,49388765E-01
9,71420164E-01
9,85012061E-01
9,92343319E-01
9,96132294E-01
9,98056461E-01
9,99025828E-01
9,99512316E-01
9,99756009E-01
9,99877967E-01
9,99938974E-01
9,99969485E-01

ndo se aplica
1,26495727E+00
1,01337087E+00
1,00117022E+00
1,00012443E+00
1,00001440E+00
1,00000173E+00
1,00000021E+00
1,00000003E+00
1,00000000E+00
1,00000000E+00
1,00000000E+00
1,00000000E+00
1,00000000E+00
1,00000000E+00

ndo se aplica

ndo se aplica
9,37368051E-01
9,97458831E-01
9,99805266E-01
9,99980763E-01
9,99997859E-01
9,99999747E-01
9,99999969E-01
9,99999996E-01
1,00000000E-+00
1,00000000E+00
1,00000000E-+00
1,00000000E+00
1,00000000E-+00

10.5 CASO 5

O Caso 5 envolve um modelo matematico nao-linear, definido por

(10.23)

onde A ¢ a varidvel dependente do problema e x ¢ a variavel independente, a dire¢do coordenada.
A condigao de contorno de Dirichlet ¢ dada pela Eq. (8.2).
Seguindo-se o procedimento apresentado na subsecdo 8.7.1, obtém-se que o erro de

truncamento da equacao diferencial, Eq. (10.23), na sua forma discretizada, no né j, ¢ dado por

ii h iii h2 v h3
8(ED)] = Aj AJE - A]? + Ajﬂ

(10.24)
ou seja, o erro de truncamento depende, além de derivadas, da propria solugdo nodal (A;). A

partir da Eq. (10.24), conclui-se que as ordens verdadeiras do erro de truncamento sdo py =1, 2,

3, etc., e a ordem assint6tica € p; = 1.
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A solucao analitica exata do modelo matematico definido pelas Egs. (10.23) e (8.2), para
a variavel dependente (A), ¢ dado pela Eq. (10.4). A solu¢do analitica exata da média da variavel
dependente (A,,) resulta na Eq. (10.5), e a solu¢do da derivada de primeira ordem da variavel
dependente (A’) ¢ a mesma da Eq. (10.7).

A solugdo numérica do modelo matematico definido pelas Egs. (10.23) e (8.2) ¢ obtida

considerando-se 0 mesmo modelo numérico empregado na se¢do 8.3. Desta forma, com a Eq.

(7.4) em (10.23), tem-se

1 (/1]' - //lj—l)

= = 2x; (10.25)

ou

A+ A, + 8x’h
2 = fod / (10.26)

<

onde x; ¢ a coordenada do n6 j, Fig. 2.1, & ¢ a distancia entre os nds j e ‘-1°, também
denominado de tamanho dos elementos da malha, e A ¢ a incognita do problema, ou a variavel
dependente. De acordo com a Eq. (10.26), 4; depende de A, além de x e h. Nao se conseguiu
obter expressdes em forma fechada para a solugdo numérica da variavel dependente (1) e de sua
média (4,,). Portanto, seus valores foram computados através das Eqgs. (10.26) e (7.33). Obtido 4,

a solucao numérica da derivada de primeira ordem da varidvel dependente, com um ponto a

jusante, A, foi calculada com a Eq. (8.25) e a solugdo numérica da derivada de primeira

ordem da variavel dependente, com dois pontos a jusante, A, ,, com a Eq. (8.32).

Seguindo-se o procedimento descrito na se¢do 8.5, pode-se deduzir que a equagdo do erro

de discretizacao local, do Caso 5, ¢ dada por

) 252 2
E - A =24+ E —h + @4, —/21_/-1—E_/-1+h ) * AEL R (10.27)

onde o erro de truncamento da aproximagao numérica empregada na discretizacao da Eq. (10.23)

ja foi substituido, sendo seu valor igual ao dado na Eq. (10.22), isto é, & = h. A novidade da Eq.
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(10.27), em relagdo a Eq. (8.50), é que o erro de discretizagdo nodal (£;) depende da propria
solugdo numérica nodal (1), além de / e dos erros de nds vizinhos, representados por Ej.;.

Com base nas solugdo numéricas obtidas, para a varidvel dependente (1) e sua média
(Am), a ordem aparente € superconvergente em qualquer tamanho (%) dos elementos da malha. Ja

para a derivada de primeira ordem da variavel dependente, com um ponto a jusante, 4, , € com
dois pontos a jusante, A, ,, a ordem aparente ¢ convergida em qualquer 4. Para as quatro

.y . r e . i i . 7,
varidveis numéricas de interesse (A, An, A,ps € Apps,), @ ordem assintotica do erro de

discretizacdo global resultou em p; = 1, que € igual a ordem assintdtica do erro de truncamento

da equacdo discretizada, Eq. (10.24).

10.6 RESUMO DO CAPITULO 10

Foram apresentadas solugdes analitica e numérica das equagdes diferenciais dos Casos 4
e 5, Egs. (10.1) e (10.23), para A, A, A,y € Ay, - Para estas quatro varidveis de interesse, a
ordem assintdtica do erro de discretizagdo global ¢ igual a ordem assintdtica do erro de
truncamento da equacao discretizada. A ordem aparente de trés variaveis numéricas de interesse

(A, Am € A5 ) do Caso 4 é superconvergente em qualquer tamanho (k) dos elementos da malha.

Para A, , sua ordem aparente também ¢ superconvergente mas ndo em todos os valores de /;
entre os dois maiores, a ordem aparente oscila de um valor menor para um valor maior do que p;.

Para A, A, € A, ,, verificou-se analiticamente através das Egs. (10.13), (10.16) e
(10.19) que nao ¢ valida a analogia entre a equagdo geral do erro de truncamento, Eq. (2.2), ¢ a
equagdo geral do erro de discretizacao (E£), Eq. (3.2), uma vez que os coeficientes C; da equacao
de E dependem de /4. No Caso 5, cuja equacdo diferencial é ndo-linear, Eq. (10.23), verificou-se
que o erro de discretizagdo nodal (£;) dado na Eq. (10.27) depende, além de / e dos erros de nos

vizinhos, da prépria solu¢do numérica nodal (4).
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Capitulo 11.

CASO 6: ADVECCAO COM CDS EM MALHA UNIFORME

11.1 DEFINICAO DO PROBLEMA E SOLUCAO ANALITICA

Nos Caps. 8 a 10 foram usadas apenas aproximagdes numéricas de primeira ordem. No
presente capitulo aborda-se 0 mesmo modelo matematico do Cap. 9, isto ¢, a adveccdo de um
escalar, mas empregando-se uma aproximacao numérica de segunda ordem. Portanto, o modelo
matematico do Caso 6 ¢ definido pelas Egs. (9.1) e (8.2).

Seguindo-se o procedimento apresentado na subse¢do 8.7.1 € com a Eq. (7.11), chega-se
ao erro de truncamento da equacdo diferencial, Eq. (9.1), na sua forma discretizada, no né j, dado

por

2 4 6
¢(ED), = —V[A”?’h_ o o j (11.1)

76 7120 75040

Portanto, suas ordens verdadeiras sdo py = 2, 4, 6, etc., e sua ordem assintdtica ¢ p;, = 2. As
solucdes analiticas exatas da varidvel dependente (A), de sua média (A,,) e de sua derivada de

primeira ordem (A’) sdo dadas pelas Egs. (9.2) a (9.5).

11.2 SOLUCAO NUMERICA

A solugdo numérica do modelo matematico definido pelas Egs. (9.1) e (8.2) ¢ obtida
considerando-se (Ferziger e Peric, 1999): método de diferencas finitas, aproximagao numérica da
derivada de 1 ordem da equagdo diferencial com diferenga central e malha uniforme. Desta

forma, com a Eq. (7.10) em (9.1), tem-se
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A=A
V(fﬂz—hf—l) = 3 (11.2)

ou

6
+ . h 11.3
S (113)

<

‘7-1°, Fig. 2.1, h ¢ a distancia entre os nos j e

<

onde x;.; ¢ a coordenada do no ‘7-1°, também
denominado de tamanho dos elementos da malha, e A ¢ a incognita do problema, ou a variavel
dependente. De acordo com a Eq. (11.3), 4; depende de A;,, além de x, V' e h. Resolvendo-a
através do mesmo procedimento descrito na secdo 8.3, obtém-se que a solucio numérica da

variavel dependente (A1) ¢ dada por
x3

A, 0= L - Lp araj=0,2,4,.., 11.4
7 7 (para j N) (11.4)

valida para os nds pares, isto €, paraj =0, 2, 4, ... N, sendo N um namero par que representa o
nimero total de elementos da malha. A Eq. (11.4) ¢ a solu¢do numérica exata do modelo
matematico definido pelas Egs. (9.1) e (8.2), bem como do sistema de equacdes algébricas
representado pela Eq. (11.3), e independe da solugcdo dos nds impares. A solugdo numérica da

variavel dependente nos nos impares ¢ obtida a partir dos nds pares, através de

A, +4,) .
A = % (paraj=1,3,5, .., N-1) (11.5)

Com a Eq. (11.4) substituida na Eq. (11.5), obtém-se

X 2x; :
A = 7/ + 71}, (paraj=1,3,5, ..., N-1) (11.6)

A solu¢ao numérica da média da variavel dependente (4,,) ¢
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3

As solucoes numéricas da derivada de primeira ordem da variavel dependente com um e

dois pontos a jusante sao dadas por

3

(%)Ds)o ;hz (11.8)
; 3.2
(Apps-2)e = ;h (11.9)

Observa-se diretamente nas Eqgs. (11.4) e (11.6) que no limite quando # — 0, a solucao
numérica se iguala a solugdo analitica, Eq. (9.2). O mesmo se observa entre as Eqgs. (11.7) e

(9.3), entre as Egs. (11.8) e (9.5), e entre as Egs. (11.9) e (9.5).
11.3 CALCULO DO ERRO DE DISCRETIZACAO, 4 POSTERIORI

As solugdes analiticas de A(%), A e A', para L = V = 1, sdo, respectivamente, %, % e
zero. As solugdes numéricas foram obtidas para malhas com N =4, 8, ..., 65536 elementos, o que
equivale, de acordo com a Eq. (8.11), a h = "4, Y%, ..., %ssss = 0,25; 0,125; ...; (= 1,53x107). O
erro de discretizacio (F) da solucio numérica da variavel dependente no modelo
matematico (4) ¢ obtido com a substituicdo das Eqgs. (9.2) e (11.4) na Eq. (8.37), o que resulta

em
E(A) = %hz (paraj=0,2, 4, .., N) (11.10)
e, com a substituicao das Egs. (9.2) e (11.6) na Eq. (8.37), tem-se

2x; )
E(4) = —7}1 (paraj=1,3,5, ..., N-1) (11.11)
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O erro de discretizacdo (E) da média da variavel dependente (4,,) ¢ obtido com a

substituicdo das Egs. (9.3) e (11.7) na Eq. (8.38), chegando-se a

E(A,) = —%hz (11.12)

Os erros de discretizacio (E) da derivada de primeira ordem da variavel dependente com

um e dois pontos a jusante, A, . e A, ,, sio obtidos com a substituigdo das Egs. (9.5) e

(11.8) na Eq. (8.39), o que resulta em

3

ey 11.13
v (11.13)

E(ﬂjDDs)o = E(//liDDS—Z)O

Sobre o erro de discretizagdo (E) de 4, Egs. (11.10) € (11.11), de A, Eq. (11.12), de A},
e Apps_»» Eq. (11.13), observa-se que:
1) Os erros sdo constituidos por apenas um termo. Portanto, as ordens verdadeiras (py) se
reduzem a ordem assintética (pz), que € de 2% ordem, isto ¢, py = p; = 2. Para os coeficientes
C;, de acordo com a subsecdo 4.1.3, as ordens efetiva (pg) e aparente (py) sdo do tipo
convergida (secdo 5.1) em qualquer tamanho (%) dos elementos da malha ou, em outras
palavras, sdo iguais a ordem assintética, ou seja, pg = py = pr = 2.
2) As ordens assintoticas (p; = 2) dos erros de discretizagdo sdo iguais a ordem assintdtica do

erro de truncamento da equagdo discretizada, Eq. (11.1).
11.4 DEGENERACAO DA ORDEM DO ERRO DE DISCRETIZACAO

Seguindo-se 0 mesmo procedimento descrito na se¢do 8.5, pode-se deduzir que a equagio

nodal do erro de discretizacdo, do Caso 6, ¢ dada por

+ %if (paraj=0,2,4,..,N) (11.14)
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ou seja, a ordem do erro de discretizagdo local ¢ igual a trés. Portanto, a passagem da Eq. (11.14)
para a Eq. (11.10), que ¢ o erro de discretizagdo global, resulta na degeneracao de sua ordem

em uma unidade, provocada pelo somatério que esta implicito na Eq. (11.14).

11.5 RESUMO DO CAPITULO 11

Foram apresentadas as solugdes numéricas da equagdo diferencial do Caso 6, Eq. (9.1),
para A, Am, A,pg € Apps,. Verificou-se que a ordem do erro de discretizagdo local (p; = 3)
degenera em uma unidade para a ordem do erro de discretizagcdo global (p;, = 2) da variavel
dependente. Para todas as variaveis de interesse (A, Am, 4,55 € Apps, )» @ ordem assintética do
erro de discretizagdo global ¢ igual a ordem do erro de truncamento da equagdo discretizada, e ¢
valida a analogia entre a equagdo geral do erro de truncamento, Eq. (2.2), e a equacdo geral do

erro de discretizacdo, Eq. (3.2). A ordem aparente das quatro variaveis numéricas de interesse (A,

Apps s Apps.o € Am) € convergida em qualquer tamanho (/) dos elementos da malha.
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Capitulo 12.

CASOS 7 E 8: DIFUSAO COM CDS EM MALHA UNIFORME

Nos Caps. 8 a 11 foram abordados problemas advectivos, que envolvem apenas
aproximagdes numéricas de derivadas de primeira ordem. No presente capitulo, sdo abordados
dois casos de problemas difusivos que envolvem aproximagdes numéricas de derivadas de
segunda ordem: no primeiro problema, Caso 7, a equagao diferencial ¢ linear; e, no segundo,
Caso 8, ¢ ndo-linear. O modelo numérico ¢ constituido pelo método de diferencas finitas, com

aproximagdes numéricas de 2 ordem através de diferenga central ¢ malhas uniformes.

12.1 MODELO MATEMATICO DO CASO 7

O modelo matematico do Caso 7 ¢ definido por

= 12x° (12.1)

com as seguintes condi¢des de contorno de Dirichlet (Tannehill et al., 1997):
A0) = 0 (12.2)
AL =1 (12.3)

onde L ¢ o comprimento do dominio de célculo, A ¢ a variavel dependente do problema, que ¢
um escalar difundido, e x ¢ a variavel independente, a dire¢do coordenada.

Seguindo-se o procedimento apresentado na subse¢do 8.7.1 e com a Eq. (7.29), chega-se
ao erro de truncamento da equagdo diferencial, Eq. (12.1), na sua forma discretizada, no no j,

dado por
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2 4 6
jEpy, - mE g

; e = .. 12.4
712 7360 720160 (124)

Portanto, suas ordens verdadeiras sdo py = 2, 4, 6, etc., e sua ordem assintotica ¢ p; = 2.
12.2 SOLUCAO ANALITICA DO CASO 7

A solucdo analitica exata do modelo matematico definido pelas Egs. (12.1) a (12.3),

para a variavel dependente (A), ¢
A = X (12.5)

Com a Eq. (12.5) em (2.28), a solucio analitica exata da média da variavel dependente resulta

cm
A = = (12.6)

A partir da Eq. (12.5), obtém-se que a derivada de primeira ordem da variavel dependente ¢
AN = 4x° (12.7)
e, portanto, no contorno esquerdo do dominio de célculo, isto é, em x = 0, seu valor resulta em
AN©O) = 0 (12.8)
12.3 SOLUCAO NUMERICA DO CASO 7
A solu¢dao numérica do modelo matematico definido pelas Eqs. (12.1) a (12.3) é obtida
considerando-se (Ferziger e Peric, 1999): método de diferencas finitas, aproximagao numérica da

derivada de 2* ordem da equagdo diferencial com diferenga central e malha uniforme. Desta

forma, com a Eq. (7.28) em (12.1), tem-se
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A, +A,-24)
- hf; o= 12x] (12.9)
ou
A A,
o= T+ o 6k (12.10)

onde x; ¢ a coordenada do n6 j, Fig. 2.1, & € a distancia entre os nds j e ‘j-1’°, ou entre 0s nos j e
j+1°, também denominado de tamanho dos elementos da malha, e A ¢ a incognita do problema,
ou a variavel dependente. De acordo com a Eq. (12.10), 4; depende de A;.; € 411, além dex e h. A
solugdo da Eq. (12.10), em forma fechada, foi obtida da seguinte forma: primeiro, resolveu-se a
equacdo nodal do erro de discretizagdo, com base na série de Taylor e na solucdo analitica; e,
entdo, através da Eq. (8.37) obteve-se a solu¢do numérica da variavel dependente (1), que ¢

dada por

A, = x} + x,(L-x)h’ (12.11)

J

A Eq. (12.11) ¢ a solugdo numérica exata do modelo matematico definido pelas Egs. (12.1) a
(12.3), bem como do sistema de equagdes algébricas representado pela Eq. (12.10). A solucao

numérica da média da variavel dependente (4,,) ¢

4 2
A, = L? + %hz —~ %h“ (12.12)

As solucoes numéricas da derivada de primeira ordem da variavel dependente com um e

dois pontos a jusante sao dadas por
(Aops)e = LI (12.13)

(Appsa)y = Lh* — 6k (12.14)
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12.4 CALCULO DO ERRO DE DISCRETIZACAO, A POSTERIORI, DO CASO 7

A Fig. 12.1 apresenta o mddulo do erro de discretizacao das solugdes numéricas de A(%2),
Am> Apps € Apps_, » Obtido aplicando-se as Egs. (8.37) a (8.40). As solugdes analiticas de A(%2),
Ay, e A, para L = 1, sdo, respectivamente, %, ¥ e zero. As solugdes numéricas foram obtidas
para malhas com N =2, 4, 8, ..., 32768 elementos, o que equivale, de acordo com a Eq. (8.11), a
h="%, Y % oy Yors = 0,5; 0,25; 0,125; ...; (= 3,05x107). Observa-se na Fig. 12.1 que as
inclinagdes das curvas de erro em relacdo ao eixo das abscissas, ou as ordens assintoticas (p;), de

A4, Ams Apps € Apps., tendem ao mesmo valor. A Tab. 12.1 apresenta a ordem aparente (py)

das solugdes numéricas de A(%%), Am, Apps € Apps.» Obtida com as Eqs. (4.25) e (4.26) para

razdo de refino (¢q) igual a dois. Esses resultados também sdo mostrados na Fig. 12.2.

1 rrrrrm
0,1

0,01
0,001
0,0001

0,00001

1E6 k
1E7 E

1E-8;

modulo do erro de discretizagao

169 |-

0,0001 0,001 0,01 0,1 1

1E-10 Lo L

Ay

Figura 12.1 Erro de discretizagdo das solugdes numéricas de A(Y5), Am, Apps € Apps_s -

A ordem aparente (py) de A, , apresenta um comportamento muito diferente daqueles

apresentados até aqui, conforme se pode observar na Tab. 12.1 e na Fig. 12.2: em 4 = 0,125, py ¢

maior do que a sua ordem assintotica (p, = 2); em h = 0,0625, py ¢ indefinido devido ao
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argumento negativo do logaritmo, no seu calculo com a Eq. (4.26); em & = 0,03125, py ¢
negativo; e, a partir de 2 = 0,015625, py € subconvergente (subsecao 5.1.1). Esses valores de py,
que correspondem aos quatro valores maiores de 4, exemplificam os quatro tipos de valores das
ordens efetiva e aparente previstos na subsecao 4.1.3. Com base nos valores de py, para & — 0,
conclui-se que p; = 2; esse resultado ¢ igual & ordem assintotica do erro de truncamento da
equagao discretizada, Eq. (12.4). Na Fig. 12.2, o valor de py, que ndo existe, foi representado

pelo valor zero.

ordem aparente

Figura 12.2 Ordem aparente das solugdes numéricas de A(%2), A, Apps € Apps.s -

O erro de discretizacido (E) da solucio numérica da variavel dependente no modelo
matematico (1) ¢ obtido com a substitui¢ao das Egs. (12.5) e (12.11) na Eq. (8.37), o que resulta

€m

E(A) = x,(x,—L)k’ (12.15)
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A respeito dele, observa-se que seu maximo ocorre em L = Y. O erro de discretizacao (E) da
média da variavel dependente (4,,) ¢ obtido com a substituicao das Egs. (12.6) e (12.12) na Eq.

(8.38), o que resulta em

r 2 1.4
E(,) = =k + h (12.16)

Usando-se o procedimento descrito na subseg¢do 4.1.2, isto ¢, com as Egs. (4.15), (4.17) e

(12.16), deduz-se que a ordem efetiva de 4,, depende de /2 e L, e ¢ dada por

4h*

re(4,) = 2 On —sD)

(12.17)

Tabela 12.1 Ordem aparente (py) das solugdes numéricas de A(%4), Am, Apps € Apps_a -

A(5)

/1m

i
/1 'DDS

i
/IlDDS—Z

1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03
1,953125000E-03
9,765625000E-04
4,882812500E-04
2,441406250E-04
1,220703125E-04
6,103515625E-05
3,051757813E-05

2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00

1,853158612E+00
1,965511624E+00
1,991505206E+00
1,997884094E+00
1,999471508E+00
1,999867907E+00
1,999966979E+00
1,999991745E+00
1,999997936E+00
1,999999484E+00
1,999999878E+00
1,999999979E+00
1,999999627E+00

2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00
2,000000000E+00

3,736965594E+00
ndo existe
-1,699250000E-01
1,526068812E+00
1,810966176E+00
1,914026777E+00
1,958861305E+00
1,979862354E+00
1,990035614E+00
1,995043497E+00
1,997528120E+00
1,998765646E+00
1,999383219E+00

O erro de discretizacdo (E) da derivada de primeira ordem da variavel dependente,

(8.39), o que resulta em

com um ponto a jusante, A, ., é obtido com a substitui¢do das Egs. (12.8) e (12.13) na Eq.
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E(Z,), = —Lh’ (12.18)

O erro de discretizaciao (F) da derivada de primeira ordem da variavel dependente, com
dois pontos a jusante, 1, ,, ¢ obtido com a substitui¢io das Egs. (12.8) e (12.14) na Eq.
(8.40), fornecendo

E(Apss)y = —LW + 6K (12.19)

A respeito dele, observa-se que:

1) O primeiro termo de E na Eq. (12.19) é proveniente do erro de poluigdo de 2, , , isto &, da
Eq. (7.24), e o segundo, do erro de truncamento calculado através da Eq. (7.23). Esses dois
termos se anulam em /4 = L/6, ou seja, o erro de discretizagdo de A, , pode ser nulo em / #
zero mesmo quando ndo existem erros de iteragdo, de arredondamento e de programacao.

2) Usando-se o procedimento descrito na subsecdo 4.1.2, isto ¢, com as Egs. (4.15), (4.17) e

(12.19), deduz-se que a ordem efetiva de A, ,, para h < L/9, depende de % € L, e é dada por

Pr(Appsy) = 2+ (6h——L) (12.20)

Sobre o erro de discretizagdo (E) de A, Eq. (12.15), de An, Eq. (12.16), de A, Eq.
(12.18), e de A, ,, Eq. (12.19), observa-se que:

3) parao limite de # > 0, E — 0 e, portanto, a solu¢do numérica ¢ consistente (Ferziger e Peric,
1999);

4) ¢ valida a analogia entre a equacao geral do erro de truncamento, Eq. (2.2), e a equacao geral
do erro de discretizagdo, Eq. (3.2); e

5) a ordem assintdtica (p;, = 2) do erro de discretizagdo ¢ igual a ordem assintotica do erro de
truncamento da equagdo discretizada, Eq. (12.4).

Na Tab. 12.2 sdao apresentados o erro de discretizagdo (£) e a ordem efetiva (pg) de
Apps_n » calculados com as Egs. (12.19) e (12.20), respectivamente, em fungdo do tamanho (/)

dos elementos da malha, bem como os dois termos de E mostrados na Eq. (12.19). O

comportamento de pg ¢ semelhante ao da ordem aparente, ja& comentado. Ressalta-se que para &
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— L/6 pela direita, pp — +o0, € para & — L/6 pela esquerda, pp — -c0. O erro de discretizagdo (E)
mostrado na Tab. 12.2 comega com valores positivos e passa para valores negativos a medida

que & — 0, apresentando uma oscilagdo em torno de 2~ 0,111.

Tabela 12.2 Erro de discretizagdo (E) e ordem efetiva (pg) de A, , .

LW

6h>

E

PE

5,000000000E-01
2,500000000E-01
2,000000000E-01
1,666666667E-01
1,428571429E-01
1,250000000E-01
1,111111111E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03
1,953125000E-03
9,765625000E-04
4,882812500E-04
2,441406250E-04
1,220703125E-04
6,103515625E-05
3,051757813E-05
1,525878906E-05

-2,500000000E-01
-6,250000000E-02
-4,000000000E-02
-2, 777777778E-02
-2,040816327E-02
-1,562500000E-02
-1,234567901E-02
-3,906250000E-03
-9,765625000E-04
-2,441406250E-04
-6,103515625E-05
-1,525878906E-05
-3,814697266E-06
-9,536743164E-07
-2,384185791E-07
-5,960464478E-08
-1,490116119E-08
-3,725290298E-09
-9,313225746E-10
-2,328306437E-10

7,500000000E-01
9,375000000E-02
4,800000000E-02
2,7777777T78E-02
1,749271137E-02
1,171875000E-02
8,230452675E-03
1,464843750E-03
1,831054688E-04
2,288818359E-05
2,861022949E-06
3,576278687E-07
4,470348358E-08
5,587935448E-09
6,984919310E-10
8,731149137E-11
1,091393642E-11
1,364242053E-12
1,705302566E-13
2,131628207E-14

5,000000000E-01

3,125000000E-02

8,000000000E-03

0,000000000E+00
-2,915451895E-03
-3,906250000E-03
-4,115226337E-03
-2,441406250E-03
-7,934570313E-04
-2,212524414E-04
-5,817413330E-05
-1,490116119E-05
-3,769993782E-06
-9,480863810E-07
-2,377200872E-07
-5,951733328E-08
-1,489024726E-08
-3,723926056E-09
-9,311520444E-10
-2,328093274E-10

3,500000000E+00
5,000000000E+00
8,000000000E+00
indefinido
-4,000000000E+00
-1,000000000E+00
0,000000000E+00
1,400000000E+00
1,769230769E+00
1,896551724E+00
1,950819672E+00
1,976000000E+00
1,988142292E+00
1,994106090E+00
1,997061704E+00
1,998533007E+00
1,999267041E+00
1,999633655E+00
1,999816861E+00
1,999908439E+00

Na Tab. 12.3 sdo apresentadas as razdes entre incerteza (U) e erro (E) para a solugdo

numérica de A, , calculadas com os estimadores de Richardson (Ug,), Eq. (3.10), estimador

GCI (Ugcr), Eq. (3.31), e o estimador bicoeficiente (Up;), Egs. (3.39) e (3.47). Para o calculo de
Ugcr usou-se Fs = 3, e para Uy;, py = 2 e 3. O estimador de Richardson superestima o erro de
discretizagdo (£) na malha mais grossa (4 = 0,25), depois estima incorretamente o sinal do erro
em 2 = 0,125, e finalmente exibe comportamento monotdnico para 2 < 0,0625, mas
subestimando o valor do erro. Devido ao fator de seguranca (Fs) que o estimador GCI impde
sobre o estimador de Richardson, o comportamento daquele ¢ semelhante a este, mas nao

subestima o erro para i < 0,0325, ja que Ugc/E — 3 para h — 0; entretanto, em /4 = 0,0625, Uy
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subestima o erro (£). Devido ao fato do erro de discretizagdo de A, , ser composto por apenas

dois termos, Eq. (12.19), o estimador bicoeficiente o avalia corretamente em qualquer 4, mesmo

sendo oscilante o seu comportamento.

Tabela 12.3 Razdo entre incerteza (U) € erro (E) para A, , .

Urilpr) | E

Usclpr) 1 E

Upi E

2,500000000E-01
1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03
1,953125000E-03
9,765625000E-04
4,882812500E-04
2,441406250E-04
1,220703125E-04
6,103515625E-05
3,051757813E-05
1,525878906E-05

5,000000000E+00
-3,000000000E+00
2,000000000E-01
6,923076923E-01
8,620689655E-01
9,344262295E-01
9,680000000E-01
9,841897233E-01
9,921414538E-01
9,960822723E-01
9,980440098E-01
9,990227217E-01
9,995115399E-01
9,997558147E-01
9,998779185E-01

1,500000000E+01
9,000000000E+00
6,000000000E-01
2,076923077E+00
2,586206897E+00
2,803278689E+00
2,904000000E+00
2,952569170E+00
2,976424361E+00
2,988246817E+00
2,994132029E+00
2,997068165E+00
2,998534620E+00
2,999267444E+00
2,999633756E+00

ndo se aplica
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00
1,000000000E+00

12.5 DEGENERACAO DA ORDEM DO ERRO DO CASO 7

Seguindo-se 0 mesmo procedimento descrito na se¢do 8.5, pode-se deduzir que a equagdo

nodal do erro de discretizacdo, do Caso 7, ¢ dada por

(12.21)

ou seja, a ordem do erro de discretizag@o local ¢ igual a quatro. Portanto, a passagem da Eq.
(12.21) para a Eq. (12.15), que ¢ o erro de discretizagdo global, resulta na degeneraciao de sua

ordem em duas unidades, provocada pelo duplo somatorio que esta implicito na Eq. (12.21).
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12.6 CASO 8

O modelo matematico do Caso 8 ¢ definido por
i{wﬂﬁ): 0 (12.22)
dx dx

onde A ¢ a varidvel dependente do problema, que ¢ um escalar difundido, ¢ representa uma
condutividade térmica ndo-linear, e x ¢ a varidvel independente, a dire¢cdo coordenada. As
condi¢des de contorno de Dirichlet sdo dadas pelas Egs. (12.2) e (12.3).

A solucgao analitica exata do modelo matematico definido pelas Egs. (12.22), (12.2) e

(12.3), para a variavel dependente (A), ¢
A = Infl+(e-1)x] (12.23)

Com a Eq. (12.23) em (2.28), a solucdo analitica exata da média da variavel dependente

resulta em

S (12.24)

A
"’ (e—1)

para L = 1. A partir da Eq. (12.23), obtém-se que a solu¢cdo analitica exata da derivada de
primeira ordem da variavel dependente, no contorno esquerdo do dominio de calculo, isto €,

em x = 0, resulta em
AN@O) = e-1 (12.25)
A solu¢do numérica do modelo matematico definido pelas Egs. (12.22), (12.2) e (12.3)

foi obtida considerando-se 0 mesmo modelo numérico usado na se¢do 11.2. Desta forma, com

uma aproximag¢ao numérica similar a Eq. (7.10), substituida na Eq. (12.22), tem-se
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A/+”2(d/\j A/-m(d/\j
e — - e —
dx 4172 dx j-1/2

h

- 0 (12.26)

Os termos de condutividade térmica da Eq. (12.26) sdo aproximados através da média harmonica

(Patankar, 1980), isto &,

2e" et
e T . (12.27)
(e +e7)
A A
o o 2ee - (12.28)
(e +e’")

As duas derivadas da Eq. (12.26) sdo aproximadas de forma semelhante a Eq. (7.10), ou seja,

(d_/\j _ G4 (12.29)
dx ) i h
(d_/\) _ KA (12.30)
dx )iy h

Finalmente, substituindo as Eqgs. (12.29) e (12.30) em (12.26), chega-se a

A A+ A+ A, 0 (12.31)
onde os coeficientes 4 sao dados por
AH/z
4., = < 12.32)
o= (12.
e/\/n/z
A, = - (12.33)
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4, = —(4,,+4,) (12.34)
sendo as condutividades térmicas dos coeficientes das Eqs. (12.32) e (12.33) dadas pelas Egs.
(12.28) e (12.27), respectivamente; / ¢ a distancia entre os nés j e j-1°, ou entre os nos j e j+1°,
Fig. 2.1, também denominado de tamanho dos elementos da malha; e A ¢ a incognita do
problema, ou a varidvel dependente. De acordo com a Eq. (12.31), 4; depende de A;; € 4;+1, além
de 4 e dele proprio através das Egs. (12.27) e (12.28), o que constitui uma nao-linearidade.

A Fig. 12.3 apresenta o mddulo do erro de discretizacao das solugdes numéricas de A(%2),
Am> Apps € Apps_, » Obtido aplicando-se as Egs. (8.37) a (8.40). As solugdes analiticas de A(%2),

Ane A, para L = 1, sdo, respectivamente, 6,201145070x10'1, 5,819767069)(10'1 e 1,718281828.
As solucdes numéricas foram obtidas para malhas com N = 2, 4, 8, ..., 1024 elementos, o que
equivale, de acordo com a Eq. (8.11), a h =Y, Ya, %, ..., Y = 0,5; 0,25; 0,125; ...; e (»
9,76x10™). Para resolver a dependéncia dos coeficientes 4 com a variavel dependente (1) foi
necessario usar um processo iterativo. Esse processo foi considerado convergido quando a
variacio de A('%) entre iteragdes sucessivas era menor do que 10™'*. Para atingir este nivel de

convergéncia foram necessarias de 13 a 29 iteragoes.

- | %
T S B N
E ' : o— : /
o i 3 /D/ /X +
S 001 i N A S
§ i/D/D/ ></>< /3///
20,001 oo BT g s AT
g P s e
g 00001 fpoooiioeneen Tl / rrrrrr T
= I
5 0,00001 [rrovfooe X s = —O0—1
8 E i —+— 1
O BBt / rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr "
3 SRR —o—DDS
Q - : 3 :
S A T s S —Xx— DDS-2
g 1E7§ 3/ ?
158 Lovul L i
0,001 0,01 0.1 1
h

Figura 12.3 Erro de discretizagdo das solugdes numéricas de A(2), Am, Apps € Apps.s -
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A Tab. 12.4 apresenta a ordem aparente (py) das solugdes numéricas de A(%4), A, Apps €

Apps_, » obtida com as Egs. (4.25) e (4.26) para razdo de refino (g) igual a dois. Esses resultados

também sdo mostrados na Fig. 12.4. As ordens aparente de A(2) e A, sdo do tipo
superconvergente (subsecao 5.1.2) em qualquer /#; com base em seus valores, para 7 — 0,
conclui-se que suas ordens assintdticas valem p; = 2. O valor de py, relativo a varidvel A(2), que

¢ menor do que dois, na Tab. 12.4, deve-se provavelmente ao efeito do erro de arredondamento.

As ordens aparente de A, € Ay, , sdo do tipo subconvergente (subsegdo 5.1.1) em qualquer
h; com base em seus valores, para & — 0, conclui-se que a ordem assintética de A,,, vale p; = 1

ede 2,5, pr="2.

Tabela 12.4 Ordem aparente (py) das solugdes numéricas de A(%4), Am, Apps € Apps_a -

A()

Am

i
/1 'DDS

i
/IlDDS—Z

1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03
1,953125000E-03
9,765625000E-04

2,011840888E+00
2,006405495E+00
2,001866101E+00
2,000484086E+00
2,000122137E+00
2,000030564E+00
2,000007998E+00
1,999998958E+00

2,143570834E+00
2,042072810E+00
2,010916919E+00
2,002753731E+00
2,000689952E+00
2,000172595E+00
2,000043038E+00
2,000012077E+00

6,069174347E-01
7,278014625E-01
8,356903972E-01
9,088800726E-01
9,518687585E-01
9,752418441E-01
9,874409116E-01
9,936745481E-01

1,205156815E+00
1,427607304E+00
1,639229154E+00
1,793392797E+00
1,888652026E+00
1,942070397E+00
1,970435685E+00
1,985063351E+00

Na Tab. 12.5 sdo apresentadas as razdes entre incerteza (U) e erro (E), para a solugdo

numérica de A, ,, calculadas com os estimadores de Richardson (Ug), Eq. (3.10), estimador

GCI (Ugcr), Eq. (3.31), o estimador bicoeficiente (Up), Egs. (3.39) e (3.47), e o estimador
tricoeficiente (U,;), Eqs. (3.54) e (3.59). Para o calculo de Ugc; usou-se Fs =3, para Up;, py=2 ¢
3, e para Uy, pr = 2, 3 ¢ 4. Os estimadores de Richardson, bicoeficiente e tricoeficiente
subestimam o erro de discretizacdo (E) em qualquer /4, mas sdo progressivamente mais acurados,

enquanto que o estimador GCI, superestima o erro.
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Figura 12.4 Ordem aparente das solugdes numéricas de A(%2), A, Apps € Apps_s -

Tabela 12.5 Razdo entre incerteza (U) € erro (E) para A, , .

Uripr) | E

UGCI(pL) | E

Upil E

Utri / E

2,500000000E-01
1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03
1,953125000E-03
9,765625000E-04

4,996819828E-01
6,195090735E-01
7,450725002E-01
8,468888658E-01
9,149378704E-01
9,549729701E-01
9,768065083E-01
9,882254927E-01
9,940666469E-01

1,499045949E+00
1,858527221E+00
2,235217501E+00
2,540666597E+00
2,744813611E+00
2,864918910E+00
2,930419525E+00
2,964676478E+00
2,982199941E+00

ndo se aplica
7,694636085E-01
8,845072723E-01
9,539606014E-01
9,846965175E-01
9,955059991E-01
9,987753121E-01
9,996798046E-01
9,999173739E-01

ndo se aplica

ndo se aplica
9,265301150E-01
9,781527244E-01
9,951702165E-01
9,991495136E-01
9,998712201E-01
9,999821577E-01
9,999968711E-01
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12.7 RESUMO DO CAPITULO 12

No Caso 7, para as quatro varidveis numéricas de interesse (A, Am, Apps € Apps., )s @

ordem assintotica (p;, = 2) do erro de discretizagao global ¢ igual a ordem assintotica do erro de
truncamento da equacdo discretizada, e ¢ valida a analogia entre a equacdo geral do erro de
truncamento, Eq. (2.2), e a equagdo geral do erro de discretizacdo, Eq. (3.2). A ordem do erro de

discretizagdo local (p, = 4) da variavel dependente degenera em duas unidades para a ordem do

erro de discretizagdo global (p, = 2). A ordem aparente (py) de A, A, € Ay, é convergente em

qualquer tamanho (%) dos elementos da malha. A ordem aparente de A, , assume valores

acima ou abaixo da ordem assintética, valores negativos e ¢ indefinida num determinado %, ou
seja, estes quatro tipos de valores que a py asssume representam todos os casos deduzidos na

subsecao 4.1.3.
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Capitulo 13.

CASOS 9 E 10: ADVECCAO-DIFUSAO EM MALHA UNIFORME

Em todos os casos anteriores, Caps. 8 a 12, os problemas eram apenas do tipo advectivo
ou difusivo puro. Neste capitulo sdo abordados dois problemas do tipo advectivo-difusivo que se
distinguem pelo emprego de dois modelos numéricos diferentes, constituidos pelo método de
diferengas finitas, com aproximagdes numéricas de 1* e 2° ordens e malhas uniformes.

O modelo matematico dos Casos 9 e 10 ¢ definido por

2
Pe‘;—A = ‘;/2\ (13.1)
X X

onde A ¢ a varidvel dependente do problema, que ¢ um escalar difundido e transportado por
adveccdo, Pe ¢ o nimero de Peclet (Incropera e DeWitt, 1996), e x ¢ a varidvel independente, a

direcdo coordenada. As condi¢des de contorno de Dirichlet sdo dadas pelas Eqgs. (12.2) e (12.3).

13.1 SOLUCAO ANALITICA

A solucio analitica exata do modelo matematico definido pelas Egs. (13.1), (12.2) e

(12.3), para a variavel dependente (A), ¢ (Ferziger e Peric, 1999)

~ (exPe_l) _
A = —(ePe—l) (paraL=1) (13.2)

Com a Eq. (13.2) em (2.28), a solucio analitica exata da média da variavel dependente resulta

cm
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(™ — Pe—1)

A = aral =1 13.3
\ P D (® ) (13.3)

A partir da Eq. (13.2), obtém-se que a soluciio analitica exata da derivada de primeira ordem

da variavel dependente ¢

xPe
AN = (ZTI_JT) (para L = 1) (13.4)

Considerando-se Pe = 10 e x = %, as solu¢des analiticas resultam em A(}) ~ 6,692850924x107,

A, ~9,995459801x107 e A'(0)~4,540199101x10™*.

13.2 CASO 9

A solugdo numérica do modelo matematico definido pelas Egs. (13.1), (12.2) e (12.3) ¢
obtida considerando-se (Ferziger e Peric, 1999): método de diferencas finitas; aproximacao
numérica das derivadas de 1° e 2° ordens da equagdo diferencial com um ponto a montante ¢
diferenga central, respectivamente; e malha uniforme. Desta forma, substituindo-se as Eqgs. (7.4)

e (7.28), respectivamente, nas derivadas de primeira e segunda ordens da Eq. (13.1), obtém-se

Pe (/1]‘ - //lj—l) (ﬁ“j+l + //lj—l B 211')

= 13.5
P e (13.5)
Para esta equacao, colocada na forma da Eq. (12.31), chega-se a

Pe 1

A_/—l = - (7 + ?) (136)
1

= - T (13.7)
4, = -4, + 4,) (13.8)
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onde 4 ¢ a distancia entre os nds j e ‘j-1°, ou entre os nds j e j+1°, Fig. 2.1, também denominado
de tamanho dos elementos da malha, e 4 ¢ a incdgnita do problema, ou a varidvel dependente.
Seguindo-se o procedimento apresentado na subsegdo 8.7.1 e com as Eqgs. (7.5) e (7.29),

obtém-se o erro de truncamento da equagdo discretizada, Eq. (13.5), no no j, dado por

A”- Alv Aiif , Alv ,
g(ED)j = PeTJ h + 1—2'/—P€?j h + Pez_A;. h + ... (139)

Portanto, suas ordens verdadeiras sdo py =1, 2, 3, etc., e sua ordem assintotica ¢ p; = 1.

A Fig. 13.1 apresenta o mddulo do erro de discretizacao das solu¢des numéricas de A(%2),
Am> Apps € Apps» obtido aplicando-se as Egs. (8.37) a (8.40). As solugdes numéricas foram
obtidas para malhas com N =2, 4, 8, ..., 65536 elementos, o que equivale, de acordo com a Eq.
B11),ah =", Y%, %, ..., Yss36 = 0,5;0,25; 0,125; ...; (= 1,53x10'5). Observa-se na Fig. 13.1
que as inclinagdes das curvas de erro em relacdo ao eixo das abscissas, ou suas ordens

assintoticas (p), de A2), Am> Apps € Apps_, tendem ao mesmo valor.

01k
0,01 E

0,001 £

0,0001 E

0,00001 E

" : f
; . & | | —o—DDS
- A S S | —x— DDS-2

modulo do erro de discretizagao

m
&
T

Figura 13.1 Erro de discretizagdo das solugdes numéricas de A(%4), Am, 4,5 € Apps, do Caso 9.



203

A Tab. 13.1 apresenta a ordem aparente (py) das solugdes numéricas de A(%4), A, Apps €

Apps_, » obtida com as Egs. (4.25) e (4.26) para razdo de refino (¢) igual a dois. Esses resultados
também sdo mostrados na Fig. 13.2. Com base neles, conclui-se que a ordem assintotica (p;) do
erro de discretizagdo de A(%5), Am, A5 € Apps., Vvale pr = 1. Esse resultado € idéntico a ordem

assintotica do erro de truncamento da equacao discretizada, conforme a Eq. (13.9).

Tabela 13.1 Ordem aparente (py) das solugdes numéricas de A(%5), Am, Apps € Apps, do Caso 9.

A(%)

Am

i
2’ 'DDS

i
ﬁ’DDS -2

1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03
1,953125000E-03
9,765625000E-04
4,882812500E-04
2,441406250E-04
1,220703125E-04
6,103515625E-05
3,051757813E-05
1,525878906E-05

8,295342627E-01
1,123769335E+00
1,229237319E+00
1,204656336E+00
1,138554184E+00
1,081193343E+00
1,044054873E+00
1,022962133E+00
1,011724260E+00
1,005924170E+00
1,002977752E+00
1,001492815E+00
1,000747148E+00
1,000373797E+00

8,475503373E-01
9,268594686E-01
9,721422850E-01
9,898333599E-01
9,960252002E-01
9,982998005E-01
9,992217516E-01
9,996287492E-01
9,998188252E-01
9,999105231E-01
9,999555352E-01
9,999778185E-01
9,999887700E-01
9,999934220E-01

2,076388613E+00
2,234451411E+00
2,100380131E+00
1,793545398E+00
1,490281814E+00
1,274838706E+00
1,145833893E+00
1,075158667E+00
1,038157952E+00
1,019225962E+00
1,009650022E+00
1,004834319E+00
1,002419364E+00
1,001209977E+00

4,194630444E+00
ndo existe
8,988335444E-01
1,445073325E+00
1,347181395E+00
1,209598176E+00
1,114678804E+00
1,059937205E+00
1,030635196E+00
1,015486462E+00
1,007785727E+00
1,003903535E+00
1,001954298E+00
1,000977497E+00

Conforme a Tab. 13.1, a medida que se reduz o tamanho (%) dos elementos da malha, a
ordem aparente (py) de A('2) assume valores menor e maiores do que a ordem assintética (p;) do
erro, atingindo um valor méximo em 4 = 0,03125, a partir do qual passa a ser superconvergente
(subsecdo 5.1.2). A ordem aparente de 4, € do tipo subconvergente (subsecao 5.1.1) em qualquer
h. A medida que se reduz /, a ordem aparente de A, assume valores maiores do que a ordem
assintotica do erro, atingindo um valor méximo em 4 = 0,0625, a partir do qual passa a ser
superconvergente (subsegdo 5.1.2). A medida que se reduz 4, a ordem aparente de A, ,
assume valores maior, indefinido, menor e maiores do que a ordem assintdtica do erro; a partir

de & = 0,015625, passa a ser superconvergente (subse¢do 5.1.2); na Fig. 13.2, o valor indefinido

de py foi representado pelo valor zero.
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Figura 13.2 Ordem aparente das solugdes numéricas de A(%4), A, Apps € Apps, do Caso 9.

Na Tab. 13.2 sdo apresentadas as razdes entre incerteza (U) e erro (E) para a solucdo
numérica de A, , calculadas com os estimadores de Richardson (Ug;), Eq. (3.10), o estimador
GCI (Ugcr), Eq. (3.31), o estimador bicoeficiente (Up), Egs. (3.39) e (3.47), e o estimador
tricoeficiente (U,,), Egs. (3.54) e (3.59). Para o calculo de Ugcy usou-se Fs =3, para Uy, py=2¢
3, e para U, py = 2, 3 e 4. Para malhas grossas, todos os estimadores de erro subestimam ou
superestimam muito o erro. Mas, conforme deduzido no Cap. 3, para 27 — 0, a efetividade de
todos os estimadores de erro tende aos valores esperados, isto ¢, a unidade para os estimadores

de Richardson, bicoeficiente e tricoeficiente, e ao Fs para o estimador GCI.
13.3 CASO 10
A solugdo numérica do modelo matematico definido pelas Egs. (13.1), (12.2) e (12.3) ¢

obtida considerando-se (Ferziger e Peric, 1999): método de diferencas finitas; aproximacao

numérica das derivadas de 1° e 2° ordens da equagdo diferencial com diferenga central; e malha
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uniforme. Desta forma, substituindo-se as Egs. (7.10) e (7.28), respectivamente, nas derivadas de

primeira e segunda ordens da Eq. (13.1), obtém-se

petm=A) (At A —24) (13.10)
2h h?
Para esta equacao, colocada na forma da Eq. (12.31), chega-se a
Pe 1
A_/—l = —(E + ?) (1311)
Pe 1
Aj+1 = E - h—z (1312)
com 4; dado pela Eq. (13.8).
Tabela 13.2 Razdo entre incerteza (U) € erro (E) para A, , do Caso 9.
h URi(pL) / E UGCI(pL) /E Ubi / E Um. / E

2,500000000E-01
1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03
1,953125000E-03
9,765625000E-04
4,882812500E-04
2,441406250E-04
1,220703125E-04
6,103515625E-05

2,390640270E+01
-4,272428194E+00
1,143799548E+00
1,586939166E+00
1,397165713E+00
1,218125435E+00
1,112843036E+00
1,057207602E+00
1,028779169E+00
1,014430705E+00
1,007225288E+00
1,003615085E+00
1,001808133E-+00

7,171920811E+01
1,281728458E+01
3,431398644E+00
4,760817497E+00
4,191497139E+00
3,654376305E+00
3,338529107E+00
3,171622806E+00
3,086337508E+00
3,043292116E+00
3,021675863E+00
3,010845256E+00
3,005424400E+00

nao se aplica
1,895661508E+01
4,959409124E+00
1,658585327E+00
1,060557469E+00
9,971794570E-01
9,968357788E-01
9,988962858E-01
9,996850287E-01
9,999163929E-01
9,999784912E-01
9,999945487E-01
9,999986087E-01

nao se aplica

nao se aplica
2,569852719E-02
2,894188681E-01
8,436745129E-01
9,775873704E-01
9,972350850E-01
9,996685352E-01
9,999599175E-01
9,999950901E-01
9,999993926E-01
9,999999264E-01
9,999999689E-01

Seguindo-se o procedimento apresentado na subsecdo 8.7.1 e com as Egs. (7.11) e (7.29),

obtém-se o erro de truncamento da equacdo discretizada, Eq. (13.10), no n6 j, dado por
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Portanto, suas ordens verdadeiras sdo py = 2, 4, 6, etc., e sua ordem assintotica ¢ p; = 2.

A Fig. 13.3 apresenta o mddulo do erro de discretizacao das solu¢des numéricas de A(%2),
Am> Apps € Apps» obtido aplicando-se as Egs. (8.37) a (8.40). As solugdes numéricas foram
obtidas para malhas com N = 2, 4, §, ..., 8192 elementos, o que equivale, de acordo com a Eq.
@1, ah="%,%, %, ... %9 =0,5;0,25;0,125; ...; (= 1,22x10). Observa-se na Fig. 13.3 que
as inclinagdes das curvas de erro em relagdo ao eixo das abscissas, ou suas ordens assintoticas
(pr), de A(%5), Am € A, , tendem ao mesmo valor, que é maior do que a inclinagdo de A, .

Esta variavel apresenta um minimo local do erro em 4 = 0,0625.

10 §
d
01
001
0,001
0,0001 |
0,00001 |
166 |

1E7 |
1E8 |

;O
1E9 |

modulo do erro de discretizagao

1E-10

1E-11 Ll TR | ool L
0,0001 0,001 0,01 0,1 1

Figura 13.3 Erro de discretizagdo das solu¢des numéricas de

AC4), Ams Apps € Apps_, do Caso 10.

A Tab. 13.3 apresenta a ordem aparente (py) das solugdes numéricas de A(Y4), A, Apps €

Apps_n » Obtida com as Eqs. (4.25) e (4.26) para razdo de refino (¢) igual a dois. Esses resultados
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também sao mostrados na Fig. 13.4. Com base neles, conclui-se que a ordem assintotica (p;) do
erro de discretizagio de A(%%), Am € A, vale pp = 2; esse resultado € idéntico & ordem
assintotica do erro de truncamento da equagao discretizada, conforme a Eq. (13.13). A ordem
assintotica (p;) do erro de discretizagdo de A, vale p; = 1; esse resultado ¢ idéntico a ordem
assintotica do erro de truncamento da aproximagdo numérica usada no célculo de A,

conforme a Eq. (7.17), ou seja, esta ordem menor predomina sobre a ordem assintotica do erro de
truncamento da equacgdo discretizada. Os valores indefinidos de py, na Tab. 13.3, foram

representados pelo valor zero na Fig. 13.4.

Tabela 13.3 Ordem aparente das solugdes numéricas de A%2), A, Apps € Apps, do Caso 10.

i i
h A(%) Am Apps Apps-a
1,250000000E-01 ndo existe 1,060470210E+01 7,886762672E+00 6,764983055E+00
6,250000000E-02 no existe nao existe 4,642442421E+00 6,517309170E+00
3,125000000E-02 1,832421525E+00 1,314373225E+00 3,162559708E+00 1,418336398E+00
1,562500000E-02 1,968087314E+00 1,852144348E+00 ndo existe 1,971383773E+00

7,812500000E-03
3,906250000E-03
1,953125000E-03
9,765625000E-04
4,882812500E-04
2,441406250E-04
1,220703125E-04

1,992510083E+00
1,998156393E+00
1,999540878E+00
1,999885331E+00
1,999971374E+00
1,999993080E+00
1,999999120E+00

1,964349620E+00
1,991166945E+00
1,997796679E+00
1,999449899E+00
1,999860746E+00
1,999868049E+00
2,000444756E+00

4,927324739E-02
7,135176568E-01
8,822247258E-01
9,462065304E-01
9,742574607E-01
9,874041769E-01
9,937693970E-01

2,025944357E+00
2,021856946E+00
2,013067580E+00
2,007061634E+00
2,003662118E+00
2,001863826E+00
2,000941861E+00

Conforme a Tab. 13.3, a ordem aparente (py) de A('2) € indefinida nos dois valores
maiores de 4, a partir dos quais passa a ser subconvergente (subsegdo 5.1.1). A medida que se
reduz o tamanho (%) dos elementos da malha, a ordem aparente de A, assume valores maior,
indefinido e menores do que a ordem assintética (p.) do erro, atingindo um valor minimo em 4 =
0,03125, a partir do qual passa a ser subconvergente (subsecao 5.1.1); o valor de py que € maior

do que dois, na Tab. 13.3 em & = 1,22x10'4, deve-se provavelmente ao efeito do erro de
arredondamento. A medida que se reduz %, a ordem aparente de A,,, assume valores maiores,

indefinido e menores do que a ordem assintotica do erro, atingindo um valor minimo em /4 =

0,0078125, a partir do qual passa a ser subconvergente (subsegdo 5.1.1). A medida que se reduz
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, D5 ume Vv lores, i u
h, a ordem aparente de A,,;, assume valores maiores, menores ¢ maiores do que a ordem

assintotica (py) do erro; e para 4 < 0,0078125 passa a ser superconvergente (subsecao 5.1.2).
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Figura 13.4 Ordem aparente das solugdes numéricas de A(%2), A, Apps € Apps, do Caso 10.

Na Tab. 13.4 sdo apresentadas as razdes entre incerteza (U) e erro (E) para a solugdo
numérica de A, , calculadas com os estimadores de Richardson (Ug:), Eq. (3.10), o estimador
GCI (Ugcr), Eq. (3.31), o estimador bicoeficiente (Up), Egs. (3.39) e (3.47), e o estimador
tricoeficiente (U,;), Eqs. (3.54) e (3.59). Para o calculo de Ugc; usou-se Fis =3, para Up;, py=2 ¢
3, e para U,;, py = 2, 3 e 4. Para malhas grossas, todos os estimadores de erro subestimam ou
superestimam muito o erro. Mas, conforme deduzido no Cap. 3, para 4 — 0, a efetividade de

todos os estimadores de erro tende aos valores esperados, isto ¢, a unidade para os estimadores

de Richardson, bicoeficiente e tricoeficiente, e ao Fis para o estimador GCI.
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Tabela 13.4 Razdo entre incerteza (U) € erro (E) para A, , do Caso 10.

Uripr) | E

UGCI(pL) | E

Upi E

Utri / E

2,500000000E-01
1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03
1,953125000E-03
9,765625000E-04
4,882812500E-04

3,566846977E+01
2,034718100E+01
6,657982048E-01
9,858175682E-01
1,022645098E+00
1,017913400E+00
1,010514915E+00
1,005636711E+00
1,002911929E+00
1,001479157E+00

1,070054093E+02
6,104154300E+01
1,997394614E+00
2,957452705E+00
3,067935294E+00
3,053740200E+00
3,031544746E+00
3,016910132E+00
3,008735788E+00
3,004437470E+00

nio se aplica
-2,841582728E+02
-7,666392927E+00
1,172732621E+00
1,034122000E+00
1,007358551E+00
1,001700093E+00
1,000408031E+00
1,000099907E+00
1,000024659E+00

nio se aplica

nio se aplica
4,873797229E+01
3,470704137E+00
9,895524581E-01
9,986276729E-01
9,998356770E-01
9,999799581E-01
9,999975220E-01
9,999996316E-01

13.4 RESUMO DO CAPITULO 13

No Caso 9, para as quatro variaveis numéricas de interesse (A, Am, Apps € Appss)» @
ordem assintotica (p;, = 1) do erro de discretizagao global ¢ igual a ordem assintotica do erro de
truncamento da equacdo diferencial na forma discretizada. No Caso 10, para trés das variaveis
numéricas de interesse (4, A, € Ay, ), a ordem assintdtica (p; = 2) do erro de discretizagio
global ¢ igual a ordem assintotica do erro de truncamento da equagdo diferencial na forma
discretizada. Mas isso ndo se verificou na ordem assintotica do erro de discretizagdo de A,
que vale p;, = 1 e cujo resultado ¢ idéntico a ordem assintotica do erro de truncamento da
aproximagdo numérica usada no calculo de 4, , ou seja, esta ordem menor predomina sobre a
ordem assintodtica do erro de truncamento da equacao discretizada.

Nos Casos 9 e 10, para as quatro variaveis numéricas de interesse (1, Am, Apps € Apps_s )s
observou-se a existéncia de um intervalo de tamanho (%) dos elementos da malha em que a
ordem aparente ¢ convergente quando 4 — 0. Para malhas grossas, todos os estimadores de erro
subestimam ou superestimam muito o erro. Mas, conforme deduzido no Cap. 3, para 7 — 0, a

efetividade de todos os estimadores de erro tende aos valores esperados, isto ¢, a unidade para os

estimadores de Richardson, bicoeficiente e tricoeficiente, e ao Fs para o estimador GCI.
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Parte 11.

FECHAMENTO DA PARTE 11

O fechamento da Parte II deste trabalho esta dividido em trés segdes: escopo, conclusdo e

contribuicdes; descritas a seguir.

II.1 ESCOPO DA PARTE II

Conforme a Tab. II.1, foram apresentadas solugdes analiticas e numéricas de oito
equagoes diferenciais para as quais a variavel independente ¢ a coordenada x. Solu¢des analiticas
exatas foram obtidas para a variavel dependente (A) nas equagdes diferenciais, sua derivada

primeira (A") e sua média ao longo do dominio de calculo (A,). Solugdes numéricas foram

obtidas para a variavel dependente em x = %, A(%%), sua derivada primeira em x = 0, (4,5 )o €

(Apps2 o, € sua média ao longo do dominio de calculo (4,). Empregou-se o método de

diferengas finitas com malhas unidimensionais ¢ tamanho (%) dos seus elementos constante, ou
seja, malhas uniformes, e seis tipos de aproximagdes numéricas definidas e deduzidas no Cap. 7.
As solucdes numéricas foram obtidas considerando-se a existéncia de erros de
discretiza¢do nos nos das malhas, além dos erros de truncamento produzidos pelos seis tipos de
aproximagdes numéricas empregados. O erro de discretizagdo ¢ igual a soma do erro de
truncamento com o erro de polui¢do. Portanto, ndo foram considerados os efeitos dos erros de

iteragdo, de arredondamento e de programagao que porventura possam existir.

1.2 CONCLUSAO DA PARTE II

Em termos gerais, com base nos dez casos analisados, a conclusdao da Parte II deste

trabalho ¢ a que se segue.
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Tabela II.1 Casos abordados na Parte 11

caso capitulo equagao diferencial aproximacoes numéricas usadas

na equagao diferencial

1 8 Vd_A — 2_x ﬂ’i/DS
dx
2 8 Vd_A = S /1211)5
dx
3 9 Vd_A — 3x2 ﬂ’i/DS
dx
4 10 an = A + 2x - x° Auvs
dx
S 10 Ad_A = 2% Aups
dx
6 1 Vd_A = 3x2 Aeps
dx
7 12 d’A — 1242 ﬂiéps
dx?
8 12 i(e/\ d_Aj = 0 ;L[CDS
dx dx
9 13 Pe AN _ d’A Aups € Aps
dx dx?
10 13 podA _ A Acps € Acps
dx dx?

Erro de Discretizacao (E):
1) As expressdes para o erro de discretizagdo (E) de A, A,,c, Apps, € Am, Obtidas através da
série de Taylor, avaliam corretamente o valor de £, na magnitude e no sinal, qualquer que

seja o tamanho (4) dos elementos da malha, desde que se tenha a solucdo analitica para

calculé-lo.
2) O valor do erro de discretizacao (E) tende a zero quando 4 — 0. Portanto, todas as solucdes

numéricas sao consistentes.



3)

)]

2)

)]

2)

212

O erro de discretizagdao (E) pode ser nulo em 42 # 0, mesmo que ele tenha sido produzido
apenas por erros de truncamento, isto €, sem erros de iteracdo, de arredondamento e de

programacao.

Ordem Assintdtica (p.) do Erro de Discretizacao (E):
Genericamente, a ordem assintotica (p;) do erro de discretizagdo (E) global, de qualquer
varidvel numérica (¢@), ¢ igual a menor ordem assintotica entre aquelas dos erros de
truncamento da equacao diferencial na forma discretizada e da aproximagao numérica usada
no calculo de ¢. Em alguns casos particulares, isso ndo se verificou.

Para uma mesma equagdo diferencial, as ordens assintoticas (p;) dos erros de discretizacao
(E) das variaveis numéricas (4, A,,q, Apps, € Am) podem ser todas iguais ou diferentes

entre si.

Degeneracao da Ordem Assintotica (pr):

A Tab. II.2 resume a degeneragdo da ordem assintética (p;) do erro de discretizacao (E) local
verificada nos casos analisados na Parte II deste trabalho.

Um modelo que se propde para prever a ordem assintética (py) do erro de discretizagdo (F)
local, de equagdes diferenciais que tenham apenas um termo advectivo ou um termo difusivo,
¢: adicionar a ordem assintdtica do erro de truncamento da equagdo diferencial na forma
discretizada a ordem da derivada do termo que ¢ aproximado numericamente. A degeneracao
ou a reducao da ordem do erro de discretizagao local ¢ igual a ordem da derivada do termo

que ¢ aproximado numericamente.

Tabela I1.2 Degeneragao da ordem assintotica (p.) do erro de discretizagdo (£) local.

termo aproximacao numeérica pr de E local pr de E global
advecgao 2 2 1
adveccao A 3 2
difusdo 4 2

ii
Z’CDS
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Analogia entre Erro de Truncamento (&;) e Erro de Discretizacao (E):
Em termos gerais, para qualquer equacao diferencial e tamanho (%) dos elementos da malha,
ndo ¢ valida a analogia entre a equagdo geral do erro de truncamento (¢&;), Eq. (2.2), e a
equagao geral do erro de discretizagdo (E), Eq. (3.2). Isso ocorre porque os coeficientes de £
podem ser funcdo de 4, enquanto que os coeficientes de &, nao dependem de 4.
A implicagdo disso ¢ que estimadores de erro com maior numero de coeficientes, como os
estimadores bicoeficiente e tricoeficiente, ndo garantem incertezas mais acuradas ou
confiaveis.
Essa analogia ¢ valida apenas para equacdes diferenciais muito simples ou no limite quando

h— 0.

Intervalo Convergente da Ordem Aparente (py):

Para todos os casos e variaveis numéricas, verificou-se a existéncia de um intervalo
convergente da ordem aparente (py) quando 42 — 0, situacdo em que py tende
monotonicamente a ordem assintética (py).

Porém, em malhas grossas, isto ¢, fora do intervalo convergente, py pode assumir valores
muito maiores ou menores do que a ordem assintotica (p.), valores negativos ou até ser
indefinido. Nesta situacao, todos os estimadores de erro vistos (delta, de Richardson, GCI,
bicoeficiente, tricoeficiente e convergente) podem subestimar ou superestimar em muito o
erro de discretizagdo, isto ¢, podem ser inacurados e sem confiabilidade.

Dentro do intervalo convergente de py, estimadores de erro com maior nimero de
coeficientes, como os estimadores bicoeficiente e tricoeficiente, resultam em incertezas mais

acuradas do que o estimador de Richardson.

I1.3 CONTRIBUICOES NA PARTE II

As contribui¢des realizadas ao longo da Parte II deste trabalho podem ser resumidas nos

seguintes pontos:

)]

2)

Exemplificou-se que o erro de discretizacdo (£) pode ser nulo em 4 # 0, mesmo ele sendo
produzido apenas por erros de truncamento, isto €, sem erros de iteragdo, de arredondamento
e de programacao.

Genericamente, verificou-se que a ordem assintotica (p;) do erro de discretizagao (E), de

qualquer variavel numérica (¢), ¢ igual a menor ordem assintética entre aquelas dos erros de
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truncamento da equacao diferencial na forma discretizada e da aproximagao numérica usada
no calculo de ¢.

Mostrou-se que, em termos gerais, para qualquer equacao diferencial e tamanho (%) dos
elementos da malha, ndo ¢ valida a analogia entre a equacdo geral do erro de truncamento
(&), Eq. (2.2), e a equagao geral do erro de discretizagdo (E), Eq. (3.2).

Verificou-se que em malhas grossas, isto ¢, fora do intervalo convergente de py, todos os
estimadores de erro vistos (delta, de Richardson, GCI, bicoeficiente, tricoeficiente e
convergente) podem subestimar ou superestimar em muito o erro de discretizagdo, ou seja,
podem ser inacurados e sem confiabilidade.

Introduziu-se o conceito de erro de poluicdo (e) e analisou-se o seu efeito sobre o erro de
discretizacdo (E) e sua ordem assintotica (py).

Foram introduzidos os conceitos de erro de discretizagao (£) local e global.

Mostrou-se que existe degeneragdo da ordem assintotica (p;) do erro de discretizagdo local,

conforme a Tab. 11.2.
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Parte 111.

ERRO DE SOLUCOES NUMERICAS OBTIDAS EM MALHAS NAO-UNIFORMES

Na Parte II deste trabalho, as aproximagdes numéricas descritas no Cap. 7 foram feitas
utilizando-se valores nodais obtidos das proprias solu¢cdes numéricas e, portanto, com erros, mas
sobre malhas uniformes. Para problemas unidimensionais, a situagdo mais pratica, que emprega
malhas ndo-uniformes, ¢ examinada nesta Parte III, que envolve os Caps. 14 a 20. No Cap. 14
sdo reescritas as seis aproximagdes numéricas apresentadas no Cap. 7. No Cap. 15 sdo definidas
quatro formas de se refinar uma malha unidimensional ndo-uniforme. Nos Caps. 16 a 19 sdo
apresentados os resultados da solugcdo numérica de trés equacdes diferenciais que envolvem
adveccao e difusdo de um escalar, bem como de advecgdo-difusdo sobre malhas ndo-uniformes.
No Cap. 20 ¢ definido o conceito de solugdes numéricas coerentes, sdo apresentados o
procedimento para verificar quando duas solu¢cdes numéricas atendem a este conceito e exemplos
de aplicacao deste procedimento. O objetivo ¢ aumentar a confiabilidade das estimativas de erro,

principalmente em malhas muito grossas.



216

Capitulo 14.

APROXIMACOES NUMERICAS E SEUS ERROS DE
TRUNCAMENTO E DE POLUICAO EM MALHAS NAO-UNIFORMES

O objetivo deste capitulo € reescrever, para malhas ndo-uniformes exemplificadas na Fig.
14.1, as seis aproximagdes numéricas da Tab. 2.1 apresentadas no Cap. 7. Com este fim,
expandindo-se a série de Taylor, Eq. (2.3), para os nos ‘j-1°, j+1° e ‘j+2° da malha ndo-uniforme

mostrada na Fig. 14.1, chega-se a

. o h? h

A = A, — Nk + A’j.?’ - A’j.’?’ + o (14.1)
_ L B

A = A, + Ny o+ A’}JT“ + A’}‘JT” + o (14.2)
i i (h/'+1 + hj+2)2 iii (h/'+1 + hj+2)3

Njp = A+ N+ hyn) + Ny Nj———— (14.3)

6

onde j ¢ 0 nod genérico sobre o qual se realizam as aproximagdes numeéricas; os trés pontos

indicam uma série infinita; e os tamanhos (/) dos elementos da malha sdo dados por

hy = x; = x;, (14.4)

hiy = X — X (14.5)

hj+2 = X T X (146)
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no Jj-1 J Jjtl jt2
@ @

V><

Figura 14.1 Malha unidimensional ndo-uniforme.

As expressOes para as aproximagdes numéricas da Tab. 2.1, e para seus erros de
truncamento (&) e de poluicdo (e) s@o deduzidas nas se¢des 14.1 a 14.6, a seguir, e aplicadas ao

longo dos capitulos que compdem a Parte III deste trabalho.

14.1 DERIVADA DE 1" ORDEM COM 1 PONTO A MONTANTE: 4,

Isolando-se A’ ; da Eq. (14.1), obtém-se uma expressdo analitica exata para a derivada de

1* ordem da variavel dependente (A) no no j, dada por

A A, —A, h, h? o
N, = (,h_ﬂ) oML - NI ML - (14.7)

J

onde A, A7 e A" sdo, respectivamente, as derivadas de 2%, 3" e 4" ordens da variavel

dependente (A) no no j, e A; ¢ definido na Eq. (14.4). Com a substitui¢cdo da Eq. (7.1) na Eq.
(14.7), obtém-se a Eq. (7.3). A aproximagdo numérica da derivada de 1* ordem com um ponto a

montante resulta em

(//Lj _/1/‘—1)
h.

J

(/ﬁ/DS)j = (14-8)

Seus erros de truncamento, & 4, ), € de poluigdo, e( 4, ), sio dados por
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) All Alll AIV

e(Aups); = 5 hj - 6] hz + 2—;}1]3 - .. (14.9)
i (E _E‘— )

(ups); = ———= (14.10)

onde E; e E;.; sdo os erros de discretizagdo das solugdes numéricas A; e A1, respectivamente, € o

erro de discretizagdo de 4, ¢ dado pela Eq. (7.7).

14.2 DERIVADA DE 1° ORDEM COM DIFERENCA CENTRAL: A,

Embora possa nao ser estritamente correto, o termo “diferenca central” ¢ empregado aqui
e na se¢do 14.5, mesmo em malhas ndo-uniformes, porque se usa um n6 a montante € outro a

jusante na obten¢do da aproximagdo numérica do n6 de interesse. Assim, subtraindo-se a Eq.

(14.1) de (14.2) e isolando-se Aij do resultado, obtém-se uma expressdo analitica exata para a

derivada de 1* ordem da variavel dependente (A) no no j, dada por

(A _Aj_l) Aii» ~ zu (h3 +h3+1)

A= o T —J(hA—h,r)
! 2 6(h]+h]+1)

T (14.11)

onde A" e A" sdo, respectivamente, as derivadas de 2" ¢ 3" ordens da variavel dependente (A)

no no j, € h; e hjy sdo definidos nas Eqgs. (14.4) e (14.5). Com a substitui¢cdo da Eq. (7.1) na Eq.
(14.11), obtém-se a Eq. (7.9). A aproximag¢io numérica da derivada de 1° ordem com diferenca

central resulta em

i _ ( j+l ] 1)
Gaos), = G (14.12)

Seus erros de truncamento, & A, ), € de poluigdo, e( A, ), sio dados por



219

. Aii» Azu (h3 +h3+)
e(Aeps); = TJ(h_/—th) C Sk i) + . (14.13)
]+
e(Aeps); = Eia = E) (14.14)
(h; +h;,)

onde Eji; e Ej.; sdo os erros de discretizagdo das solugdes numéricas 4+ € 4.1, respectivamente,
Nao existe um unico parametro de 4 para reduzir a Eq. (14.13) a Eq. (2.2). Mas mesmo
assim, observa-se que as ordens verdadeiras de 5(/1[@3) sao py = 1, 2, etc, e, portanto, a sua
ordem assintdtica ¢ p;, = 1. Desta forma, o erro de truncamento da aproxima¢ao numérica
Aps € de 17 ordem. Esse resultado difere daquele obtido com malhas uniformes, Eq. (7.11),
cujo p; = 2. A partir das Egs. (14.1) e (14.2), mesmo para malhas ndo-uniformes, ¢ possivel obter
uma aproximagdo numérica cujo p; = 2. Mas, neste caso, além de A+ e 4.1, o valor de 4;
também ¢ envolvido na aproximagdao numérica. Em outras palavras, passa-se a ter uma

aproximacao numérica de trés pontos (Hirsch, 1988) e ndo de dois, Eq. (14.12), que ¢ o interesse

aqui, por ser uma aproximacgao semelhante aquela usada em malhas uniformes.

14.3 DERIVADA DE 1° ORDEM COM 1 PONTO A JUSANTE: A,

Isolando-se Ai_/ da Eq. (14.2), obtém-se uma expressao analitica exata para a derivada de

1* ordem da variavel dependente (A) no no j, dada por

A A A, h h? n
N, = A=Ay 12 Do A 12“ ~ A" f6+‘ ~ A 2];‘ - . (14.15)

J+l

onde A", A" e A" sdo, respectivamente, as derivadas de 2%, 3" e 4" ordens da variavel

dependente (A) no n6 j. Com a substitui¢ao da Eq. (7.1) na Eq. (14.15), obtém-se a Eq. (7.15). A

aproximagdo numérica da derivada de 1* ordem com um ponto a jusante resulta em

U); = =2 (14.16)

J+1
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Seus erros de truncamento, & 4, ), € de poluigdo, e( 4, ), sdo dados por

A A" A" AY

e(Apps); = —Tth+l - ?fhjﬂ - 2—;;1;1 - . (14.17)
i (E i+ _E)

e(Apps); = % (14.18)

j+l

onde o erro de discretizagdo de 1, ¢ dado pela Eq. (7.19).

14.4 DERIVADA DE 1" ORDEM COM 2 PONTOS A JUSANTE: %, ,

A partir das Egs. (14.2) e (14.3), pode-se deduzir uma expressdo analitica exata para a

derivada de 1* ordem da variavel dependente (A) no no j, dada por

Ai< _ [(1+rj)2Aj+1_(2+rj)rjA_/_Aj+2)] " Ajj? (1+r/)h2
’ (7)), g s
(14.19)
- (A+7r)2+r,
A’;( F];(4 rj)h;+1
onde
h,,
ro= Jj+2 (14.20)

j+l

e A’ e A’} sdo, respectivamente, as derivadas de 3" ¢ 4” ordens da variavel dependente (A) no né

J> € hjr1 € hjw sdo definidos nas Egs. (14.5) e (14.6). Com a substitui¢do da Eq. (7.1) na Eq.
(14.19), obtém-se a Eq. (7.21). A aproximag¢do numérica da derivada de 1° ordem com dois

pontos a jusante resulta em

[a+ 7’_/)2/1_/+1 -2+ I”_/)I”j/lj - ;L_/+2 )]
r,(1+7r;)h

(Apps—2); (14.21)

J+l
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Seus erros de truncamento, &( 4, , ), € de poluigdo, e( 4, , ), sdo dados por

; g A+ ) » A+7r)2+ 1))

eMpps);, = A" W+ N (14.22)
. 1+r)E.  —Q+r)r.E.—E,

s ), = i) B ZCH T Z ) (14.23)

rj(l + rj)hj+1
onde Ej, E; e Ejp sdo os erros de discretizacdo das solugdes numéricas A1, 4; € Ay,
respectivamente, e o erro de discretizagdo de A, , € dado pela Eq. (7.25).

Nao existe um unico parametro de 4 para reduzir a Eq. (14.22) a Eq. (2.2). Mas, mesmo
assim, observa-se que as ordens verdadeiras de 8(liDDS_2) sdo py = 2, 3, etc, e, portanto, a sua

ordem assintdtica € p; = 2.
14.5 DERIVADA DE 2* ORDEM COM DIFERENCA CENTRAL: /IZDS

Com a multiplica¢do da Eq. (14.1) por A+ e da Eq. (14.2) por h;, com a adigdo dos

resultados e o isolamento de A”} , obtém-se uma expressio analitica exata para a derivada de 2°

ordem da variavel dependente (A) no no j, dada por

A”l _ z[thAj—l + th

/ (h] + hj+l)hjhj+1

J+l

—(h; +h)A ] N A”’(h h) - A (] + 1)
i 12 (h, +h,,)

. (14.24)

onde A’f e A’; sdo, respectivamente, as derivadas de 3" e 4° ordens da variavel dependente (A)

no no j. Com a substituicdo da Eq. (7.1) na Eq. (14.24), obtém-se a Eq. (7.27). A aproximagao
numérica da derivada de 2° ordem com diferenca central resulta em

) Ui 4 A = Chy + )]
(;LCDS)_/ = S L ae

(hj+hj)hihg,

(14.25)

Seus erros de truncamento, & A}, ), € de poluigdo, e( A}, ), sio dados por
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o I\ G—h) AT (h] +hjy) (14.26)
D57 3 12 (h +h,)
hnE; +hE, —(h +h,)E,

e(ﬂ,CDS) _ 2[ j+l 1+ Jjj+l (_/+ j+1) j] (1427)

(1 + j)hyhy,

onde o erro de discretizagio de A}, ¢ dado pela Eq. (7.31).
Nao existe um Unico parametro de 4 para reduzir a Eq. (14.26) a Eq. (2.2). Mas mesmo
assim, observa-se que as ordens verdadeiras de £(1},s) sdo py = 1, 2, etc, e, portanto, a sua

ordem assintotica € p; = 1.
14.6 MEDIA DA VARIAVEL DEPENDENTE: A,

Define-se a solugdo analitica exata da média da variavel dependente (A,) ao longo do
dominio de calculo através da Eq. (2.28). A solugdo analitica exata da integragdo numérica da
variavel dependente (A), obtida pela regra do trapézio (Pletcher et al., 1988) ao longo do

dominio de calculo, ¢ dada por

1 N N 3 hjS
A, = E;hj(Ajl+A) LZ A" 21y + A" TR (14.28)

J=1

onde Aij,_l ;€ A’;_l ., sdo, respectivamente, as derivadas de 2% e 4 ordens da variavel dependente

(A) em %j-1/2’, isto é, na coordenada média entre os nos ‘j-1" e j; h; é definido pela Eq. (14.4); N
¢ o numero total de elementos da malha; sendo que o primeiro (j = 0) e o ultimo nds (j = N) da
malha estdo sobre os contornos do dominio. Com a substitui¢do da Eq. (7.1) na Eq. (14.28),

obtém-se a Eq. (7.32). A aproximag¢do numérica da média da varidvel dependente resulta em

N
Ay = %Zhj(z_,_lm_,) (14.29)
L5

Seus erros de truncamento, &4,,), € de polui¢do, e(4,,), sdo dados por
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P Y A h’
ii J iv J
S(ﬂm) = —ZJZ:; A./—I/ZE+A./—1/2_480+"' (1430)
1 N
e(A,) = ZZhj(}zj_IJrEj) (14.31)
J=1

onde o erro de discretizacao da aproximacao numérica da média da varidvel dependente ¢ dado

pela Eq. (7.36).

14.7 RESUMO DO CAPITULO 14

O caso pratico das simulagdes numéricas, isto €, quando a préopria variavel dependente
armazenada nos n6s da malha contém erro de discretizacao, foi abordado genericamente neste
capitulo para malhas nao-uniformes. Nesse caso, o erro de discretizagdo de cada aproximacao
numérica € igual a soma do seu erro de truncamento com o seu erro de poluicdo. As expressoes
das aproximagdes numéricas (A5, Apss Appss Aopsas Aeps € Am) € de seus erros de
truncamento (&) se reduzem aquelas do Cap. 7 se os tamanhos (/) dos elementos da malha forem
constantes, como na Fig. 2.1.

Foram apresentados seis tipos de aproximagdes numéricas (A pgs Aepss Appss Appsa s
Atps € An) para trés varidveis diferentes: as derivadas de primeira e segunda ordem da variavel
dependente (A) nos modelos matematicos, A’ e A”; e a média da variavel dependente ao longo do
dominio de calculo, A,. Também foram apresentadas as expressdes genéricas para o erro de
truncamento (&) e o erro de poluicdo (e) destas seis aproximagdes numéricas, ou seja, as

estimativas de erro a priori. Foram definidas e obtidas as ordens assintotica (p,) e verdadeiras

(pr) dos erros de truncamento, resumidas na Tab. 14.1. As expressoes dos erros de truncamento
das aproximagdes numéricas de A, Ay, € Aips A0 sdo reduziveis a equagio geral do erro

de truncamento, Eq. (2.2).
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Tabela 14.1 Valores previstos para as ordens verdadeiras (py) e assintotica (py)

dos erros de truncamento para malhas nao-uniformes.

solucdo ordens ordem
tipo de variavel numérica tipo de aproximagao numérica verdadeiras assintdtica
) (pr) ()
derivada de 1 ordem yi um ponto a montante 1,2,3,.. 1
da variavel dependente ubs
Vi diferenga central 1,2,3, .. 1
CDS
Vi um ponto a jusante 1,2,3, .. 1
DDS
Vi dois pontos a jusante 2,3,4, .. 2
DDS-2
derivada de 2% ordem Y diferenga central 1,2,3, .. 1
da variavel dependente cbs
média da variavel Ao regra do trapézio 2,4,6, ... 2

dependente
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Capitulo 15.

TIPOS DE REFINO DE MALHAS NAO-UNIFORMES

Sao definidas, a seguir, quatro formas diferentes de se refinar uma malha unidimensional
nao-uniforme de diferengas finitas, exemplificada na Fig. 14.1. Estes quatro tipos de refino sdo
usados na Parte III deste trabalho para demonstrar os seus efeitos sobre os erros de truncamento e

de discretizagdo, bem como sobre as ordens desses erros.
15.1 REFINO POR SUBDIVISAO UNIFORME

O refino por subdivisdo uniforme ¢ definido pela subdivisdo de cada elemento da malha
grossa (g) em ¢ elementos iguais na malha fina (f). Ele ¢ exemplificado na Fig. 15.1, onde / ¢ a
distancia entre dois nos consecutivos ou o tamanho de cada elemento da malha; os subindices
numéricos indicam o niamero do nd; os subindices g e f referem-se respectivamente as malhas
grossa (g) e fina (f); e ¢ € a razdo de refino da malha grossa, que deve valer ¢ = 2, 3, ..., isto &,
nimeros inteiros positivos maiores ou iguais a dois. O tamanho de cada elemento da malha fina

(hy), dentro de cada elemento da malha grossa (%), ¢ calculado por

(hy),e = —2% (15.1)

onde ‘j,g’ ¢ o nimero do elemento da malha grossa.

O refino por subdivisdo uniforme ¢ sugerido por Roache (1994) para estimar erros de
discretizacdo em malhas multidimensionais ndo-uniformes. Neste tipo de refino, os n6s da malha
fina coincidem com todos os nds da malha grossa com uma freqiiéncia igual a razao de refino de
malha (g). Para o primeiro elemento da malha grossa na Fig. 15.1, por exemplo: &y s+ hyr= hi,

para g =2.
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| h,=2 | h,,=6 |

no=l0 L 2
Lx

xX= 0 2 8

|h1/=1|h2/=1| hy,=3 | h,,=3 |
n6o= |0 1 l2 L 4 .

x=0 1 2 5 8

Figura 15.1 Refino de malha ndo-uniforme por subdivisdo uniforme com g = 2.

15.2 REFINO IRREGULAR

O refino irregular ¢ caracterizado quando ndo existe qualquer pardmetro com valor
constante que relacione as malhas grossa e fina. Pode haver coincidéncia entre coordenadas de
n6s da malha grossa e nés da malha fina, como no exemplo da Fig. 15.2. Também pode nao
haver coincidéncia alguma, exceto entre n6s dos contornos, conforme o exemplo da Fig. 15.3.

A razdo de refino (g) para malhas unidimensionais com refino irregular ¢ calculada

através de (Roache, 1994)
— Nf (15.2)
7N, :

onde Ny e N, sdo, respectivamente, o nimero de elementos das malhas fina e grossa. Portanto,
neste tipo de refino, a razao de refino também pode assumir valores reais, ou seja, ¢ > 1. O refino
irregular ¢ muito empregado com malhas ndo-estruturadas (Ferziger e Peric, 1999; Maliska,
1995). Um exemplo pode ser visto no trabalho de Santos et al. (1996).

Em vez de se refinar a malha grossa de forma irregular, também se pode realizar a
operagdo inversa, ou seja, partir da malha fina e engrossé-la. Isso ¢ feito através da eliminagdo de
nos alternados da malha fina, no caso de ¢ = 2. Um exemplo dessa estratégia ¢ o trabalho de

Jameson e Martinelli (1998).
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Figura 15.2 Refino irregular de malha ndo-uniforme, com coincidéncia entre

no6s das malhas grossa e fina: x; y = x1 .

| h,=3 | hy,, =17 |
no= lo L L_.
X
I~ h,=6 | k=3
no= |0 1 12 13_’
X
xX= 0 1 7 10

Figura 15.3 Refino irregular de malha ndo-uniforme, sem coincidéncia entre

no6s das malhas grossa e fina: x| s # X1 4 € X201 # X1 .

15.3 REFINO COM PROGRESSAO GEOMETRICA

No refino com progressdo geométrica (PG), os nos da malha estdo distribuidos no
dominio de calculo conforme uma PG. Além disso, os ndés da malha fina coincidem com todos

os n6s da malha grossa com uma freqiiéncia igual a razao de refino de malha (g). O caso de g =2
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(Ferziger e Peric, 1999) ¢ exemplificado na Fig. 15.4, onde os n6s da malha fina coincidem com
todos os nos da grossa, de dois em dois. Neste tipo de refino, as razdes das duas progressdes

geométricas devem estar relacionadas por
1/
ro= ()" (15.3)

onde 7y e r, sd0, respectivamente, as razoes da progressdo geométrica das malhas fina e grossa.

Os elementos de cada malha (/) sdo obtidos de

r (15.4)

ou
hoo= hpl (15.5)

onde /; ¢ o tamanho do primeiro elemento da malha. A relagdo entre o tamanho do dominio de
calculo (L) e seus elementos ¢ obtida da soma dos termos de uma progressdo geométrica

(Bronstein e Semendiaev, 1979), isto é,

AN Gy, (15.6)

L=l

onde N ¢ o numero total de elementos da malha. A partir da Eq. (15.4) ou (15.5), percebe-se que,
para a razao da progressao geométrica igual a unidade, obtém-se uma malha uniforme.

Para a equacdo de advecgdo-difusao, Eq. (13.1), Ferziger e Peric (1999) verificaram que a
ordem do erro de discretizacdo da varidvel dependente, segundo a média da norma /; (Kreyszig,
1999) tende a dois para malhas ndo-uniformes refinadas de acordo com a Eq. (15.3) e ¢ = 2. Eles
empregaram o método de diferencas finitas com diferenca central. A malha mais grossa, com 10
elementos e » = 0,7, foi refinada até 320 elementos, que resulta em » = 0,989.

Usando-se o método de volumes finitos com diferenga central, Hortmann et al. (1990)
resolveram problemas bidimensionais de convec¢do natural, numa cavidade quadrada, com

malhas nao-uniformes de 10x10 a 640x640 volumes. As malhas foram geradas segundo
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progressdes geométricas variando de » = 1,3524, na malha 10x10, a » = 1,0047, na malha
640x640. Neste trabalho de Hortmann et al. (1990) sdao apresentadas tabelas com resultados de
variaveis locais e globais para as diversas malhas empregadas. Esses resultados permitem
calcular a ordem aparente. Para a malha mais fina, sdo obtidos py = 2,003 e 2,000 para uma

variavel global e local, respectivamente.

| =3 =12 |

nod = lO ll 2

xX= 0 3 15 *
|h1f=1| h, = | hy,=4 | h,, =8 |

n6= |0 1 12 13 4

xX= 0 1 3 7 15 x

Figura 15.4 Refino de malha ndo-uniforme com progressao geométrica para g = 2.

15.4 REFINO COM Ah CONSTANTE

Considere-se uma malha na qual a variagdo do tamanho dos elementos subseqiientes ¢

constante, ou seja,

Ah; = h,—h;, = constante (15.7)

O refino de malhas com A/ constante ¢ caracterizado quando a razdo de refino (¢) entre as

malhas grossa (g) e fina (f) ¢

Ah

- g 15.8
q A, (15.8)
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onde um exemplo ¢ mostrado na Fig. 15.5.

| h,=4 | h,,=6 |
nOZlO L 2 .
xX= 0 4 10

|h”:1| h, =2 | h,,=3 | h,,=4 |
n6= |0 1 12 13 4 .
x= 0 1 3 6 10

Figura 15.5 Refino com A/ constante na malha inteira; Ahy = -2 ¢ Ahy=-1 - g =2.

15.5 PREVISOES DA LITERATURA

Conforme se relatou na se¢do 15.3 e se relata nos capitulos seguintes, para diferenca
central, a ordem do erro de discretizacdo tende a dois. Este resultado ¢ obtido através de
experimentos numéricos com malhas uniformes e nao-uniformes, e vale para as aproximagdes

numéricas das derivadas de 1° e 2° ordens (A, € A/,s) com diferenga central, mostradas nas

segoes 14.2 e 14.5. Entretanto, segundo as previsdes teodricas de diversos autores (Pepper e
Baker, 1988; Ferziger e Peric, 1999; Hoffman, 1982; Fletcher, 1997), a ordem do erro de
truncamento de A, € igual a unidade para malhas ndo-uniformes. Isso parece evidente da Eq.
(14.13). Também segundo as previsdes tedricas de diversos autores (Pepper e Baker, 1988;
Ferziger e Peric, 1999; Hirsch, 1988; Fletcher, 1997; Tannehill et al., 1997), a ordem do erro de
truncamento de A, € igual a unidade para malhas ndo-uniformes. Isso também parece evidente
da Eq. (14.26).

Aparentemente, existe discordancia entre as previsdes tedricas e os resultados
experimentais para a ordem do erro de aproximagdes numéricas por diferenca central em malhas
ndo-uniformes. Ao longo dos proximos capitulos da Parte III deste trabalho serd explicado e

demonstrado que para malhas nao-uniformes ¢ incorreto admitir que a ordem do erro de
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discretizagdo da variavel dependente da equagdo diferencial seja igual a ordem do erro de
truncamento da equacdo discretizada. Sendo assim, também ¢ mostrado que as previsoes
baseadas na série de Taylor coincidem com os resultados de experimentos numéricos em todos
os casos abordados e que ndo existe discordancia alguma entre previsdes tedricas e resultados

experimentais.
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Capitulo 16.

CASO 11: ADVECCAO COM UDS EM MALHA NAO-UNIFORME

Ao longo dos proximos capitulos, Caps. 16 a 19, sdo considerados trés equagdes
diferenciais. Além dos itens 1, 2 e 6 do inicio do Cap. 8, sdo feitos e apresentados os seguintes
tipos de anélises e resultados:

10) apresentagao de tabelas do erro de discretizagdo, em fungdo dos tamanhos (%) dos elementos

da malha para a variavel dependente em x = 2, A(}%), sua derivada primeira, obtida de duas

formas em x = 0, ( Ay, )o € (Apps_, o, € sua média ao longo do dominio de célculo (4,,);

11) apresentagdo da ordem efetiva (pg), em funcdo de A, e do erro de discretizagdo de A('2),
(Apps )os (Apps—2)o € (Am);

12) obtengdo da ordem assintdtica (p;) do erro de discretizagio de A(%2), (Apps )0 (Appss o €

(An) com base na tendéncia da ordem efetiva (pg) para h — 0; e
13) dedugdo da ordem assintdtica do erro de discretizagdo da varidvel dependente, de termos

advectivos e difusivos aproximados com diferenca central em malhas nao-uniformes.

O problema da advecc¢ao de um escalar ¢ abordado neste capitulo. O modelo matematico
¢ o mesmo do Cap. 8. Portanto, ele ¢ definido pelas Egs. (8.1) e (8.2) e sua solugdo analitica
exata da variavel dependente (A) ¢ dada na Eq. (8.3). E analisado o erro da solu¢do numérica da
variavel dependente. O modelo numérico ¢ constituido pelo método de diferencas finitas, com
aproximagdo numérica de 1* ordem a montante e malhas ndo-uniformes. Mostra-se que o uso da
série de Taylor permite calcular corretamente os erros de discretizagdo da solugdo numérica da
variavel dependente, mesmo para malhas nao-uniformes e quando existem erros nodais, mas
desde que se conheca a solugdo analitica exata (A) para a obtencao dos erros de truncamento (&)
envolvidos. Também se mostra que o tipo de refino de malha afeta a magnitude do erro de
discretizagdo e a sua ordem efetiva. Finalmente, mostra-se que para refino de malha nao-

uniforme por subdivisao uniforme, a ordem efetiva do erro de discretizagao ¢ igual a unidade.
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Este ¢ o mesmo resultado obtido com malhas uniformes e também ¢ igual a ordem do erro de

truncamento da equagao discretizada.
16.1 SOLUCAO NUMERICA

A solugdo numérica do modelo matematico definido pelas Egs. (8.1) e (8.2) ¢ obtida
considerando-se 0 mesmo modelo numérico empregado na se¢do 8.3 mas para malhas ndo-

uniformes. Desta forma, com a Eq. (14.8) em (8.1), tem-se

(A, = A.)
p Lt gy, (16.1)

J

ou

+ Zxh (16.2)

[3

onde x; ¢ a coordenada do no j, Fig. 14.1, h; ¢ a distancia entre os nos j e %-1°, também

denominado de tamanho do elemento da malha, definido pela Eq. (14.4), e 4 ¢ a incognita do
problema, ou a variavel dependente. Conforme a Eq. (16.2), 4; depende de A4;.;, além de x;, Ve h;.

De acordo com a condicao de contorno dada pela Eq. (8.2), a Eq. (16.2) resulta em

A, = Z(%xkhkj (16.3)

J
k=1
Para uma malha ndo-uniforme, sabe-se que

X, = zjl(hk) (16.4)

onde, por definicdo, o comprimento total do dominio de calculo (L) ¢ dado por
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L = ﬁ(hj) (16.5)

com N sendo o niimero total de elementos da malha, que ¢ igual ao niimero total de n6s da malha
menos a unidade. A partir das Egs. (16.4) e (16.5), chega-se as Egs. (8.13) e (8.14) que definem
os contornos do dominio de calculo.

Com o erro de discretizagao (£) da variavel dependente (4), que ¢ obtido na proxima

secdo, e com as Egs. (8.37) e (8.3), € possivel demonstrar que
PR/ lzjl(hz) (16.6)
' 4 =0 '

A Eq. (16.6) ¢ a solucao numérica exata do modelo matematico definido pelas Egs. (8.1) e (8.2),
bem como do sistema de equagdes algébricas representado pela Eq. (16.2). A solu¢do de A dada
na Eq. (16.6) ¢ chamada de solucdo numérica exata porque a sua unica fonte de erro, dentre as
quatro abordadas na se¢do 1.6, ¢ devido aos erros de truncamento, isto €, ndo contém erros de
iteracdo, de arredondamento e de programagdo. Observa-se diretamente na Eq. (16.6) que no
limite quando os tamanhos (%) dos elementos da malha tendem a zero, ou seja, #; = 0, a solucdo

numérica se iguala a solu¢do analitica, Eq. (8.3).
16.2 CALCULO DO ERRO DE DISCRETIZACAO, A PRIORI

Seguindo-se o mesmo procedimento apresentado na secdo 8.5, com as Eqgs. (14.9) e

(14.10), obtém-se

E -E, A" \ A
( J p ]—1) + 7Jh] _ ?th + Z_Aihj - ... =0 (16.7)

J

Esta equacdo pode ser reescrita da seguinte forma

Ail: 5 Ail:i , Alv
E, = E, - SR+ Sl - L

; i 5 ho+ L (16.8)
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Com a substituicdo das Egs. (8.53) e (8.54) em (16.8), chega-se a
E = E_ - —h_? (16.9)

A condic¢do de contorno dada pela Eq. (8.2) implica que o erro no contorno ¢ nulo ja que
a solugdo neste nd (j = 0) ¢ conhecida, ou seja, £y = 0. Sendo assim, a Eq. (16.9) resulta no erro

da variavel dependente (A1) em cada no (j), que ¢ dado por
1< 5
E(A) = —==>.(h) (16.10)
Vi

Este resultado também pode ser obtido com a substituicao das Egs. (8.3) e (16.6) na Eq. (8.37).
Isto €, o calculo do erro de discretizagdo da varidvel dependente, com base na série de Taylor, ou
seja, a priori de solugdes numéricas, Eq. (16.10), coincide com o erro de discretizagdo a
posteriori de solugdes numéricas.

Seguindo-se 0 mesmo procedimento apresentado na subse¢do 8.7.1, com a Eq. (14.9),

obtém-se o erro de truncamento da equagao discretizada, Eq. (16.1), no né j, dado por

ED). =V A@h A h? A h’ 16.11
A A A T (o1

Portanto, suas ordens verdadeiras sao py =1, 2, 3, etc., e sua ordem assintotica € p; = 1.
16.3 ANALISE DE SUBCASOS

Apresenta-se a seguir a analise de quatro subcasos que envolvem a solu¢do numérica da
Eq. (8.1). Eles diferem apenas no nimero e nos tamanhos dos elementos usados para discretizar
um dominio de calculo tnico com L = V' = 1. A solugdo analitica (A) ¢ obtida da Eq. (8.3), a
numérica (A1), da Eq. (16.6), e o erro de discretizagdo (£), da Eq. (16.10).

A malha do Subcaso 11-A, constituida por um Unico elemento, ¢ mostrada na Fig. 16.1, e
os seus resultados na Tab. 16.1. A malha e os resultados do Subcaso 11-B sdo apresentados na

Fig. 16.2 e Tab. 16.2. Este subcaso serve de referéncia para os demais ja que se constitui numa
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malha uniforme com dois elementos. Os Subcasos 11-A e 11-B possuem o n6 x = 1 em comum.
Desta forma, pode-se verificar a ordem efetiva (pg) do erro de discretizagdo (£) nesta
coordenada. Da Eq. (4.5), a razdo de refino de malha (g) vale dois. Assim, da Eq. (4.4), chega-se
a pe(x=1) = 1. Este resultado ¢ apenas um exemplo numérico daquilo que foi apresentado no
Cap. 8, mostrando que a Eq. (16.10) também ¢ valida para malhas uniformes, como era de se
esperar. Ele também mostra, pelo menos para malhas uniformes, que a ordem do erro de
discretizacao da Eq. (16.10) ¢ na verdade igual a unidade, e ndo dois como aparenta; conforme ja
abordado na Parte II deste trabalho, somatorios como o da Eq. (16.10) degeneram a ordem do

€110.

n(’):lO 1 .

x= 0 1

Figura 16.1 Malha do Subcaso 11-A: N =1 elemento.

Tabela 16.1 Solugdes analitica (A) e numérica (A1) do Subcaso 11-A e

respectivo erro de discretizacdo (E).

nod X A A E(A)
1 1 1 2 -1
| h,=0,5 | h,=0,5 |
no = lO ll 2
X
x= 0 0,5 1

Figura 16.2 Malha do Subcaso 11-B: N =2 elementos.

Na Fig. 16.3 ¢ apresentada a malha do Subcaso 11-C cujos resultados estdo na Tab. 16.3.

Esta malha, em relagdo a malha do Subcaso 11-A, ¢ um exemplo de refino irregular, conforme
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definido na secao 15.2. De acordo com a Eq. (15.2), ¢ = 2. Para x = 1, a ordem efetiva do erro do
Subcaso 11-C em relagcdo ao Subcaso 11-A resulta em pg(x=1) = 0,68, que ¢ diferente do py de
uma malha uniforme (1). Este ¢ um exemplo simples mas que mostra o efeito do tipo de refino
de malha sobre a ordem do erro, além do valor do proprio erro. Para qualquer outra relagdo entre

hy e h; na malha do Subcaso 11-C, Fig. 16.3, encontra-se um valor diferente de pg(x=1).

Tabela 16.2 Solugdes analitica (A) e numérica (4) do Subcaso 11-B e

respectivo erro de discretizacdo (E).

nod X A A E(A)
1 0,5 0,25 0,5 -0,25
2 1 1 1,5 -0,5

| h,=0,75 | h,=0,25 |
no = JO 1 2
X
x=0 0,75 I

Figura 16.3 Malha do Subcaso 11-C: N =2 elementos.

Tabela 16.3 Solugdes analitica (A) € numérica (A4) do Subcaso 11-C e

respectivo erro de discretizagdo (E).

no X A ) E(A)
1 0,75 0,5625 1,125 20,5625
2 1 1 1,625 20,625

A malha do Subcaso 11-D ¢ mostrada na Fig. 16.4 e os seus resultados na Tab. 16.4. Esta
malha foi obtida dividindo-se ao meio cada elemento da malha do Subcaso 11-C, ou seja,
efetuando-se o refino por subdivisdo uniforme, processo descrito na secao 15.1. Para este refino,

conforme a Eq. (15.1), ¢ = 2. Entre as malhas dos Subcasos 11-C e 11-D, além do contorno
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esquerdo, existem dois nds com a mesma coordenada: x = 0,75 e 1. Calculando-se a ordem
efetiva do erro de discretizagdo, para estas duas coordenadas, obtém-se py = 1. Este valor ¢ o
mesmo que se obtém com malhas uniformes, conforme visto no Cap. 8, e entre os Subcasos 11-

A e 11-B, acima.

| h,=0,375 | h,=0,375 | .= 0,125 n, = 0.125]
nd = JO 1 2 13 4 .
xX= 0 0,375 0,75 0,875 1

Figura 16.4 Malha do Subcaso 11-D: N = 4 elementos.

Tabela 16.4 Solu¢des analitica (A) e numérica (4) do Subcaso 11-D e

respectivo erro de discretizagao (E).

no X A ) E(A)

1 0,375 0,140625 0,28125 20,140625
2 0,75 0,5625 0,84375 -0,28125
3 0,875 0,765625 1,0625 -0,296875
4 1 1 1,3125 03125

A partir da Eq. (16.10), pode-se demonstrar que pz = 1 em todos os nds da malha grossa,
para qualquer par de malhas ndo-uniformes, desde que uma seja obtida da outra através de refino
por subdivisao uniforme, conforme segue. Para uma malha grossa (g), da Eq. (16.10), o erro de

discretizagao num né j, ou seja, numa coordenada x especifica, ¢ dado por
/g 5
EQA), = —;Z(hg)k (16.12)
k=1

Também com a Eq. (16.12), para uma malha fina (f) obtida a partir da malha grossa através de

refino por subdivisdo uniforme, o erro de discretizagdo na mesma coordenada x, ¢ dado por
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J>

E(A), = - {i(h;)k} (16.13)

0Q

1
v

-
i

m=1

onde ¢ ¢ a razdo de refino de malha. Substituindo-se a Eq. (15.1), que relaciona os elementos das

malhas fina e grossa, na Eq. (16.13), obtém-se

b

E(1) i Zq: hg 2 I h; I i(hz) (16.14)
) - - = - q— = - N .
e Vig|ml g ‘ Via q2 qV = ¢

(]

=~
Il

A razdo entre as Egs. (16.12) e (16.14) resulta na razao de refino ¢, que substituida na Eq. (4.4),

fornece a ordem efetiva py = 1, concluindo a demonstragao.

16.4 RESUMO DO CAPITULO 16

Foi apresentada a solu¢do numérica da equagdo diferencial do Caso 11, Eq. (8.1), para a
variavel dependente (A1) nesta equacdo. Foram realizadas varias analises do erro de discretizagdo
e de sua ordem efetiva e deduzidas as ordens verdadeiras e assintética da equacao diferencial em
sua forma discretizada. O uso da série de Taylor permite calcular corretamente os erros de
discretiza¢dao da solugdo numérica da variavel dependente, mesmo para malhas ndo-uniformes e
quando existem erros nodais, mas desde que se conheca a solucao analitica exata (A) para a
obtencdo dos erros de truncamento (&) envolvidos.

O tipo de refino de malha afeta a magnitude do erro de discretizagdo e a sua ordem
efetiva. Para refino de malha do tipo irregular, a ordem efetiva obtida ¢ diferente da ordem do
erro de truncamento da equagdo discretizada. Para refino de malha nao-uniforme por subdivisao
uniforme, a ordem efetiva do erro de discretizacao ¢ igual a unidade; este ¢ o mesmo resultado
obtido com malhas uniformes, e também ¢ igual a ordem do erro de truncamento da equagdo

discretizada.
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Capitulo 17.

CASO 12: ADVECCAO COM CDS EM MALHA NAO-UNIFORME

Os objetivos deste capitulo sdo: investigar o uso de uma aproxima¢do numérica por
diferenga central ( A, ) em malha ndo-uniforme para derivadas de primeira ordem; demonstrar
que a ordem assintdtica do erro de discretizacdo da variavel dependente ¢ igual ao caso de
malhas uniformes, quando se emprega A, na discretizagdo de equagdes diferenciais sobre
malhas nao-uniformes refinadas com subdivisdo uniforme; e mostrar que para malhas nao-
uniformes ¢ incorreto admitir que a ordem assintotica do erro de discretizacdo da varidvel
dependente ¢ igual a ordem assintotica do erro de truncamento da equagdo discretizada.

O mesmo problema do capitulo anterior ¢ abordado neste, ou seja, a advec¢dao de um
escalar; a diferenca € que no presente capitulo utiliza-se uma aproximagao numeérica através de
diferenca central no modelo numérico. Portanto, o0 modelo matematico do Caso 12 também ¢é
definido pelas Eqgs. (8.1) e (8.2) e sua solugdo analitica exata da varidvel dependente (A) ¢ dada

na Eq. (8.3).
17.1 SOLUCAO NUMERICA
A solugdo numérica do modelo matematico definido pelas Egs. (8.1) e (8.2) ¢ obtida

considerando-se o mesmo modelo numérico empregado na se¢do 11.2 mas para malhas ndo-

uniformes. Desta forma, com a Eq. (14.12) em (8.1), tem-se

A = A,
pGm = Am) (17.1)
(h; +h,,) !

ou
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J

2
A, = A, + ;xj_l(hj_l +h,) (17.2)
onde x;.; é a coordenada do no ‘j-1°, Fig. 14.1, h; ¢ definido pela Eq. (14.4), e 4 € a incognita do
problema, ou a varidvel dependente. De acordo com a Eq. (17.2), 4; depende de A, xj.1, V, hj.1 e

h;. A partir do seu erro de discretizagdo (£) e da sua solucdo analitica, ¢ possivel demonstrar que

a solu¢do numérica da variavel dependente (1) ¢ dada por

J

% Z -~ (paraj=2,4, .., N) (17.3)

~
w|\.N

valida para os nds pares, isto &, paraj = 2, 4, ... N, sendo N um numero par e que representa o
nimero total de elementos da malha. A solu¢do dada na Eq. (17.3) independe da solug@o dos nds
impares, que nao ¢ obtida aqui. Pode-se verificar que a solu¢cido numeérica da variavel

dependente (1) ¢ dada por

2
X .
A, = 7’ + 7’Ah (paraj=2,4,..,N) (17.4)

Ak = B - h (17.5)

A Eq. (17.3) ¢ a solugao numérica exata do modelo matematico definido pelas Eqgs. (8.1)
e (8.2), bem como do sistema de equagdes algébricas representado pela Eq. (17.2). Observa-se
diretamente nas Eqgs. (17.3) e (17.4) que no limite quando os tamanhos (%) dos elementos da
malha tendem a zero, ou seja, # — 0, a solugdo numérica se iguala a solucdo analitica, Eq. (8.3).
No caso de malhas uniformes, a solugdo numérica ¢ idéntica a solugdo analitica.

O erro de discretizacido (E) da solucio numérica da variavel dependente no modelo
matematico (1) ¢ obtido com a substitui¢do das Egs. (8.3) e (17.3) na Eq. (8.37), o que resulta

€m
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E(A,) = Z(h2 hl)) (paraj=2,4, ..., N) (17.6)
k24
ou
X .
E(4;) = —7"Ah (se Ah constante e paraj =2, 4, ..., N) (17.7)

Para a Eq. (17.7) e Ah sendo constante na malha inteira, a ordem assintotica (p;) do erro de
discretizagdo (E) ¢ de primeira ordem, isto &, p; = 1.

Seguindo-se o mesmo procedimento apresentado na subsecdo 8.7.1, com a Eq. (14.13),
chega-se ao erro de truncamento da equagao diferencial, Eq. (8.1), na sua forma discretizada, no

no j, dado por

A”A Am (h3 + hj+1)

ED), = V|—=L(h,—h,,) - 17.8
¢(ED), 5 (B = h) 6 (h +h) (17.8)

Portanto, suas ordens verdadeiras sdo py =1, 2, etc., e sua ordem assintética é p; = 1.
17.2 DEGENERACAO DA ORDEM DO ERRO DE DISCRETIZACAO

Seguindo-se 0 mesmo procedimento descrito na se¢do 8.5, pode-se deduzir que a equagdo

nodal do erro de discretizacdo, do Caso 12, ¢ dada por

E, = E_, + (hkB-h.) (paraj=2,4, .., N) (17.9)
ou seja, a ordem do erro de discretizagdo local ¢ igual a dois. Portanto, a passagem da Eq. (17.9)
para a Eq. (17.7), que ¢ o erro de discretizacao global no caso de A/ ser constante na malha
inteira, resulta na degeneraciio de ordem em uma unidade, provocada pelo somatdrio que esta
implicito na Eq. (17.9). Esta degeneracdo de uma unidade ¢ idéntica ao caso de malhas

uniformes, conforme visto no Cap. 11, na passagem da Eq. (11.14) para a Eq. (11.10).



243

17.3 ANALISE DE SUBCASOS

Apresenta-se a seguir a andlise de cinco subcasos que envolvem a solu¢do numérica da
Eq. (8.1). As solugdes analiticas (A) e numéricas sdao obtidas através das Eqs. (8.3) e (17.3),
respectivamente, e o erro de discretizagdo (£) com a Eq. (17.6).

Para os Subcasos 12-A e 12-B foram considerados L = 10 ¢ V= 1. A malha do Subcaso
12-A, constituida por dois elementos, ¢ mostrada na Fig. 17.1, e os seus resultados na Tab. 17.1;
para esta malha, Ah = -2, conforme definicdo da Eq. (17.5). A malha do Subcaso 12-B,
constituida por quatro elementos, ¢ mostrada na Fig. 17.2, e os seus resultados na Tab. 17.2; para
esta malha, A = -1. Os Subcasos 12-A e 12-B possuem o n6 x = 10 em comum. Desta forma,
pode-se verificar a ordem efetiva (pg) do erro de discretizagao nesta coordenada. A passagem da
malha do Subcaso 12-A para o 12-B foi feita utilizando-se um refino de malha com Ah
constante, explicado na secdo 15.4. Assim, com base na Eq. (15.8), a razdo de refino de malha
(¢) vale dois, e com a Eq. (4.4), chega-se a pp(x=10) = 1. Este valor da ordem efetiva (pg) esta de
acordo com a previsao da ordem assintotica do erro de truncamento da equagdo discretizada, Eq.
(17.8), e difere dos resultados relatados na literatura, conforme mencionado na se¢do 15.5. O
mesmo resultado ¢ obtido quando se usa A/ varidvel em uma malha mas todos sendo reduzidos a

mesma propor¢do para a malha fina, conforme exemplificado nos dois subcasos a seguir.

| h=4 h=6 |

o . ,

x
x= 0 4 10

Figura 17.1 Malha do Subcaso 12-A: N =2 elementos e Ah = -2.

Nos Subcasos 12-C e 12-D, o tamanho do dominio de calculo é L = 11 ¢ V' = 1. Suas
malhas s3o mostradas nas Figs. 17.3 e 17.4, e os resultados nas Tabs. 17.3 e 17.4. O Ah varia em
cada malha mas ele ¢ reduzido na mesma proporc¢ao para a malha fina, com g = 2, segundo a Eq.
(15.8). Os Subcasos 12-C e 12-D possuem dois nés em comum: x = 6 ¢ 11. Desta forma, pode-se

verificar a ordem efetiva (pg) do erro de discretizacdo nestas duas coordenadas. Com base na Eq.
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(4.4) e nos resultados das Tabs. 17.3 e 17.4, verifica-se que pg(x = 6 ¢ 11) = 1. Novamente, este
valor da ordem efetiva (pg) esta de acordo com a previsao da ordem assintdtica do erro de
truncamento da equacdo discretizada, Eq. (17.8), e estd em desacordo com resultados relatados

na literatura, conforme mencionado na segdo 15.5.

Tabela 17.1 Solugdes analitica (A) e numérica (A1) do Subcaso 12-A e

respectivo erro de discretizagdo (E).

nod X A A E(A)
1 4 ndo obtido ndo obtido ndo obtido
2 10 100 80 20
lh=1 h=2 | h,=3 | h,=4 |
né= |0 1 JZ L 4 .
x= 0 1 3 6 10

Figura 17.2 Malha do Subcaso 12-B: N =4 elementos e Ah = -1.

Tabela 17.2 Solugdes analitica (A) e numérica (4) do Subcaso 12-B e

respectivo erro de discretizagao (E).

nd X A A E(A)

1 1 ndo obtido nao obtido ndo obtido
2 3 9 6 3

3 6 nao obtido nao obtido nao obtido
4 10 100 90 10

Os quatro subcasos abordados acima exemplificam as duas tunicas possibilidades de
refino de malha em que se pode obter ordem do erro de discretizacdo igual a unidade num

problema advectivo cujo modelo matematico ¢ discretizado com diferengas finitas, através de
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diferenga central, em malhas ndo-uniformes. Refinos de malhas em que o A% da malha grossa
ndo ¢ reduzido na mesma proporcdo para a malha fina resultam em ordem do erro de

discretizagdo diferente da unidade, conforme o subcaso que se exemplifica a seguir.

| h=4 | h=2 | k=2 | k=3 |

A

x= 0 4 6 8 11

Ahz:hl'hz:2 Ah4:h3'h4:'1

Figura 17.3 Malha do Subcaso 12-C: N = 4 elementos.

Tabela 17.3 Solugdes analitica (A) € numérica (4) do Subcaso 12-C e

respectivo erro de discretizagao (E).

no X A A E(A)

1 4 ndo obtido nao obtido nao obtido
2 6 36 48 -12

3 8 nao obtido nao obtido ndo obtido
4 11 121 128 -7

Ah,=h,-h,=1 Ah,=hy-h,=1 Ahy=h; - hy=-0,5

Figura 17.4 Malha do Subcaso 12-D: N = § elementos.
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Tabela 17.4 Solugdes analitica (A) e numérica (4) do Subcaso 12-D e

respectivo erro de discretizagao (E).

nd X A A E(A)

1 2 ndo obtido nao obtido ndo obtido
2 3 9 12 -3

3 5 nao obtido nao obtido nao obtido
4 6 36 42 -6

5 6,5 ndo obtido ndo obtido ndo obtido
6 7,5 56,25 61,5 -5,25

7 9 nao obtido nao obtido ndo obtido
8 11 121 124,5 -3,5

No Subcaso 12-E, o tamanho do dominio de calculo é L = 10 ¢ V' = 1. Sua malha ¢
mostrada na Fig. 17.5, e os resultados na Tab. 17.5. Os Subcasos 12-A e 12-E possuem o n6 x =
10 em comum. Desta forma, pode-se verificar a ordem efetiva (pg) do erro de discretizagdo nesta
coordenada. A passagem da malha do Subcaso 12-A para o 12-E foi feita utilizando-se o refino
de malha do tipo irregular, secdo 15.2. Assim, com base na Eq. (15.2), a razdo de refino de malha
(¢) vale dois, ja que o Subcaso 12-A apresenta dois elementos e o Subcaso 12-E, quatro. Com a
Eq. (4.4), chega-se a pp(x=10) = 0,42. Este valor da ordem efetiva (pg) € diferente da previsdo da
ordem assintdtica do erro de truncamento da equacao discretizada, Eq. (17.8). Os refinos de
malha por subdivisdo uniforme, secao 15.1, e com progressao geométrica, secao 15.3, sdo

abordados na se¢do a seguir.

h=15] h=35 | h=2 | h=3 |
no = |0 1 12 13 4 .
x= 0 1,5 5 7 10
Ahzzhl-h2=-2 Ah4=h3'h4='l

Figura 17.5 Malha do Subcaso 12-E: N =4 elementos.
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Tabela 17.5 Solugdes analitica (A) e numérica (4) do Subcaso 12-E e

respectivo erro de discretizagdo (E).

nd X A A E(A)

1 1,5 nao obtido nao obtido nao obtido
2 5 25 15 10

3 7 nao obtido nao obtido nao obtido
4 10 100 85 15

17.4 ORDEM DO ERRO DE DISCRETIZACAO DE PROBLEMAS
ADVECTIVOS COM CDS EM MALHA NAO-UNIFORME

Para a aproximagdo numérica da derivada de 1° ordem obtida com diferenga central ¢
dois nos, A, deduzida na se¢do 14.2 e empregada no presente capitulo, a ordem assintotica

(pr) do seu erro de truncamento, Eq. (14.13), vale p; = 1. Porém, conforme relatado nas se¢des

15.3 e 15.5, a ordem assintdtica (p.) do erro de discretizacdo (£) da varidvel dependente (1) vale
dois quando se emprega A, . Este resultado é obtido através de experimentos numéricos com

malhas uniformes e ndo-uniformes. Entretanto, segundo as previsdes tedricas de diversos autores
(Pepper e Baker, 1988; Ferziger e Peric, 1999; Hoffman, 1982; Fletcher, 1997), a ordem
assintotica do erro de truncamento de A, ¢ igual a unidade para malhas ndo-uniformes. Isto
parece evidente da Eq. (14.13).

Portanto, aparentemente existe discordancia entre as previsdes tedricas e os resultados
experimentais. A demonstracdo a seguir elucida a questdo mostrando que nao existe discordancia
alguma, o que existe € equivoco na interpretacdo das previsoes teodricas, € 1SS0 ocorre porque se
supde que a ordem assintotica (pz) do erro de discretizagdo (E) da varidvel dependente (A) seja
igual & ordem assintdtica do erro de truncamento da aproximagdo numérica (A, ) empregada na
discretizagao da equacao diferencial.

Sem se dispor de uma solu¢ao numérica em forma fechada, isenta de somatorios, nao ¢
possivel determinar qual ¢ a ordem assintética (p;) do erro de discretizagdo (£) da variavel
dependente (A1) com uma Unica malha. Nesse caso hd duas alternativas. Na primeira,

conhecendo-se a solucdo analitica, pode-se calcular a ordem efetiva (pz) do erro de discretizacao
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(E) da variavel dependente (4) através de duas solucdes de A, obtidas em duas malhas diferentes.
Na segunda, desconhecendo-se a solugdo analitica, pode-se calcular a ordem aparente (py) da
incerteza (U) da varidvel dependente (1) através de trés solucdes de A, obtidas em trés malhas
diferentes. Portanto, necessariamente estardo envolvidas duas ou trés malhas e, assim, conforme
ja mostrado na secao 17.3, a forma de se refinar a malha influencia o resultado da ordem do erro.
A dedugdo apresentada a seguir ¢ para malhas ndo-uniformes com refino por subdivisdo
uniforme, se¢ao 15.1.

Considere-se um problema advectivo, Eq. (8.1), discretizado com diferenca central, Eq.
(17.1), numa malha grossa (g) ndo-uniforme composta de N, elementos. O interesse ¢ analisar
apenas a ordem assintotica (p;) do erro de discretizagdo (E) da variavel dependente (A1). Desta

forma, a partir da Eq. (17.9), tem-se
E(4), o« E@,.), + (hf)g (paraj=1,2,3,.., N, (17.10)

Considerando-se que todos os elementos da malha grossa tenham o tamanho /4,4, a partir da Eq.

(17.10), chega-se a conclusdo que o erro do Ultimo n6 da malha grossa (V) € da ordem de
E(A,) o N,h, (17.11)

Obtendo-se a malha fina (f) a partir da malha grossa através do refino por subdivisdo uniforme,
secdo 15.1, cada elemento da malha grossa origina ¢ elementos uniformes na malha fina, onde ¢
¢ a razao de refino, Eq. (15.1), e € um niimero inteiro positivo com q > 2. Em cada conjunto de ¢
elementos da malha fina, existirda um elemento com o erro sendo regido por uma equacao

semelhante a Eq. (17.10), mas escrita para a malha fina, isto €,
EA), « EQA.), + (h), (17.12)

e (g-1) elementos regidos por uma equagdo semelhante a Eq. (11.14), para malhas uniformes, ou

seja,

EQ), « EQA.), + (h), (17.13)
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Portanto, com as Eqgs. (17.12) e (17.13), considerando-se que todos os elementos da malha fina
tenham o tamanho /; chega-se a conclusdo que o erro do ultimo n6 da malha fina (N)) € da

ordem de
E(Ay) o« N,i + (g=DN,h; (17.14)

Como o interesse ¢ apenas a ordem assintotica (p;) do erro de discretizagdo (E) da variavel

dependente (A1), o termo de terceira ordem da Eq. (17.14) pode ser eliminado, restando apenas

E(4y) o Nh! (17.15)

Como 4, e 4, estdo na mesma coordenada, e considerando-se a relagéo entre os tamanhos dos
&g

elementos da malha grossa (/,) € fina (%), dada pela Eq. (15.1), pode-se obter a razdo entre seus

erros, isto €, a razao entre a Eq. (17.11) e a Eq. (17.15), o que resulta em

E(h) N (gh)

2
N = q (17.16)
E(/IN/ ) Ngh_/% h/%

Finalmente, com o resultado da Eq. (17.16) na Eq. (4.4), chega-se a conclusdao que a

ordem efetiva tende a dois. Portanto, a ordem assintotica (p;) do erro de discretizagdo (E) da
varidvel dependente (1) é dois quando se emprega A, Eq. (14.12), na discretizagio de

equagoes diferenciais sobre malhas ndo-uniformes com refino por subdivisao uniforme, o que
conclui a demonstragdo. Pode-se também demonstrar que este resultado ¢ valido para qualquer
n6é da malha grossa. Assim, também se conclui que para malhas ndo-uniformes ¢ incorreto
admitir que a ordem assintdtica do erro de discretizacdo da varidvel dependente da equacdo
diferencial ¢ igual a ordem assintética do erro de truncamento da equagdo discretizada.

A explicacao de que a ordem assintotica (p;) do erro de discretizagdo (E) da varidvel
dependente (A1) ¢ dois quando se emprega A, Eq. (14.12), na discretizagio de equagdes
diferenciais para malhas nao-uniformes refinadas com progressao geométrica, secao 15.3, ¢

simples. Para tanto, basta verificar os exemplos da Tab. 17.6 que foram obtidos considerando a

razdo de refino (¢) de malha igual a ¢ = 2 na Eq. (15.3); o niimero de refino igual a zero
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corresponde a malha mais grossa, isto ¢, aquela que ¢ refinada sucessivamente. Tanto para
malhas com razdo () da progressdao geométrica (PG) comegando com valores superiores a
unidade, quanto com valores inferiores, com pequeno nimero de refinos, ambos tendem a razao
unitaria, que equivale a uma malha uniforme. Com isso, passam a prevalecer os resultados ja

vistos na Parte II deste trabalho.

Tabela 17.6 Razao () das progressdes geométricas (PG) em

fun¢do do numero de refinos de malha para razao de refino g = 2.

numero do refino r para h aumentando r para h diminuindo
dex=0al. dex=0al.
0 4,0000 0,2000
1 2,0000 0,4472
2 1,4142 0,6687
3 1,1892 0,8178
4 1,0905 0,9043
5 1,0443 0,9509
6 1,0219 0,9752
7 1,0109 0,9875
8 1,0054 0,9937
9 1,0027 0,9969
10 1,0014 0,9984
11 1,0007 0,9992

17.5 RESUMO DO CAPITULO 17

Foi apresentada a solugdo numérica da equacao diferencial do Caso 12, Eq. (8.1), para a
variavel dependente (1) nesta equacdo. Demonstrou-se que a ordem assintotica (p;) do erro de
discretizagdo (E) da variavel dependente (A4) é dois quando se emprega A, Eq. (14.12), na

discretizagdo de equagdes diferenciais sobre malhas ndo-uniformes com refino por subdivisao
uniforme. Este ¢ o mesmo resultado obtido com malhas uniformes. Chegou-se a mesma
constatacdo para malhas ndo-uniformes refinadas com progressao geométrica. Para malhas nao-
uniformes ¢ incorreto admitir que a ordem assintotica do erro de discretizagdo da varidvel

dependente seja igual a ordem assintotica do erro de truncamento da equacao discretizada.
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Capitulo 18.

CASO 13: DIFUSAO COM CDS EM MALHA NAO-UNIFORME

Os objetivos deste capitulo sdo: investigar o uso de uma aproximagdo numérica por
diferenga central (A, ) em malha ndo-uniforme para derivadas de segunda ordem; e demonstrar
que a ordem assintotica do erro de discretizacdo da varidvel dependente ¢ igual ao caso de
malhas uniformes, quando se emprega A7, na discretizagdo de equagdes diferenciais sobre

malhas ndo-uniformes refinadas com subdivisdo uniforme.
O problema da difusdo de um escalar ¢ abordado neste capitulo, onde se analisa o erro da

solucdo numérica da varidvel dependente. O modelo matematico do Caso 13 ¢ definido por

d*A
dx’

= 6x (18.1)

onde A ¢ a varidvel dependente do problema, que ¢ um escalar difundido, e x ¢ a variavel
independente, a dire¢ao coordenada. As condigdes de contorno de Dirichlet sao dadas nas Egs.

(12.2) e (12.3). A solugao analitica exata para a variavel dependente (A) ¢

A = X (18.2)

18.1 SOLUCAO NUMERICA

A solugdo numérica do modelo matematico definido pelas Egs. (18.1), (12.2) e (12.3) ¢
obtida considerando-se 0 mesmo modelo numérico empregado na se¢do 12.3 mas para malhas

nao-uniformes. Desta forma, com a Eq. (14.25) em (18.1), tem-se
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) [hj+12’_/—1 + hj/lj+1 B (h_/ + hj+1)/1./] — 6x_/ (18.3)
(hj + hj+1)hjhj+l
ou
P LU N SR NS (18.4)
J (hj + hj+1) J (h] + hj+1) Jt J Ut

onde x; € a coordenada do no j, Fig. 14.1, &, e hj+ sdo definidos pelas Eqs. (14.4) e (14.5),e A é a
incognita do problema, ou a varidvel dependente. De acordo com a Eq. (18.4), 4; depende de 4.,
e Aj+1, Xj, € hj+1 € h;. Pode-se verificar que a solu¢io numérica da variavel dependente (1) ¢

dada por

A, = x; - x;(L—x,)Ah (18.5)
se Ah ¢ constante na malha inteira e definido conforme a Eq. (17.5).

A Eq. (18.5) ¢ a solucdo numérica exata do modelo matemético definido pelas Egs.
(18.1), (12.2) e (12.3), bem como do sistema de equagdes algébricas representado pela Eq.
(18.4). Observa-se diretamente na Eq. (18.5) que no limite quando os tamanhos (%) dos
elementos da malha tendem a zero, ou seja, # — 0, a solu¢do numérica se iguala a solucao
analitica, Eq. (18.2). No caso de malhas uniformes, a solu¢do numérica ¢ idéntica a solucao
analitica.

O erro de discretizacido (E) da solucio numérica da variavel dependente no modelo
matematico (1) ¢ obtido com a substitui¢do das Eqgs. (18.2) e (18.5) na Eq. (8.37), o que resulta

cm
E(A) = x,(L-x,)Ah (18.6)

se Ah ¢ constante na malha inteira e definido pela Eq. (17.5). Neste caso, a ordem assintotica (py)
do erro de discretizagdo (E) ¢ de primeira ordem, isto &, p; = 1.

Seguindo-se o mesmo procedimento apresentado na subsecdo 8.7.1, com a Eq. (14.26),
chega-se ao erro de truncamento da equagao diferencial, Eq. (18.1), na sua forma discretizada, no

no j, dado por
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A" AN (B R

ED), = —L(h —h, 18.7
&(ED), 3 = h) 2k, (18.7)

Portanto, suas ordens verdadeiras sao py = 1, 2, etc., e sua ordem assintética € p; = 1.
18.2 DEGENERACAO DA ORDEM DO ERRO DE DISCRETIZACAO

Seguindo-se 0 mesmo procedimento descrito na se¢ao 8.5, pode-se deduzir que a equagao

nodal do erro de discretizacdo, do Caso 13, ¢ dada por

h h,
= " E o+ —LE. — (h—h.)hh

E. 18.8
7 (h,+h,) (h,+h,) " (18.8)

J+l

ou seja, a ordem do erro de discretizacao local ¢ igual a trés. Portanto, a passagem da Eq. (18.8)
para a Eq. (18.6), que ¢ o erro de discretizagdo global, no caso de A/ constante na malha inteira,
resulta na degeneracio de ordem em duas unidades, provocada pelo duplo somatorio que esta
implicito na Eq. (18.8). Esta degeneragdo de duas unidades ¢ idéntica ao caso de malhas

uniformes, conforme visto no Cap. 12, na passagem da Eq. (12.21) para a Eq. (12.15).
18.3 ANALISE DE SUBCASOS

Apresenta-se a seguir a analise de quatro subcasos que envolvem a solu¢do numérica da
Eq. (18.1). Para os Subcasos 13-A e 13-B, o tamanho do dominio de calculo ¢ L = 10, conforme
as Figs. 18.1 e 18.2. As solugdes analiticas (A) e numéricas sdo obtidas através das Eqgs. (18.2) e
(18.5), respectivamente, e o erro de discretizacao (£) com a Eq. (18.6). A malha do Subcaso 13-
A, constituida por dois elementos, ¢ mostrada na Fig. 18.1, e os seus resultados na Tab. 18.1;
para esta malha, Ah = -4, conforme definido na Eq. (17.5). A malha do Subcaso 13-B,
constituida por quatro elementos, ¢ mostrada na Fig. 18.2, e os seus resultados na Tab. 18.2; para
esta malha, Ah = -1. Os Subcasos 13-A e 13-B possuem o n6 x = 3 em comum. Desta forma,
pode-se verificar a ordem efetiva (pg) do erro de discretizagdo nesta coordenada. A passagem da
malha do Subcaso 13-A para o 13-B foi feita utilizando-se um refino de malha com A#h

constante, explicado na secdo 15.4. Assim, com base na Eq. (15.8), a razdo de refino de malha
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(g) vale quatro e com a Eq. (4.4), chega-se a pz(x=3) = 1. Este valor da ordem efetiva (pg) esta de
acordo com a previsao da ordem assintotica do erro de truncamento da equagdo discretizada, Eq.

(18.7), e difere dos resultados relatados na literatura, conforme mencionado na sec¢do 15.5.

| h =3 | h,=17 |

o .

x= 0 3 0"

Figura 18.1 Malha do Subcaso 13-A: N = 2 elementos e Al = -4.

Tabela 18.1 Solugdes analitica (A) e numérica (A1) do Subcaso 13-A e

respectivo erro de discretizacdo (E).

noé X A 2 E()
1 3 27 111 -84
lh=1 h=2 | h,=3 | h,=4 |
no= |0 1 JZ L 4 .
xX= 0 1 3 6 10

Figura 18.2 Malha do Subcaso 13-B: N =4 elementos e Ah = -1.

Nos Subcasos 13-C e 13-D, o tamanho do dominio de calculo é L = 1. Suas malhas sdo
mostradas nas Figs. 18.3 e 18.4, e os resultados nas Tabs. 18.3 e 18.4. As solugdes numéricas
foram obtidas resolvendo-se o sistema representado pela Eq. (18.4). A malha do Subcaso 13-D
foi obtida da malha do Subcaso 13-C através de refino por subdivisao uniforme, se¢dao 15.1. Os
Subcasos 13-C e 13-D possuem o ndé x = 0,2 em comum. Desta forma, pode-se verificar a ordem

efetiva (pg) do erro de discretizacdo nesta coordenada. Com base na Eq. (4.4) e nos resultados
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das Tabs. 18.3 e 18.4, verifica-se que pg(x=0,2) = 2. Este valor da ordem efetiva (pg) ¢ diferente
da previsao da ordem assintotica do erro de truncamento da equagdo discretizada, Eq. (18.7), mas
estd de acordo com resultados experimentais relatados na literatura, conforme mencionado na

secdo 15.5, e € igual ao caso de malhas uniformes. Este resultado ¢ explicado na sec¢do a seguir.

Tabela 18.2 Solugdes analitica (A) e numérica (A1) do Subcaso 13-B e

respectivo erro de discretizagao (E).

noé b A A E(A)
1 1 1 10 -9
2 3 27 48 21
3 6 216 240 -24

| h,=0,2 | h,=0,8 |
no= |0 L 2
X
x= 0 0,2 1

Figura 18.3 Malha do Subcaso 13-C: N =2 elementos.

18.4 ORDEM DO ERRO DE DISCRETIZACAO DE PROBLEMAS
DIFUSIVOS COM CDS EM MALHA NAO-UNIFORME

Para a aproximag¢do numérica da derivada de 2* ordem obtida com diferen¢a central,
Atps » deduzida na segdo 14.5 e empregada no presente capitulo, a ordem assintdtica (p;) do seu
erro de truncamento, Eq. (14.26), vale p; = 1. Porém, conforme relatado nas se¢des 15.3 e 15.5, a
ordem assintdtica (p;) do erro de discretizagao (£) da variavel dependente (A4) vale dois quando
se emprega A.,,. Este resultado é obtido através de experimentos numéricos com malhas

uniformes e ndo-uniformes. Entretanto, segundo as previsdes teoricas de diversos autores

(Pepper e Baker, 1988; Ferziger e Peric, 1999; Hirsch, 1988; Fletcher, 1997; Tannehill et al.,
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1997), a ordem assintotica do erro de truncamento de 7,5 ¢ igual & unidade para malhas nio-

uniformes. Isso parece evidente da Eq. (14.26).

Tabela 18.3 Solugdes analitica (A) e numérica (4) do Subcaso 13-C e

respectivo erro de discretizacdo (E).

no X A 7 5
: 0.2 0,008 0,104 20,096
| n,=01]n=0.1] h,=0,4 | h,=0.4 |
noé= |0 1 2 3 4 )
X = 0 051 0,2 0’6 1

Figura 18.4 Malha do Subcaso 13-D: N = 4 elementos.

Tabela 18.4 Solugdes analitica (A) e numérica (A1) do Subcaso 13-D e

respectivo erro de discretizagao (E).

16 X A A E()
1 0,1 0,001 0,013 20,012
2 0,2 0,008 0,032 -0,024
3 0,6 0,216 0,228 0,012

Portanto, aparentemente existe discordancia entre as previsdes tedricas e os resultados
experimentais. A demonstracdo a seguir elucida a questdo mostrando que nao existe discordancia
alguma, o que existe ¢ equivoco na interpretacdo das previsdes tedricas, € 1SS0 ocorre porque se

supde que a ordem assintotica (pz) do erro de discretizagdo (E) da varidvel dependente (A) seja

igual a ordem assintética do erro de truncamento da aproximagdo numérica ( Af, ) empregada na
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discretizagdo da equacao diferencial. A dedugdo apresentada a seguir ¢ para malhas nao-
uniformes com refino por subdivisao uniforme, secao 15.1.

Considere-se um problema difusivo, Eq. (18.1), discretizado com diferenga central, Eq.
(18.3), numa malha grossa (g) ndo-uniforme composta de N, elementos e que todos os elementos
da malha grossa tenham o tamanho /,. O interesse € analisar apenas a ordem assintotica (p;) do

erro de discretizagdo (E) da variavel dependente (1). Desta forma, a partir da Eq. (18.8), tem-se

EG, EGL
EQ), = %l)g " (#1)& R (18.9)

A solugdo do sistema de equacdes representado pela Eq. (18.9) resulta em
E(lj)g = xj(L_xj)hg (1810)

Obtendo-se a malha fina (f) a partir da malha grossa através do refino por subdivisdo uniforme,
secdo 15.1, cada elemento da malha grossa origina ¢ elementos uniformes na malha fina, onde ¢
¢ a razdo de refino, Eq. (15.1). Em cada conjunto de ¢ elementos da malha fina, existira um
elemento com o erro sendo regido por uma equagao semelhante a Eq. (18.9), mas escrita para a

malha fina, isto €,

EG.), | EGL),

E(,), : : ;

(18.11)

e (g-1) elementos regidos por uma equagdo semelhante a Eq. (12.21), para malhas uniformes, ou
seja,

E(A EQA
A, B, ht (18.12)

E(,), : : _,

Desconsiderando-se os termos de ordem superior, a solu¢ao do sistema de equagdes representado

pelas Egs. (18.11) e (18.12) resulta em

x, (L _xj)h'

E(4), = ) (18.13)
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Para qualquer n6 da malha grossa cuja coordenada coincida com algum ndé da malha fina,
considerando-se a relagdo entre os tamanhos dos elementos da malha grossa (%) e fina (/,), dada
pela Eq. (15.1), pode-se obter a razdo entre seus erros, isto €, a razao entre a Eq. (18.10) e a Eq.

(18.13), o que resulta em

E(4)), _ qh, _ q(qh;) - g (18.14)
E(4)), h, h,

Finalmente, com o resultado da Eq. (18.14) na Eq. (4.4), chega-se a conclusdo que a
ordem efetiva tende a dois. Portanto, a ordem assintética (p;) do erro de discretizacdo (E) da
variavel dependente (1) é dois quando se emprega A/,;, Eq. (14.25), na discretizagdo de
equacdes diferenciais sobre malhas nao-uniformes com refino por subdivisdo uniforme, o que
conclui a demonstragdo. Assim, também se conclui que para malhas nao-uniformes € incorreto
admitir que a ordem assintotica do erro de discretizacdo da variavel dependente da equacao
diferencial ¢ igual a ordem assintotica do erro de truncamento da equagdo discretizada. A
explicacdo de que para malhas ndo-uniformes refinadas com progressao geométrica, se¢do 15.3,

a ordem assint6tica (p;) do erro de discretizacdo (E) da varidvel dependente (A1) € dois quando se
emprega A, Eq. (14.25), na discretizagdo de equag¢des diferenciais, ¢ idéntica aquela dada na

se¢ao 17.4.

18.5 RESUMO DO CAPITULO 18

Foram apresentadas as solugdes analitica e numérica da equagdo diferencial do Caso 13,

Eq. (18.1), para a variavel dependente nesta equagdo. Demonstrou-se que a ordem assintdtica
(pr) do erro de discretizagdo (E) da varidvel dependente (1) ¢ dois quando se emprega A’ , Eq.

(14.25), na discretizagdo de equacdes diferenciais sobre malhas nao-uniformes com refino por
subdivisdo uniforme. Este ¢ o mesmo resultado obtido com malhas uniformes. A mesma
conclusao ¢ valida para malhas nao-uniformes refinadas com progressao geométrica. Para
malhas ndo-uniformes € incorreto admitir que a ordem assintdtica do erro de discretizacao da
variavel dependente da equagdo diferencial seja igual a ordem assintética do erro de truncamento

da equacdo discretizada.
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Capitulo 19.

CASO 14: ADVECCAO-DIFUSAO EM MALHA NAO-UNIFORME

No Caso 14 ¢ abordado o mesmo modelo matematico do Cap. 13, isto ¢, um problema
advectivo-difusivo que ¢ definido pelas Egs. (13.1), (12.2) e (12.3). Mas neste capitulo as
solucdes numéricas sdo obtidas empregando-se malhas nao-uniformes. A solucdo analitica exata
do problema ¢ dada na secdo 13.1. O objetivo deste capitulo ¢ mostrar que a ordem assintdtica
(pr) do erro de discretizagdo da varidvel dependente ¢ dois num problema advectivo-difusivo, o
que estd de acordo com as deducdes feitas nas se¢des 17.4 e 18.4. Através destas deducdes,
previu-se que a ordem assintotica (pr) do erro de discretizacdo de termos advectivos e difusivos €
pL = 2, para a variavel dependente (1), quando se usa diferenca central em malhas ndo-uniformes

refinadas através de subdivisdo uniforme.
19.1 SOLUCAO NUMERICA

A solugdo numérica do modelo matematico definido pelas Egs. (13.1), (12.2) e (12.3) ¢
obtida considerando-se (Ferziger e Peric, 1999): método de diferencas finitas; aproximacao
numérica das derivadas de 1° € 2° ordens da equagdo diferencial com diferenga central; ¢ malha
ndo-uniforme. Desta forma, substituindo-se as Eqs. (14.12) e (14.25), respectivamente, nas
derivadas de primeira e segunda ordens da Eq. (13.1), obtém-se

po ot = A) Ui A =y 4By

= UeAL (19.1)
(h_/ + h_/+1) (h/ + hj+1)h_/hj+l
Para esta equacao, colocada na forma da Eq. (12.31), chega-se a
_ P 2 (19.2)

A, -
. (h] +hj+1) (h] +hj+1)hj
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4, = Pe - 2 (19.3)
. (hj +hj+1) (h] +hj+1)h

J+1

com A; dado pela Eq. (13.8), onde 4, e h;:1 sdo definidos pelas Eqs. (14.4) e (14.5), Fig. 14.1,e 4
¢ a incognita do problema, ou a variavel dependente.
Seguindo-se o procedimento apresentado na subsecdo 8.7.1 e com as Egs. (14.13) e

(14.26), obtém-se o erro de truncamento da equacao discretizada, Eq. (19.1), no n6 j, dado por

A AT AT N (B + D,
g(ED);, = |Pe—L—-—L|(h,—h,) — |Pe—L-—L| L= 4+ | (19.4)
’ 2 3 ) 6 12 J(h +h,)

Portanto, suas ordens verdadeiras sao py = 1, 2, etc., e sua ordem assintética € p; = 1.
19.2 VERIFICACAO DA ORDEM EFETIVA DO ERRO DE DISCRETIZACAO

Nesta secdo sdo relatados testes feitos para obter a ordem efetiva do erro de discretizagao

da solugdo numérica de A(%5), Am, Apps € Apps, €m malhas ndo-uniformes. Os testes sdo de dois

tipos: refino de malha por subdivisao uniforme, secao 15.1; e refino irregular, se¢ao 15.2.

19.2.1 Refino de Malha Por Subdivisdo Uniforme

A Tab. 19.1 apresenta o bloco-base usado para gerar malhas nao-uniformes que, entao,
sao refinadas por subdivisao uniforme. O primeiro subcaso analisado nesta subsec¢ao ¢ baseado
numa malha com 8 elementos gerada a partir do bloco-base da Tab. 19.1, para um dominio de
calculo com tamanho L = 1. Esta malha foi refinada quatro vezes, por subdivisdo uniforme, com
razao de refino ¢ = 2. Portanto, as cinco malhas tém N = 8§, 16, 32, 64 ¢ 128 elementos. Com base
nas solugdes numéricas de A(%2), Am, Apps € Apps, Obtidas sobre estas malhas, e seus erros de
discretizagdo, foram calculadas as ordens efetivas das quatro variaveis de interesse cujos
resultados sdo apresentados na Tab. 19.2. Na primeira coluna das Tabs. 19.2, 19.3 e 19.4 sdo

indicados os pares de malhas cujos resultados numéricos foram usados para calcular a ordem

efetiva através da Eq. (4.6). Parece claro na Tab. 19.2 que a ordem efetiva (pg) dos erros de

discretizagdo de A(%%), Am € 4,5, tende a dois & medida que a malha ¢ refinada. O mesmo ndo
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se pode dizer de A,,,. Mas sua ordem efetiva fica bem caracterizada a partir de uma nova

malha-base, mais fina.

Tabela 19.1 Bloco-base.

elemento (/) hi (%) h; | hj Z h; (%)
1 20 - 20
2 2 0,1 22
3 8 4 30
4 2 0,25 32
5 18 9 50
6 36 2 86
7 9 0,25 95
8 5 0,555... 100

Tabela 19.2 Ordem efetiva (pg) dos erros de discretizagdo (E) a partir de um bloco-base.

malhas /7’(1/2) /7,,,, ﬂ’iDDS ﬂ’iDDS—Z
N=8¢el6 3,573 0,105 3,781 nao existe
N=16¢ 32 1,875 1,622 3,632 1,398
N=32¢e64 1,993 1,929 ndo existe 1,952
N=64¢128 1,999 1,983 0,206 2,006

A malha-base do segundo subcaso desta subsecao foi gerada a partir do encadeamento de
oito blocos-base da Tab. 19.1, resultando numa malha com N = 64 elementos. Assim, para um
dominio de célculo com tamanho L = 1, cada bloco-base ocupa o comprimento L/8 = 0,125. Esta
malha-base foi refinada quatro vezes, por subdivisdo uniforme, com razao de refino g = 2.

Portanto, as cinco malhas tém N = 64, 128, 256, 512 ¢ 1024 elementos. Com base nas solu¢des
numéricas de (%), Am, Apps € Apps, » Obtidas sobre estas malhas, e seus erros de discretizagio,

foram calculadas as ordens efetivas das quatro variaveis de interesse cujos resultados sao

apresentados na Tab. 19.3. Com estes novos resultados, parece bastante claro que a ordem
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efetiva (pg) dos erros de discretizagdo de A(%%), A, € A, , tende a dois & medida que a malha é

\ . i
refinada, e a unidade para 4, .

Conforme visto acima, a ordem efetiva do erro de discretizagdo de A(’2) tende a dois, isto
¢, pe — 2. Este resultado estd de acordo com as dedugdes feitas nas segoes 17.4 ¢ 18.4. Através
delas, previu-se que a ordem assintotica (pz) do erro de discretizagdo de termos advectivos e
difusivos, discretizados com diferenca central em malhas ndo-uniformes refinadas através de
subdivisdo uniforme, ¢ p;, = 2 para a varidvel dependente (A1). Este resultado ¢ diferente da
previsdo da ordem assintdtica do erro de truncamento da equagdo discretizada, Eq. (19.4), que ¢
pr=1. Sendo a ordem assintotica da varidvel dependente (A) igual a p; = 2, ¢ de se esperar que
as ordens assintoticas dos erros de A, A;,,s € Ay, , concordem com as previsdes da Tab. 14.1.

Isso ¢ exatamente o que ocorre, conforme se pode ver pela comparagdo desta tabela com a Tab.

19.3.

Tabela 19.3 Ordem efetiva (pg) dos erros de discretizacdo (E) a partir de oito blocos-base.

malhas (%) Aom y - Apps—s

N=64c128 2.00556 1.9831 0.206 17296
N=128 ¢ 256 2.00136 1,9958 0,742 2,0092
N=256¢512 2,00034 1,9990 0,891 2,0060
N=512¢ 1024 2,00008 1,9997 0,950 2,0033

19.2.2 Refino Irregular de Malha

A malha-base desta subsecao foi gerada a partir do encadeamento de 128 blocos-base da
Tab. 19.1, resultando numa malha com N = 1024 elementos. Assim, para um dominio de célculo
com tamanho L = 1, cada bloco-base ocupa o comprimento L/128 = 7,8125x107. Esta malha-
base foi engrossada trés vezes, com razao g = 2. O processo de engrossamento de malha consiste
em eliminar-se o ponto intermediario de cada trés da malha fina que esta sendo engrossada; este

processo ¢ equivalente a um refino irregular de malha, se¢do 15.2. Portanto, as quatro malhas

tém N = 128, 256, 512 e 1024 elementos. Com base nas solugdes numéricas de A(%%), Am, Apps €

Arps, » Obtidas sobre estas malhas, e seus erros de discretizagdo, foram calculadas as ordens
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efetivas das quatro varidveis de interesse cujos resultados sdo apresentados na Tab. 19.4. Com

estes resultados, como era de se esperar das discussdes das se¢des 15.2, 17.3 e 18.3, nota-se que

a ordem efetiva (pg) dos erros de discretizagdo de A(%5), A » Apps € Apps., N30 tende a um Gnico

valor quando a malha ¢ refinada: o valor da ordem depende das malhas envolvidas e das relagdes

geométricas entre os elementos de ambas as malhas.

Tabela 19.4 Ordem efetiva (pg) dos erros de discretizagdo (£) a partir de 128 blocos-base.

malhas (%) A A s Apps
N=128¢ 256 1,526 1,525 1,702 1,672
N=256¢512 1,014 1,014 0,482 1217
N=512¢ 1024 1,474 1,474 0,043 1,501

19.3 RESUMO DO CAPITULO 19

Foram obtidas as solug¢des analitica e numérica da equagao diferencial do Caso 14, Eq.
(13.1), para a variavel dependente nesta equagdo, sua derivada primeira e sua média ao longo do
dominio de célculo. A ordem assintdtica (p.) do erro de discretizagdo de A('2) ¢ dois, isto €, p; =
2. Este resultado estd de acordo com as deducdes feitas nas secdes 17.4 e 18.4. Através delas,
previu-se que a ordem assintotica (p.) do erro de discretizagao de termos advectivos e difusivos ¢
pL = 2, para a variavel dependente (1), quando se usa diferenga central em malhas ndo-uniformes
refinadas através de subdivisdo uniforme. Este resultado difere da previsdo da ordem assintdtica

do erro de truncamento da equacdo discretizada, Eq. (19.4), que ¢ p, = 1. Sendo a ordem

assintotica da varidvel dependente (1) igual a p; = 2, as ordens assintoticas dos erros de Ay, A,

e Apyps, concordam com as previsdes da Tab. 14.1.
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Capitulo 20.

SOLUCOES NUMERICAS COERENTES

Conforme foi visto na Parte II deste trabalho, nenhum estimador de erro (£) daqueles
abordados na Parte I garante sempre incertezas (U) que sejam confiaveis, isto ¢, UE > 1, ¢
acuradas, ou seja, U/E ~ 1. Isso ocorre principalmente em malhas muito grossas ou, em outras
palavras, fora do intervalo convergente da ordem aparente (py). Na Parte I, também foi visto que
dentro deste intervalo consegue-se limitar o erro de discretizagdo (E). Entretanto, ndo se
vislumbrou um procedimento para saber quando se estd ou nao dentro do intervalo convergente
de py. Portanto, neste capitulo, ¢ definido o conceito de solu¢des numéricas coerentes.
Apresenta-se o procedimento para verificar quando duas solu¢cdes numéricas atendem a este
conceito e exemplos de aplicagdo. O objetivo ¢ aumentar a confiabilidade das estimativas de

erro, principalmente em malhas muito grossas.

20.1 DEFINICAO DE SOLUCOES NUMERICAS COERENTES

Solugdes numéricas obtidas com um modelo numérico consistente (Ferziger e Peric,
1999; Maliska, 1995) devem tender a solugdo analitica exata (@) da variavel de interesse quando
os tamanhos (4) dos elementos da malha tendem a zero, isto ¢, quando # — 0. Esta afirmacao ¢
valida para qualquer modelo numérico, por exemplo: para um modelo numérico cuja

aproximacao numérica ¢ de ordem baixa e para outro modelo com aproximagdo numérica de

ordem alta. As varidveis A, € A,,,, Cap. 7, sdo dois exemplos de aproximagdes numéricas

de ordens baixa e alta, respectivamente. As varidveis A,; € Ay, também do Cap. 7,

representam outro exemplo.
Roache et al. (1986) ja sugerem o uso de ordens baixa e alta numa mesma malha para
avaliar a acuracia de uma solucdo numérica. Roache (1998) enfatiza que bandas de erros de

solucdes numéricas diferentes devem se sobrepor. Conforme mostrado na se¢ao 5.2, a solugao
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analitica exata (@) ¢ envolvida ou limitada pelas extrapolagdes de Richardson calculadas com a
ordem assintética, ¢.(pr), Eq. (5.15), e com a ordem aparente, @.(py), Eq. (5.16), quando a
ordem aparente (py) € convergente. Isso estd ilustrado nas Figs. 5.3 e 5.4.

Por defini¢do, duas solu¢cdes numéricas sao coerentes entre si quando a envolvente de
ordem baixa (b) contém a envolvente de ordem alta (a), onde a envolvente ¢ definida pelo
intervalo compreendido entre ¢.(p.) € ¢d-(py). Para a situagdo em que as ordens aparentes das
solugdes numéricas obtidas com modelos numéricos de ordens baixa e alta sdo convergentes, o
caso ideal de solu¢des numéricas coerentes é mostrado na Fig. 20.1. E dito ideal porque as
solucdes numéricas de ordens baixa e alta apresentam suas ordens aparentes dentro do intervalo
convergente e, assim, tanto a envolvente de ordem baixa, @.,(prs) a @op(pus), quanto a
envolvente de ordem alta, @¢o.(pr.) a @-4(pua), contém a solucdo analitica exata (P). O
problema ¢ que na pratica ndo se sabe se as solugdes numéricas de ordem baixa ou alta, ou
ambas, resultam em ordens aparentes que estejam dentro do intervalo convergente num dado 4.
Assim, € necessario assumir um procedimento que maximize as chances da solugdo analitica

exata estar dentro de uma envolvente e, portanto, o erro estimado ser confiavel.

envolvente de ordem baixa

-— o

(I) o ‘b(pU,b) (I) > ‘b(pL,b)

O

(1) ,a(pU,a) (1) ,a(pL,a)
—
envolvente de ordem alta

Figura 20.1 Exemplo do caso ideal de solugdes numéricas coerentes.

Para cada varidvel de interesse, cuja solugdo analitica exata ¢ @, o procedimento proposto
aqui ¢ baseado na comparagao das solu¢des numéricas obtidas numa mesma malha com os
tamanhos de seus elementos representados por /4, mas usando-se aproximagdes numéricas de

ordens baixa e alta. Para uma malha # e uma variavel de interesse especificas, a solu¢do de
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ordem alta ¢ usada para obter o intervalo de ¢, .(pr4) @ ¢oq(pu.) dentro do qual espera-se que
esteja a solugdo exata se a ordem aparente ja for convergente para o # em consideracao, Fig.
20.2. Para a mesma malha # ¢ a mesma variavel de interesse, usando-se uma aproximacao
numérica de ordem baixa, obtém-se o intervalo de ¢, 5(prs) a @os(pus) dentro do qual espera-se
que esteja a solugdo exata se a sua ordem aparente também ja for convergente. Se o intervalo de
solu¢do obtido com a aproximacdo numérica de ordem alta estiver contido no intervalo de
solu¢do da aproximacdo numérica de ordem baixa, considera-se que as solu¢des numéricas sao
coerentes para a varidvel de interesse e a malha / consideradas.

A solucdo de ordem alta serve para dar credibilidade a solugdo de ordem baixa, que ¢
usada tanto para diminuir quanto para estimar o erro de discretizagdo através da solugdo
numérica convergente (@¢c) e de sua incerteza (Uc), secao 5.3. A envolvente da aproximacao
numérica de ordem baixa, @.»(prs) @ @.p(pus), € escolhida para obter ¢gc e Uc porque sua
envolvente ¢ maior do que a de ordem alta e, portanto, tem mais chance de conter a solucio
numérica exata (®). As posicoes de @ o(Pra)s Poa(Pua), Gop(PLs) € Gop(pus) na Fig. 20.2 sdo
apenas ilustrativas, isto ¢, suas posi¢des relativas podem ser quaisquer, desde que a envolvente

de ordem baixa contenha a de ordem alta.

20.2 VERIFICACAO DE SOLUCOES NUMERICAS COERENTES

Definidas as aproximacdes numéricas de ordens baixa (indice b) e alta (indice a),
conhecidos os seus respectivos valores de ordem assintdtica (p., € pr.), € definidas as malhas
supergrossa (/3), grossa (h;) e fina (4;), e respectiva razao de refino de malhas (g) entre elas, o
procedimento recomendado para cada varidvel de interesse ¢é:

1) obter as solucdes numéricas ¢, ¢ € ¢ com as aproximagdes numeéricas de ordens baixa e
alta; isso resulta em seis solu¢des numéricas sobre trés malhas diferentes;

2) com as Egs. (4.25) e (4.26), calcular a ordem aparente das solugdes numéricas obtidas com as
aproximacoes numéricas de ordens baixa e alta; s6 sdo validos valores positivos, isto €, py >
0; se py < 0 ou ndo existir, sugere-se descartar as solugdes da malha /3, obter novas solugdes
numa malha mais fina do que /4, e refazer este item,;

3) com as solugdes numéricas @ e ¢ da aproximacao numérica de ordem baixa e suas ordens
assintotica (pr) € aparente (py), calcular através das Egs. (5.15) e (5.16), respectivamente,

os valores extrapolados ¢, »(prs) € Gop(PUs);
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4) com as solugdes numéricas ¢ e ¢ da aproximacdo numérica de ordem alta e suas ordens
assintotica (p.,) € aparente (py,), calcular através das Egs. (5.15) e (5.16), respectivamente,
os valores extrapolados ¢. 4(pr.q) € Goa(Pu.a);

5) verificar se as solugdes numéricas sdo coerentes, isto €, s€ ¢v4(Pra) € Poa(Pua) €Sta0 entre
Go0(PLb) € Pop(pup); se ndo estdo, recomenda-se a obtencdo de solugdes numéricas em uma
malha mais fina do que /; e repetir o procedimento a partir do item 2; se estdo, calcular o
valor da solucdo numérica convergente (¢@c) e sua incerteza associada (Uc), com as
extrapolagdes de ordem baixa, através das Egs. (5.19) e (5.20); e

6) expressar a solucdo numeérica relacionada a malha fina (/) através da Eq. (5.21).

envolvente de ordem baixa

-— o

¢ ,(Pus) dc 0 4P

A
A

¢ .(Pu.) ¢ (L)
—

envolvente de ordem alta

Figura 20.2 Definicao pratica de solugdes numéricas coerentes.

Conforme explicado na secdo 5.3, j4 que a solucdo analitica exata deve estar entre
Gop(pPLb) € dop(pus), aproveita-se para melhorar a solucdo numeérica, de ordem baixa, obtida na
malha fina, @, através da diminui¢cdo do seu erro de discretizacdo. Isso ¢ feito usando-se estes
dois valores extrapolados para obter ¢c através da Eq. (5.19). A incerteza Uc, Eq. (5.20), ¢
calculada para facilitar a sua representagdo, pois tem a mesma magnitude para mais € para menos
de ¢c, e € baseada no intervalo total sobre o qual espera-se que a solugdo exata esteja, isto €,
entre @y 1(prp) € Gop(pus). Também de acordo com o que ja foi visto na subsecdo 5.3.2, a ordem
assintotica do erro de discretizacdo de ¢@¢ € igual a ordem dos erros dos valores extrapolados
Go0(PLb) € Pop(pus). Por exemplo: se a aproximacdo numérica de ordem baixa for de p, =1, a

ordem assintotica do erro de ¢¢ sera 2.
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O procedimento proposto acima ¢ muito adequado quando sdo empregados codigos
computacionais que usam (1) multigrid e (2) aproximacdes numéricas de ordem alta com
correcdo adiada. A primeira caracteristica resulta automaticamente na obtengdo de solugdes
numéricas em diversas malhas diferentes. A segunda permite obter, por meio de um unico
parametro nos dados para executar o programa, solugdes numéricas com aproximacoes
numéricas de ordens baixa e alta. O procedimento descrito nesta se¢do para verificar se duas
solugdes numéricas sdo coerentes ¢ aplicado, a seguir, a aproximagdes numéricas da Parte I deste

trabalho, bem como a alguns casos abordados na Parte II.

20.3 EXEMPLO DA PARTE 1

Este exemplo é aplicado ao célculo da derivada de 1* ordem da variavel dependente, A’,
cuja solucio analitica exata ¢ A’ = 2048, conforme visto na subsecio 2.9.1. A variavel A,

definida na se¢do 2.5, ¢ usada na obtencdo das solu¢des numéricas de ordem baixa, cujos erros

de discretizacdo (E) e suas extrapolagdes de Richardson ¢ ,(prs) € @os(pus) sd0 mostrados na
Tab. 20.1. Para a variavel A, o valor do erro é definido pela Eq. (2.42), pr» = 1, € os valores
de py, podem ser vistos na Tab. 4.3. A variavel A, ,, definida na se¢do 2.6, é usada na

obtencdo das solugdes numéricas de ordem alta, cujos erros de discretizagdo (E) e suas

extrapolagdes de Richardson @ .(prq) € @oq(Pus) sdo mostrados na Tab. 20.2. Para a variavel
Apps_n » 0 valor do erro ¢ definido pela Eq. (2.43), pr. = 2, € os valores de py, podem ser vistos
na Tab. 4.4.

Observando-se as Tabs. 20.1 e 20.2, verifica-se que as solugdes numéricas A,,¢ € 4, ,
sdo coerentes em qualquer 4 pois o intervalo entre @.(prs) € @op(pup) contém o intervalo entre
Goa(Pra) € Bou(pua), qualquer que seja o valor de #. Na Fig. 5.8 sdo mostrados E(A,,) €
Ed( Ay, ), representados na legenda por &; € &, respectivamente. Ec( 2, ) € o erro de (A5 )c,

que foi calculado com a Eq. (5.19). Nesta figura também sdo mostradas as incertezas de A, (h)

e de (4,5 )c, representadas na legenda por Ur(pr) € Uc, respectivamente, onde Uc foi calculado

com a Eq. (5.20). Nesta figura, a ordem de Uc ¢ maior do que a ordem de Up;, conforme as

inclina¢des das curvas em relagdo ao eixo das abscissas ¢ deduzido na subse¢ao 5.3.2.
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Tabela 20.1 Aproximagdo numérica de A, , seu erro de discretizagdo (E), € suas

extrapolagdes de Richardson ¢ »(prs) € Gos(pPup)-

i
/1 'DDS

E(Zpps)

P b(PLb)

Go.p(PUD)

4,000000000E+00
2,000000000E+00
1,000000000E+00
5,000000000E-01
2,500000000E-01
1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03

4,160000000E+03
2,952000000E+03
2,465000000E+03
2,248125000E+03
2,146015625E+03
2,096501953E+03
2,072125244E+03
2,060031281E+03
2,054007816E+03
2,051001954E+03
2,049500488E+03

-2,112000000E+03
-9,040000000E+02
-4,170000000E+02
-2,001250000E+02
-9,801562500E+01
-4,850195313E+01
-2,412524414E+01
-1,203128052E+01
-6,007816315E+00
-3,001953602E+00
-1,500488341E+00

ndo se aplica
1,744000000E+03
1,978000000E+03
2,031250000E+03
2,043906250E+03
2,046988281E+03
2,047748535E+03
2,047937317E+03
2,047984352E+03
2,047996091E+03
2,047999023E+03

ndo se aplica

ndo se aplica
2,136055478E+03
2,074002776E+03
2,055166780E+03
2,049889710E+03
2,048485795E+03
2,048123198E+03
2,048031023E+03
2,048007784E+03
2,048001949E+03

Tabela 20.2 Aproximagdo numérica de A, ,, seu erro de discretizagdo (E), e suas

extrapolagdes de Richardson ¢ 4(pr.q) € Goa(Pu.a)-

i
}“DDS—Z

E( }“iDDS—Z )

¢w,a (pL, a)

¢w,a(pU,a)

4,000000000E+00
2,000000000E+00
1,000000000E+00
5,000000000E-01
2,500000000E-01
1,250000000E-01
6,250000000E-02
3,125000000E-02
1,562500000E-02
7,812500000E-03
3,906250000E-03

6,400000000E+02
1,744000000E+03
1,978000000E+03
2,031250000E+03
2,043906250E+03
2,046988281E+03
2,047748535E+03
2,047937317E+03
2,047984352E+03
2,047996091E+03
2,047999023E+03

1,408000000E+03
3,040000000E+02
7,000000000E+01
1,675000000E+01
4,093750000E+00
1,011718750E+00
2,514648438E-01
6,268310547E-02
1,564788818E-02
3,909111023E-03
9,769201279E-04

ndo se aplica
2,112000000E+03
2,056000000E+03
2,049000000E+03
2,048125000E+03
2,048015625E+03
2,048001953E+03
2,048000244E+03
2,048000030E+03
2,048000004E+03
2,048000000E+03

ndo se aplica

ndo se aplica
2,040937931E+03
2,046937759E+03
2,047852194E+03
2,047980416E+03
2,047997476E+03
2,047999680E+03
2,047999960E+03
2,047999995E+03
2,047999999E+03

20.4 EXEMPLOS DA PARTE 11

O procedimento descrito na secdo 20.2 para verificar se duas solu¢des numéricas sao

coerentes ¢ aplicado, a seguir, ao problema abordado no Cap. 13 e que envolve os Casos 9 e 10.
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20.4.1 Variavel Dependente

Este exemplo ¢ aplicado ao célculo da variavel dependente, cuja solucao analitica exata ¢
A(2) = 0,006692851, conforme visto na secdo 13.1. As solu¢des numeéricas de A(’2), do Caso 9,
sdo consideradas as de ordem baixa, ja que a ordem assintotica do erro de discretizacdo delas ¢
pr» =1, conforme a Tab. 13.1. As solu¢des numéricas de A('2), do Caso 10, sdo consideradas as
de ordem alta, pois a ordem assinto6tica do erro de discretizagdo delas € p; , = 2, conforme a Tab.
13.3.

Para A(Y2), conforme a Tab. 13.3, em 4 = 0,125 e 0,0625, a ordem aparente (py) nao
existe e, assim, ndo ¢ possivel verificar se as solu¢des numéricas sdo coerentes. Para s =
0,03125, pus = 1,229 da Tab. 13.1 e py, = 1,832 da Tab. 13.3. As extrapolagdes de Richardson
para as solu¢des numéricas de ordem baixa resultam em @ ,(pr5) = 0,005308452 e ¢ p(pus) =
0,007209920; estes dois valores envolvem a solugdo analitica exata mencionada acima. As
extrapolagdes de Richardson para as solucdes numéricas de ordem alta resultam em @, .(pr.) =
0,006686601 e @ o(pu.a) = 0,006731604; estes dois valores também envolvem a solug@o analitica
exata. Além disso, a envolvente de ordem baixa contém a envolvente de ordem alta, que por sua
vez contém a solucdo exata; isso € genericamente representado na Fig. 20.1 e corresponde ao
caso ideal de solugcdes numéricas coerentes, que ocorre quando as ordens aparentes (py) das
solucdes numéricas de ordem baixa e alta sdo ambas convergentes no /4 considerado, que ¢ o
caso em questdo. O mesmo se verifica para os demais valores de 4 < 0,03125. Conseqlientemente

a incerteza convergente (Uc) ¢ confiavel, isto €, Uc/E¢ > 1, conforme desejado.

20.4.2 Média da Variavel Dependente

Este exemplo ¢ aplicado ao célculo da média da varidvel dependente, cuja solugdo
analitica exata ¢ A, = 0,099954598, conforme visto na secdo 13.1. As solu¢des numéricas de A,
do Caso 9, sdo consideradas as de ordem baixa, j4 que a ordem assintética do erro de
discretizagdo delas ¢ p;, = 1, conforme a Tab. 13.1. As solugdes numéricas de A, do Caso 10,
sdo consideradas as de ordem alta, pois a ordem assintotica do erro de discretizagdo delas € p;, =
2, conforme a Tab. 13.3.

Para h = 0,125, py» = 0,848 da Tab. 13.1 e py, = 10,60 da Tab. 13.3. As extrapolagdes de
Richardson para as solugdes numéricas de ordem baixa resultam em ¢, 5(pr ) = 0,103659075 e
dop(pup) = 0,089280109; estes dois valores envolvem a solugdo analitica exata mencionada

acima. As extrapolacdes de Richardson para as solu¢des numéricas de ordem alta resultam em
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@o.a(PrLa) = 0,100040089 e @ (pus) = 0,099992050; estes dois valores nio envolvem a solugdo
analitica exata. Entretanto, a envolvente de ordem baixa contém a envolvente de ordem alta; isso
¢ genericamente representado na Fig. 20.2 e, portanto as solugdes numéricas sdo coerentes. A

incerteza convergente (Uc) € confidvel, isto ¢, Uc/E¢ > 1, conforme desejado.

20.4.3 Derivada de 1* Ordem da Varidvel Dependente

Este exemplo é aplicado ao célculo da derivada de 1* ordem da variavel dependente, A’,
cuja solucdo analitica exata é (A’)y = 0,000454020, conforme visto na se¢do 13.1. As solugdes
numéricas de (A, )0, do Caso 9, sdo consideradas as de ordem baixa, j4 que a ordem
assint6tica do erro de discretizacdo delas € pz, = 1, conforme a Tab. 13.1. As solugdes numéricas
de (Apps_, )o, do Caso 10, sdo consideradas as de ordem alta, pois a ordem assintotica do erro de
discretizacao delas ¢é p; , = 2, conforme a Tab. 13.3.

Para h = 0,125, py, = 4,195 da Tab. 13.1 e py, = 6,765 da Tab. 13.3. As extrapolagdes de
Richardson para as solu¢des numéricas de ordem baixa resultam em @ ,(pr5) = 0,028207191 e
dop(pus) = 0,007016995; estes dois valores nio envolvem a solucdo analitica exata mencionada
acima. As extrapolacdes de Richardson para as solugdes numéricas de ordem alta resultam em
Goa(Pra) = 0,012004460 e @ q(pus) = 0,000195196; estes dois valores envolvem a solugdo
analitica exata. Entretanto, a envolvente de ordem baixa ndo contém a envolvente de ordem alta
e, portanto, as solugdes numéricas nlo sdo coerentes. Neste caso, como ¢ de se esperar para

solugdes numéricas incoerentes, a incerteza convergente (Uc) ndo ¢ confiavel, isto é, U/Ec < 1.

20.5 RESUMO DO CAPITULO 20

Foi definido o conceito de solu¢des numéricas coerentes, que envolve solugdes
numéricas obtidas com aproximacdes numéricas de ordens baixa e alta. Apresentou-se o
procedimento para verificar quando duas solugdes numéricas atendem a este conceito e feitos
exemplos de aplicagdo. Em todos os casos analisados, embora ndo se tenha demonstrado que isso
sempre ocorra, verificou-se que quando as solu¢des numéricas sao coerentes, a incerteza

convergente (Uc) € confiavel, isto €, Uc/Ec > 1, conforme desejado.
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Parte 111.

FECHAMENTO DA PARTE III

O fechamento da Parte Il deste trabalho estd dividido em duas secdes: escopo, €

conclusdo e contribui¢des; descritas a seguir.

III.1 ESCOPO DA PARTE III

Conforme a Tab. III.1, foram apresentadas solugdes analiticas e numéricas de trés
equagoes diferenciais para as quais a variavel independente ¢ a coordenada x. Solu¢des analiticas
exatas foram obtidas para a varidvel dependente (A) nas equagdes diferenciais, sua derivada
primeira (A") e sua média ao longo do dominio de calculo (A,). Solugdes numéricas foram
obtidas para a variavel dependente em x = 2, A(}%), sua derivada primeira, obtida de duas formas

emx =0, (A6 )0 € (Xpps_, o, € sua média ao longo do dominio de célculo (4,). Empregou-se o

método de diferengas finitas com malhas unidimensionais ¢ tamanho (%) variavel dos seus
elementos, ou seja, malhas ndo-uniformes, e seis tipos de aproximagdes numéricas definidas e
deduzidas no Cap. 14.

As solucdes numéricas foram obtidas considerando-se a existéncia de erros de
discretiza¢do nos nos das malhas, além dos erros de truncamento produzidos pelos seis tipos de
aproximagdes numéricas empregados. O erro de discretizagdo ¢ igual a soma do seu erro de
truncamento com o seu erro de polui¢ao. Portanto, ndo foram considerados os efeitos dos erros

de iteragdo, de arredondamento e de programacao que porventura possam existir.

I11.2 CONCLUSAO E CONTRIBUICOES DA PARTE III

A conclusdao e contribuigdes da Parte III deste trabalho podem ser resumidas nos

seguintes pontos:
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Mostrou-se que o tipo de refino de malhas nao-uniformes que se usa afeta a magnitude do
erro de discretizacdo e a sua ordem assintotica.

Para equagdes diferenciais discretizadas com diferenga central sobre malhas nao-
uniformes com refino por subdivisdo uniforme, demonstrou-se que a ordem assintdtica
(pr) do erro de discretizacdo (£) da solugcdo numérica da variavel dependente (A1) € igual a
ordem assintotica obtida com malhas uniformes. Chegou-se a mesma conclusdao para
malhas nao-uniformes refinadas com progressao geométrica.

Mostrou-se que ndo se deve usar o refino irregular de malhas nao-uniformes com o
intuito de se estimar erros de solugdes numéricas.

Mostrou-se que para malhas ndo-uniformes ¢ incorreto admitir que a ordem assintdtica
do erro de discretizagdo da variavel dependente seja igual a ordem assintotica do erro de
truncamento da equagao discretizada.

Introduziu-se um procedimento, que funcionou em todos os testes efetuados, para
verificar se duas solu¢des numéricas sdo coerentes €, em caso positivo, empregar o
estimador convergente. Este procedimento pode ser empregado em malhas com

quaisquer tamanhos (%) de elementos, isto ¢, finas ou grossas.

Tabela I1I.1 Casos abordados na Parte I1I.

Caso Capitulo equagao diferencial aproximacoes numéricas usadas

na equagao diferencial

11

12

13

14

dx

138 d’A A

19 dA d’A Acps € Acps
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Capitulo 21.

CONCLUSAO

A conclusdo deste trabalho estd dividida em cinco sec¢des: escopo do trabalho, conclusio

geral, contribuigoes, trabalhos futuros e comentarios finais; descritos a seguir.

21.1 ESCOPO DO TRABALHO

Foram apresentadas solugdes analiticas e numéricas de nove equagdes diferenciais para
as quais a variavel independente ¢ a coordenada x. Solugdes analiticas exatas foram obtidas para
a variavel dependente (A) nas equacgdes diferenciais, sua derivada primeira (A") e sua média ao
longo do dominio de célculo (A,,). Solugdes numéricas foram obtidas para a variavel dependente

em x = Y5, A(%4), sua derivada primeira, obtida de duas formas em x = 0, (4,5 )o € (Apps5 o> €

sua média ao longo do dominio de calculo (4,). Empregou-se o método de diferencas finitas
sobre malhas unidimensionais com tamanhos (%) constantes e variaveis dos seus elementos, ou
seja, malhas uniformes e nao-uniformes, e seis tipos de aproximacdes numéricas definidas e
deduzidas nos Caps. 2, 7 e 14.

As solugdes numéricas foram obtidas considerando-se a existéncia de erros de
discretizagdao nos nés das malhas, além dos erros de truncamento produzidos pelos seis tipos de
aproximacoes numéricas empregados. O erro de discretizagdo ¢ igual a soma do seu erro de
truncamento com o seu erro de poluigdo. Portanto, ndo foram considerados os efeitos dos erros
de iteragdo, de arredondamento e de programacao que porventura possam existir. Os estimadores
de erro empregados no célculo da incerteza das solugdes numéricas sao os estimadores delta, de
Richardson e GCI, existentes na literatura, e bicoeficiente, tricoeficiente, multicoeficiente e
convergente, introduzidos neste trabalho. Todos estes estimadores se baseiam em duas ou mais

solugdes numeéricas obtidas em malhas diferentes, isto €, sdo estimadores a posteriori.
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21.2 CONCLUSAO GERAL

A conclusdo geral do presente trabalho pode ser resumida nos pontos a seguir.

Analogia Entre as Equacoes dos Erros de Truncamento e de Discretizagio:

Em termos gerais, para qualquer equacao diferencial e tamanhos (%) dos elementos da malha,
ndo ¢ valida a analogia entre a equagdo geral do erro de truncamento (&), Eq. (2.2), € a
equagao geral do erro de discretizagdo (E), Eq. (3.2). Isso ocorre porque os coeficientes de £
podem ser fun¢do de 4, enquanto que os coeficientes de ¢; independem de 4.

A implicacdo disso ¢ que estimadores de erro com maior numero de coeficientes, como 0s
estimadores bicoeficiente e tricoeficiente, ndo garantem incertezas mais acuradas ou
confiaveis do que o estimador de Richardson.

Esta analogia ¢ valida apenas para o limite de # — 0 ou para equagdes diferenciais muito

simples.

Ordem Aparente (py) da Incerteza (U):

Além dos tamanhos (4) dos elementos da malha, o valor de py depende da razdo de refino de
malha (g).

Para todos os casos e varidveis numéricas, verificou-se a existéncia de um intervalo
convergente da ordem aparente (py) quando 2 — 0. Neste intervalo, py tende
monotonicamente a ordem assintética (py).

Porém, em malhas grossas, isto ¢, fora do intervalo convergente, py pode assumir valores
muito maiores ou menores do que a ordem assintotica (p.), valores negativos ou até ser

indefinido.

Ordem Assintdtica (p.) do Erro de Discretizaciao (E):

Para uma mesma equagdo diferencial, as ordens assintoticas (p;) dos erros de discretizacao
(E) das varidveis numéricas (4, 4,5, Apps» € An) podem ser todas iguais ou diferentes entre
Si.

O tipo de refino de malhas ndo-uniformes que se usa afeta a magnitude da ordem assintotica

do erro de discretizagao.
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Para equacgdes diferenciais discretizadas com diferenga central sobre malhas ndo-uniformes e
com refino por subdivisao uniforme, a ordem assintética (p.) do erro de discretizagdo (E) da
solucdo numérica da variavel dependente (A4) ¢ igual a ordem assintotica obtida com malhas
uniformes. A mesma conclusdo ¢ valida para malhas ndo-uniformes refinadas com
progressdo geométrica.

Para refino irregular de malhas ndo-uniformes, ndo se consegue obter a ordem assintética
(pr) do erro de discretizagdo (F) da solugdo numérica porque a ordem sempre varia € nao
tende a um valor constante a medida que a malha ¢ refinada, isto é, quando # — 0. Portanto,
nao se recomenda o uso deste tipo de refino de malha com o intuito de se estimar erros de
solu¢des numeéricas.

Para malhas nao-uniformes ¢ incorreto admitir que a ordem assintotica do erro de
discretizagdo da varidvel dependente seja igual a ordem assintética do erro de truncamento da

equagao discretizada.

Erro de Discretizacao (E):

As expressdes para o erro de discretizagdo (E) de A, A5, Apps, € Am,» Obtidas através da

série de Taylor, avaliam corretamente o valor de £, na magnitude e no sinal, quaisquer que
sejam os tamanhos (4) dos elementos da malha, tanto para malhas uniformes quanto nao-
uniformes, para equagdes lineares ou nao-lineares.

O valor do erro de discretizagao (E) tende a zero quando # — 0. Portanto, todas as solugdes
numéricas obtidas neste trabalho sdo consistentes.

O erro de discretizagdo (E) pode ser nulo em 4 # 0, mesmo que ele tenha sido produzido
apenas por erros de truncamento, isto ¢, sem erros de iteracdo, de arredondamento e de
programacao.

O tipo de refino de malhas nao-uniformes que se usa afeta a magnitude do erro de
discretizagao.

Com as Egs. (5.13) e (5.14), concluiu-se que o erro de discretizagdo (E) ¢ envolvido pelas
incertezas Ug(pr) € Urlpy) quando py é convergente, onde Ug(p,) € a incerteza de
Richardson (Ug;) obtida através da Eq. (5.6) com a ordem assintética (pr), € Uri(py) € a
incerteza de Richardson (Ug;) obtida através da Eq. (5.7) com a ordem aparente (py). Em
outras palavras, Ur(pr) € Ur(py) constituem limites inferior e superior do erro. Portanto,

estas duas incertezas sdo confiaveis, isto €, U/E > 1. Assim, se py € subconvergente, Ur{pv)
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¢ confiavel, conforme a Eq. (5.13), e se py € superconvergente, Uz{p;) ¢ confiavel, conforme
a Eq. (5.14). Com a Eq. (5.12) e sua analoga para py superconvergente, verificou-se que,
quanto mais proximo py estiver de p;, mais proximas da unidade estardo as efetividades das
incertezas Ug{(pr) € Urd{py). Conseqlientemente, mais acuradas serdo estas estimativas de
erro.

Com as Egs. (5.17) e (5.18), concluiu-se que a solucdo analitica exata (@) ¢ envolvida pelas
extrapolagdes de Richardson calculadas com a ordem assintética, ¢(p.), Eq. (5.15), e com a
ordem aparente, @.(py), Eq. (5.16), quando py é convergente. Em outras palavras, ¢.(pr) €
@+(pu) constituem limites inferior e superior da solucdo analitica exata (®). Aqui também, da
mesma forma que ocorre entre Ug(py) € E, quanto mais proximo py estiver de p;, mais

préximo da unidade estardo as razdes de @.(pr) € ¢.(py) em relagdo a ©@.

Estimadores de Erro:
Dentro do intervalo convergente de py, estimadores de erro com maior nimero de
coeficientes, como os estimadores bicoeficiente e tricoeficiente resultam em incertezas mais
acuradas do que o estimador de Richardson.
No caso do estimador de Richardson, para se fazer uma estimativa de erro confiavel, deve-se
usa-lo com base na ordem aparente (py), Eq. (6.1), ou na ordem assintotica (p;), Eq. (6.2),
dependendo do comportamento de py ser subconvergente ou superconvergente,
respectivamente.
No caso do estimador delta, para se fazer uma estimativa de erro confiavel, deve-se atender a
condi¢do dada na Eq. (6.7) se a ordem aparente (py) ¢ subconvergente, ou a condi¢do dada na
Eq. (6.5) se a ordem aparente (py) € superconvergente.
Pelo menos quando a ordem aparente ¢ convergente, o estimador GC/ ¢ desnecessario. Isso
ocorre porque se aplicado adequadamente, isto €, usando-se p; ou py no seu célculo para os
casos superconvergente ou subconvergente, respectivamente, basta empregar Fs = 1, o que
resulta em reduzi-lo ao estimador de Richardson, de acordo com a Eq. (3.38).
Devido a sua concepgdo, a incerteza calculada com o estimador convergente, Eq. (5.20), ¢
automaticamente confiavel quando a ordem aparente (py) € convergente.
Para um determinado problema cuja malha tem elementos de tamanho /; e cuja ordem
aparente ndo estd no intervalo convergente, ndo existe qualquer garantia para realizar
estimativas de erro confiaveis. Nesta situagdo, todos os estimadores de erro vistos (delta, de

Richardson, GCI, bicoeficiente, tricoeficiente e convergente) podem subestimar ou
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superestimar em muito o erro de discretizagdo, isto €, podem ser inacurados e sem
confiabilidade. Um procedimento alternativo, que funcionou em todos os testes efetuados, ¢
verificar se as solugdes numéricas sdo coerentes e, em caso positivo, empregar o estimador

convergente.

21.3 CONTRIBUICOES

As contribuigdes do presente trabalho podem ser resumidas nos seguintes pontos:
Foram introduzidos quatro novos estimadores de erro, a posteriori, denominados
bicoeficiente, tricoeficiente, multicoeficiente e convergente.
Foram definidos dois tipos de curva esperados para a ordem aparente (py) quando os
tamanhos (4) dos elementos da malha tendem a zero: intervalos subconvergente e
superconvergente; sendo ambos referenciados genericamente por ordem aparente
convergente.
Para os casos em que a ordem aparente ¢ convergente, foi demonstrado que: o erro de
discretizagdo (£) ¢ envolvido pelas incertezas Ur(pr) € Ur{(pu), onde Ugi(py) € a incerteza de
Richardson (Uk;) obtida com a ordem assintotica (p.), € Ur(py) € a incerteza de Richardson
(Ug;) obtida com a ordem aparente (py); ¢ a solugdo analitica exata (D) é envolvida pelas
extrapolagdes de Richardson calculadas com a ordem assintotica, ¢(pr), € com a ordem
aparente, ¢.(py).
Para os estimadores de erro delta, de Richardson e GCI, foram demonstradas as condi¢oes
que sao suficientes para se realizar estimativas de erro confiaveis quando a ordem aparente ¢
convergente.
Mostrou-se que, em termos gerais, para quaisquer equacdes diferenciais e tamanhos (/) dos
elementos da malha, ndo ¢ valida a analogia entre a equacdo geral do erro de truncamento
(&) e a equagdo geral do erro de discretizagdo (E). Esta analogia ¢ assumida como base nos
estimadores de erro do tipo de Richardson.
Verificou-se que em malhas grossas, isto €, fora do intervalo convergente de py, todos os
estimadores de erro vistos (delta, de Richardson, GCI, bicoeficiente, tricoeficiente e
convergente) podem subestimar ou superestimar em muito o erro de discretizacdo, ou seja,
podem ser inacurados e sem confiabilidade.
Mostrou-se que o tipo de refino de malhas ndo-uniformes que se usa afeta a magnitude do

erro de discretizacdo e a sua ordem assintotica.
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8) Para equagdes diferenciais discretizadas com diferenga central sobre malhas nao-uniformes
com refino por subdivisdao uniforme, demonstrou-se e verificou-se que a ordem assintética
(pr) do erro de discretizagdo (E) da solugdo numérica da variavel dependente (4) € igual a
ordem assintotica obtida com malhas uniformes. Chegou-se a mesma conclusdo para malhas
nao-uniformes refinadas com progressao geométrica.

9) Mostrou-se que para malhas ndo-uniformes ¢ incorreto admitir que a ordem assintédtica do
erro de discretizagdo da variavel dependente seja igual a ordem assintdtica do erro de
truncamento da equagao discretizada.

10) Introduziu-se um procedimento, que funcionou em todos os testes efetuados, para verificar se
duas solu¢des numéricas sdo coerentes e, em caso positivo, empregar o estimador
convergente. Este procedimento pode ser usado em malhas com quaisquer tamanhos (/) de

elementos, isto €, finas ou grossas.

21.4 TRABALHOS FUTUROS

Sao sugeridos trés temas para a continuacdo do presente trabalho, denominados de
volumes finitos, multidimensdo e erros iterativos. Para o primeiro tema, volumes finitos, sugere-
se estender a este método as analises feitas no presente trabalho com o método de diferengas
finitas. Neste tema, além de malhas uniformes, deveriam ser considerados os casos de malhas
nao-uniformes de faces centradas entre nds e de nds centrados entre faces da malha.

Para o segundo tema, multidimensdo, a sugestdo ¢ verificar se conceitos como ordem
aparente convergente, estimador convergente, solugdes coerentes, entre outros, empregados neste
trabalho, podem ser aplicados em casos multidimensionais. Isto €, casos em que existem duas ou
trés dimensdes espaciais e eventualmente a dimensao temporal. Nestes casos multidimensionais,
pode-se fazer refinos de malhas em cada dimensao separadamente ou em todas simultaneamente.
O efeito destes dois tipos de refino precisa ser investigado. Além disso, o efeito de se usar
malhas cartesianas, ndo-ortogonais ou nao-estruturadas precisaria ser analisado.

Finalmente, para o terceiro tema, erros iterativos, sugere-se estudar suas interagdes com
erros de truncamento e formas de estima-los e reduzi-los. Os poucos trabalhos que tratam de
erros iterativos geralmente avaliam o residuo das equacdes de conservagdo ou a simples
diferenca da variavel de interesse entre iteracdes sucessivas. As duas formas nao estimam o valor

absoluto do erro iterativo, o que deveria ser feito para compd-lo com o erro de truncamento e,
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entdo, poder estimar o erro numérico, isto €, a composicao dos erros de truncamento com o0s

erros iterativos de qualquer variavel de interesse.

21.5 COMENTARIOS FINAIS

Dentro do escopo deste trabalho, verificou-se que os estimadores do erro de discretizagao
de solugdes numéricas que sdo empregados atualmente ndo sdo confidveis, nem acurados, para
os casos em geral. Para problemas unidimensionais, este trabalho melhorou a confiabilidade das
estimativas de erro ao introduzir o conceito de solugdes numéricas coerentes. Foram propostos
trabalhos para estender este conceito a problemas multidimensionais ¢ ao método dos volumes
finitos. Ainda ¢ necessdrio muito avango para afirmar, com algum grau aceitavel de
confiabilidade, qual ¢ o valor da estimativa do erro da solu¢do numérica de um problema de

interesse pratico, por exemplo, para um escoamento tridimensional turbulento.
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