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SIMBOLOGIA

instante de andlise (adimensional)
namero de pontos ou instantes de anilise (adimensional)
didmetro interno do zrio (m)
difmetro externo do grio (m)
comprimento do gréo (m)

raio de queima (m)

drea de queima (mz)

volume (mB)

massa (Kg)

masse estrutural (Kg)

massa do propelente (Kg)

massz da carga util (Kg)

tempo (s)

tempo de queima (s)

velocidade de cueima (m/s)

fluxo de massa (Kg/s)

2

massa especifica (Kg/m



1 - INTRODUGAO

Neste trabalho sfo deduzidas equacgdes numéricas para o fluxo
de massa de graos—propelente cilindricos e tubulares. A solucéo
nfo é geral e sim especifica para cada tipo de geometria.

0 tratamento utilizado é apenas matemdtico, ndo sendo feitas
consideragdes quanto a variacf8o de propriedades fisicas durante a
queima.

A determinac8o do fluxo de massa é necessario no calculo de
trajetdrias, pois tem—se que conhecer a masga do foguete ou mini-

foguete em instantes especificos.

2 - GRAO CILINDRICO

2.1 ~ FORMULACAQO DC PROBLEMA

0 objetivo é obter uma expresséo pa

ra o fluxo de massa de graos—propelente
cilindricos. A geometria em estudo é

vista na fig. 1.

2,2 — HIPOTESES SIMPLIFICATIVAS

Adotaremos as seguintes hipdteses

simplificativas:
a)a massa especifica e a velocidade

de queima do propelente sfo cons-—

tantes;
bla queima é axial;

c)A combustdo do propelente tem ini

cio no mesmo instante em toda sua
Fig. 1 — Geometria do jrea de gueima;

gréo cilindrico.



d1)a pressZo na clmera de combustdo é constante;

e)o intervalo de tempo de andlise, entre dois instantes quais

quer, & o mesmo.

— Fig. 2 = Gr8o cilindrico durante o pro-

cegso de gueima.
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2.3 - SOLUCEQ

A massa do gréo propelente é dada por:
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mas como estamos interessados na variagdo de massa no tempo, ou
seja, qual a quantidade de massa que & consumida num intervalo de

tempo. temos:

mo-oom - 8 | a¥ (2)
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com a hipdtese (a) a eq. (2) fica sendos



(3)
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A integral do elemento de volume d¥ no volume de controle é

igual a0 volume do griZo, ou sejas

r

}vc d¥ = vgréo (4)
o¥ o 0¥ (5)
at At

A¥ = ¥, = F,_, = -AAT (6)
AT = VAL (7)

Na eq. (5) aproximamos a variag@o do volume no tempo. A ed.
(6) representa a variacgfo de volume do grio entre dois instantes
de tempo (i-1) e (i). Deve-se notar que a eq. (6) é vdlida por-
que a Adrea de queima (A) é constante. O sinal negativo represen~
ta a diminuic8o do volume do grio no tempo. A expressfo (7) nos
d4 = variacBo do raio de queima do grdo e da fronteira nével do
ve. Outra observacfo é quanto ao At, ele estd sendo considerado
constante durante todo o processo de combustéo.

Substituindo a eq. (7) em (6&):

A¥ = ~AVAt (8)
(8), (5) em (3):
;= —ijv (9)

A édrea de gueima é dada por:

° (10)

4

Az
Substituindo finalmente a eqg. (10) em (9), obtemos a eq. do
fluxo de massa para grios—propelente cilindricos. O sinal negati

vo nos diz que a massa do grao diminui com o tempo.

. 2
m, — =T1pVD" (11)
1=




2.4 — APLICACAU

A aplicacfo imediata da eg. (11) é a determinacfo da massa de
un fogzuete ou mini-foguete em cada instante durante a fase propul-
sada. No instante inicial (ir-l) e a massa do veiculo é dada por:

m, = m, + oy *t, (12)

Substituindo a eq. (11) na (2) e integrando entre os instan-
tes de tempo (i=1) e (i), temos:

i (i
L3

mg oz omg_g + DAL (13)

ou seja, a masst do veiculo a cada instante serd igual = massa que
ele possuia no instante anterior mais a variacgfo de massa entre es
ses dois instantes de tempo.

0 termo do fluxo de massa vezes o intervalo de tempo, na eq.

(13), representa a variagfo de massa ocorrida durante At.

pmg = @A (14)

Assim como o fluxo de massa é constante a variacdo de massa
entre dois instantes quaisquer, também o sera, conforme a eq. (14).
Substituindo (11) em (13), obtemos:

m, =Wy ~1ﬂ@£§§at (15)
74
Agora devemos determinar a variacfo de (i), isto é, qual o nu
mero de instantes que calcularemos a massa do engenho em funcgo de
un intervalo de tempo (At') inicialmente especificado.
0 tempo de queima do propelente é dado na eqg.(16) e o numero

de instantes na eq.(17).

t, = _L_ (16)
1Ty
t ' :
n=—1+_°4g (17)
At



Substituindo a eq.(16) em (17):

n=1+ L_ (13)
VAt

n' =1+ L (18a)
v&t!

At = L (19)

v (a-1)

0 procedimento para obtencZo de (n) é o seguinte:

a)calcule n' através da eq.(18a) com o At' especificazdo;

b)se n' for um n? real aproxime-o para um inteiro, caso contrério
n =n', isto deve~se ao fato de que cueremos calcular a massa do
veiculo pars determinados instantes e ndo entre estes, ou seja,
a nossa andlise é discreta e nfo continua, se n nfec for inteiro
o procedimento acima paraz determinacfo do massa do foguete nfo é
vélidos

¢)ealcule o intervalo de tempo At com a eq.(19), este é o interva-

lo de tempo que deverd ser utilizado na eq.(15).

No Gltimo instante de andlise i — n e temos:

m o~ m +m

n e pl (20)

isto &, a massa do engenho serd igual a sua massa estrutural mais
a carga util.

Para o caso em que 2 s é composta de mais um estdgio, esta
pode ser novamente escrita na forma da eq.(12) e a mesma rotina de

calculo se aplica ao 22 estigio ou a k estdgios.

2.5 = ALGORITMO PARA O CALCULC DA MASSA DE UM VEICULC DURANTE
A FASE PROPULSADA / GRAOQ CILINDRICO

Os passos abaixo devem ser seguidos na elaboragfo de um pro-

grama computacional:

a)entre com os seguintes dados: L, D, V,JQ, L mpl, mp, At
blealcule n e At utilizando o procedimento descrito no item 2.4;
c)calcule Am com a eq.(14);

d)faca my = m, + oy + w, eq.(12); : |
e)ealcule m, para i variando de 2 a n, através da eq.(13).

-



2.6 = EXEMPLO NUMERICC

Calcular o fluxo de massa do mini-foguete experimental X-1

(IAE/CTA) e ploter num grafico a massa deste veiculo em funggo

tempo. Na ref./l/ podemos encontrar os seguintes deados:

L - 0,272 m

D - C,0325 m

V = 3,40 m/s

p - 2,66 x 10° Kg/m®
m, = 1,060 Kg

mp - (0,600 Kg

o =0

0 intervalo de tempo especificado At' = 0,008 s.

Substituindo~se os dados na ec.(11l) temos:

°

Utilizando—se o algoritmo descrito no item 2.5, obtem—se:

n = 11
At = 0,008 s
Am = = 0,060 Kg
TABELA 1
i tq (s) & m, (Kg) m, (Kg)
1 0,000 0,600 1,660
2 0,008 0,540 1,600
3 0,016 0,430 1,540
4 0,024 0,420 1,480
5 0,032 0,360 1,420
6 0,040 0,300 1,360
7 0,048 0,240 1,300
8 0,056 0,180 1,240
9 0,064 0,120 1,180
10 0,072 0,060 1,120
11 . 0,080 . 0,000 1,060

do



=11 Smy =g F mpl

[

Pode=se observar que m

Plotando—-se os pontos da massa versus tempo, temos:

Fig. 3 = Masea do mini-foguete experimental X-1 em fungdo do

tempo, durante a fase propulsada.

3 = GRAO TUBULAR

3.1 — FORMULACKQ DO PROBLEMA

0 objetivo é obter—se uma expressfo para o fluxo de massa de

grios—~propelente tubulares, cuja geoumetria & mostrada na fig. 4.



3.2 — HIPOTESES SIMPLIFICATIVAS

As hipdteses adotadas na solu-
¢fo deste problema sZo:

a)a massa especifica e a velocidade
de queimea do propelente s@o cons—
tantesy

b)a queima é radial;

c)a Gueima inicia-se ao mesmo instan

te em toda drea interna do zrio;

d)a pressfo nd clmara de combustdo é

constante;

SR e)o intervalo de tempo de andlise,
'731 ;31‘ entre dois instantes cuaisquer é o
'Jf”;%ffﬁ- mesmo.
) (- r}): L
3.3 — SQLUCXO
? Ae mesmas considerag¢des, equa-
Fig. 4 =~ GrZo tubular e ¢Oes e aproximagles utilizados no i-
seus parimetros tem 2.% sZo vélidos até a eq.(5).
geométricos. Conforme pode—se observar na

fig. 5, a area de queima nfoc é cons—
tante no tempo.

0 volume de um cilindro é dado por:

entdo:

¥ = Lre (21)
g o 2 _ 2 I 2 _ 2

A¥ = F, = ¥, = (Win ﬁLri~1> - 3@L(ri ri—l) (22)

Substituinde—se as egs.(22) e (5) em (3):

. | 2 2

iy = = p L (r] - riy) (23)

At

Como a variacgfo do raio de gueima é constante, vide eq.(T),

deduz—se ques

r., =4+ (i = 1)Ar , (24)
T2

10
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Fig. 5 = Grao tubular durante o processo de cueima.
Da fig. 5 podemos tirar que:

~r. = Ar (25)

Substituindo as egs. (25), (24) e (7) em (23), obtemos final-
mentes

i, = -~f{va[§z + VAt (21 = 3)] (26)

Com a eq.(26) obtemos o fluxo de massa para grios-propelente

tubulares em determinados instantes.

3.4 = APLICACKQ

Semelhantemente ao item 2.4, desejamos calcular a massa de um

foguete em determinados instantes no decorrer da fase propulsada,
o que é conseguido substituindo-se @ eq.(26) em (13), assims

m, = m

1

jop ~TIPLY a + VAt(zi—B)j At | (27)

11



0 mesmo procedimento pare determinac¢fo de n adotado no item
2.4, aplica~se aqui, com a Unica ressalva que o tempo de queima se
rz dado pors

t, = D=4 (28)

e as egs. (18), (18a) e (19) ficam respectivamente:

n=-1l+D=~4d (29)
oVAt
n* =1 +D=-4d (29a)
VAt
At = D - d_ (30)
2V (n-1)

As egs. (12), (14), (17) e (20) também sBo vdlidas para este
item. Deve—se notar que caso se queira entrar com o n nos dados,

somente teremos que calcular o At através da eq. (30) ou (19).

3.5 —~ ALGORITMO PARA O CALCULO DA MASSA DE UM FOGUETE DURANTE
A_FASE PROPULSADA / GRAO TUBULAR

Os seguintes passos deverdo ser seguidos na confecc8o de um

[x

programe computacional;

a)entre com os seguintes dados: L, D, d, V,j), m s mpl, mp e At
blealcule n e At;

c)facga my zm, +m, +m eq. (12):

pl p
d)calcule m, para i variando de 2 a n, através da eq.(27).

3.6 = EXEMPLO NUMERICO

Calcular o fluxo de massa do mini-Toguete experimental Netuno

(LAE-CEFEC) e plotar num gréfico a massa deste veiculo em funcfo
do tempo.

Na ref./2/ podemos obter os seguintes dados:
L =-0,4575 m
D

00,0381 m

o
i

- 0,0253 m

12
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m, = 0,990 Kg

i

0,01276 m/s

1200 Kg/m”

Ii

m; = 0,300 Kg

Bspecificaremos para este exemplo o n.

n =11

Calculando At através da eq.(30), temos que:

At = 0,050 s

Na tabela 2 sfo apresentados para cada instante de andlise, o
tempo de queima decorrido, o fluxo de massa, a variac¢do de massa,
a massa de propelente e a massa do mini-foguete. Os calculos fo-

ram efetuados utilizando-se as eqs. (26), (14) e (13).

TABELA 2
Pl tg )y B Re/e) p am (Kg) g omp (K&) }omy (KE)
1 0,00 0,000 0,000 0,350 1,640
2 0,05 0,571 0,029 0,321 1,611
3 0,10 0,599 0,030 0,291 1,581
4 0,15 0,627 0,031 0,260 1,550
5 0,20 0,655 0,033 0,227 1,517
6 0,25 0,684 0,034 0,193 1,483
7 0,30 0,712 0,036 0,157 1,447
8 0,35 0,740 0,037 0,120 1,410
9 0,40 0,768 0,039 0,081 1,371
10 0,45 0.79 0,040 0,041 1,331
11 0,50 0,824 0,041 4 0,000} 1,290

13



Fig. 6 — Massa do mini—foguete experimental Netuno em funcdo

do tempo, durante a fase propulsada.

4 - CONCLUSXO

&

grios cilindricos em cada instante é constante, pois nenhun
seus parfmetros variam no tempo. Desta forma a variacdo da
de um mini-foguete no tempo é linear, conforme fig. 3.

J4 para os gzrios tubulares, de acordo com a eq.(26),
xo de massa nfo seri constante e sim aumentaréd com o avango
gueima, provocando uma variagfo ndo linear da massa do grao
tempo, o que é visto na fig. 6. Este aumento do fluxo de
que ocorre entre os instantes de i = 2 e i — n, é dado pela

dos didmetros do grio, poiss

14

Da equacdo (11) podemos concluir que o fluxo de massa para

de
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substituindo a eq. (30) na (26), temos:

8. = =TPLV| d + (D-a) (2i=3) 1
ml - P i g(n___l; (3 )

Se fizermos n =~ 0° | obteremos:

i, = =TWPLVd (32)
n = =T LVD (33)
Assim:

T i 7

=TI - D (34)
i, -1pLVd 4

* No momento encontram—se em desenvolvimento as solugbes do
fluxo de massa para grios-propelente tubulares—estrelados e cilin

drico=tubulares.
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