CAPITULO 4

CINEMATICA DA TURBULENCIA HOMOGENEA E
ISOTROPICA

4.1. INTRODUCAO

A maioria dos escoamentos sdo cizalhantes, os quais s3o anisotropicos € nao

homogéneos, como pode ser visualizado na Figura 4.1.

Pequenas Estruturas:
tendéncia a isotropia e
(‘ homogeneidade

Estruturas Coerentes
anisotropicas

(b)

Figura 4.1. Exemplos de escoamentos cizalhantes; (a) camada de mistura — cizalhamento livre

e (b) camada limite — cizalhamento parietal.

O cizalhamento ¢ um requisito para formacdo de instabilidades, como ilustra o
esquema abaixo. Isto implica em anisotropia e ndo homogeneidade. Estruturas coerentes sao
anisotropicas e, quanto menores as estruturas turbulentas, maior a tendéncia ou o grau de
isotropia e homogeneidade.

A nivel das grandes estruturas, os escoamentos turbulentos ou em transi¢do sdo
anisotropicos € ndao homogéneos. No entanto, mesmo nestes escoamentos, a nivel das
pequenas escalas, pode-se considerar a existéncia de isotropia € de homogeneidade. Além
disto, pode-se encontrar também, escoamentos isotropicos que podem ser experimentados a

nivel de laboratorio. O escoamento gerado a jusante de uma grelha fina é um exemplo.
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Perturbacoes

+ wd [nstabilidades

Figura 4.2. Esquema do processo de formagao de instabilidades em escoamentos cizalhantes.

Figura 4.3. Esquema ilustrativo de uma turbuléncia de grelha: presenca de estruturas

coerentes a montante e de isotropia a jusante.

Homogeneidade: ¢ a invariancia estatistica das propriedades dos escoamentos quando se

promove uma translagdo do sistema de eixo.
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Figura 4.4. Esquema ilustrativo do processo de translacao de eixos.

Caso ndo se observe variagdes em qualquer propriedade estatistica, ou seja,

fE+7)=f(3), (4.1)
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diz-se que o escoamento apresenta homogeneidade em relagao a dire¢do na qual se promoveu
a translacdo. Sendo assim, a homogeneidade ¢ uma propriedade direcional.

Abaixo mostra-se, como exemplo, um escoamento em desenvolvimento e
completamente desenvolvido no interior de uma tubulacdo. Neste caso tem-se duas regides
distintas: a regido de entrada, onde ndo se tem nenhuma direcdo de homogeneidade e a regido
de escoamento completamente desenvolvido, onde se tem homogeneidade na dire¢ao axial do

conduto. A homogeneidade ¢, portanto, uma propriedade direcional.

y \
> > >
-~ —>L Escoamento
b desenvolvido

Figura 4.5. Esquema ilustrativo de um escoamento em conduto, com regido de nao

homogeneidade e com regido de homogeneidade direcional.

Isotropia: ¢ a invariancia estatistica das propriedades de um escoamento em relacdo a uma
rotag¢do no sistema de eixo. Compreende-se, entdo, que isotropia implica em homogeneidade.
A reciproca ndo ¢ verdadeira. A Figura 4.6 ilustra o processo de rotacdo de um sistema de

eixos.

z V72

Figura 4.6. Esquema ilustrativo do processo de rotacdo de eixos.



CINEMATICA DA TURBULENCIA HOMOGENEA E ISOTROPICA 63

4.2. CINEMATICA DA TURBULENCIA ISOTROPICA
4.2.1. Formalismo estatistico

Supor um experimento no qual se interessa por uma propriedade genérica f (fc t a)), onde
we 0, sendo @ uma amostra no espago (2. A propriedade f ()? t,a)) se refere a um

escoamento. A Figura 4.7. ilustra um conjunto » de amostras.

f(x,t,a)]) Wi
iy
V

>>

f(x,t,a)z)

W,

f(x,t,a) )

Wn

Figura 4.7. Exemplos de amostras wy, .

Dadas as n amostras, pode-se proceder a defini¢des estatisticas, como segue:
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e Média de conjunto

;N
®)== fErw), (4.2)
N—

onde N é o nimero de amostras.

e Média temporal

SEwi)=

|| M

% 1By, 4.3)

onde M ¢ o nimero de amostras temporais numa mesma amostra w;.
e Hipotese de Ergodicidade

Diz —se que um conjunto de amostras satisfaz a hipdtese de ergodicidade quando a média

de conjunto pode ser obtida pela média temporal:

(f(®)= /(). (4.4)

e Momentos estatisticos de ordem n

Seja um conjunto de variaveis, listadas abaixo, ligadas a um dado escoamento:

f 4 (*, t, w) = velocidade
fe (76 t, W) = pressdo
4.5
fE (%6 w) = temperatura (4.5)
[ ()? t, w) =
Define-se um momento estatistico de ordem » como sendo:
(rore o) (%)= lim— N2 Zf"l 6w ) Etw ) S (3% w,) 4.6)
Por exemplo, pode-se fazer n=2 ¢ f%“ = f% =u’, ou seja, a flutuagdo de uma das

componentes da velocidade, obtendo-se a intensidade turbulenta relativa a uma das dire¢des

do escoamento:

< ' l>=ul2 ) (47)
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Neste caso, utilizou-se da hipdtese de ergodicidade. Obtém-se, assim, um momento de

segunda ordem, a variancia da flutuagao de velocidade, como se ilustra abaixo.

u(x,1)
oo L

(}L/ o

A u' (e, t)=ulx,t )-ulx,t)

’\/\/\/\ /\/\ /\/\/ -
.

m

/W\/\/ V \/\/\A/v

Figura 4.8. Distribuicao temporal de uma componente de velocidade, sua média e a sua

varidncia (momento de segunda ordem).

Estendendo este exemplo as trés componentes de velocidade, pode-se obter o tensor de

Reynolds, composto de seis momentos de segunda ordem, como definido abaixo.

() =|vv v? oW\ (4.8)
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Observa-se que este tensor € simétrico e pode ser reescrito, em notagdo tensorial, como segue:

Foi utilizada a regra da soma de Einstein para indices repetidos.
4.2.2. Classificaciao da turbuléncia

A turbuléncia pode ser classificada, quanto a homogeneidade e isotropia:
e Turbuléncia ndo homogénea e ndo isotrdpica;
e Turbuléncia homogénea e ndo isotropica;
e Turbuléncia homogénea e isotrdopica.

Neste ultimo caso, tem-se:

<f“1f“2...f“" >(fc,r)= <f“'f“2...f"" >()z+ 7 ),

onde 7 representa uma rotagao ou traslagdo do vetor x.

(4.9)

(4.10)

4.11)

4.3. TRANSFORMACAO DAS EQUACOES DE NAVIER-STOKES DO ESPACO

FiSICO PARA O ESPACO DE FOURIER

Os escoamentos isotropicos sdo também periodicos, passiveis de ser tratados no

espago de Fourrier. Um exemplo de escoamento periddico, camada de mistura, € ilustrado na

Figura 4.9.

4.3.1. Transformada de Fourier

Seja uma fun¢do f ()? t) periodica qualquer. Define-se a sua transformada de Fourier
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COmo seguc:

3 P
f(/?, Z)E (L) je"'k X £(%,0)dx (4.12)
V

onde k =2x¢/¢, é o nimero de onda, ou frequencia espacial ¢ ¢ é o vetor comprimento de

onda ou periodo espacial, conforme ilustrado na Figura 4.10. O vetor nimero de onda tem trés

componentes correspondente as trés dire¢des coordenadas: k = (kj. ko, k3).

Figura 4.9. Escoamento periodico na dire¢do horizontal.

A transformada inversa se define como:

(4.13)

Figura 4.10. Sinal periddico, comprimento de onda / e numero de onda. k; .

4.3.2. Operadores de interesse para transformacao das equac¢des de Navier-Stokes

Objetiva-se obter as equacdes de Navier-Stokes no espaco de Fourier. Para tanto,

necessita-se conhecer os operadores fundamentais transformados.
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e Transformada da derivada de uma funcio

Seja
g(3,1)= af L) [j 5 7, t)dk] ik, 70 1k = ik, £ 1).
xé ;
Logo,

3 3 o
g(z?,z)ﬂz{aal}:[ij [e —l“a‘if: [;ﬂj ik, [ £ (%, 0)d = ik, /(£ 1),

Xy

Transformada do gradiente de f

TFlvr]= TFK%,%,Z—ZH —ilkey ke ke, )7 (£ 2)= 7 (£ ).

Transformada do divergente de um vetor

TRV )= ik .

Transformada do laplaciano de um vetor

TRV )= k2 7.

A transformada do produto de dois escalares

f(p.1)2 (k pt)‘f%

TF[f(%,t)g [f* Kk t):

”Ql'—.
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(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

onde lf * QJ denota o produto de convolugdo das duas fungdes transformadas. Os

parametros de transformagdo de fe g sdo pe ¢, onde k = p+q . Esta integral de

convolucdo representa as interacdes triddicas entre os trés nimeros de onda relativos as

transformadas das duas fungdes separadamente e a transformada do produto das duas

fungdes.
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4.3.3. Escoamentos Incompressiveis

Considere-se as equagdes que modelam os escoamentos incompressiveis no espago

fisico, com propriedades fisicas unitarias:

Ou; 0 op 0%u;
ey ) e
Xj X Xj Xj . (420)
8ul-
=0
axi

4.3.3.1. Transformada da conservacio da massa

R (4.21)
TFBﬂ} = ik,i, = TF[V.ii|=ik ii = 0.
Xy

Define-se, no espago de Fourier, um plano 7, perpendicular ao vetor nimero de onda &,

T/e

/=

Figura 4.11. Plano de ortogonalidade no espago de Fourier.

como esquematizado abaixo:

Logo, pela equacdo (4.21) o vetor numero de onda ¢ ortogonal ao vetor velocidade

transformado. A Figura 4.11 ilustra este fato.
4.3.3.2. Transformada de Fourier das Equacgdes de Navier-Stokes

Toma-se as equagdes de Navier-Stokes e busca-se transformar cada termo

individualmente.
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e Termo da taxa de variacdo da quantidade de movimento

A

TF{G_u} _oi
ot ot
Observa-se que, sendo

k.ii=0,

entao,

A

< >
< >

ﬁ[/z,
ot

e Termo da difusdo da quantidade de movimento

N

TF[VZﬁ]:—kZ i .

Este termo transformado também pertence ao plano = .

e Gradiente da pressao

TF[Vp)=ikp .

:lg.a—:0:>8—ue ao plano 1.
ot ot
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(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

Nota-se, entdo, que a transformada da pressdo ¢ colinear com o vetor nimero de onda,

sendo portanto, perpendicular ao plano 7.

e Termo nao linear

Com os resultados acima, tem-se que:

ou
ot

| S Sy
Sy

TF{——V%?} X TF[?.(ﬁzz)+vp]=0.

(4.27)

O primeiro termo desta soma pertence ao plano 7w, pelos resultados ja apresentados. O

segundo termo deve também pertencer, uma vez que a soma dos dois ¢ nula. Para se

transformar o termo ndo linear em conjunto com o gradiente da pressdo serd definido um

tensor projecao g como segue:

(4.28)
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onde

5= 1 se i=]j
Voo ose izj’ (4.29)

¢ o delta de Kronecker. Qual a fungdo deste tensor g ? Para verificar, toma-se um vetor a
qualquer, e faz-se a projecdo de a através de ¢, obtendo-se o seguinte:
kik ;

o J
(@'az(@..a.za.é‘.._a. =a._a.k._
AR A i i

pi- (4.30)
Fazendo-se o produto escalar da proje¢do a ,,; pelo vetor nimero de onda k , tem-se que:

Kk,

a,k; = a;k; - =0. (4.31)

Assim, verifica-se que o tensor g projeta um vetor a qualquer no plano 7.

Retornando a transformada do termo nao linear, tem-se que

0 . A
TF{g(u(uj )] =ik; jufujd[) . (4.32)
J p+q=k
Como ja tinha sido visto,
R=\ik,p+ik; [iidp|er. (4.33)
p+i=k

Esquematizando esta soma sobre o plano 7, temos a Figura 4.12. Observando a Figura 4.12

conclui-se que a soma dos vetores transformadas do gradiente da pressdo e do termo ndo

oy

linear, ou seja o vetor R, ¢ igual a projecdo da transformada do termo ndo linear sobre o

plano 7. Assim, a transformada de Navier-Stoks ¢é:

8L+vk2ﬁg=—lkmg0]m() | iy ()i ;(3)dp (4.34)

ot
p+q=k
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E Projecéo de ik ; Iﬁ 612 ;jdp
p+g=k
sobre o plano 7

Figura 4.12. Esquema de preje¢des das transformadas no espago de Fourier.

Observa-se que Navier-Stokes no espago de Fourier ndo depende do conceito de pressdo,
como acontece no espaco fisico.
Cada termo desta equagdo pode ser interpretado fisicamente, sendo esta interpretagdo

mais rica no espago de Fourier, como esta ilustrado abaixo.

ou . . .
o a—[ —> Taxa de variagdo da quantidade de movimento;
¢

o vkl ¢ = Fluxo liquido difusivo de quantidade de movimento ou dissipagéo viscosa. Os

dois tipos de fendmenos sdo representados pelo mesmo termo, sendo que se manifestam

em fun¢dao do nimero de onda;

* ik jm (Ig) “‘UAK (ﬁ)ﬁ j(ci IJp > Transferéncia liquida ndo linear de quantidade de
p+g=k

movimento. Observa-se que este processo ¢ o resultado das interacdes fisicas entre as

estruturas turbilhonares que compdem o escoamento. Aqui elas s3o modeladas pelas

interacoes nao lineares triddicas que compdem a integral de convolugdo.

A solugdo desta equagdo passa pela integral de convolugdo ndo linear. Este processo ¢
caro computacionalmente. Uma alternativa utilizada s3o os chamados métodos pseudo-
espectrais. Resolve-se o produto das velocidades no espago fisico, transforma-se o produto
para o espaco de Fourier. Obtém-se o campo de velocidade transformado. Efetua-se a

transformada inversa e determina-se o campo de velocidade no espaco fisico. A maior
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limitagdo desta metodologia ¢ o fato de se aplicar apenas a escoamentos periddicos. Como
alternativa tem-se utilizado esquemas mistos do tipo diferencas finitas para as direcdes nao
periddicas e TF para as diregcdes periddicas dos escoamentos. Outra alternativa ¢ a utilizagdo
de outros tipos de transformadas, como aquelas de Legendre e de Lagrange, etc, que nao

exigem periodicidade.

4.4. TENSOR ESPECTRAL E ESPECTRO DE ENERGIA CINETICA
TURBULENTA

Define-se o tensor espectral como sendo a transformada de Fourier do momento de
segunda ordem obtido da correlagdo entre as flutuacdes de velocidade relativas a duas

dire¢des coordenadas.

je"'k TU (77, (4.35)
V

onde

Uy (7,1) = (uf (70 (7 + %,1)) (4.36)

¢ um momento de Segunda ordem. Observa-se que foi feita a hipdtese de homogeneidade e

isotropia. Fazendo-se i=j obtem-se o traco do tensor:

3 -
0, (f.)= (ij [ U 0)ar 4.37)
V

Define-se, a partir do trago do tensor espectral o espectro de energia cinética turbulenta

éU,—,« (7 =0.0)= [ E(k0)dk. (4.38)
0

E(k,t) é o espectro de energia cinética turbulenta. Utiliza-se nesta definicio a regra da
soma de Einstein para indices repetidos. Na figura 4.13 visualiza-se a distribuicdo espectral de
energia cinética turbulenta, o que ¢ uma forma poderosa de se entender como a atividade

tubulenta de um escoamento se da em fun¢do dos tamanhos das diferentes estruturas
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turbilhonares que o caracterizam.

Log [E(K)]
Zona inercial do
espectro

Efeitos viscosos
predominantes

k, Log (k)

Figura 4.13. Espectro de energia cinética turbulenta; nimero de onda de injecdo de energia;

zona inercial; zona de dissipacdo viscosa; transferéncia direta e inversa de energia.

Neste espectro tem-se a distribuicdo de energia sobre as estrutruas turbilhonares de
diferentes escalas. Como ¢ intuitivo, as maiores estruturas (menores numeros de onda) sao as
portadoras de maior quantidade de energia. Quanto maior o nimero de onda, menor ¢ a
estrutura turbilhonar e menor a quantidade de energia transportada por ela.

Observa-se ainda nesta Figura a existéncia de diferentes zonas caracteristicas do
espectro. A primeira delas € a zona inercial, onde o processo de transferéncia nio linear de
energia, entre as diferentes escalas predomina. A medida que o niimero de onda aumenta, ou
seja, o tamanho das estruturas turbulentas diminui, o nimero de Reynolds local diminui
também e o processo de dissipacdo viscosa comeca a predominar sobre os efeitos nado
lineares.

Observa-se também que cada escoamento tem um numero de onda caracteristico de

injecdo de energia, k, =27 //,, onde ¢, é o tamanho da estrutura turbilhonar associada. Este

comprimento ¢ também conhecido como comprimento caracteristico integral do escoamento.
Em fung¢do do processo fisico de injecdo de energia no escoamento, ela se divide seguindo
dois cursos, ou seja, o curso da transferéncia direta de energia, das maiores para as menores
escalas, e o curso da transferéncia inversa de energia, ou seja, das menores para as maiores
escalas. Na Figura 4.14 ilustra-se o processo de forma¢do do escoamento no interior de uma
cavidade retangular. Este exemplo permite entender como a energia ¢ injetada nas estruturas
turbulentas e como ela ¢ repartida sobre o espectro de energia.

O escoamento recirculante no interior da cavidade ¢ alimentado pelo escoamento
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médio no interior do conduto principal. Verifica-se que o processo de transferéncia de energia
se da através da camada cizalhante que faz interface entre os dois escoamentos. De fato, os
turbilhdes de Kelvin-Helmholtz capturam energia do conduto principal e bombeia-a para o

interior da cavidade, gerando recirculagdes de grandes escalas e de baixas numeros de onda.

Figura 4.14. Escoamento sobre uma cavidade, ilustrando o processo de transferéncia de
energia do escoamento médio para os turbilhdes da camada cizalhante e para o interior da

cavidade.

Fazendo-se uma ampliag@o dos turbilhdes de Kelvin-Helmholtz da camada cizalhante,
deve-se observar que estes turbilhdes sdo formados de outros turbilhdes ainda menores
(harmoénicos) mas de natureza semelhante aos maiores. Na Figura 4.15 ilustra-se este fato. A
energia de formacdo e manutencdo destes turbilhdes menores deve ser fornecida pelos
turbilhdes receptores de energia, pelo processo ja explicado. Desta feita explica-se o processo
fisico da chamada cascata direta de energia, ou seja, o transporte ndo linear das grandes para
as menores estruturas.

No presente exemplo, o escoamento tem natureza transicional, tendo o espetro de
energia uma forma diferenciada daquela apresentada na Figura 4.13. Porém os mecanismos
fisicos de transferéncia e de formacdo de um espectro completo, tipico de uma turbuléncia
completamente desenvolvida, devem ser semelhantes aos aqui expostos.

Uma equagdo de conservagao da energia cinética turbulenta nos espaco de Fourier

pode ser util para se entender os processo de transferéncia de energia ao longo do espectro.

4.5. EQUACAO DE CONSERVACAO DA ENERGIA CINETICA TURBULENTA

Partindo-se das equacdes de Navier-Stokes, as quais sdo também validas para as
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flutuagdes de velocidade, multiplicando-as por u; (k, t), fazendo-se a média < >, manipulando-

se algebricamente, obtém-se a equagcdo de transporte para o tensor espectral e

consequentemente para o seu trago:

A

oU jj(k,t)
t

A

2067 Ui (1) = Py | I{ué(ﬁr)u’j(ﬁ,r)u;n(a,r) dpdg

(4.39)

Figura 4.15. Estruturas turbilhonares harmdnicas geradas sobre as estruturas primarias.

A funcao 7 depende de momentos de terceira ordem. Ela esta bem definida em Lesieur
(1995). Fazendo-se a soma sobre as trés componentes do trago do tensor espectral (U;;, Uz e
Uss) e utilizando-se a definicdo de energia cinética turbulenta, obtém-se a sua equacdo de
transporte:

OE(k, 1)
ot

+2Vk2E(k,t)=T(k,t). (4.40)

O primeiro termo desta equagdo representa a taxa de variagdo da energia cinética
turbulenta; o segundo representa a transferéncia de energia ou a sua dissipagdo, por efeitos
moleculares, dependendo do nimero de onda em questdo. O termo 7(k,¢) depende da funcao

I(k,t) e do tensor de terceira ordem

Py =k (k. 0)+ & ;010 (1), (4.41)

Na Figura 4.16 ilustra-se o espectro de energia com o termo 7(k) que modela a

transferéncia de energia entre as diferentes estruturas turbilhonares do escoamento.
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A Figura 4.17 ilustra o processo transiente de estabelecimento de um espectro de
energia cinética turbulenta. Parte-se de uma distribuicao inicial de energia, concentrada sobre
uma faixa espectral estreita, concentrada sobre o namero de onda de inje¢do de energia. A
medida que o tempo passa esta energia se distribui, através dos mecanismos fisicos
modelados na equacdo precedente, e estabelece-se o espectro correspondente a uma

turbuléncia tridimensional completamente desenvolvida.

E(k) A Transferéncia nao linear
de energia: T(k,t)

Dissipacao

viscosa

k, k
Figura 4.16. Espectro de energia cinética turbulenta: processos da sua transferéncia

ndo linear e da sua dissipacdo viscosa.

E(k,t)‘
Transiente de um
espectro de energia

o
k, k

Figura 4.17. Distribui¢do de energia cinética turbulenta, ilustrando o processo de

formagao de um espectro.

4.6. TEORIA DE KOLMOGOROYV (KOLMOGOROYV, 1941)

Esta é a teoria mais famosa sobre a turbuléncia isotropica. Sua base ¢ a andlise
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dimensional. Supor uma dissipagdo viscosa &. Para se ter regime permanente, ¢ necessario
que toda a energia injetada sobre o nimero de onda de injecdo seja dissipada pelos efeitos
viscosos. Esta ¢ a hipotese do equilibrio. Na teoria de Kolmogorov, assume-se que o espectro
de energia, para nimeros de onda maiores que k,, depende apenas de ¢ e de k. Fazendo-se
uma analise dimensional baseada no teorema dos 7'sde Vaschy-Buckingham, Kolmogorov

chegou a seguinte expressao

E(k)~&%k? . (4.42)

Determinando-se os valores de o e de S tem-se que:

E(k)=Cyge?/3k™73, (4.43)

onde Cx=1,4 ¢ a constante universal de Kolmogorov, determinada analiticamente. Esta
equacdo, quando linearizada através de logaritmo, permite obter a distribui¢do ilustrada nas
Figuras 4.18, sendo que a zona inercial tem inclinagao —5/3.

Uma variedade de experimentos em laboratorio e de experimentos numéricos tém sido
realizados objetivando-se a comprovagao desta lei, para uma variedade de valores do numero

de Reynolds. Todos eles tém resultado na lei de Kolmogorov.

Log |[E(K)]

............ Zona de
"""""" . dissipacdo
" . viscosa

e
k, Log (k)

Figura 4.18. Espectro de energia; zona inercial e zona de dissipacao viscosa.

4.7. ESCALAS DA TURBULENCIA

Antes de aprofundar qualquer tipo de estudo sobre os escoamentos turbulentos ¢
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interessante poder ter uma idéia das ordens de grandezas das variaveis envolvidas nos
fendmenos, através das escalas caracteristicas da turbuléncia. Estas escalas sdo relacionadas
com tempo, comprimento, velocidades, energia, e vorticidade

4.7.1. Escalas dissipativas de Kolmogorov

Para langar o conceito de escala de dissipagdo viscosa de Kolmogorov, toma-se um
turbilhdo de tamanho caracteristico » com uma velocidade caracteristica v, originario em um

fluido de viscosidade v. Define-se entdo um niimero de Reynolds local,

Re, === (4.44)

O quadrado deste parametro representa a importancia relativa das forcas de inércia e das

forcas viscosas. Admita-se que a escala r esteja numa zona do espectro onde, pela teoria de

Kolmogorov, v, :(5 r)m, ver Lesieur (1994). Substituindo v, na equagdo acima tem-se

1/3 . . . ~
Re, = (5r4) /v. Se se considera que para esta escala » os efeitos viscosos sdo pequenos

pode-se entdo afirmar que Re; ¢ maior que 1. Se » diminui Re, diminui também e se </, ,

onde /; ¢ definido abaixo,

1/4 4.45
l; = (V3 /5) , (445)

entdo Re; torna-se menor que 1 e os efeitos viscosos passam a dominar os efeitos de inércia.
Esta escala [; € a escala dissipativa de Kolmogorov. Logo os turbilhdes de tamanhos
menores que /; sdo dissipados por efeitos viscosos € ndo podem se desenvolver. Esta andlise
permite entender porque o espectro de energia cinética cai tdo rapidamente quando se

aproxima do niimero de onda dissipativo de Kolmogorov, 27z/I, . A titulo de exemplo, a
escala de Kolmogorov no interior da camada limite atmosférica é da ordem de 1 mm,
enquanto que no caso de uma turbuléncia de grelha ¢ da ordem de 0,1 mm.

Fazendo-se uma andlise dimensional e expressando-se o tempo caracteristico em
funcdo de v e &, chega-se a seguinte expressdo para este parametro, relativo as estruturas
dissipativas de Kolmogorov,

r= (Kj v . (4.46)

&
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De forma semelhante deduz-se as escalas de velocidade, de vorticidade (da ordem do
inverso da escala de tempo de Kolmogorov) e de energia cinética turbulenta de Kolmogorov

(da ordem do quadrado da escala de velocidade de kolmogorov):

v, =(ve)/*, (4.47)
1/2
&
= (;) , (4.48)
e=(ve)"?. (4.49)

4.7.2. Grandes Escalas

As maiores estruturas de um escoamento sdo determinadas pela geometria que lhes
ddo origem. Seja L a escala de comprimento tipica de um escoamento: por exemplo o
didmetro de um cilindro longo a jusante do qual se forma uma esteira turbilhonar. Seja U a
escala de velocidade, ou seja, a velocidade de transporte das grandes estruturas de um
escoamento. Com estas duas grandezas caracteristicas define-se as demais, na seguinte ordem:

tempo, vorticidade e energia, as quais sdo dadas pelas equacdes seguintes:

L
=0 (4.50)
woU (4.51)
L
E=U?2 (4.52)

4.7.3. Taxa de dissipacao

Para os escoamentos turbulentos completamente desenvolvidos pode-se fazer a

hipétese do equilibrio para os quais a dissipagdo viscosa (S)é igual a taxa de injecdo de
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energia cinética nas grandes escalas (U 2 /t). E interessante perceber que a dissipagio

viscosa pode entdo ser expressa em fungdo de grandezas independentes da viscosidade, como

ilustrado esquematicamente na Figura 4.19.

E(k) |

Injecéo
de energia

k

Figura 4.19. Esquema ilustrativo da hipdtese do equilibrio.

Desta forma pode-se expressar a taxa de dissipacdo como segue:

LU0 453

Com esta equagdo diz-se que a taxa de dissipagdo pode ser estimada a partir de parametros

relativos as grandes escalas, sem a participacdo da viscosidade.
4.7.4. Relacoes Entre as Escalas da turbuléncia

Pode-se, agora, deduzir relagdes interessantes envolvendo as escalas estabelecidas

. U3 1/4
I —[v /[TD : (4.54)

(4.55)

acima:

onde

Analogamente,
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gz Re,"", (4.56)
%Z Re, ", (4.57)
% =Re, ", (4.58)
gz Re,". (4.59)

Observa-se alguns fatos interessantes ao analisar estas expressdes. Todas elas mostram
que as escalas dissipativas sdo muito menores que as escalas das estruturas coerentes, exceto a
vorticidade. As leis de variagdo com o nimero de Reynolds sdo diferentes, como se ilustra na
Figura 4.20. Vé-se que as escalas de comprimento se distanciam mais rapidamente que as
escalas de tempo e de velocidade.

Pela relagdo para as escalas de vorticidade vé-se que as pequenas escalas tém mais
vorticidade que as grandes escalas, e, de forma contraria, pela relagdo para as escalas de

energia, as grandes escalas sdo portadoras de uma maior quantidade de energia.

Relagoes entre

as escalas L/l

T/t
U/v

P
Re,

Figura 4.20. Comportamento qualitativo das relagdes de escalas.

4.7.5. Escalas moleculares versus escalas turbulentas

As escalas dissipativas de Kolmogorov sdo as menores que podem ocorrer em um

escoamento turbulento. E importante verificar quando estas escalas podem sofrer influéncias
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das escalas moleculares. Seja & o livre caminho médio molecular. Para os gases a escala
molecular de velocidade pode ser associada a velocidade do som c. Da teoria cinética dos
gases mostra-se que a viscosidade cinematica pode ser expressa em fun¢do destas duas

grandezas caracteristicas (& c) pela relagdo v~ c&, d’onde

1%
el (4.60)
Jé tinha sido visto que:
-3/4
U
1y = (—) V4, (4.61)
1%

Dividindo uma equacao pela outra tem-se:

& M

E - W ’ (4.62)
onde M =U/c ¢ o nimero de Mach. Numa primeira analise desta equacao pode-se dizer
que a escala caracteristica molecular, &, ¢ sempre muito menor que a escala dissipativa /; uma
vez que mesmo para altissimos niimeros de Mach o niimero de Reynolds deve ser ainda muito
superior a ele de forma que esta relagdo seria sempre muito menor que a unidade. No entanto
um cuidado especial deve ser tomado pois @ medida que Reynolds aumenta a escala
dissipativa /; tende as escalas moleculares. Segundo Lesieur (1994), para Mach acima de 15
estas duas escalas comegam a se confundir. Esta informacgao ¢ extremamente importante pois
isto implicaria em dizer que as equacdes de Navier-Stokes ndo sdo mais representativas dos
escoamentos com M>15. Ter-se-ia, neste caso, que utilizar equacdes alternativas do tipo
Boltzman. Felizmente, para quase a totalidade dos problemas praticos da atualidade Mach nao
supera esta marca, mesmo para os escoamentos com fortes efeitos de aquecimento.

Supor a hipotese do equilibrio, pela qual toda a energia injetada no espectro, deve ser
dissipada pelos efeitos viscosos. Nesta condigdo, o processo de transferéncia e disspagao de
energia cinética turbulenta foi traduzido por Richardson na forma de uma parddia: “Os
grandes vortices sao compostos de menores vortices, os quais se alimentam da energia dos
maiores; os menores se compoem de outros ainda menores, e assim até as escalas viscosas

dissipativas”.



