Capitulo 6.

CASO 6: EQUACAO DE LAPLACE

Em todos os casos anteriores, Caps. 4 e 5, 0s problemas possuiam apenas um tratamento
unidimensional. Neste capitulo, é abordado um problema de difusdo bidimensional, em regime
permanente, sem geracdo de calor e com condutividade térmica constante (Incropera e DeWitt,
1992), o que resulta na equacdo de Laplace. O modelo numérico é constituido pelo método de

diferencas finitas, com aproximagdes numéricas de 2* ordem através de diferenca central e malha
uniforme.

6.1 MODELO MATEMATICO E SOLUCAO ANALITICA

O modelo matematico do caso 6 é dado por
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com as seguintes condigdes de contorno de Dirichlet:

L(0,y)=0 6.2)
L(x0)=0 (6.3)
L(L,y)=y (6.4)

L(xL,)=x (6.5
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com o dominio de cdculo D ={0<x<L;0<y<L,}.Considera-se um dominio quadrado, ou
sga, L, =L, =1. L éavariavel dependente do problema, que é um escalar difundido, x e y sfo
as varidvels independentes, as direcOes coordenadas. A solucdo anditica exata do modelo
matemético definido pelas Egs. (6.1) a (6.5), paraa variavel dependente (L ), é

L (X,y) =Xy (6.6)

Definindo-se a média da variavel dependente ao longo do dominio de cédculo por
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sua solucdo analitica exata €

L,L
L,=—2 6.8
4 (6.9)

6.2 MODELO NUMERICO

A solucdo numérica do modelo matemético definido pelas Egs. (6.1) a (6.5) € obtida
considerando-se: nétodo de diferencgas finitas, aproximagdo numérica da derivada de 2 ordem
da equacdo diferencial com diferenca central e malha uniforme, Fig. 6.1. Desta forma, ndo se tem
erro de discretizacdo (Ferziger e Peric, 1996), e
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Ao se utilizar malha uniforme, Fig. 6.1, temse Dx =Dy = h. Portanto, a Eq. (6.9) pode ser

reescritacomo

|- 2 0 -2+
=0 (6.10)

i+, ]
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ou

H gl 4 - 1w =0, =2, (N-D, j=2,.,(N-1) (6.11)

i,j+l

onde N € o ndmero de nos da malha em cada diregdo, h é a distancia entre os nos (i, j) e
(i,j-2,ouentre (i-1,j) e (i,j) , também denominado de tamanho dos elementos da malha,

Fig.6.1,e | éaincognitado problema, ou avaridvel dependente.
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Figura 6.1 Malha bidimensiona uniforme.

Neste caso; 0 ero de truncamento € nulo, pois apresenta somente aproximacdes
numéricas de 22 ordem com diferenca central. A expressdo para 0 erro de truncamento )

envolvido nas aproximagdes apresentadas pela Eq. 6.10 parao nd (i, j) é dada por:
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que envolve apenas derivadas da variavel dependente (L ), com ordem 4 e superiores. Pode-se
entdo observar através da Eq. (6.6) que estas derivadas sdo nulas. Portanto com a resolugcéo do
sistema de equagdes (6.11) e com aEq. (6.6) pode-se obter 0 valor numérico do erro iterativo. O
sistema de equagdes (6.11) foi resolvido através do método iterativo de Gauss Seidel, e também

com a utilizagdo de uma técnica multigrid para problemas lineares, denominado esquema de



Capitulo 6. Caso 6 65

armazenamento de corregdo, conforme o agoritmo descrito nas paginas 169 e 170 do livro de
Tannehill et. al. (1997).

6.3 RESULTADOSE DISCUSSOES

Neste caso, considerouse duas varidveis de interesse: 0 resultado numeérico no ponto
centrd da maha, isto & (14, %) e amédia aritmética dos resultados numéricos obtidos em
todos os noés da maha | . As solugdes numéricas foram obtidas para malhas com
N? =177, 33° e 65° nés, o queequivalea h=%,, %, e %.

Em cada subcaso, Tab. 6.1, e para cada variavel de interesse, foram andisados o
resultado numérico (f ), seu erro iterativo (E(f ,)), estimativa do erro iterativo (U(f,)), a
razéo de convergéncia (y ), a ordem efetiva (pg), a ordem aparente (p,) e aefetividade (q) .
Com a variagdo do numero de nos da maha, e com ou sem a utilizacdo do método multigrid
(Tannehill et al., 1997) foram obtidos 6 subcasos que sGo mostrados na Tab. 6.1. A técnica
multigrid pode ser aplicada usando qualquer esguema iterativo, embora 0 mais comum segja o
método de Gauss-Seidel (Tannehill et al., 1997), que € utilizado neste casa O objetivo datécnica
multigrid é acelerar a convergéncia de um processo iterativo. Para isso, fazse uso de vérios
niveis de malha para fornecer uma solugdo, ou sgja, 0 mesmo problema diferencial é aproximado
em diversas malhas cujos tamanhos de malha sdo geralmente multiplos de dois.

Em todos os subcasos utilizou-se a condicéo inicia: |, ; =0, i =1..,N, j=1..,N,isto
€, nula em todos os nés da malha. O nimero de iteragdes em cada subcaso foi obtido de acordo

com o seguinte critério de parada: queda minima de 7 ordens de grandeza na magnitude do erro

iterativo para as duas varidveis de interesse.

Tabela 6.1 Subcasos do Caso 6.
Subcaso Método Malha Numero de iteractes Tempo de CPU (9)
1 Sem multigrid 177 17 397 1,48
2 Sem multigrid 33" 33 1586 9,86
3 Sem multigrid 65" 65 6331 135,61
4 Com multigrid 177 17 22 0,13
5 Com multigrid 3 33 29 1,08
6 Com multigrid 65" 65 35 2,17
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Nas Tabs. 6.2 e 6.3 sGo mostrados os resultados numeéricos obtidos para as duas variaveis de

interesse ao final do processo iterativo, em todos o0s subcasos.

Tabela 6.2 Resultados numéricos para . (4, %), Caso 6.

Subcaso exato numérico(f ) E( ) Ue.,)
E(.)

1 2,500000000E01  2,499999019E-01 9,800085901E-08  1,000001584E+00

2 2,500000000E01  2,499999007E-01 9,922623200E-08  1,000025961E+00

3 2,500000000801  2,499999001E-01 9,987822099E-08  1,001350588E+00

4 2500000000201  2,500000534E-01  -5,349941700E08  1,718844805E+00

5 2500000000601  2,500000768E-01  -7,687705899E-08  2,775431056E+00

6  2,500000000E01  2,499999729E-01 2,700025700E-08  1,543202394E+01

Tabela 6.3 Resultados numéricos para | ,, Caso 6.

Subcaso exao numérico(f ) E(f ,) ue.)
E(,)

1 2,500000000E01  2,499999603E-01 3,964124800E-08  1,000008338E+00

2 2,500000000E01  2,499999598E-01 4,019552299E-08  9,998567758E01

3 2,500000000E01  2,499999595E-01 4,047425700E-08  1,007464542E+00

4 2,500000000E01  2,499999126E-01 8,737835599E-08  -3,456950907E 02

5  2,500000000801  2,499999972E-01 2,705836998E-09  -3,247324112E+01

6  2,500000000601  2,500000205E-01  -2,052561898E-08 -1,228276055E+00

Considerando-se primeiramente os subcasos 1 a 3, notou-se Como Nos casos anteriores
que a partir de um determinado nimero de iteragBes iniciais a ordem aparente fu) tende
monotonicamente a ordem assintética (pL), com o aumento do nimero de iteragdes, Figs. 6.2 e

6.3. Constatou-se também a ocorréncia de valores negativos para a ordem aparente (py) somente
no caculo de | (%4,4), Fig. 6.2

Pode-se notar na Fig. 6.4 o comportamento obtido ao se aplicar o estimador empirico
com ordem aparente py) negativa nas iteracBes niciais. a magnitude da estimativa do erro
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aumenta com o numero de iteraces, conforme explicado na se¢do 3.2.2. Para | ,, a estimativa do
erro ndo apresenta oscilagdes nas iteragdes iniciais, Fig. 6.5.

Para 0 subcaso 1 o0 resultado obtido pela aplicagdo do método de previsdo da
confiabilidade da estimativa do erro, descrito na secdo 3.6, pode ser observado através dos
gréficos de confiabilidade mostrados nas Figs. 6.6 e 6.7, sendo que para os subcasos 2 e 3 0s
resultados s30 semelhantes Pode-se notar na Fig. 6.6 que para | (%4,4) o método de previsio
ndo pdde ser aplicado até a iteragcdo 23, valor (0) no gréfico de confiabilidade, pois nestas
iteragbes p, <0 (Fig. 6.2). O mesmo néo ocorre para | ,, sendo que o0 método de previsio pode
ser aplicado em todo processo iterativo. Notou-se que em ambas as variaveis de interesse a
primeira iteracdo onde ocorre falha (-1) no método de previsdo é a mesma iteragdo onde ocorre

oscilagdo na magnituce da estimativa do erro, devido ao efeito dos erros de arredondamento.
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Figura 6.2 Ordem aparente p, daincertezade | (“4,4) parao subcaso 1.
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Ordem aparente

0,000 —TT——T—T—7—— 77—
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Iteracao

Figura 6.3 Ordem aparente p, daincertezade | ., para o subcaso 1.
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Figura 6.4 Erro e incertezade | (44 ,'24) parao subcaso 1.
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Figura 6.5 Erro e incerteza de |, para o subcaso 1.
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Figura 6.6 — Gréfico de confiabilidade para | (% ,%4) do subcaso 1.
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Confiabilidade

Figura 6.7 — Gréfico de confiabilidade para | ,, do subcaso 1.
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Pode-se ver na Tab. 6.4 que a razéo de convergéncia (y ) e a ordem assintdtica (p)

variam com o numero de nos da malha. No subcaso 3 existe uma pegquena diferenca entre a razéo

de convergéncia de | (%4,%4) e |

m?

provavelmente devido ao efeito dos erros de

arredondamento. Apesar de que segundo Roache (1998), diferentes variaveis envolvidas em um

MesMOo Processo iterativo podem apresentar diferentes taxas de convergéncia.

Tabela 6.4 Razdo de convergéncia e ordem assintética para o caso 6.

Subcaso Malha Variével y pL
1 177 17 | (% ,%4) 1,03956 0,01685
1 177 17 I 1,03956 0,01685
2 33" 33 | (4%,%4) 1,00970 0,00419
2 33" 33 I 1,00970 0,00419
3 65" 65 | (%% ’%) 1,00241 0,00104
3 65" 65 | 1,00238 0,00103

m
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Nos subcasos 4 a 6, notou-se que ao se utilizar atécnica multigrid (Tannehill et al., 1997)
a razéo de convergéncia . = apresentou comportamento oscilatério (Fig. 6.8), ou sga, ndo

possui convergéncia monotdnica como nos casos anteriores. Além disso, temse y <1 em
algumas iteracOes, o que acarreta em valores negativos para ordem aparente (p,). Pode-se,

entdo, observar na Fig. 6.9 que o erro de iteracdo ndo apresenta comportamento monotonico,
conforme explicado na se¢éo 3.1. Para estes subcasos, pode-se também constatar nas Tabs. 6.2 e

6.3 os resultados obtidos ao se aplicar o estimador empirico através de sua efetividade (q) . Para

| (% ,%4), os resultados s3o inacurados e para | ,,, ndo s30 confidveis. Portanto nos subcasos

que envolvem a aplicacdo da técnica multigrid o estimador empirico ndo € recomendavel; pois
apresenta acurécia baixa e € pouco confidvel. Pode-se também observar na Fig. 6.9 o

comportamento apresentado pelos estimadores RBe FP a0 se utilizar a técnica multigrid.
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Figura 6.8 — Razdo de convergéncia para | (“4,"24) do subcaso 4.
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Figura 6.9 — Erro de iteracgo para | (4 ,%4) do subcaso 6.

6.4 CONCLUSAO

Quanto a eficiéncia do estimador empirico, para os subcasos 1 a 3 constatouse
comportamento semelhante aos casos anteriores, abordados nos Caps. 4 e 5. Ou sgja, existe
discordancia entre incerteza e erro somente nas iteragdes iniciais, Figs. 6.4 e 6.5. Sendo que, para
estes subcasos as “iteracles iniciais’ correspondem a uma faixa de no maximo 9% do ndmero
total de iteracBes envolvidas no cdculo. Para as demais iteracOes, verificou-se a eficiéncia do

estimador de erro quanto a sua acuracia e confiabilidade através de sua efetividade (q). O

método de previsdo da confiabilidade, secdo 3.6, apresentou bons resultados nestes subcasos. A
ocorréncia de faha na previsdo deu se pela influéncia dos erros de arredondamento.

Nos subcasos 4 a6 0 erro de iteragdo ndo apresentou comportamento monotdnico. Além
disso, apresentou valores negativos para ordem aparente (py) ndo somente nas “iteragOes
iniciais’. Portanto, nd0 se recomenda usar 0 estimador empirico em processos iterativos que

empreguem métodos multigrid.
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