Capitulo 7.

CASO 7: EQUACOESDE NAVIER-STOKES

Este capitulo trata de um problema de escoamento bidimensional isotérmico de fluido
incompressivel (Shih et al., 1989), governado pelas equacBes de Navier-Stokes. O modelo
numérico é constituido pelo método de volumes finitos, com aproximagdes numéricas de 2*

ordem através de diferenca central e malha uniforme.
7.1 MODELO MATEMATICO E SOLUCAO ANALITICA
O modelo matemético do caso 7 é dado por
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onde Bé um termo fonte imposto para obtencdo da solucdo anditica; definido no trabalho de
Shih et al. (1989). As condicdes de contorno usadas s&o do tipo Dirichlet:

u(0,y)=0 (7.4

u(x,0)=0 (7.5
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u(L,,y)=0 (7.6)
u(x, L,) =16(x* - 2x% +x?) (7.7)
v(x,0)=0 (7.8)
v(0,y) =0 (7.9)
v(L,y)=0 (7.10)
v(x,L,) =0 (7.11)

com o0 dominio de clculo D={0<x<L;;0<y<L,}, onde neste caso considerase um
dominio quadrado, ou sgja, L, =L, =1; r e m s30 constantes; u, ve p sdo as incognitas do
problema, sendo que, u e Vv representam as componentes do vetor velocidade nas direcOes x ey,
p éapressdo, X e y sA0 as varidvels independentes, as diregdes coordenadas.

A solucdo analitica exata do modelo matematico definido pelas Egs. (7.1) a (7.11), para
as varidveis dependentes (u, v e p) e nimero de Reynolds Re =1, é dada por (Shih et al., 1989)

u(x, y) =8(x* - 2x° +x?)(4y* - 2y) (7.12)

V(X,y) =-8(4x° - 6x>+ 2x)(y* - y%) (7.13)

p(x,y) =192 8%,2x5 - 05x* + lx3.:c—.)y + 8(4x3 - BX2+ 2X)(4)/3 - ZY) +
€ 3 o (7.14)

+ 32(x4 -2+ X )2( 4y° +2y* - 2y? )
Definindo-se a média da variavel dependentevem O£ X£ % e y=% por

%
M = ¢y(x, y)dx (7.15)

0
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sua solugéo andlitica exata €

M= (7.16)

7.2 MODELO NUMERICO

A solugdo numérica do modelo matematico definido pelas Egs. (7.1) a (7.11) é obtida
considerando-se (Malisca, 1995): método de volumes finitos, com aproximagdes numéricas de 2
ordem através de diferenca central, malha uniforme e arranjo co-localizado de varidveis. Neste
caso existe erro de discretizacdo. Portanto, para andlise dos erros de iteragcdo ndo séo
considerachs as solugdes analiticas, Egs. (7.12) a (7.16). Considera-se, entdo, a solucgéo iterativa
“exatd’ no limite do “erro de méquina’, ou sgja, a solucdo numérica obtida ao longo do processo
iterativo quando ndo se tem mais erros de iteracdo mas, apenas, erros de arredondamento.

Algoritmo do modelo numérico utilizado:

1) Estimativa dos campos das variavels dependentes.

2) Calcular coeficiente e termos fonte da variavel u.

3) Resolver o sistema de equactes para variavel u com o método MSI.

4) Repetir ositens 2 e 3 para variavel v.

5) Cacular asvariaveis u e v nas faces dos volumes de controle.

6) Calcular os coeficientes e termos fonte para avariavel p.

7) Resolver o sistema de equagdes para variavel p com o méodo MSI.

8) Corrigir asvariaveisu, ve p com a solugdo de p obtida no item 7.

9) Voltar ao item 2 até que algum critério de convergéncia seja satisfeito.

Observacoes:
i) Nos itens 3 e 4 sdo feitas no mé&ximo 5 iteracBes ou itera-se até a queda de uma ordem na
magnitude do residuo.
ii) No item 7 utilizaase no maximo 10 iteragdes ou itera-se até a queda de duas ordens na
magnitude do residuo inicia.
iii) Considerase uma iteraco externa a sequénciadositens 2 a 9.
iv) Para cada iteracdo externa repete-se umavez ositens6 a 8.
Em todas as simulagdes utilizou-se 0 método iterativo MSI (Schneider e Zedan, 1981) e a

condi¢do iniciad nula. O mé&odo MSI é um método quase direto, ou sgja, aquele em que com
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poucas iteracOes se obtém a convergéncia. Por outro lado, o esforgo computaciona por iteracéo,
€ bem superior aos demais métodos iterativos (Maliska, 1995). O nimero de iteracBes externas

(n) para obtencdo da solucéo numérica “exata’ € mostrado na Tab. 7.1.

7.3 RESULTADOSE DISCUSSOES

Neste caso, considerou-se quatro varidveis de interesse: os resultados numéricos de u, ve

p no ponto central da malha, isto &, (%4, %), V(%4,"4), p('%,%4) e a média da variavel

dependente v dada pela Eq. (7.15), M . As solugbes numéricas foram obtidas para malhas com
N? =162, 322 e64* volumes. Analogamente aos casos anteriores, em cada subcaso, Tab. 7.1, e
para cada variavel de interesse, foram analisados o resultado numérico (f ), seu erro de iteragao
(E(f ). estimativa do erro de iteracéo (U (f ,,)) , a razéo de convergéncia (y ), a ordem efetiva

(pe), aordem aparente (p,) e a efetividade (@) . Com a variagdo do nimero de volumes da
malha, foram determinados 3 subcasos que s80 mostrados na Tab. 7.1. O nimero de iteracOes
externas (n) em que se andisou 0 erro de iteracdo e a incerteza numérica foi obtido de acordo
com 0 seguinte critério de parada: queda minima de 7 ordens de grandeza na magnitude do

residuo adimensionalizado (R* ) (Kim et al., 1998), conforme descrito na secéo 2.3.3. O tempo
de CPU mostrado na Tab. 7.1 refere-se a estas iteragdes.

Tabela 7.1 Subcasos do Caso 7.
Subcaso Madha Iteragbes externas para IteracBes externas para Tempo de CPU
queda de 7 ordensem R* obtencdo da solugdo “exata’ 6]
1 16" 16 728 1889 11,01
2 32" 3R 1171 3999 53,20
3 64" 64 2160 5998 498,41

Nas Tabs. 7.2 a 7.5 50 mostrados os resultados numéricos obtidos para as quatro

varidveis de interesse ao final do processo iterativo, em todos 0s subcasos.
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Tabela 7.2 Resultados numéricos para - (%4, 24), Caso 7.

Subcaso exato numérico(f ) Ef,) uf.)
E(f,)
1 -2,436442230E01  -2,436442229E-01 -9,368000820E-11  1,004184820E+00
2 -2,483636535E01  -2,483636524E01 -1,118037996E09  1,000277942E+00
-2,495877767E01  -2,495877765E01 -2,180909897&10 1,041038090E+00
Tabela 7.3 Resultados numéricos para v(' , ) , Caso 7.
Subcaso exato numérico(f ) EC ) ue.)
E(f.)
1 9,264290573E-05  9,264292595E-05  -2,021014950E-11  9,881418986E 01
2 2,728542177E05  2,728540782E05 1,395702310E11 9,994393343E-01
3 7,097000028E06  7,096996659E-06  3,369877301E12  1,203608957E+00
Tabela 7.4 Resultados numéricos para p(' ,24), Caso 7.
Subcaso exato numérico(f ,,) E@ ) u(.,)
E(f.)
1 1,545591915E+00  1,545591916E+00  -7,184399742E10 1,013978569E+00
2 1,545434988E+00  1,545434985E+00  2,130740029E-09 1,026254886E+00
3 1,545337016E+00  1,545337015E+00  1,082719914E-09 1,096937015E+00
Tabela 7.5 Resultados numéricos para M , Caso 7.
Subcaso exato numérico(f ,) E(f ) U,)
E(f,)
1 9,406575851E 02 9,406575885E 02 -3,372797042E-10  9,932319883E 01
2 9,382148287E02 9,382148268E02 1,828833890E-10 1,001629684E+00
3 9,376739441E-02 9,376739437E02 4,250080843E11 1,006611077E+00
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Nas Tabs. 7.2 a 7.5, pode-se notar que para 0 subcaso 3, subcaso que envolve um maior
nimero de iteragBes externas, em todas as varidveis de interesse o estimador empirico apresentou
resultados confiaveis, isto é, q >1 ao fina do processo iterativo. Pode-se constatar também que
para as variaveis u('%,) e p(‘% ,4), Tabs. 7.2 e 7.4 respectivamente, a estimativa do erro é
confiavel em todos os subcasos.

Para avaridvel v(4,%4) a estimativa do erro ndo é confidvel nos subcasos 1 e 2, Tab.

7.3. Observouse que nestes subcasos a razdo de convergéncia y ) para v(%4,4) apresenta
oscilagOes nas iteragdes externas finais, Fig. 7.1, inclusive com y <1 em agumas dessas
iteragBes externas. Sendo que, para o subcaso 1 0 comportamento é semelhante.

Assm como nos casos anteriores, em todos os subcasos, Tab. 7.1, temse que a partir de
um determinado nimero de iteracOes externas iniciais as ordens efetiva () e aparente py)
tendem monotonicamente a ordem assintética (L), com o0 aumento do nimero de iteracOes
externas, Fig. 7.2 e Tab. 7.6. No entanto, constatou-se neste caso a ocorréncia de oscilagbes na
magnitude do erro numérico. Pode-se, entdo, notar na Fig. 7.3 o comportamento obtido para o
erro nUMErico e para sua estimativa. Para as demais variaveis e subcasos 0 comportamento é

semel hante.
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Figura7.1 — Razdo de convergéncia (y ) para V(4 ,"4) , subcaso 2, caso 7.
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Figura 7.2 — Ordem efetiva (pg) do erro e ordem aparente (py) daincertezade M parao
subcaso 3, caso 7.
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Figura 7.3 — Erro eincertezade M para o subcaso 3, caso 7.



Capitulo7. Caso 7 80

Para 0 subcaso 3 0 resultado obtido pela aplicacdo do método de previsdo da
confiabilidade da estimativa do erro, descrito na secdo 3.6, pode ser observado através do grafico

de confiabilidade mostrado na Fig. 7.4. Pode-se notar que para M 0 método de previsio néo
pdde ser aplicado em todas as iteragOes externas, \alor (0) no gréfico de confiabilidade, pois
nestas iteracdes externas p, <0 (Fig. 7.2). Constatou-se também que em todos os subcasos para
todas as varidveis de interesse a primeira iteracdo externa onde ocorre falha (-1) no método de
previsdo é a mesma iteragdo externa onde ocorre oscilagdo na magnitude da estimativa do erro,

devido ao efeito dos erros de arredondamento.
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Figura 7.4 — Gréfico de confiabilidade de M para o subcaso 3, caso 7.

Observa-se na Tab. 7.6 que arazéo de convergéncia (y ) e aordem aparente (py) variam
com o numero de volumes da malha. N& se pode afirmar com certeza se h4 mudanca nos
vaoresdey e p, paratodas as varidvels de interesse, pois pode-se ter influéncia dos erros de

arredondamento.
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Tabela 7.6 Razéo de convergéncia e ordem assintética para caso 7.

81

Subcaso Variavel y Py

1 w4, %) 1,036120005E+00 1,541005888E-02

1 (%%, %) 1,016553170E+00 7,130099206E-03

1 (4, 54) 1,015802199E+00 6,809148522E-03
21 2

1 M 1,014395257E+00 6,207209922E-03

2 w4, 5A4) 1,008815762E+00 3,811859153E-03
2y /2

2 V(%5 ,%4) 1,009482381E+00 4,098743285E-03

2 N 1,009284504E+00 4,013605391E-03

2 v 1,008817479E+00 3,812598191E-03

3 u(%,'%) 1,004591013E+00 1,989288579E-03

3 YO 1,005054655E+00 2.189679241E-03
21 /2

3 p(%%,4) 1,004469947E+00 1,936947299E-03

3 v 1,004600572E+00 1,993420959E-03

7.4 CONCLUSAO

Com a utilizacd do método iterativo MSI constatou-se que, para este caso, a magnitude

do erro de iteracdo apresentou oscilagdes nas iteraches iniciais, o que ndo havia ocorrido nos

Casos anteriores.

O estimador empirico apresentou comportamento semelhante aos casos anteriores, ou

sgja, existe discordancia entre incerteza e erro somente nas iteragdes iniciais, Fig. 7.3. Contudo, a

amplitude destas oscilacfes € mais significativa que a obtida nos casos anteriores. Para este caso

as “iteracOes externas iniciais’ correspondem a uma faixa de no maximo 17% do nimero total de

iteragBes externas envolvidas no calculo. Para as demais iteracOes, verificou-se a eficiéncia do

estimador de erro quanto & sua acurécia, no entanto ndo se mostrou confidvel para todas as

variaveis de interesse e em todos @& subcasos. Quanto a aplicacdo do método de previsdo da
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confiabilidade, secéo 3.6, foi constatado que a iteracdo externa em que ocorre a primeira falha na
previsdo (-1) coincide com a iteracdo em que ocorre oscilagdo na magnitude da estimativa do
erro de iteracdo devido aos erros de arredondamento.



