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RESUMO

O objetivo deste trabalho é aplicar a técnica multigrid em problemas de transferéncia de calor
buscando seu entendimento e aperfeicoamento. A técnica multigrid foi desenvolvida no final
da década de setenta para acelerar a convergéncia na obtencdo de solucdes aproximadas para
equacdes diferenciais utilizando vérias malhas, bastante abrangente diante dos varios métodos
numéricos conhecidos. Foram investigadas as principais caracteristicas e estruturas da técnica.
Tanto a parte tedrica como a aplicada trata de problemas lineares unidimensionais, porém,
fundamentos, conceitos e modelos podem ser estendidos para problemas nao-lineares e
problemas em dominios bidimensionais e tridimensionais. Ap0Os apresentacdo dos
fundamentos e conceitos, € apresentada a aplicacdo da técnica a equacdo de difusdo de calor
unidimensional com geracao de calor. Sdo apresentados algoritmos e o trabalho é finalizado
com resultados e analise de convergéncia em testes sistematicos com relacdo ao aumento do
ndmero de malhas, relagbes entre as malhas de 1:2 e 1:4, quantidade de iteracbes em cada
equacao nas fases de restricdo e prolongagéo, e precisdo alcangcada nas solugdes obtidas com o
aumento do numero de nés na malha mais fina. Os resultados apresentaram a relacéo entre as
malhas de 1:4 verificando a norma usada com reducdo do tempo de processamento da ordem
de 2 a 3 vezes quando comparado a relacéo de 1:2.

Palavras-chave: multigrid, técnicas iterativas, simulacdo numérica.
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ABSTRACT

The objective of this work is to apply the multigrid technique in heat transfer problems
searching knowledge and improvement of the technique. The multigrid technique was
developed in the end of seventies with the purpose of accelerating the convergence in
obtaining approximate solutions to diferential equations using several mesh levels, quite
general comparing with the others numerical methods known. The main characteristics and
structures of the technique were investigated. The theoretical part as the applied part were
developed to treat one-dimensional linear problems, but, the basis, concepts, and models can
be extended to nonlinear problems and problems in dominions of two-dimensions and three-
dimensions. After the presentation of the basis and concepts, the multigrid technique is
applied to one-dimensional heat diffusion equation with the generating of heat. The
algorithms are introduced and the work is finalized with the results and analyze of the
convergence in systematic tests with relation to the increase of the quantity of meshes,
relations between meshes of 1:2 and 1:4, quantities of iterations in each equation in the
restriction and prolongation phases, and the accuracy obtained in the solutions with the
increase of the number of nodes at the fine mesh. The results demonstrated the relation
between the meshes of 1:4 verifying the norm used with a reduction in time processing
around of 2 to 3 times when compared with the relation of 1:2.

Key-words: multigrid, iterative technique, numerical simulation.
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1 INTRODUCAO

Neste capitulo introdutdrio sdo apresentadas a origem da técnica multigrid,
a motivacdo de seu estudo, e sua classificacdo dentro do conjunto dos métodos

aproximados.

1.1 AEVOLUCAO DOS COMPUTADORES

Na década de sessenta o matematico Edward Lorenz utilizava um
computador Royal Macbee, barulhento, lento, sem capacidade de memoria, cheio de
fios e valvulas que ocupavam quase todo o escritorio. Operando com um modelo
matematico baseado em 12 equagdes da mecanica, Lorenz realizava seus ensaios
meteorologicos muito longe de serem previsdes do tempo.

Hoje mais de 40 anos se passaram, apesar de toda a evolug¢do das tltimas
décadas, com processadores de até 4.0 GHz nas vitrines das lojas de informatica,
ainda ha grandes obstaculos no tratamento de problemas mais complexos, que
envolvam um grande ntimero de variaveis, com precisdo, tempo de processamento e
custo satisfatorios. Percebe-se cada vez mais que paralelamente a criagdo de novos
processadores, mais rapidos, com maior capacidade de processamento, estd a
necessidade do desenvolvimento de novas técnicas para resolucdo de equacoes
diferenciais. Novos algoritmos, cuja eficiéncia esta na velocidade de convergéncia e

na sua abrangéncia diante dos varios métodos numeéricos e classes de problemas.

1.2 DESENVOLVIMENTO HISTORICO DAS ESTRATEGIAS MULTIGRID

A técnica multigrid nasceu da necessidade de se reduzir o tempo de
processamento na obtencdo de solucdes numéricas para equagdes diferenciais e

integrais. O primeiro a produzir um algoritmo utilizando a técnica foi Fedorenko



(1964). O trabalho foi generalizado para uma discretizacdo em diferengas centrais
para uma equacdo diferencial parcial eliptica linear geral por Bachvalov (1966). O
trabalho teorico foi pessimista € o método ndo foi colocado em pratica naquele
tempo. Os primeiros resultados praticos foram reportados por Brandt (1973), o qual
publicou um outro artigo em 1977. O método multigrid foi descoberto
independentemente por Hackbusch (1976), quem firmou os fundamentos
matematicos (Hackbusch 1978,1980,1981).

Hoje se reconhece que a técnica ¢ muito mais ampla do que se imaginava
originalmente, tendo sido empregada em aplicagdes nas areas da teoria de controles,
otimizagdes, reconhecimento de padrao, reconstru¢do de imagens em ressonancia

magneética e tomografia computadorizada, fisica da particula.

1.3 METODOS NUMERICOS

O Analista numérico segundo Maliska (1995), dispde de trés ferramentas

para abordar um determinado problema:

1 - métodos analiticos;
2 - métodos numéricos;

3 - experimentagdo em laboratorio.

Os meétodos analiticos devido a grande dificuldade de se encontrar a
solucdo analitica de um problema tornam-se muito restritos, pois, para a obtencao de
uma solucdo para uma equagdo diferencial ou integral que representa
matematicamente o problema real, na maioria das vezes, ¢ impraticavel. Apenas
mudando o problema real para um problema mais simples aplicando hipoteses

simplificadoras e resolvendo analiticamente a equacdo deste modelo simplificado ¢



que resultard em uma solu¢do, a qual podera nao ser condizente com a realidade
dependendo do problema.

A experimentacdo em laboratorio tem a vantagem de tratar o problema
real, obtendo solucdes muito proximas da realidade, de acordo com os critérios
adotados para o experimento. Porém, o que restringe esta pratica € o alto custo para
se criar um ambiente, um protdtipo e tudo mais que necessita o experimento.

Hoje com a capacidade de memoria e velocidade de processamento dos
computadores mais modernos, os métodos numéricos ou métodos aproximados
constituem uma extraordindria ferramenta para resolver praticamente qualquer
equacao diferencial ou integral com baixo custo de aplicacdo. Existe uma grande
variedade de métodos numéricos, muitos foram criados através dos mesmos
principios e possuem algumas caracteristicas exclusivas. Para cada tipo de problema
se apresenta um método mais adequado.

Os métodos numéricos mais conhecidos sao:

1 - método dos elementos finitos;

2 - método das diferengas finitas;

3 - método dos volumes finitos;

4 - método dos elementos de contorno.

Nao ¢ simples, em poucas palavras, apresentar uma classificacdo geral
para os metodos numéricos. A classificagdo dos métodos aproximados que se
encontra no livro do Brebbia et al.(1984) deve ser considerada como apropriada.

A técnica multigrid ou a estratégia multigrid pode ser empregada com
qualquer um dos métodos numéricos citados acima. Neste trabalho de dissertacao
apresenta-se apenas a técnica aplicada com o método das diferengas finitas pela
facilidade de apresentagdo.

O trabalho foi desenvolvido tratando problemas unidimensionais, com o



objetivo de apresentar, de forma didatica e estruturada, os fundamentos da técnica
multigrid, podendo os conceitos e fundamentos apresentados ser facilmente
estendidos para outros dominios. Foram desenvolvidos algoritmos para um
problema linear embora os mesmos possam ser adaptados e utilizado em problemas
ndo lineares com performance proxima do método multigrid conhecido por FAS

(Full aproximation scheme) desenvolvido para problemas nao-lineares.



2 METODO DAS DIFERENCAS FINITAS

A técnica multigrid é uma técnica iterativa, logo trabalha com equagdes
discretizadas. Neste capitulo sdo apresentados o método das diferengas finitas, o
qual ¢ utilizado para se encontrar as equagdes nas suas formas discretizadas, € o
método iterativo conhecido por Gauss-Seidel, o qual pode ser aplicado na técnica

multigrid.

2.1 DISCRETIZACAO DA EQUACAO DIFERENCIAL

A tarefa dos métodos numéricos € resolver sistemas de equacdes
diferenciais que representam matematicamente o problema em estudo. O primeiro
passo ¢ substituir a equacao diferencial por uma expressao algébrica que contenha a
fun¢do incognita. Para tanto, divide-se o dominio em subdominios ou elementos e
substituem-se as derivadas da equagdo diferencial por equagdes algébricas que
podem ser obtidas de varias maneiras, por exemplo, através de séries de Taylor
como apresentados no livro do Maliska (1995) e no livro do Ferziger et. al.(2002),
ou através das aproximacgdes das derivadas apresentadas no livro do Incropera et. al.
(1992).

Considere a seguinte equacao diferencial do problema de conducdo de
calor em regime permanente unidimensional com geragao de calor,

d 2
d12+3=0 2.1)

onde, T ¢ a temperatura, € S é o termo fonte, o qual representa o quociente da taxa

de geracdo de calor e a condutividade térmica do material. Usando séries de Taylor



em torno de i de acordo com a figura 2.1, os valores da temperatura em i+1 ¢ i-1

podem ser calculados por:

oT O'T| Ax* 8T ax?
T. = T + — AX + + + ot
i+1 i 8X i 6X2 i 2' 8X3 ‘i 3' (22)
Gl OT| AC 8T A
T, =T - &iAx + o 3 - 5X3‘i 3 ot 03
i-1 i i+]

A
A 4
A
A 4

FIGURA 2.1 — DISCRETIZAGCAO UNIDIMENSIONAL.

Das equagdes 2.2 e 2.3 ¢ possivel encontrar as aproximacdes numéricas das

derivadas parciais. Usando estas equacoes, obtém-se, respectivamente,

ot T. T,
al T a oW o
oT T -T._
&i } AX St O(AX) (23)

As equacodes 2.4 e 2.5 sdo as aproximagdOes numericas, para frente e para tras, da

derivada de primeira ordem. Somando a Eq. (2.2) com a Eq. (2.3), se obtém:



Pl =2l O(Ax)’ 2.6)

i+1

ox: AX?

o°T T

A equacdo 2.6 ¢ a aproximacdo numerica para a derivada de segunda ordem em
diferencas centrais. Neste caso o erro de truncamento ¢ da ordem de (AX)(Z) .

Finalmente com as aproximacgdes ja substituidas chega-se a equacao (2.1)
na sua forma discretizada,

Ti+1 +Ti—1 B 2Ti _
A +S =0 .7)

Existirdo tantas equagdes quanto o numero de nos. Para resolver este

sistema de equagoes serd utilizado um método iterativo, a seguir descrito.

2.2 METODOS ITERATIVOS

Os métodos iterativos sdo aplicados as equagdes discretizadas, comegam
com uma aproximacao inicial da solu¢do em cada ponto e tentam melhorar os
resultados em cada iteragao sucessivamente. Existem muitos métodos iterativos o
livto do Tannehill et. al. (1997) apresenta varios deles. Serd apresentado neste
trabalho apenas o método desenvolvido por Carl Friedrich Gauss (1777-1855) e
Philip Ludwig von Seidel (1821-1896), método conhecido por Gauss-Seidel,
apresentado também no livro do Kolman (1998).

Reescrevendo a Eq.(2.7) tem-se:

(Aiz ]T‘ ) u@jﬂ“ ) (ALZJTH - © -

A partir da equagdo (2.8) obtém-se um sistema de equagdes onde cada

linha corresponde a equacao para cada n6 da malha



a T, ra.T.rasT:tA +anTy= S,
T taxl.tasT ;A +anTyv= S,
\ A \ \ A )\
auT tanT + awuT ;A +awT = Sy (2.9)

onde, as grandezas g,.Q,,-K.S,.K sdo coeficientes e constantes conhecidos que
envolvem as grandezas Ax, e S.

Definindo por T a solucdo exata para o sistema, € por V uma aproximacao
para a solugdo exata. Tanto T como V, representam vetores, enquanto os jth
componentes destes vetores sdo denotados por Tj e V;.

Representando o sistema 2.9 por:

AT=S

Uma medida de v como aproximacao para T, ¢ o erro, e ¢ dado simplesmente por

e=T-vV (2.10)

Os paragrafos seguintes fazem uma explanacdo sobre as origens do erro
numérico, sao uma adapta¢do do texto elaborado por Martins(2002).

A diferenca entre a solugdo analitica exata de uma variavel de interesse ¢ a
sua solugdo numérica ¢ denominada por Ferziger e Peric (1999) de erro da solugdo
numérica, ou simplesmente, erro numérico. O erro numérico ¢ causado por diversas
fontes de erro, que podem ser classificados por erros de truncamento, erros de

iteracdo, erros de arredondamento e erros de programagao.



- Erros de truncamento:

Dado um modelo matematico, ¢ comum substitui-lo por um modelo
numeérico. A maioria dos modelos numéricos envolve o truncamento, que nada mais
¢ do que o modelo original definido de tal forma que todas suas partes possam ser
calculadas em um namero finito de passos. O erro que ocorre ao se truncar um
processo infinito ¢ chamado erro de truncamento.

- Erros de Arredondamento:

Um namero pode admitir varias representagdes, mas normalmente
adota-se uma sucessao de racionais que sao multiplos de uma poténcia de 10 (base
decimal), ou seja, utiliza-se notag¢do cientifica. No caso da notacdo cientifica, um
numero representa-se através do sinal, da mantissa e do expoente, na base decimal.
Os digitos variam entre 0 e 9, mas o primeiro digito da mantissa deve ser diferente
de zero (o nimero zero € representado a parte). Mas, a menos que se esteja de posse
de uma maquina com memoria infinita, a representacdo de um nimero deve ser
finita, pelo que, conseqiientemente obriga-se a considerar um numero finito de
digitos na mantissa e uma limitacao nos valores dos expoentes admitidos.

Os erros de arredondamento sdo os erros que ocorrem principalmente
devido a representacao finita dos nimeros reais nas computacoes. Eles dependem do
compilador (software) usado para gerar o codigo computacional ¢ do computador
(hardware) empregado em sua execugao.

- Erros de Programacéo:

Nao basta desenvolver o programa para resolver um dado problema,
deve-se analisar se a solucdo estd correta. Muitos erros podem ocorrer durante o
desenvolvimento de um programa. Esses erros podem ocorrer por um mau
entendimento dos elementos da linguagem utilizada ou at¢ mesmo por descuido.
Uma maneira de se evitar esse tipo de erro ¢ efetuar testes para detectar erros no

programa.



- Erros de Iteracéo:

De acordo com Ferziger e Peric (1999), considerando-se uma determinada
variavel de interesse, o erro de iteracdo ¢ a diferenca entre a solugdo exata das
equacdes discretizadas e a solugdo numérica em uma determinada iteracgdo,
admitindo-se que a solucdo exata seja Unica.

Entre outros, alguns fatores que geram erros de iteragdo sao:

1) O emprego de métodos iterativos para resolver as equacdes
discretizadas, ou o sistema de equagdes algebricas;

2) O uso de métodos segregados na obtencdo da solucdo de modelos
matematicos constituidos por mais de uma equacao diferencial;

3) A existéncia de ndo-linearidades no modelo matematico.

O método de Gauss-Seidel pode ser aplicado tal como apresentado no livro

do Incropera et.al.(1998):

1 - Na medida do possivel, as equagdes devem ser reordenadas de modo
que os elementos da diagonal principal tenham modulos maiores que outros
elementos da mesma fileira. Isto ¢, a seqiiéncia de equagdes desejavel deve propiciar

, K, , K, ; € assim sucessivamente.

auDackasK Jank lamplaskla.dk a..

2 - Depois de reordenar cada uma das N equagdes, elas se escrevem de
forma explicita na temperatura associada ao seu elemento diagonal. Cada

temperatura no vetor solucdo terd entdo a forma
i—1 N
®) Adjj— ) Aij— -1
T =221, 2T, (2.10)

_G
di i~ di =+ A
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onde i=1,2,n ,N. O indice superior K refere-se a etapa da iteragao.

3 - Para cada temperatura T, admite-se um valor inicial (k = 0).
Os calculos posteriores reduzem-se bastante mediante uma escolha inicial

baseada em estimativas razoaveis.

4 - Calculam-se entdo novos valores de T, pela substituigdo dos valores
admitidos inicialmente (kK = 0), ou de novos valores de T, (k = 1), no segundo

membro da Eq. 2.10. Esta etapa ¢ a primeira iteragdo (k=1).

5 - Mediante a Eq. 2.10, o procedimento de iteragdo continua pelo célculo
dos novos valores de T?k), a partir dos valores de Ti(k)da iteragdo em curso, onde

1< j<i-1 edos valores T(jkfl) da iteracao anterior, onde i+1< j<N.

6 - A iteragdo termina quando se satisfaz a um critério de convergéncia

previamente aceito. O critério pode exprimir-se como
() e (kD)
T -T. <e (2.11)
onde, € representa a incerteza aceitavel na temperatura.

7 - O método iterativo Gauss-Seidel nem sempre converge para a solucao,

considerando o sistema linear Au=d, uma condicao suficiente para a convergéncia ¢:

apXla] asism (2.12)

J#i

Ou seja, a matriz A tem que ser diagonalmente dominante.
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3 ATECNICA MULTIGRID

No capitulo anterior foi apresentado o método iterativo Gauss-Seidel, neste
capitulo sdo apresentados os fundamentos da técnica multigrid. O efeito da aplicagdo
de Gauss-Seidel sobre o erro nas malhas refinadas e nas malhas mais grosseiras, as
fases de restricdo e prolongacdo, como Gauss-Seidel ¢ aplicado nestas fases, € os
quatro parametros que mais afetam o tempo de processamento (Minkowycz

et.al.,1988; Fletcher, 1997; Hirsch, 1988; Roache, 1998; Briggs et.al.,2000).

3.1 FUNDAMENTOS

Multigrid ¢ uma técnica iterativa que demanda menor tempo de
processamento que outras técnicas quando aplicada a resolugdo de equagdes
diferencias. Pode ser utilizada para tratar de problemas lineares e nao lineares, e
pode ser implementada utilizando um método iterativo qualquer. Utilizar-se-a neste
trabalho apenas o método iterativo conhecido por Gauss-Seidel. A técnica multigrid
pode ser utilizada também com qualquer um dos métodos numéricos citados no item
1.3.

Os métodos iterativos como Gauss-Seidel possuem a propriedade de em
poucas iteracdes removerem os componentes de alta freqiiéncia do erro
transformando-o em uma fungdo suave como apresentado na figura 3.1. Este

processo chama-se smoothing.
Ao longo do texto utilizaremos a palavra erro se referindo ao erro de

iteracao.
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A Erro

Erro apos algumas iteragdes
/ com Gauss-Seidel

»

»” X

Figura 3.1 Smoothing do erro apds algumas iteragdes (Hirsch, 1988)

ApoOs algumas iteragdes o erro se torna uma funcdo suave com
componentes de baixa freqiiéncia de erro. A remog¢dao dos componentes de alta
freqiiéncia ¢ rapida e demanda poucas iteragdes em um método iterativo, o que nao
ocorre com os componentes de baixa freqiiéncia de erro.

Pode-se verificar as afirmagdes dos pardgrafos anteriores sobre a remogao
dos componentes de baixa e alta freqiiéncia de erro considerando um problema
tedrico unidimensional, o qual ¢ representado pela equagdo discretizada

3.1(adaptacao do livro do Briggs et.al., 2000).

_Uj71+2uj'_Uj+1:0 (3.1)

Com as seguintes condi¢des de contorno de primeira espécie:

Uy =Uy =0

Onde, I<j<N-I.
A razdo para se utilizar este problema ¢ que a solu¢ao exata ¢ conhecida
(u=0) e o erro em uma aproximacao V € simplesmente —V.

Os vetores ou modos de Fourier sdo calculados pela seguinte equacao:

13



ijsin(Jf—ﬂ), 0<j<n, 1<f<n-1 (3.2)
n

Onde j esta relacionado a um no especifico na malha unidimensional, ¢ o inteiro f
esta relacionado a freqiiéncia da sendide. Para cada f obtém-se um vetor v ¢ estes sdo
chamados de modos de freqiiéncia ou modos de Fourrier. A figura 3.2 apresenta as
curvas dos modos de freqiiéncia para f = 1, f = 2 e f = 4 as quais servirdo como
primeiras aproximacoes no processo iterativo.

O erro ¢ também um vetor e sua magnitude pode ser medida por qualquer norma
vetorial. As normas mais comuns utilizadas para este propdsito sdo a norma maxima
(ou infinita) e a Euclidiana, definadas, respectivamente por

1/2

N >
2 €] (3.3)
=

= max
w 1<j<N

e

ej‘ c He 2 -
A norma que se ajusta melhor aos propositos deste trabalho e serd utilizada em
todas as aplicacdes serd a norma maxima.

Utilizando Gauss-Seidel com a norma maxima do erro, pode-se apresentar
através da figura 3.3, o grafico do erro versus o nimero de iteracdes para as
aproximacoes iniciais com f= 1, 2 e 4. Quando se aplica f =1, a curva ¢ suave com
baixa freqiiéncia, o que torna lenta a convergéncia em um método iterativo. Para f =
4 a freqiliéncia € maior a curva € mais oscilatoria o que torna a convergéncia atraves
de um método iterativo mais veloz como mostra a figura 3.3 para f=4.

Como um componente de baixa freqiiéncia de erro em uma malha refinada
se torna um componente de alta freqiiéncia de erro em uma malha mais grosseira, ¢
uma boa id¢ia utilizar malhas mais grosseiras para remover os componentes de baixa
freqiiéncia de erro e propagar a informagdo do contorno através do dominio mais

rapidamente, e utilizar malhas mais refinadas para melhorar a precisao.
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FIGURA 3.2 MODOS DE FREQUENCIA PARAF =1, 2 E 4.
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FIGURA 3.3 GAUSS-SEIDEL UTILIZANDO COMO APROXIMAGCAO INICIAL MODOS DE FREQUENCIA
PARAF =1, 2 E 4.

Para se obter o0 maximo de vantagem da técnica multigrid, varias malhas
devem ser utilizadas. Normalmente o tamanho dos elementos contidos nas malhas ¢
aumentado por um fator dois a cada nivel de malha que se acrescenta. Para muitos
problemas pode-se trabalhar com o nimero de malhas de maneira que a malha mais

grosseira contenha um no interno.
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As figuras 3.4 e 3.5 ilustram a aplicag@o da técnica multigrid na resolucdo

da equagao 3.1 utilizando 2 e 4 malhas respectivamente.

0.1 - —
\ i
\\ f =4 I
001 | T
T~
\,,

o 0001 ~
LE T
0.0001

18005 ™10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
CICLOS

FIGURA 3.4 MULTIGRID COM 2 NIVEIS DE MALHAS UTILIZANDO COMO APROXIMAGAO INICIAL
MODOS DE FREQUENCIA PARA F =1, 2 E 4.

1 f=1
f=2
f=4
0.1
0.01
°  0.001
(0
0.0001

18005 ™10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
CICLOS

FIGURA 3.5 MULTIGRID COM 4 NIVEIS DE MALHAS UTILIZANDO COMO APROXIMAGAO INICIAL
MODOS DE FREQUENCIA PARA F =1, 2 E 4.
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A figura 3.6 representa os modos de freqiiéncia de erro para uma malha

refinada e uma malha mais grosseira.

FIGURA 3.6 MODOS DE FREQUENCIA EM UMA MALHA UNIDIMENSIONAL (HIRSCH, 1988)

Considerando o problema unidimensional correspondente a equagao 2.1,
sdo apresentados a seguir os fundamentos da técnica multigrid, adaptando texto do

livro do Tannehill et. al. (1997). Definindo por L o operador numérico tem-se que,

:Ti+1+Ti—1_2Ti (3.4)

LT, (AX)

O residuo R ¢ definido como sendo o nimero que resulta da equagdo
diferencial 2.1, quando avaliada para uma solugdo intermediaria. Portanto para a

presente aplicacdo tem-se:

R=LT:+S (3.5)
Onde ¢ entendido que na convergéncia, Rj=0. Considerando a solugdo final

17



convergida da equagdo diferencial 2.1 por T; e definindo as corregdes AT por

Ti=AT{+TK (3.6)

onde, o sobrescrito K representa o nivel de iteracdo. Portanto a correcdo € o valor que
deve ser adicionado a solucdo intermedidria para obtencdo da solucdo final

convergida. Desde que a equacgao a ser resolvida ¢

LT+ S =0
¢ possivel escrever que:
LAT +LT:+S =0 3.7
Mas pela Eq. 3.5 tem-se:
R=LT/+S
Portanto,
LAT +R,=0 (3.8)

A equagdo 3.8 pode ser resolvida iterativamente para o AT; utilizando
Gauss-Seidel. Se R; for mantido fixo, as iteracdes convergirdo gerando valores
finitos para o AT os quais podem ser adicionados ao Tt( em Rj para se obter o
valor final para a solucao.

As malhas mais grosseiras sao usadas apenas para obter corregdes para as

malhas mais refinadas.
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3.2 A TECNICA MULTIGRID UTILIZANDO DOIS NiVEIS DE MALHAS

De acordo com as equagdes fundamentadas no item 3.1 sera apresentado o
seguinte procedimento adaptado do livro do Tannehill et. al.(1997) para obtencao de
uma solucao aproximada para o problema definido no item 2.1 utilizando dois niveis
de malhas:

Etapa 1: Utilizando Gauss-Seidel, faga K itera¢cdes na malha mais refinada,

a malha definida por N nos, resolvendo a Eq. 2.7 para a incognita T;.

Etapa 2: Se a solugdo ndo convergir apds K iteragdes calcule e armazene o

residuo em cada ponto da malha utilizando a equagao 3.5.

Etapa 3: Utilizando um operador de restricao, injete os residuos calculados
na etapa anterior (malha 1) para a malha mais grosseira (malha 2) como mostra a

figura 3.7.

Malha 1 I I I I I

Malha 2 ; | |
j-1 J i+l

FIGURA 3.7 INJECAO DO RESIDUO CALCULADO NA MALHA 1 PARA MALHA 2.

Etapa 4: Reescrevendo a Eq. 3.8 chega-se na forma residual da equacao de

Poisson unidimensional (Eq. 2.1):
L(ATi):_Ri (3.9)
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Resolva a Eq. 3.9 na malha 2 para as corre¢cdes usando zero como

aproximacao inicial, utilize Gauss-Seidel com K iteragdes.
Etapa 5: Interpole as corregdes calculadas nos noés da malha mais grosseira

(malha 2) para a malha mais refinada (malha 1) usando um operador de prolongagao

como mostra a figura 3.8.

Malha 1 | | | | |

Malha 2 | | |
j-1 jt1

—

FIGURA 3.8 INTERPOLACAO DAS CORREGCOES CALCULADAS NA MALHA 2 PARA A MALHA 1.

Etapa 6: Adicione as corre¢des calculadas nos no6s da malha mais grosseira

(etapa 4) as solugdes intermedidrias obtidas na etapa 1.

Apos concluir a etapa 6 executa-se a etapa 1 novamente e verifica-se a
convergéncia, caso ndo seja satisfeita inicia-se um novo ciclo partindo da etapa 2,
injetando os novos residuos para a malha mais grosseira e seguindo para as etapas
posteriores.

O procedimento acima pode ser representado através do seguinte

algoritmo:
k

DT,
)LT +S =R,
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MR

1

HLA(T )= R
5)I12A(T2)ik

6) T\~ AT ) +T!

Onde,

I — representa o operador de injecdo com o subscrito indicando o nivel de
origem e o sobrescrito indicando o nivel de destino.

R — representa o residuo calculado com o sobrescrito indicando o nivel
onde foi calculado e o subscrito indicando o né onde foi calculado.

A(T,)" — representa a corre¢io calculada na malha 2 com o sobrescrito k
indicando o numero de iteragdes para obtengdo de A(Tz)ik e o subscrito indicando o

no onde foi calculada.
3.3 UTILIZANDO VARIOS NIiVEIS DE MALHAS

3.3.1 RESTRICAO E PROLONGACAO

A passagem na marcha de calculo de uma malha mais refinada para uma
mais grosseira, ou seja, com menor numero de nos, ocorre na fase conhecida por
restricdo. A passagem dos célculos de uma malha para outra mais refinada ocorre

na etapa de prolongacao.
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FIGURA 3.9 DESLOCAMENTO ENTRE MALHAS EM UM ESPACO BIDIMENSIONAL(LIOEN,1985)

A seqiiéncia de restri¢des e prolongagdes adotadas na marcha de célculo
recebe o nome de ciclo. O ciclo que ¢ investigado no decorrer deste trabalho serd o
ciclo-V (Tannehill et. al.,1997; Wesseling, 1991).

O ciclo-V recebe este nome devido a seqiiéncia de restricdes e
prolongagdes. Inicia-se na malha mais refinada e restringe a marcha de célculo para
a proxima malha gerada, mais grosseira, e assim sucessivamente até chegar na
ultima malha mais grosseira. Em seguida, retorna para a proéxima malha mais

refinada e assim sucessivamente até chegar na ultima malha mais refinada.

3.3.2 OPERADORES DE RESTRICAO E PROLONGACAO

Os operadores de restrigdo e prolongacdo devem ser modelados de forma
que quando injetem e propaguem residuos e corre¢des verifiquem a norma com o

menor tempo de processamento possivel. O operador de restricdo ¢ um operador de
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injecdo, sua fung¢do ¢ injetar residuos calculados em uma malha refinada para a
malha mais grosseira, ou seja, com menor niumero de elementos. Neste trabalho
foram estudadas duas formas de realizar a injecdo no caso unidimensional.
Definindo por Gm'1 uma malha fina e por (3"a proxima malha gerada mais
grosseira ¢ considerando relagdo entre as malhas 1:2 ou seja um elemento h
pertencente a (3" terd o dobro da dimensio de um elemento |y pertencente a malha
Gm_] , cada residuo R, injetado em G" tem sua origem no residuo calculado na
malha Gm_' no n6 i onde a relagdo entre os nos das duas malhas ¢ i=2*j —1, como

ilustrado na figura 3.10.

—

—
+

—

Gm—l 1-1

G" | | |

j-1 j j*l

FIGURA 3.10 MODELO DE INJECAO (RESTRIGCAO) PARA MALHAS UNIDIMENSIONAIS

Outra forma de realizar a inje¢do seria semelhante a do paragrafo anterior

porém injetando a média aritmética dos trés residuos i-1, i e i+1 pertencentes ao
-1 ~

G como mostra a figura 3.11, para uma relagio entre as malhas de 1:2, e a figura

3.10, para a relacao de 1:4.
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G™! | | | | |

G | | |
j-1 ] j+1

FIGURA 3.11 MODELO DE INJEGAO (RESTRICAO) PARA MALHAS UNIDIMENSIONAIS UTILIZANDO A
MEDIA DOS RESIDUOS, RELAGAO ENTRE AS MALHAS 1:2.

j-1 ] j+1

FIGURA 3.12 MODELO DE INJEGAO (RESTRICAO) PARA MALHAS UNIDIMENSIONAIS UTILIZANDO A
MEDIA DOS RESIDUOS, RELACAO ENTRE AS MALHAS 1:4.

O operador de prolongacdo interpola as corre¢des calculadas em uma

. -1 , .
malha (5" para uma malha mais refinada (3" . Para este operador também existem
varias formas de se executar a interpolagdo. Nos casos onde se esteja aplicando a

relacdo de 1:2 entre as malhas, a maneira mais eficaz € a apresentada na figura 3.11.
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j+1

—

j-1

FIGURA 3.13 MODELO DE INTERPOLAGAO (PROLONGAGAO) PARA MALHAS UNIDIMENSIONAIS,
RELAGAO ENTRE AS MALHAS DE 1:2.

Quando aplicada a relagdo de 1:4 entre as malhas, ¢ possivel apresentar
dois modelos diferentes. O primeiro modelo interpola a média ponderada das
correg¢des calculadas em um elemento pertencente a G , para os nos do elemento

m-1
pertencente a G :

AR

FIGURA 3.14 MODELO DE INTERPOLAGCAO (PROLONGAGAQ) PARA MALHAS UNIDIMENSIONAIS PELA
MEDIA PONDERADA DAS CORRECOES NO ELEMENTO, RELACAO ENTRE AS MALHAS DE 1:4.

Um segundo modelo que pode ser empregado prolonga as corregdes de
forma que a corregdo calculada em uma malha (3", identificada pelo indice j, sera
interpolada para os nos identificados pelo indice i pertencentes a malha G”H (malha

mais refinada) seguindo a relagdo entre i ¢ j definida do seguinte modo:
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i =4%2 = AT,=AT,
i =4%3 = AT,=AT,
i =4%4 = AT,=AT,
=451 = AT, =(AT,+AT .)+2

para 1< j <N, onde N ¢é o nimero de elementos de G™ ¢ AT; ¢ a corregdo no no i.

3.3.3 RELACAO ENTRE AS MALHAS

A relacdo entre as malhas supondo que as mesmas sejam fixas, ¢ definida
como sendo a relagdo entre a dimensao de um elemento em uma malha refinada e a
dimensdo de um elemento em uma malha mais grosseira gerada da primeira. Por
exemplo, a relacdo 1:2 significa que um elemento que possui dimensdo A em uma
malha tera dimensdao 2A na malha seguinte gerada, mais grosseira. A técnica
multigrid possibilita que se utilizem quaisquer relagdes entre as malhas, como por
exemplo, 1:3, 1:4, 2:3.

A relacdo de 1:4, que ¢ pesquisada neste trabalho, ndo ocupa tanta
memoria do computador para armazenamento de residuos e correcdes quando
comparada a relacdao de 1:2. Por exemplo, utilizando o nimero maximo de malhas
que podem ser gerados a partir de uma malha com 1024 elementos, temos na relagao
1:2 a quantidade de 10 malhas e na relacdo 1:4 a quantidade de 5 malhas. As

quantidades de nos em cada malha sdo apresentadas na tabela 3.1.
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Relacéo de 1:2 Relacéo de 1:4
Malha 1 1025 nésjMalha 1 1025 nés
Malha 2 513 n6sjMalha 2 257 noés
Malha 3 257 n6sjMalha 3 65 nos
Malha 4 129 n6s|Malha 4 17 nés
Malha 5 65 nos|Malha 5 5 nés
Malha 6 33 nos
Malha 7 17 nés
Malha 8 9 nds
Malha 9 5 nés
Malha 10 3 nés

TABELA 3.1 QUANTIDADE MAXIMA DE MALHAS GERADAS COM AS RELACOES ENTRE AS MALHAS 1:2
E 1:4.

3.3.4 AUMENTO DA QUANTIDADE DE MALHAS

A técnica multigrid pode ser aplicada utilizando tantas malhas quantas
forem possiveis de serem geradas por uma malha original. A ordem de visitagao
destas malhas pode ser fixa ou adaptativa. Fixa caso se defina com antecedéncia a
ordem de restrigdes e prolongagdes formando uma seqiiéncia fixa ou ciclo. Como
por exemplo sdo apresentados, na figura 3.15, os ciclos para duas e quatro malhas,
onde conforme ilustrado S é a inicial de smoothing, ou seja, a aplicagdo de um
método iterativo e transferéncia do problema para outra malha, E ¢ a inicial de exata
significando a obten¢do da solu¢do exata e y representa o numero de ciclos-V

internos. Na figura 3.13 constam os ciclos mais comuns que ¢ o ciclo-V e o ciclo-W.
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FIGURA 3.15 CICLOS MULTIGRID

As seqiiéncias adaptativas sdo dependentes dos resultados de cada etapa de
restricdo ou prolongacdo, a partir do resultado o algoritmo define-se qual serd a

proxima etapa do ciclo. Estas seqiiéncias nao serdao abordadas neste trabalho.

3.3.5 CICLO-V

O ciclo mais simples utilizando mais de duas malhas ¢ o ciclo-V. Inicia-se
na malha mais refinada e segue-se restringindo até a malha mais grosseira, em
seguida prolongam-se as corre¢des retornando até a malha mais refinada.

O aumento do numero de malhas ¢ limitado de acordo com a relacdo entre
as malhas como foi apresentado no item 3.3.3. Por exemplo, no caso de uma malha
unidimensional com 1024 elementos, a quantidade maxima de malhas obtidas
fixando a relacao entre as mesmas em 1:2 serd de 10 malhas, tendo um n6 interno na
malha mais grosseira. No caso da relagdo entre as malhas ser de 1:4, a quantidade

maxima de malhas serd 5, tendo 3 nds internos na malha mais grosseira (tabela 3.1).
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O aumento na quantidade de malhas estd diretamente ligado ao aumento na
velocidade de convergéncia na técnica multigrid, basta aumentar uma malha e o

efeito serd o aumento da velocidade de convergéncia.

3.3.6 QUANTIDADE DE ITERACOES INTERNAS

Em um algoritmo multigrid trabalhando com o ciclo-V, ocorrerao
processos iterativos em diferentes niveis, as alteracdes na quantidade de iteracdes
internas afetam o tempo de processamento, logo deve-se investigar qual sera a
melhor seqiiéncia de iteragdes. Procura-se otimizar o algoritmo analisando quantas
iteragdes sao necessarias nas malhas mais refinadas e nas malhas mais grosseiras e
aplicar valores de k diferenciados para cada equagdo. Em geral para aplica¢des
utilizando a relag¢do entre as malhas de 1:2, como os valores de k sdo baixos pode-se
adotar um valor K para todas as equagoes.

A relagdo entre as malhas de 1:2 apresenta convergéncia
independentemente do nimero de iteragdes internas com relacao a incognita ou com
relagdo as corregdes. O mesmo nao ocorre alterando a relacdo para 1:4. Nesta
relagdo, dependendo do nimero de iteracdes internas adotadas nas etapas de
restricdo e prolongacgdo, se estes valores estiverem abaixo de um minimo ocorrera
divergéncia. Este fato se deve a diferenca entre a quantidade de nds em uma malha
refinada e a proxima malha mais grosseira gerada, a qual terd um quarto da
quantidade de nos da anterior. Esta diferenca na quantidade de noés provoca
instabilidade numérica se executadas poucas iteragdes, pois este numero baixo de
iteragdes nao ¢ o suficiente para transportar a informacao contida em uma malha
para a outra.

Através da figura 3.16 apresenta-se na fase de restricao a relacdo entre a
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quantidade de residuos calculados e injetados entre as malhas, nas relagdes de 1:2 e
1:4 para uma malha original com 65 nds. Pode-se notar que na relacdo entre as
malhas de 1:2, no segundo nivel de malha (G2), a quantidade de residuos calculados
e injetados ¢ o dobro que na relagdo 1:4 no mesmo nivel. Passando a analise para o
terceiro nivel de malha (G3), nota-se que a quantidade de residuos calculados e
injetados na relacdo de 1:2 € cinco vezes maior do que na relacdo 1:4 no mesmo
nivel (G3).

Pode-se também afirmar com base no que foi discutido, que quando se
passa de uma malha para outra com um quarto da quantidade de nos, caso da relagdo
de 1:4, os componentes de baixa freqiiéncia na malha mais refinada se tornardo
componentes de freqiiéncia muito mais altas do que se a relagdo entre as malhas
fosse de 1:2. Isto condiz com o fato de que na relagdo 1:4 a taxa de convergéncia ¢
muito mais alta, pois, como fora apresentado, componentes de alta freqiiéncia de
erro sdo muito mais rapidos de serem removidos que componentes de baixa

freqliéncia.
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3.3.7 ALGORITMO UTILIZANDO A TECNICA MULTIGRID COM VARIOS
NIVEIS DE MALHAS

Considerando o mesmo problema descrito no item 2.1, apresenta-se neste
item a técnica multigrid utilizando varios niveis de malhas, ¢ assim obtendo a
solu¢do aproximada para a norma maxima definida no item 3.1 com menor tempo de
processamento ¢ menor quantidade de ciclos (Procedimento adaptado do livro do
Tannehill et. al., 1997).

a) Inicia-se o esquema geral para a técnica multigrid da mesma maneira
que no esquema para dois niveis no item 3.2. Aplicam-se K itera¢des a equagdo 2.7
resolvendo-a para a incognita T . .

b) O residuo, | T Ik +S = R.l ¢ calculado e armazenado em cada ponto.
Este residuo ¢ entdo restrito por inje¢do para a proxima malha mais grosseira. O
residuo restringido € denotado por | 12 R: ,onde | € o operador de transferéncia, o
subscrito indica o nivel de origem, € o sobrescrito o nivel de destino. O sobrescrito
no R indica a malha na qual o residuo foi calculado. As malhas serdo numeradas a
partir da mais refinada (nivel 1) para a mais grosseira (nivel m). Para executar a

injecdo utilizam-se os mesmos modelos sugeridos no item 3.3.2.

¢) Executam-se K iteragdes na equacdo LA(T 2)i = 12 R: na malha nivel
2, usando zero como valor inicial e mantendo o residuo fixo em cada ponto da
malha. A solugdo apds K iteragoes, A(T 2):( representa a correcdo para a solucao na
malha mais refinada. Esta solugdo, tanto quanto o residuo utilizado para obté-la, sdo
armazenados para uso futuro na fase de prolongacdo. Em ordem para transferir o
problema para uma malha mais grosseira ¢ necessario calcular um residuo

atualizado na malha nivel 2. O residuo atualizado no nivel 2 ¢
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Ri2= |12R:+ LA(T 2)k , onde A(T 2)k ¢ a solugdo obtida na malha nivel 2 apds k
iteracoes. O novo residuo atualizado ¢ entdo restrito para a proxima malha mais

grosseira (nivel 3) como | ; R.2

d) Executam-se K iteragdes na equagao LA(T 3)i =—| z RI2 na malha nivel
3 utilizando zero como valor inicial. A solugdo apods K iteragdes pode ser entendida
como uma corre¢do para a corre¢do obtida na malha nivel 2. Esta solugdo e o
residuo usado para obté-la sio armazenados para serem utilizados na fase de
prolongacdo. A transferéncia do problema para malhas mais grosseiras, iteragcoes
utilizando Gauss-Seidel, e a criacdo de novas corregdes continua seguindo a
atualizac¢do de residuos e etapa de restricdo descrita acima até a ultima malha mais

grosseira gerada. A malha mais grosseira pode consistir de um ponto interior.

e) A partir deste ponto inicia-se a fase de retorno ou prolongacdo. As
correcoes obtidas na malha mais grosseira sdo entdo prolongadas para a proxima
malha com mais pontos, malha mais refinada, seguindo as orientagdes apresentadas
no esquema para 2 niveis de malhas (item 3.2).

Assumindo que a malha mais grosseira seja a malha no nivel 4 ou malha 4,
as correcoes calculadas e atualizadas na malha 4 sdo denotadas por A(T 4)|k e sua
interpolagdo ou prolongagédo para o proximo nivel malha 3, por | iA(T 4):( . Inicia-
se agora o processo de retorno para a malha mais refinada também definido como
fase de prolongagao.

As corregdes interpoladas para nivel 3 nesta fase de prolongacdo sao
adicionadas as corre¢des calculadas no nivel 3 na fase de restricdo ou seja,

| jA(T 4):( +A(T 3):( A soma das corre¢des € usada como aproximacio inicial para
que se continue a resolver o problema agora na fase de prolongacao. Armazena-se o

resultado desta soma na matriz AS (T 3)i e resolve-se a equagdo LA (T 3)i =—| 2 RI2
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para a corre¢do aplicando-se Gauss-Seidel com K iteragdes, e utilizando como

aproximagdo inicial os valores armazenados em AS (T ;) .
1

f) As novas corregdes obtidas no nivel 3 sdo interpoladas para a proxima
malha no nivel 2. Estas corre¢des interpoladas sdo adicionadas aos valores das
correcOoes calculadas na malha 2 na fase de restrigao, |§AS (T 3):(+A(T 2):(
Armazena-se o resultado desta soma na matriz AS (T Z)i e resolve-se a equacao
LAS (T 2)i=—|fR: para a corre¢do aplicando Gauss-Seidel com K iteragdes, e
utilizando como aproximacao inicial os valores armazenados em AS (T Z)i' Nota-se
que nenhum novo residuo € calculado na fase de prolongacao, a solug¢do esta sendo
aperfeicoada devido as novas seqliéncias de iteragdes utilizando aproximagdes

iniciais aperfeicoadas.

g) As correcoes obtidas na malha 2 na fase de prolongagdo sao
interpoladas para a malha 1, que ¢ a mais refinada, e adicionadas a ultima solugdo

obtida na malha 1 ou seja:

1LA(T ) + T+

Na solug¢do corrigida anteriormente aplica-se Gauss-Seidel com K iteragoes
a menos que a convergéncia tenha sido detectada antes das k iteracdes. Se a
convergéncia ndo ocorrer apds as iteracoes, novos residuos sdo calculados e um

novo ciclo ¢ iniciado com o calculo e armazenamento de novos residuos.

Exemplificar-se-a o procedimento acima apresentando um algoritmo para

4 niveis de malhas:
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k

nT,
2 LT:+S =R,

MR

HLA(T ), =-I'R

HR=1R+LAT ),

6) 1R/

7) LA(T3),=- LR

$) Ri= 1R +LA(T 3)

9 IR

10) LA(T 4),=- ;R

1y AT 4)ik (Inicio da fase de prolongacio)
12) AS(T 3),= 3A(T ), +A(T 3),

13) Las(T3),=- ;R

14) |jAs(‘|'3)ik

15) AS(T 5),= 1185 (T ), +A(T o),

16) LAS(T ), =~ IR,

17) 1,48(T )

18) T,= 1LA(T o) + T

19) Repete-se a etapa 1, verifica-se o critério de convergéncia caso nao

seja atendido inicia-se mais um ciclo e assim sucessivamente até atender o critério
de convergéncia.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

No capitulo trés foram apresentados quatro temas que muito afetam o
tempo de processamento nas aplicagdes envolvendo a técnica multigrid: Aumento da
quantidade de malhas na resolucdo de um problema, operadores de restricdo e
prolongacdo, relacdo entre as malhas, e quantidade de iteragdes internas. Estes
quatro temas sdo fundamentais para a otimiza¢do de algoritmos multigrid. Neste
capitulo sdo apresentados os resultados dos testes elaborados dentro destes temas.
Todos os testes foram elaborados no laboratorio de experimentacao numérica LENA
IT na Universidade Federal do Parana, o equipamento utilizado ¢ um Pentium 4 com
2,4 GHz e 1GB de memoria RAM.

O presente trabalho abordou apenas problemas lineares unidimensionais
para os quais existe, entre outros métodos, o método conhecido por TDMA
(Tridiagonal matrix algorithm), o qual resolve o sistema de equagdes discretizadas
de forma exata, porém, para problemas ndo-lineares unidimensionais e
multidimensionais, a técnica multigrid ¢ uma alternativa moderna, abrangente, ¢

eficaz.

4.1 APLICACAO DA TECNICA MULTIGRID UTILIZANDO DOIS NIiVEIS DE
MALHAS

4.1.1 DESCRICAO DO PROBLEMA

Foi aplicada a técnica multigrid ao problema de condugdo de calor em
regime permanente unidimensional com geragdo de calor descrito pela equagdo 2.1
no item 2.1, com condi¢des de contorno do tipo Dirichlet como mostra a figura 4.1.

A técnica multigrid foi empregada utilizando dois niveis de malhas e relagdo de 1:2
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entre elas, ou seja, a malha 1 terd N-1 elementos e cada elemento terd dimensdao h =

L /(N-1), a malha 2 tera (N-1)/2 elementos com dimensdo h = 2L/(N-1).

i=1 i=N

X
R

&
)l

\ 4

FIGURA 4.1 MALHA UNIDIMENSIONAL

Condigdes de contorno tipo Dirichlet:
T (X:O) = T()
T((x=L)= T,

Onde,
T, - Temperatura no contorno esquerdo ( °C);
Ty - Temperatura no contorno direito(°C);
N - Quantidade de n6s na malha original;
L - Comprimento da malha unidimensional (metros, m);
Q - Taxa de geracdo de energia por unidade de volume do meio (W/m”);
C — Condutividade térmica do material (W/m -°C).

Solugdo analitica do problema de difusdo de calor unidimensional com

geracao de calor:

_ Q. QL (OT.-Ty
T(X)= 2CX +2CX+—L X+T0
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4.1.2 ANALISE DA CONVERGENCIA

Foram elaborados testes com a aplicagdo da técnica multigrid utilizando
dois niveis de malhas na resolu¢do do problema de difusdo de calor unidimensional
descrito no item 4.1.1. Foi estabelecido o teste de precisao pela verificagdo da norma
maxima, definida pela equagdo 3.3 no item 3.1. A figura 4.2 apresenta as curvas do
erro versus o tempo de processamento em segundos. O teste foi realizado com a
quantidade de 1025 nos, relacdo entre as malhas de 1:2, quantidade de iteragdes
internas k=4 para todas as equagdes, com aproximagdo inicial para as temperaturas

nos nos iguais a 20°C, e com os seguintes dados:

- L=0.1m
- T(): 20 °C
- T=30°C

- C=401 W/m -°C (Cobre)
- Q=5x10°W/m’
- S=Q/C (Termo fonte)

_ -5
”eHoo =10
Verificou-se que aumento na velocidade de convergéncia utilizando a

técnica multigrid com dois niveis de malhas como apresentado na figura 4.2, é da

ordem de duas vezes a velocidade de convergéncia do método Gauss-Seidel puro.
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FIGURA 4.2 GRAFICO COM COMPARAGAO ENTRE GAUSS-SEIDEL E MULTIGRID COM DOIS NiVEIS DE
MALHAS, COM 1025 NOS ( RELACAO ENTRE AS MALHAS EM 1:2)

4.2 APLICACAO DA TECNICA MULTIGRID UTILIZANDO VARIOS NIVEIS
DE MALHAS

4.2.1 AUMENTO DA QUANTIDADE DE MALHAS

Uma das caracteristicas fundamentais do método multigrid é o de reduzir o
numero de ciclos e o tempo de processamento na resolucdo de uma equagdo
diferencial ou conjunto de equagdes diferenciais com o aumento da quantidade de
malhas. Como ha um limite no nimero de malhas geradas, conseqiientemente ha um
limite minimo de ciclos necessarios para obtengdo da solu¢do aproximada que
atenda a uma norma especificada. Fixando todos os parametros, pode-se afirmar que
o aumento da quantidade de malhas utilizadas na resolucdo de um determinado
problema, cuja precisdo da solu¢do aproximada ¢ definida por uma norma
especificada, implica na reducao do niamero de ciclos e do tempo de processamento.

A figura 4.3 mostra o aumento da quantidade de malhas e o efeito sobre o
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tempo de processamento e o erro. Para a relagdo entre as malhas de 1:2, em geral o
acréscimo de uma malha na resolu¢do do problema, implica em um aumento da
velocidade de convergéncia da ordem de 4 vezes. Fixando a relacao entre as malhas
em 1:4, o aumento em uma malha implicara no aumento da velocidade de
convergéncia na ordem de até 16 vezes como ilustrado na figura 4.4.

As tabelas 4.1 e 4.2 apresentam o aumento na quantidade de malhas e o
efeito sobre o tempo de processamento e a quantidade de ciclos, para as relagdes
entre as malhas de 1:4 e 1:2 respectivamente. Os testes foram elaborados seguindo o
procedimento do item 3.3.7 com os dados do item 4.1.2, com a quantidade de
iteragOes internas k=4 para a relagdo de 1:2 e k=20 para a relagao de 1:4.

Utilizando a quantidade maxima de malhas, independente da quantidade
de ndés na malha mais fina, sempre resultard a mesma quantidade de ciclos
necessarios para se atingir a precisao exigida pela norma especificada no problema.
No caso da resolug¢do da equagdo de Poisson unidimensional (Equagdo 2.1), com os
parametros apresentados no item 4.1.2, teremos sempre 7 ciclos independente da

quantidade de nos na malha mais refinada como mostra a tabela 4.2.

N° NOS Gauss 3G 4G 5G 6G 7G 8G 9G
1025 N° ciclos 389208 269 17 3
Tempo (seg.) 66,032 0,219 0,016 0
2049 N° ciclos 1555305 1076 67 5 3
Tempo (seg.) | 528,015 1,719 0,125 0,016 0
4097 N° ciclos 6215277 4302 268 17 3
Tempo (seq.) 4223,44 14,016 1,047 0,078 0,016
8193 N° ciclos 24861114] 17206 1072 67 5 3
Tempo (seg.) | 33782,64| 126,922 9,625 0,609 0,047 0,031
16385 N° ciclos 4287 268 17 3
Tempo (seg.) 79,687 5,484 0,391 0,078
32769 N° ciclos 17148 1072 67 5 4
Tempo (seg.) 682,125 66,609 4,797 0,438 0,765
655367 N° ciclos 4291 269 17 4
Tempo (seg.) 559,75 38,922 2,907 0,765
131073 N° ciclos 17554 1098 69 5 4
Tempo (seg.) 5341,891| 340,031| 23,468 1,969 1,703

TABELA 4.1 MULTIGRID APLICADA A EQUACAO DE POISSON (RELAGCAO DE 1:4 ENTRE AS MALHAS)
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FIGURA 4.3 GRAFICO COM O AUMENTO DA QUANTIDADE DE MALHAS, COM 32769 NOS (RELAGAO
ENTRE AS MALHAS 1:2) .
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FIGURA 4.4 GRAFICO COM O AUMENTO DA QUANTIDADE DE MALHAS, COM 32769 NOS (RELAGAO
ENTRE AS MALHAS 1:4).
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Observam-se relagdes entre a quantidade de malhas, o namero de
elementos na malha mais refinada e a quantidade de ciclos, desde que ndo se esteja
trabalhando com dimensdes dos elementos muito pequenas (< +107) o que provoca
oscilacdes na convergéncia devido a erros de arredondamento através de operagdes
envolvendo valores com ordens de grandeza muito diferentes.

Trabalhando-se com m malhas e com relagdo 1:2, tem-se que a quantidade
de ciclos obtidos para uma dada quantidade de n6s N na malha mais refinada, ¢
aproximadamente a quantidade de ciclos obtida trabalhando-se com m+1 malhas e
com o dobro do nimero de elementos. A tabela 4.3 ilustra estas relagdes para o caso
da resolucdo da equacdo 2.1. Variando-se as quantidades de malhas de 5G (que
significa 5 grids) a 14G, e a quantidade de nds nas linhas de 129 a 65537 noés. A
intersec¢ao da linha e da coluna fornece a quantidade de ciclos necessarios para se
atingir a norma méaxima especificada de 10” definida pela equago 3.3.

No caso em que a relacdo entre as malhas ¢ de 1:4, nota-se que
trabalhando com m malhas, a quantidade de ciclos obtidos para uma quantidade de
nos N, ¢ proxima da quantidade de ciclos obtidos trabalhando com m+1 malhas e
com o quadruplo da quantidade de nos.

A caracteristica mais importante da técnica multigrid é a de que se for
empregada a maxima quantidade de malhas possiveis de serem geradas, o nimero
de ciclos necessarios para se atingir uma norma especifica serd sempre 0 mesmo
independente do nimero de nos na malha mais refinada. A tabela 4.3 exemplifica a
situagdo onde para qualquer quantidade de nds na malha mais refinada, se utilizar
sempre a quantidade maxima de malhas possiveis de serem geradas, o resultado sera

7 ciclos necessarios para verificagdo da norma especificada.
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noés 5G 6G 7G 8G 9G 10G 111G 112G 113G 14G
129 ciclos 15 7

257 ciclos 58 15 7

513 ciclos 229 58 15 7

1025 ciclos 915 229 58 15 7

2049 ciclos 3658 913 229 58 15 7

4097 ciclos 3647 912 229 58 15 7

8193 ciclos 3644 912 229 58 15 7

16385 ciclos 3644 912 229 58 15 7
32769 ciclos 3644 912 229 58 15 7
65537 ciclos 3646 912 229 58 15

TABELA 4.3 APRESENTACAO DAS RELACOES ENTRE O NUMERO DE MALHAS EM TERMOS DO
NUMERO DE CICLOS E A QUANTIDADE DE NOS NA MALHA MAIS REFINADA.

A equagao 2.1 sem o termo de geracao de calor ¢ conhecida como a

equacao de Laplace unidimensional,

de ) 4.1)
dx

Na resolugdo da equacgdo 4.1 seguindo o procedimento apresentado no
item 3.3.7 sem o termo de geragdo de calor, fixando a relagdo entre as malhas em
1:2, com a quantidade de iteragdes internas k=4 para todas as equagdes, iniciando as
temperaturas nos nds com o valor 0.5°C, e utilizando os seguintes dados:

- L=Im
- Te=0°C
- T=1°C

_ -5
”eHoo =10
Observa-se a quantidade de 4 ciclos necessdrios para se atingir a norma

independente do numero de nos na malha mais refinada. Alterando a relagdo entre as

malhas para 1:4, ¢ a quantidade de iteragdes internas para k=20 para todas as
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equacgdes, obtém-se 3 ciclos necessarios a verificagdo da norma como mostram as
tabelas 4.4 e 4.5. As tabelas apresentam o aumento da quantidade de malhas e o

efeito sobre o tempo de processamento e a quantidade de ciclos necessarios a

verificacao da norma.

N° NOS 9G 10G 11G 12G 13G 14G 15G 16G
N° ciclos 6 5
1025
Tempo (seg.) 0 0
N° ciclos 10 5
2049
Tempo (seg.) 0,016 0,016
N° ciclos 35 10 5
4097
Tempo (seg.) 0,172 0,063 0,032
N° ciclos 128 35 10 5
8193
Tempo (seg.) 1,829 0,61 0,188 0,109
N° ciclos 469 128 35 10 5
16385
Tempo (seg.) 17,625 5,531 1,593 0,5 0,266
39769 N° ciclos 1704 469 128 35 10 5
Tempo (seg.) 145734 43812 12,797 3,718 1,14 0,594
65537 N° ciclos 6130 1703 468 128 35 10 5
Tempo (seg.) | 1065265 321,61 93,64 26,032 7,735 2,313 1,219
131073 N° ciclos 6129 1703 468 128 35 10 5
Tempo (seg.) 2230,062| 654,437 189,375 55,094| 15,689 4,828 2,562

TABELA 4.4 TECNICA MULTIGRID APLICADA A RESOLUCAO DA EQUACAO DE LAPLACE (RELACAO

ENTRE AS MALHAS 1: 2)

N° NOS 3G 4G 5G 6G 7G 8G
1025 N° ciclos 141 11 3
Tempo (seg.) 0,078 0 0
2049 N° ciclos 515 38 3
Tempo (seg.) 0,672 0,063 0,016
4097 N° ciclos 1858 141 10 3
Tempo (seg.) 4,797 0,438 0,031 0,016
8193 N° ciclos 6622 512 38 3
Tempo (seg.) 40,734 3,921 0,313 0,031
16385 N° ciclos 1849 140 10 3
Tempo (seg.) 29,062 2,469 0,204 0,078
39769 N° ciclos 6593 512 38 3
Tempo (seg.) 228,782 29,141 2,468 0,25
655367 N° ciclos 1849 140 10 3
Tempo (seq.) 227,797 19,093 1,641 0,578
131073 N° ciclos 6592 512 38 3
Tempo (seg.) 1752,282 153,265 12,828 1,188

TABELA 4.5 TECNICA MULTIGRID APLICADA A RESOLUGAO DA EQUAGAO DE LAPLACE (RELAGAO

ENTRE AS MALHAS 1: 4)

45



4.2.2 RELACAO ENTRE AS MALHAS 1:2 E 1:4

A investigacdo de um determinado problema devera conduzir ao
desenvolvimento de um algoritmo ideal composto de modelos para restricio e
prolongacdo, numero de iteragdes internas tanto para a incognita como para residuos
e correcoes, onde em cada etapa deve-se minimizar o esforco computacional. O
conjunto de parametros que serdo adotados dependera em primeiro lugar da relacao
entre as malhas.

No artigo publicado por Brandt (1977) sdo apresentados testes
comparativos com relagdes entre as malhas de 1:2, 1:3 e 2:3. Através destes testes
Brandt conclui que a relagdo de 1:2 ¢ proxima da otima. Segundo Brandt a relacao
1:2 ¢ mais conveniente € econOmica nos processos de interpolacdo do que outras
relagdes. Os testes realizados no presente trabalho demonstram, dentro do campo de
parametros adotados e do espaco unidimensional, divergéncias com as afirmacdes
de Brandt. Os testes com relacdes entre as malhas de 1:2 e 1:4 mostraram que o
tempo de processamento com a relagdo de 1:4 € menor e a quantidade de matrizes ¢
muito menor, pois o nimero de malhas e a quantidade de nds em cada malha sdo
muitos menores.

A confrontacao dos dois algoritmos mostra que a relacao de 1:4 verifica a
norma especificada com a metade do tempo de processamento que na relagiao de 1:2
quando aplicados a problemas lineares unidimensionais. Portanto, ¢ preferivel
utilizar a relagcdo entre as malhas de 1:4 com as vantagens da menor quantidade de
matrizes € menor tempo de processamento. A tabela 4.6 apresenta para as relagoes
de 1:2 e 1:4, utilizando a quantidade maxima de malhas possiveis de serem geradas
a partir das malhas originais (mais refinadas), o tempo de processamento para as
quantidades de nos de 1025 a 131072 nos. Os dados desta tabela foram extraidos das

tabelas 4.4 e 4.5. A figura 4.5 apresenta a comparacao entre a relagdo entre as
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malhas de 1:2 e 1:4 em um teste com 131072 nos. O teste foi realizado seguindo os

dados do item 4.1.2.

N° NOS 1025 2049 4097 8193 16385 32769 65537 131073

1:2 | Tempo (seg) 0 0016 0,032 0,109 0,266 05594 1,219 2,562

1:4 | Tempo (seg) 0 0016 0016 0,031 0078 025 0578 1,188

TABELA 4.6 RESOLUQAO DA EQUAQAO DE LAPLACE UTILIZANDO RELAQAO ENTRE AS MALHAS DE
1:2 E 1:4.

Rela@éo em 1:4 ——
Relagdo em 1:2

0.1

0.01

0.001

© 0.0001
N

1e-005

1le-006

1le-007 ‘
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Tempo de processamento (segundos)

FIGURA 4.5 GRAFICO COM COMPARAGCAO ENTRE A RELAGAO 1:2 E 1:4, EM UMA MALHA FINA DE
131072 NOS. NA RELAGCAO 1:4 FORAM UTILIZADAS 9 MALHAS COM K=20. NA RELAGAO DE 1:2 FORAM
UTILIZADAS 16 MALHAS COM K= 4.

4.2.3 QUANTIDADE DE ITERACOES INTERNAS

Em um algoritmo resolvendo a equagdo 2.1 através da técnica multigrid, a

quantidade de equagdes onde se aplica o método iterativo Gauss-Seidel depende da
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quantidade de malhas utilizadas na resolucdo do problema. Na resolucdo das
equacoes de Laplace e Poisson unidimensional seguindo o procedimento 3.3.7, para
m malhas usadas na resolucdo ha 2m-1 equagdes resolvidas através de processo
iterativo. Na primeira equagdo sdo aplicadas k itera¢des resolvendo a equagdo 2.7
com relacdo a incognita le Esta seqiiéncia de iteragdes esta fora do ciclo-V. Ha
mais 2m-2 equagdes dentro do ciclo-V, onde ocorrem aplicagdes de processo
iterativo com K iteragdes. Estas iteracdes denominam-se de iteracdes internas.

A alteracdo na quantidade de iteragdes internas estd diretamente ligada a
quantidade de iteracdes externas ou ciclos necessarios para se alcangar uma norma
especifica. Aumentando-se a quantidade de iteragdes internas, a quantidade de ciclos
necessarios para se atingir uma norma especifica sera menor, porém, o tempo de
processamento podera ser maior ou menor. Logo, faz-se necessario investigar na
resolucdo de cada problema qual ¢ a quantidade 6tima de iteragdes internas em cada
equacao.

Neste trabalho, investigou-se a alteragdo na quantidade de iteracdes
internas nas 2m-1 equagdes onde ocorrem processos iterativos. O resultado é que,
em geral, pode-se chegar a um valor proximo do 6timo e aplicd-lo em todas as
equacoes, tanto no caso da relacdo entre as malhas 1:2 como 1:4. As figuras 4.6 e
4.7 apresentam alteracdes nas quantidades de iteragdes internas para relacao entre as
malhas de 1:2 e 1:4 respectivamente.

A figura 4.6 apresenta a aplicacao dos valores de 2, 4, 16 e 32 quantidades
de itera¢des internas (k) nas equagdes onde ocorrem processos iterativos dentro de
um algoritmo multigrid utilizando relagdo entre as malhas de 1:2.

Foram elaborados varios testes com K diferenciado para as varias equagoes
que utilizam processo iterativo. A figura 4.6 apresenta um destes testes representado
pela curva ‘regral’, onde foram aplicadas 30 iteragdes na primeira equagdao do

algoritmo para a incognita le . Na fase de restricao foram aplicadas 30 iteracdes na
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segunda equacgdo do algoritmo, a partir da terceira equacao do algoritmo foram
aplicadas 30 iteragdes nas malhas mais refinadas e 10 nas malhas mais grosseiras.
Na primeira equagdo da fase de prolongacdo foram aplicadas 10 iteragcdes, nas
equacoes restantes da fase de prolongacdo foram aplicadas 10 itera¢des nas malhas
mais grosseiras € 30 nas malhas mais refinadas, e na ultima equacao com relagdo a
incognita T:‘ , novamente foram aplicados 30 iteracoes.

A figura 4.7 foi elaborada utilizando relacdo entre as malhas de 1:4.
Problemas resolvidos utilizando esta relagao sdo muito mais sensiveis a alteragdes
nas quantidades de iteragdes internas, pois dependendo da quantidade de iteracoes
adotada a técnica multigrid diverge rapidamente. Na figura 4.7 para k igual a 10, a
curva apresenta a divergéncia da solucdo aproximada. A quantidade de iteragdes
necessarias para se atingir rapidamente a norma especificada, que ¢ a norma maxima
igual a 10™ ¢ muito maior nesta relagio de 1:4 que na relagdo de 1:2. As figuras 4.6
e 4.7 foram elaboradas com os mesmos dados apresentados no item 4.1.2 € com o
procedimento apresentado no item 3.3.7 para uma malha de 65537 nos.

As tabelas 4.7 e 4.8 apresentam os resultados dos testes com a alteracao
das quantidades de iteragdes internas. Os testes foram elaborados para 32769 nos,
65537 n6s e 131073 nds seguindo o procedimento do item 3.3.7, com os dados do
item 4.1.2. Os resultados mostram que quando se utiliza a relagdo de 1:2 pode-se
adotar um valor para k proximo de 4. A escolha adequada de quantidades de
iteragdes diferentes em cada equagdo pode melhorar a convergéncia como
apresentada na tabela 4.7 na coluna ‘Regra 1°.

A tabela 4.8 apresenta para a relacio de 1:4, dentro de um campo

especificado de tamanhos de malhas, o melhor valor para k que ¢ 30.
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FIGURA 4.6 GRAFICO COM A ALTERAGAO DO NUMERO DE ITERACOES INTERNAS, COM 65537 NOS
(RELACAO ENTRE AS MALHAS 1:2).
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FIGURA 4.7 GRAFICO COM A ALTERACAO DO NUMERO DE ITERACOES INTERNAS, COM 65537 NOS
(RELACAO ENTRE AS MALHAS 1:4).
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nenos|  N-de 2 4 16 32 Regral
|tera<;oes:>
Ne ciclos
39769 16 7 3 3 5
Tempo (seg.) 2,282 1,265 1,203 2,234 1,172
N° ciclos
65537 16 7 3 3 5
Tempo (seg.) 4,563 2,547 2,578 4,469 2,375
Ne ciclos
131073 16 7 3 3 5
Tempo (seg.) 9,5 5,328 5,312 9,469 4,844

TABELA 4.7 QUANTIDADE DE ITERAGCOES INTERNAS APLICADAS NAS FASES DE RESTRICAO E
PROLONGAGAO (RELAGAO ENTRE AS MALHAS DE 1:2)

Nenos | N-de 10 12 20 30 60
iteracbes
Ne ciclos
32769 DIVERGE 16 S 3 3
empo (seg| 1,297 5,62 0,453 0,796
N° ciclos
65537 DIVERGE 30 4 3 3
empo (seg| 5,671 1,047 1,109 1,906
Ne ciclos
131073 DIVERGE 30 S 3 3
empo (seg| 12,016 2,765 2,313 4,141

TABELA 4.8 QUANTIDADE DE ITERACOES INTERNAS APLICADAS NAS FASES DE RESTRICAO E
PROLONGACAO (RELACAO ENTRE AS MALHAS DE 1:4)

4.2.4 PRECISAO

O nivel de precisdo que se pode alcancar a partir de um certo nivel de
refino, depende da quantidade de elementos na malha mais refinada ou mais
especificamente da dimensdo do elemento na malha mais refinada. Os testes
realizados trabalhando com matrizes com seus elementos definidos como real(8) ou
seja, numeros negativos  entre  —1.797693134862316x107%® ¢ —
2.225073858507201x10°%, positivos entre +2.225073858507201x10°"® ¢
+1.797693134862316x10™%, apresentaram o limite de precisio de +10° para

malhas com dx (dimensdo do elemento) em torno de +107 e precisio de
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aproximadamente +10™* para malhas com dx em torno de +107®.

Para o mesmo problema e dados propostos no item 4.1.2, trabalhando com
relagdo entre as malhas de 1:2, verificaram-se relagdes entre a quantidade de
elementos na malha mais fina e a precisdo maxima alcancada de acordo com a tabela
4.9. Quanto maior a quantidade de elementos na malha mais refinada menor a

precisdo alcangada.

Elementos Dimensé&o do elemento Campo de oscilag&o
16384 6,10352E-06|2,0E10-8 3,0E10-8
32768 3,05176E-06|1,0E10-7 9,0e10-8
65536 1,52588E-06|6,0E10-7 7,0E10-7
131072 7,62939E-07]2,3E10-6 2,5E10-6
262144 3,8147E-07|1,0E10-5 9,0E10-6
524288 1,90735E-07|3,8E10-5 4,0E10-5

TABELA 4.9 RELACAO ENTRE A QUANTIDADE DE ELEMENTOS EM UMA MALHA E A PRECISAO
OBTIDA. TESTE REALIZADO COM RELAGAO 1:2.

A técnica multigrid como foi exposta anteriormente no capitulo trés e nos
itens 4.1.2 e 4.2.1 opera com corregdes e residuos os quais atingem no decorrer da
marcha de calculo, a ordem de grandeza da precisdo que se pretende alcancar.
Porém, nestas operagdes aparece um termo que ¢ a dimensao do elemento elevada a
segunda poténcia. Com isto, existirdo operagdes com elementos de baixa ordem de
grandeza operando com elementos, no caso exposto na ultima linha da tabela 4.9,
10'* vezes maior. Estas diferencas na ordem de grandeza das variaveis envolvidas
nas operacoes, somadas ao grande nimero de operagdes em cada ciclo, constituem a
razao principal para o comportamento exposto na tabela 4.9 e nas figuras 4.8 e 4.9.
As figuras 4.8 ¢ 4.9 ¢ a tabela 4.9 foram elaboradas com os mesmos dados

apresentados no item 4.1.2 e com o procedimento apresentado no item 3.3.7.

52



0.0001 —
Relacédo 1.2 —e—
9e-005 I Relacéo 1:4

8e-005
7e-005

6e-005

5e-005

Erro

4e-005
3e-005
2e-005

1e-005

0 20 40 60 80 100 120
Tempo de processamento ( segundos)

FIGURA 4.8 GRAFICO APRESENTANDO A MAXIMA PRECISAO ALCANGCADA EM UMA MALHA COM
524.288 ELEMENTOS
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FIGURA 4.9 GRAFICO APRESENTANDO A MAXIMA PRECISAO ALCANGADA EM UMA MALHA COM
1.048.576 ELEMENTOS
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A figura 4.8, apresenta a curva da relagdo 1:4 oscilando paralelamente a
curva com a relagdo 1:2. O nivel de precisdo que as curvas se mantém oscilando
depende da dimensdo dos elementos na malha mais fina, e da quantidade de
operagdes por ciclo. ApoOs varios testes, foi constatado que se calcularmos a
quantidade de operacdes nas iteragdes por ciclo, dadas duas curvas, independente da
relagdo que esteja sendo aplicada, a curva que for gerada com maior quantidade de
operagdes por ciclo, alcancara um nivel de precisdo inferior, devido a um erro de
arredondamento gerado, o qual permanece ao longo dos ciclos seguintes.

Para elaborar os testes, foram deduzidas duas equacgdes do algoritmo
implementado para o ciclo-V (item 3.3.7). As equagdes 4.1 e 4.2 apresentam o total

de operacdes nas iteragdes por ciclo, para as relagdes de 1:2 e 1:4 respectivamente.

_ _ N_ SN LS N
Op =2k(N 1)+|<(2 1) [292) ] 22:[ 1J i1k(2| 1} (4.2)

) (NN g S -1
Op:2 (N—l)+ (T—lj'i' W—l +§ 2(2| 5 ; (2| 2) (4.3)

43 APLICACAO DA TECNICA MULTIGRID EM UM DOMINIO
BIDIMENSIONAL

Apresenta-se nesta sec¢do resultados da aplicagdo da técnica multigrid a
equacao de difusdo de calor sem geragdo de calor (Equagdo de Laplace) em um

dominio bidimensional. O algoritmo foi adaptado do procedimento apresentado no
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item 3.3.7, foram utilizadas a norma maxima, e k=3. Os resultados sdo apresentados
na tabela 4.10, com as malhas variando de 33x33 a 1025x1025, a quantidade de
malhas utilizadas na resolucao variando de 2 a 9. Os resultados sdo comparados com

a aplicacdao de Gauss-Seidel.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

5.1 CONCLUSAO

Com o presente trabalho procurou-se alcangar uma boa compreensdo da
técnica multigrid quando aplicada a problemas lineares. Verificou-se quais as
mudangas que sdo validas e suas influéncias no tempo de processamento.
Entenderam-se as estruturas que compdem a técnica, operadores de restricdo e
prolongacao, e a aplica¢do de Gauss-Seidel dentro do processo.

Investigando a relacdo entre as malhas de 1:4, a qual ndo foi encontrada na
pesquisa bibliografica realizada, descobriram-se divergéncias com as afirmagdes de
Brandt (1977) para o caso estudado. Brandt afirma em seu artigo que a relagdo de
1:2 é a mais proxima da 6tima conduzindo ao minimo esfor¢o computacional, e mais
conveniente € econdmica nos processos de interpolacdo. Os resultados dos testes
utilizando a relagdo entre as malhas de 1:4 comparados com a relacdo de 1:2,
apresentaram uma reduc¢do no tempo de processamento da ordem de 2 a 3 vezes,
dentro dos limites dos problemas lineares unidimensionais tratados. Além da
velocidade de convergéncia um outro aspecto importante desta relagcdo, ¢ a redugdo
da quantidade de memoria necessaria para processamento.

A analise dos resultados mostrou que a técnica multigrid utilizando dois
niveis de malhas proporciona uma redug¢do no tempo de processamento, quando
comparada com Gauss-Seidel puro, da ordem de duas vezes.

Utilizando a quantidade maxima de malhas possiveis de serem geradas a
partir de uma malha original, a redugcdo do tempo de processamento quando
comparado com Gauss-Seidel se torna proporcional a quantidade de nds na malha
original (mais refinada). Para uma malha de 2.049 nds, a redu¢do do tempo de

processamento ¢ da ordem de 33.000 vezes. Para uma malha com 8.193 nos, a
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reducdo do tempo de processamento ¢ da ordem de 230.000 vezes.

O aumento na quantidade de malhas nos processos de resolu¢do dos
problemas abordados utilizando relacdes entre as malhas de 1:2 e 1:4, apresentaram
relagdes entre a quantidade de malhas, o nimero de elementos na malha mais fina, e
a quantidade de ciclos. Estas relacdes devido a problemas de arredondamento
sofrem perda da precisdo proximo a algumas regides do espectro de malhas
pesquisadas, mas foram bem utilizadas no decorrer do trabalho para estimativas do

tempo de processamento.

5.2 TRABALHOS FUTUROS

A técnica multigrid ¢ mundialmente utilizada em varios campos da
ciéncia, mas necessitamos continuar pesquisando formas para se encontrar solugdes
aproximadas com grau de precisdo e tempo de processamento melhores. A técnica
multigrid ¢ muito ampla, em cada aplicagdo encontramos grande quantidade de
parametros que podem ser otimizados e para tanto € necessario melhor investigacao,
testes computacionais, pois ainda ndo dispomos de métodos de analise puramente
matematicos que possam ser utilizados para problemas mais complexos.

Nos livros e artigos pesquisados, o que se observa ¢ a utilizacdo da mesma
ferramenta para otimizacao e analise tedrica das técnicas iterativas. A analise de erro
de Fourier ¢ basicamente o que se encontra nas referéncias bibliograficas citadas.
Sua aplicagdo esta condicionada a problemas bastante simplificados o que torna a
analise matematica limitada.

A relagdo entre as malhas de 1:4 e as relacdes entre a quantidade de
malhas, quantidade de elementos na malha mais refinada, e a quantidade de ciclos,
sdao dois temas que merecem continuidade. A pesquisa de novas relagdes entre as

malhas faz-se necessaria. As relagdes entre a quantidade de malhas, elementos na
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malha mais refinada, e ciclos, pode ser um caminho para se chegar a melhores
resultados nas pesquisas dos estimadores de erros.

Com base no que foi mencionado nos paragrafos anteriores, fica como
sugestdo para futuros trabalhos, aplicagdes em espacos multidimensionais. Um novo
projeto que apresente as caracteristicas e regras que foram delineadas para um
espago unidimensional, porém, tratando de espacos de maior dimensao, apresentaria
também as principais caracteristicas e diferencas da técnica multigrid quando
aplicada a problemas parabdlicos e hiperbolicos, e a problemas elipticos. Um outro
trabalho poderia verificar também a performance da técnica multigrid aplicada aos
mais conhecidos métodos aproximados: Volumes finitos, elementos finitos e
elementos de contorno. Assim com estas pesquisas, se formaria uma base de
conhecimento ampla e pratica para o desenvolvimento de novos algoritmos. Estas
obras popularizariam a técnica ainda mais e conseqiientemente contribuiriam para

sua evolugao.
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