ROBERTA SUERO

OTIMIZACAO DE PARAMETROS DO METODO MULTIGRID ALGEBRICO PARA
PROBLEMAS DIFUSIVOS BIDIMENSIONAIS

Tese apresentadcomo requisito parcial para a
obtencdo do titulo de doutor em Ciéncias no
Programa de PéSraduacdo em Métodos Numésco
em Engenharia, Sets de Tecnologiae Ciéncias
Exatas Universidade Federal do Parana.

Orientador: Prof. Dr. Carlos Henrique Marchi.
Co-orientador: Prof. Dr. Marcio Augusto Villela

Pinto.

CURITIBA
2010



S9440

Suero, Roberta
Otimizagdo de parametros do método multigrid algébrico
problemas difusivos bidimensionais [manuscrito] / Roberta Sue@uritiba, 2010.
167f. . : il. [algumas colgf; 30 cm.

Impresso.
Tese (doutorado)- Universidade Federal do Parana, Setor

Tecnologia e Ciéncias Exatas, Programa dedP@duacdo em Métodos Numéric
em Engenharia, 2010.

Orientador: Carlos Henrique MarchiCo-orientadr: Marcio Augusto
Villela Pinto.

1.Din&mica dos fluido$ Processamento de dados. 2. Analise nume
(Multigrid). I. Universidade Federal do Parana. Il. Marchi, Carlos Henrique
Pinto, Marcio Augusto Villela. IV. Titulo.

CDD: 532.05

Bibliotecaria: i CRB9/1585



TERMO DE APROVACAO

ROBERTA SUERO

OTIMIZAGAO DE PARAMETROS DO METODO MULTIGRID ALGEBRICO
PARA PROBLEMAS DIFUSIVOS BIDIMENSIONAIS

Tese aprovada como requisito parcial para obtengao do grau de Doutor no Programa
de Pos-Graduagao em Métodos Numéricos em Engenharia — PPGMNE, Setor de

tecnologia da Universidade Federal do Parana, pela seguinte banca examinadora:

Gl Y Uil

Prof. Dr. Carlos Hé/rlque Marchi’ (Onentador)
Programa de P6s-Graduagé&o em Métodos Numéricos em Engenharia — PPGMNE, UFPR

Mosen. UK

Prof. Dr. Marcuo Augusto Villela Pinto (Co-orientador)
Departamento de Engenharia Mecanica — UFPR

/ / VA
Prof; .’k_e dro Franco de Souza
Uniersi de Sao Paulo — USP

W@L«k-

Prof. Dr. Lucnano Kiyoshi Araki
Programa de Pés-Graduagéo em Métodos os_em Engenharia — PPGMNE, UFPR

Do AT~

Prof. Dr. Roberto Dalledone Machado ¥
Programa de P6s-Graduagé@o em Métodos Numéricos em Engenharia - PPGMNE, UFPR

Curitiba, 10 de junho de 2010



A minha familia pelo amor e apoio incondicionais



AGRADECIMENTOS

Agradeco ao Prof. Carlos Henrique Marchi por aceitar me orientar neste trabalho, agradeco
também pelo apoio e os conhecimentos que me foram transmitidos até o momento. Ae meu co
orientador Prof. Marcio Augusto Villela Pinto pela orientag&o, incentivo e amizade.

Agradeco aos amigos que, direta ou indiretamente, me ajudaram no desenvolvimento dest
trabalho, seja com ensinamentos ou em momentos de descontracdo, em especial aos amigos dc
LENA.

Aos professores, colegas e funcionarios do CESEC, em especial a Maristela Bandil, pela
amizade e dedicacao.

Gostaria de agradecer também a Coordenacédo ddefgoarmento de Pessoal de Nivel
Superior (CAPES) pelo financiamento deste trabalho.

Agradecoaindaaos membros da banca, Prof. Deandro Franco Souza, Prof..uciaro
Kiyoshi Araki e Prof. Dr. Roberto Dalledone Machado pelo tempo dispensado, sugestitesas

apresentadas a asese.



RESUMO

Este trabalho apresenta comparacfes de parametros entre os meitigpil algébrico
(AMG) e multigrid geométrico (GMG) para as equacfes bidimensionais de Laplace e Poisson, em
malhas estruturadas quadraragak e triangulares. Os parametros analisados s&o: numero de
iteragcBes internas replver, nUmero de malhas e ndmero de incégnitas. Para o AMG, também s&o
estudados os efeitos do fator de reducdo de malha e do fator de forte dependéncia na malha gross:
solre o0 tempo de CPU necessario para obter a solucdo numérica. Para malhas quadrangulares ¢
empregado o método de diferencas finitas, e para malhas triangulares, o de volumes finitos. Os
resultados séo obtidos com uma adaptacdo do codigo computacional AME&HRf@e e Stiben.
Para o AMG séo usadas as seguintes componentiigrid: restricdo por engrossamento padrao,
prolongacéao padrao, esquema de correcao &B)er GaussSeidel lexicografico e ciclo V. Sao
feitos estudos comparativos entre os tempos dg @ métodomultigrid geométrico,multigrid
algébrico esinglegrid(método de malha Unica). Verificese que: 1) o nimero 6timo de iteracdes
internas obtidas para o AMG e GMG, em malhas quadrangulares, € o mesmo, porém diferente para
malhas triangulares;)20 numero 6timo de malhas € o numero maximo, tanto para malhas
guadrangulares quanto para malhas triangulares; 3) o AMG mastreensivel a variacdo do fator
de reducdo de malha e do fator de forte dependéncia na malha grossa, tanto com relacdo as
equades abordadas, quanto aos tipos de malhppara malhas quadrangulares, o GMG resolve o

problema em 20% do tempo gasto pelo AMG

Palavraschave: dindmica dos fluidos computaciomalltigrid algébrico, multigrid geométrico,

volumes finitos, diferencdmitas.



ABSTRACT

This work presents comparisookparameters between the algebraigltigrid (AMG) and
geometricmultigrid (GMG) methods for Laplace and Poisson 4#hmensional equations in square
and triangular structured grids. The analyzed pamammetre: the number ofreriterations in the
solver, the number of grids and number of unknowns. For AMG, the effects of the grid reduction
factor and the strong dependence factor in the coarse grid on the necessary CPU time to obtain the
numeric solutio are studied. For square grids the finite difference method is used, and for the
triangular grids, the finite volume one. The resu#tre obtained with the use af adapted
computational code from the original AMG1R6 of Ruge and Stiben. For the AMGItbeihg
multigrid components are used: restriction by the standard coarsening, standard interpolation,
correction scheme (CS), lexicographic Ga8s#&del as solver and V cycle. Comparative studies
among the CPU time of the geometric and algebmaittigrid methods anginglegrid(method of
unigue mesh) are made. It was verified that: 1) the optimum numberesiterations obtained for
AMG and GMG, in square grids, is the same, however it has a value different for triangular grids;
2) the optimum numbeof grids is the maximum number, for both square and triangular grids; 3)
AMG was shown to be sensitive to both the variation of the grid reduction factor and the strong
dependence factor in the coarse grid, in relation to the approached equations,t@ashak@&esh
types and 4) in square grids, the GMG solves the problem in 20% of the time spend for AMG

Keywords: computational fluid dynamics, algebraialtigrid, geometricmultigrid, finite volume

finite difference
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1 Introducao

Este capitulo descreve os problemas amsabordados neste trabalho bem como sua
importancia em Dinamica dos Fluidos Computacior@@niputational Fluid Dynamics
CFD). Também ¢é apresentada a motivacdo para a realizacdo deste estudo, a revisdo
bibliografica sobre o métodmultigrid algébrico(Algebraic Multigrid Method- AMG), os

objetivos a serem alcancados e a organizacao do texto.

1.1 Generalidades em dinamica dos fluidos computacional

A dinamica dos fluidos envolve a modelagem de fenémenos-fjsicoicos que séo
repregntados por modelos matétitos, sendo questes fendmenos estdo relacionados a
mecanica dos fluidos, transferéncia de calor e massa, combustéo, entre outros. A resolucéo
destes problemas via métodos numéricos € o campo de estudos da dinamica dos fluidos
computacional.

Segundo Fduna (2000), o objetivo em CFD é reduzir 0 nimero de experimentos e
explorar fenbmenos que nao poderiam ser estudados em laboratério de forma prética. Para a
solucdo de um problema em engenharia podem ser empregados trés tipos de meétodos:
experimentais,araliticos e numéricos, sendo que cada um possui suas vantagens e
desvantagens conforme o problema a ser resolvido. A Tab. 1.1, adaptada de Tetnakhill
(1997) compara os métodos acima citados.

De acordo com Ferziger e Peric (2002), o erro de modelageausado pelas
simplificagdes feitas sobre o fendmeno real na concepg¢ao do modelo matematico. Os erros de
modelagem afetam tanto as solu¢cfes analiticas quanto as numeéricas, porque ambas se baseiar

em modelos matematicos.
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Tabela 1.1: Comparacgéo entre os métodos de solugao de problemas em engenharia (Adaptada de
Tannehill et al., 1997)

Método Vantagens Desvantagens
Experimental mais realista equipamento exigido, problemas
escala, dificuldade de medicao, usto
operacional
Analitico mais geral, formula fechada restrita a geometrias e processos fisi

simples, geralmente restrita a probéemn
lineares, erros de modelagem

Numérico ndo ha restricho quanto erros numeéricos, prescricdes

linearidade, geometrias condicbes de contorno apropriad
processos complicadosyaucdo custo  conputacional, erros d
temporal do processo modelagem

Para que seja possivel tratar numericamente as equacgfes diferenciais parciais, elas
devem ser expressas na forma geracdes aritméticas que o computador possa executar.
Desta forma, recorree aos métodos numéricos para se obter uma solucdo aproximada,
transformando o modelo continuo em um modelo discreto.

Um método numérico pode resolver problemas mais gerais, maomnapartida
pode apresentar diversas fontes de erros numéricos, que podem ser classificadas em
(MARCHI, 2001):

1 Erros de truncamento: Ocorrem guando o modelo matematico € aproximado
por um método numérico. Quando se tem apenas erros de truncamento (as
outras fontes de erro sao despreziveis), este erro densmir@aro de
discretizacéao.

{ Erros de iteracdo: E definido como sendo a diferenca entre a solucéo exata das
equacles discretizadas e a solugdo numérica em uma determinada iteracao
(FERZIGER e PERIC, Z1p).

1 Erros de arredondamento: Ocorrem devido a representacéo finita dos numeros
reais nos calculos. Segundo Fortuna (2000), ndo podem ser evitados, mas
podem ter seu efeito reduzido pela utilizacdo de precisdo dupdmadrupla
nos calculos.

1 Erros de protamacédo: Sao inerentes ao programador e a utilizacdo do codigo

computacional.
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Para os problemas resolvidos neste trabath®,erros de arredondamento sao
minimizados devido ao emprego de precisdo dupla nos célculos. Os erros de programacéo
também sdo mimizados devido a verificacdo do cédigo computacional através da analise de
erros numericos (mais detalhes no Capitulo 3). Desta fdemese a presenca de erros de
iteracdoe de truncamentdO erro de iteracdcesté ligado a aplicacdo do métaaaltigrid,
visto que os sistemas lineares resultantes da discretizagcdo das equacgdes diferenciais Sao
resolvidos com o emprego de métodos iterati@sserros de truncamentaoprovenientes
da aproximacéo do modelo matematico por um método numérico.

O objetivo de ummétodo numérico é obter a solucdo de uma ou mais equacdes
diferenciais através da substituicdo das derivadas existentes por expressdes algébricas que
envolvam a funcédo incognita. O que caracteriza um método numérico € a forma como estas
expressdes sao othéis. Estas expressdes sdo aplicadas a cada ponto do dominio de calculo ja
discretizadogomas solucfes obtidas nestes pontos. Existem varias formas desta discretizacdo

ser feita. As mais conhecidas sao:

Elementos Finitos (HUGHES, 2000; REDDYE e GARTLINKS94);
Diferencas Finitas (FORTUNA, 2000; TANNEHILL et al., 1997);
Volumes Finitos (MALISKA, 2004;VERSTEEG e MALALASEKERA,
2007).

Um método numérico, entéo, ira fornecer a solucdo em um numero finito de pontos
definidos pela malha computacional. Nestesos, os problemas abordados ddo origem a

sistemas lineares do tipo:

Au=f (1.1

ondeA é a matriz dos coeficientes, € o vetor de incognitasfe& o vetor independente.
Geralmente, quanto mais pontos nodaisisnpadximo da solucéo analitica estara a

solugdo numeérica, pois o erro slancamento (proveniente da discretizacgera menor. De

acordo com a distribuicdo destes pontos no dominio, a malha obtida pode ser uniforme (os

pontos que compdem a malha estadoumemente espagados) ou Adaforme; estruturada

(uma estrutura ou regularidade na distribuicdo espacial dos pdrapeesentadiaou néae

estruturada.
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Quando o objetivo é reduzirscerros de truncamentp os problemas devem ser
resolvidos em malhas extramente refinadas. Para estes casos, o0 sistema linear é de grande
porte.Em geral, a matriz de coeficientes € esparsa e, dependendo do tipo de malha, pode ser
banda ou ndo (para malhas estruturadasnacestruturadas)No caso de sistemas de

equacgdes nalineares, estes sao representados por:
Au)= f (1.2)

Para resolver problemas de grande p{ctesequénciaa discretizacd@m malhas
mais refinada@scom matrizes esparsasao utilizados métaxs$ iterativoscomopor exemplo:
Jacobi, GassSeidel (BURDEN e FAIRES, 2@), ADI (Alternate Direction Implicit
Method (FERZIGER e PERIC, 2002), SORSycessive Over Relaxatjo(HACKBUSCH,
1985), MSI Modified Strongly Implicit Methgd(SCHNEIDER e ZEDAN, 1981), entre
outros.

De acordo com Stiibgf2001), a eficiéncia da solucdo numérica de grandes sistemas
de equacdes requer uma hierarquia no algoritmo. Certamente um dos mais importantes
avancos nas ultimas trés décadas € devido ao principio do méadiaypid. Este método tem
duas abordagens, gestédo relacionadas a forma de entrada dos dados e na construcdo das
malhas auxiliares: o métodoultigrid geométrico (GMG) (Trottenberg et al, 2001 e Briggs et
al, 2000), em que sdo necessarias informagdes a respeito das malhas auxiliares; e 0 método
multigrid algébrico (AMG) (Ruge e Stiben, 1986; Brandt, 1986; Falgout, 2006 e Haase e
Langer, 2002), em que € necessaria a matriz de coeficientes. Desta matriz sdo retiradas
informacdes a respeito da malha inicial, convencionada como a malha com mais iadg0gnita
que os dois métoddémem comum € o fato de o problema ser resolvido empregando uma
hierarquia de malhas.

O métodomultigrid algébrico € composto por etapas que levam a resolucdo do
problema, detalhadas a seguir. A resolugdo de um problema com donmétdtigrid
algébrico, é dividida em fassetup e fase de solucdo (KRECHEL e STUBEN, 1999
CLEARY et al., 2000TROTTENBERG et al., 200& WATANABE et al., 200h De acordo
com Falgout (2006), os métodasultigrid alcancam a otimalidade empregando dois
processos complementares: suavizagao e correcdo na malha grossa.

A fasesetupé uma fase inicial, responséavel pela geracdo das malhas, construgdo dos
operadores de transferéncia entre as malhas (restricdo e prolongacao). A fase de solucéo é
direta e empregas operadores gerados na fastup para se resolver o problema. Esta
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resolugdo se da com o uso de malhas auxiliares mais grossas (com menos pontos que a malhe
original), que sao visitadas conforme um ciclo previamente determinado. O operador de
restricdotransfere as informacfes da malha fina para a malha imediatamente mais grossa, e o
operador de prolongacdo transfere as informacdes da malha grossa para a malha
imediatamente mais fina. Ciclmultigrid é a sequéncia com que as diversas malhas séo
visitadas pode ser ciclo V, W, F, entre outros.

A suavizacdo envolve a aplicacdo de um método iteratsavé) em uma
determinada malha, como por exemplo, G&eslel (também chamado método de relaxacéo
ou suavizador)A correcdo na malha grossa envolve a rgg da equacgao residual nesta
malha, obtendo uma aproximacao para o erro. Esta aproximacdo € usada para corrigir a
solucdo na malha imediatamente mais fina (0 erro € transferido para esta Radtitajle
reducdo de malha é uma constante que quantificensponto esta fortemente conectao
outros. Fator de forte dependéncia na malha grossa é uma constante que define a forte
dependéncia no conjunto dos pontos que estdo na malha grossa. Estes dois ultimos parametros

interferem diretamente na construcao mathas auxiliareea aplicacdo do AMG

1.2 O problema

Neste trabalho, os problemas abordados sdo descritos pelas equacfes de Laplace e
Poissonbidimensionais discretizadas em um dominio de célculo quadrado, sendo que a
solucdo analitica para estas equagbesnhecida. Para a equacdo de Laplace sdo abordados
dois problemas diferentes: um problema com condi¢cdo de contorno dada por uma funcéo
linear alestee ao norteque neste trabalho keferenciado por problema linead outro
problematem comocondicao @ contorno uma funcéo se@dal ao norte que neste trabalh®
chamado deproblema senoidalPara todas as equacOes sdo consideradas condi¢cdes de
contorno de Dirichlet. A equacédo de Laplace é discretizadeocaso demalhas estruturadas
quadrangulares eiangularesque podem ser observadas Ras. 1.1 e 1.2respectivamente
A equacdo de Poisson é discretizasamente com o uso de malhas estruturadas

quadrangulares.
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Figura 1.1: Malha quadrangular Figura 1.2: Malha triangular

Para a discretizacdo das equacbes governantes em malhas quadrangulares, é
empregado o método de diferencas finitas (MDF). Para malhas triangularezaglaitd
método dosrolumesfinitos (MVF), sendo que, para este caso, as condicdes de contorno séo
aplicadas conm utilizacdode volumes ficticios. Para a obtencdo da solucdo numérica, €
empregado o métodoultigrid algébrico Algebraic Multigrid- AMG) a todos os problemas

a serem resolvidos.

1.3 Motivacéo

Um dos campos mais atratesde pesquisa em analise numérica € o desenvolvimento
de métodos que operam hierarquicamente (com o uso de malhas auxiliares) para buscar, de
forma eficiente, a solucdo de sistente equacdes com grande esparsidade, provenientes de
malhas naestruturadas (TROTTENBERG et al., 2001).

Muitas vezes a resolucdo de problemas de mecéanica dos fluidos e transferéncia de
calor, com o uso de métodos numéricos, tamaviavel. Isto € degtdo ao grande numero de
equacbes a serem resolvidas a cada passo iterativo, requerendo assim, um alto custo
computacional. Observee que, no inicio dos calculos, a taxa de convergéncia € alta,
passando a decair sensivelmente a medida que o processwoitavainca (BRIGGS et al.,

2000). Com o objetivo de melhorar a taxa de convergéncia dos métodos numéricos, varios
trabalhos estdo sendo desenvolvidos, sendo que um dos métodos utilizados com este objetivo
é o métodanultigrid (BRANDT, 1986; BRIGGS et al2000, TROTTENBERG et al., 2001,
STUBEN, 2001 HAASE e LANGER, 2002; FALGOUT, 2006
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De acordo com Stiben (2001), este método opera sobre uma hierarquia de malhas,
definida a priori, pelo engrossamento de uma dada discretizagdo da malha, em um modo
geometriamente naturalnultigrid geométrico). Claramente, este procedimento é direto para
malhas estruturadas. Porém, a definicho de uma hierarquia de malhas pode se tornar
complicada para malhas néstruturadas.

A eficiéncia do métodanultigrid ndo tem sido teimente alcancada em aplicacdes
realisticas em CFD. Com a crescente complexidade destas aplicacdes, aumenta também a
procura por métodos mais eficientes e robustos. E esperado que estes métodos tenham uma
boa reducédo do tempo de CPU, usem pouca memoriputaaional e possam abordar as-nédo
linearidades e acoplamentos, sem grandes prejuizos ao seu desefRbEBEce STUBEN,

1986)

Um meétodo que pode ser aplicado a problemas em que as localizac6es dos pontos sdo
conhecidas, mass malhassdo naeestruturadasou irregulares € o métodomultigrid
algébrico (BRANDT, 1986; RUGE e STUBEN, 1986; STUBEN, 2001; BRIGGS &1G00;
TROTTENBERG et al., 2001 EALGOUT, 2006). Este método também pode ser aplicado
quando ndo se tem nenhuma informacdo a respeito da geodwtproblema (STUBEN,

2001). De acordo com Trottenberg et al. (2001), as vantagens deste método sédo robustez,
aplicabilidade em situagbes com geometrias complexas e resolucdo de certos problemas que
estdo fora do alcance duaultigrid geométrico.

Conforme Brandt (1986), o AMG pode ser usado como solverfic a-p x @at a o .
Como o algoritmo é baseado em uma dada matriz, ele podsaskr para varios problemas.
Nesks problemas, ndo ha necessidade de se dar atencdo especial para as condicdes de
contorno, anistoopias, fortes descontinuidades em coeficientes, entre outros aspectos que
normalmente requerem mais cuidado na discretizacdo e na resolucdo do problema. Além
disso, como a constru¢cdo da matria AMG nos niveis auxiliaregnivel com menos
incognitas) € Aseada em fortes conexdes algébrigaeblemas que envolveraquacdes
anisotropicas, com fortes conectividades entre outros casos, podem também ser resolvidas
pelo mesmo algoritmo AMG.

Outra aplicacdo do AMG € em problemas onde malhasesidioturadas séo
empregadas e, por esse motivo, o métoddtigrid geométrico ndo é aplicavel. Isto inclui
discretizacdo por elementos finitos com triangulacdes irregulares na malha com mais
incégnitas, e matrizes de grandes dimensfes que ndo sao derivadas de problémuas.con

Uma vantagem que o AMG apresenta sobrenudtigrid geométrico € a forma como o
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algoritmo faz a correcdo na malha grossa, engrossando apenas nas direcdes de suavizagac
geométrica (FALGOUT, 2006).

De acordo com Trottenbegj al.(2001), o métodonultigrid (tanto geométrico quanto
algébrico) é caracterizado por suas componentes: procedimentos de suawabgia9, (
estratégia de engrossamento, operador de malha grossa, operadores de transferéncia de malhg
finas para malhas grossas (e wegsa) dipo de ciclo.

Neste trabalho s&o abordados problemas com geometrias simples. Conforme
Trottenberget al.(2001), tais problemas ndo ddo uma visao geral do método, mas permitem
facil investigacdo do comportamento assintético do AMG, bem como sua depandénci
varios aspectos especificos como anisotropias, descontinuidades, perturbacfes singulares,
entre outros.

Conforme Trottenberget al. (2001), uma simples modificacdo no algoritmo pode
resultar em uma reducéo significativa no tempo de CPU. De acorddaoger e Pusch
(2006), para que o métodmultigrid seja realmente eficiente, € necessario adaptar as
componentes do método de acordo com o delineamento fisico do problema e a formulagéo
variacional.

Com o desenvolvimento deste trabalho bwsEaencontrar m algoritmo com
parametrotimaos para a resolucdo de problemas com o uso do mébadtigrid algébrico.
Entendese por algoritma@om parametroétimos como aquele que apresenta 0 menor tempo
de CPU. Para este fim sdo observados parametros como: nunienagkes internas (feitas
pelo solve), numero de niveis de malha a serem utilizadas na resolucdo do AMG, fator de
reducdo de malha (constante que quantifica 0 quanto um ponto esta fortemente canectado
outros) e fator de forte dependéncia na malha gross

Pretendese também avaliar o efeito do nimero de incégnitas no tempo de CPU e fazer
comparacdes entre os algoritmos considerados como padrao (parametros mais utilizados na
literatura) e otimizado (com os parametros 6timmb8dos nos testes computacimyaEstas
comparacdes envolvem o numero de ciclos (itera¢des externas) que o AMG leva para atingir a

tolerancia previamente determinada, e tambéooeficientec e o0 expoentep da equacao

t =cNP, onde os valores parae p serdo determirtns,N € o nimero de incégnitaste& o
tempo de CPUPara esta ultima analise, (ajuste de curvas pelo método dos minimos
guadrados) séao utilizados os tempos de CPU obtidos para os quatro maiores problemas
resolvidos, de acordo com o tipo de malha empegad

Neste trabalho é utilizado como base o codigo computacional AMG1R6 criado por
Ruge e Stiuben (1986). $es programa resolve problemas discretizados por diferentes
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métodos, tanto para malhas estruturadas quadrangulares quanto para malhas triangulares. O
AMG1R6 traz implementado solver GaussSeidel, o Gradiente Conjugado e o método
direto YALE-SMP. O programa também pode ser executado para diferentes tipos de ciclos
(V, F, W), com diferentes estimativas iniciais (nula, constante e igual a 1, randémica). O
AMG pode ser usado também como um-guadicionador. Neste codigo computacional séo
consideradas diversas modificagdes, para que 0s objetivos aqui propostos sejam alcancados.

1.4 Revisdobibliografica

Desde o inicio dos anos 90, houve um forte aumento moeg#e em métodos
multiniveis algebricamente orientados. Uma razdo para isto, certamente, foi o aumento da
complexidade geométrica das aplicacbes que, tecnicamente, limitaram o uso do método
multigrid geométrico (STUBEN, 2001).

Conforme Chang et al. (189 o métodomultigrid algébrico classico foi introduzido
por Brandt, McCormick e Ruge em 1982. Foi primeiro explorado por Stiiben em 1983, e
popularizado por Ruge e Stiben em 1986. De acordo com Ruge e Stuben (1986), o AMG
pode ser usado para varios tipos mteblemas, onde a aplicacdo do métadaltigrid

geomeétrico é dificil ou impossivel. Estes tipos de problemas estéo listados a seguir:

1 problemas onde a discretizacdo na malha mais fina ndo permite engrossamento
uniforme para todos 0s pontos;

1 problemas candos pelo operador de transferéncia entre as malhas, e nao pelo
dominio. Quando o engrossamento uniforme é usado com interpolacao linear,
pode ser dificil encontrar um processo de relaxacdo que suavize o0 erro de
forma suficiente para admitir uma boa cgé&e na malha grossa. Algumas
vezes, isto pode até ndo ser possivel.

1 problemas em que as informagdes sdo dadas apenas por atnma (n&o

possuem informacdes geométricas).

O metodomultigrid algébrico resolve sistemdse equacdebaseado nos principios do
multigrid geométrico, mas de um modo que nado requer conhecimento explicito da geometria
do problemaO AMG determina as malhas grossas, 0s operadores de transferéncia entre as

malhas e as equacdes de malha grossa baseado somente nas entradas da matriz.
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De acordo com Falgout (2006), desde a introducdo original do método, uma ampla
variedade de algoritmos AMG tem sido desenvolvida. Estes algoritmos designam diferentes
classes de problemas e possuem diferentes propriedades de robustez e eficiéncia.

Conforme Tottenberg et al. (2001), do ponto de vista espacial, 0 AMG tenta engrossar
somente nas direcdes em que a relaxagdo realmente suaviza o erro. Porém, a informacgéo
relevante esta contida na matriz (em termos da magnitude e dos sinais dos coeficientes). Este
processo pode ser melhorado tendo como base apenas a informacédo da matriz, produzindo
niveis grossos que sado localmente adaptados para as propriedades de suavizacgao.

Uma comparacdo entre os métodasitigrid geomeétrico anultigrid algébrico pode
ser observda na Tab. 1.2 adaptada de Changl.(1996)

Tabela 1.2: Comparag¢8es entremultigrid geométrico emultigrid algébrico (Adaptado de CHANG

et al., 1996)
Multigrid Geométrico Multigrid Algébrico
Problema a ser Problemas Continuos Sistemas lineares de equag(
resolvido algébricas

Informacao usad: Estrutura geométrica do probleme Somente as entradas da matriz
Programa Preparado para cada problema  Unico para todos os problemas

Eficiéncia Muito boa Boa

A equacdo de Laplace foi resolvida em Ruge e Stiiben (1986), que apresentaram como
resultados o tempo da fasetupe de um ciclo V. Demonstraram a robustez e a eficiéncia do
métodomultigrid algébricoemuma variedade de casos, incluindo dominios itexga.

Dietrich (1995) resolve a equacdo de Poisson em malhas-estiouturadas e
apresentowcomo resultados o numero de iteracfes (ciclos) e o tempo de CPlsdfape
junto com ciclo V). Para a obtencdo dos resultados, consideniveis de malha é¢ 3
engrossamentos), sendo que o sistema&glacdes na malha mais grossa de 30 a 50
incégnitas. Consideu como otimizagdo o uso do métoduwltigrid como précondicionador
e seus resultaddsramcomparados aos obtidos com o método de Cholesky inconugietdo
como précondicionador. O AMG obteve os melhores resultados quando comparados o
namero de iteragcdes e o tempo de CPU.

Outros autores também apresearta estudos para a equacdo de Poisson com AMG.
Chang et al. (1996) trabaltaan com malhas estruturasl eapresentaramesultados para o

tempo de um ciclo V e também para a fastup Utilizaram uma nova formulacdo para
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interpolagdo, que ndo somente methoa taxa de convergéncia, como tambédaepser
aplicadaa casos mais gerais, incluindo matrizes gée sejam diagonal dominante.

Krechel e Stiiben (1999) aplremm AMG a equacéo de Poisson, onde o principal
objetivo foi o deanalisar o fator de convergéncia de um ciclo V. Tastaduas formas de
interpolacdo combinadas com diferentes formas de serapdigassos de suavizacao.

Briggs et al. (2000) aplican o AMG a equacao de Poisson com o uso de malhas
estruturadas e compaam 0s resultados aos obtidos com o métoddtigrid geométrico.
Apresentaam a norma obtida em cada ciclo &nforme o avancoadprocesso iterativo.
Concluramque, em termos de performance, o AMG é equivalenteudiigrid geométrico.

Cleary et al. (2000nostraranos resultados obtidos para a equagao de Poisson, tanto
para malhas estruturadas quanto para malhasestéduradas.Em seus resultados,
apresenta@m o0s tempos obtidos para um ciclo V e também para as&ap Para malhas
estruturadas, o fator de convergéncia né@stroudepenénciado tamanho da malha, e os
tempos obtidos para a fasetupe para o ciclo Vapresentara cresémento linear com o
namero de incognitas. Para malhas-eétvuturadas (obtidas por triangulacdo unifornae)
fator de convergéncia mostrdependéncia com o tamanho da malha.

Trottenberg et al. (2001) resohan problemas tipo Poisson com o0 usoAMG em
malhas estruturadadpresentaranmesultados para tempos de CPU e numero de ciclos até a

tolerancia estipulada et0'*° ser dingida Apresenteam tambémresultados para o fator de
convergéncia para diferentes métodas.acordo cm 0s autores, éécomenddaa aplicacéo

do AMG a equacdes simples (Equacdes de Poisson ou de Laplace) para o estudo de
parametros que compdem o método. No presente trabalho, os resultados obtidos para a
equacdo de Laplace sdo comparados aos obtidos pegaagdo de Poisson em malhas
guadrangulares estruturadas.

O trabalhode Iwamura et al. (2003) aplicaulAMG1R6 de Ruge e Stiben (1986) a
equacdes que foram discretizadas com o método dos elementos finitos, em malhas nédo
estruturadas em trés dimens@@sproblema resolvido neste trabalho envolve a simulagéo
numérica de escoamentosngdelagem da injecdo de polimerodyoram apresentadas
comparacdes entre diversos algoritmos utilizados, entre eles AMG1R6 padrdo e AMG1R6
com gradiente conjugado pcéndicionado Empregeam diferentes valores para o fator de
reducdo de malha, dependendo do nivel de malha gaeassindo tratado. Empregen
também diferentes valores para o fator de forte dependéncia na malha grossa, dependendo de
guantos niveisestavam sendautilizados para a resolucdo do problen@ncluem que

sistemas simples nas malhas grossas (com operadores de complexidade pequenos) sdo obtido
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reduzindo substancialmente os sistemas no nivel grosso pelo uso de um conjunto pequeno de
pontos na malha grossa.

O trabalho de Pereira et al. (2006) apresenina nova abordagem para selecionar as
malhas grossas. Esta abordagi®mnbaseada em uma escolha apropriada para o fator de
reducdo de malha, que conswmera densidade da matriz durante o processo de
engrossamea. Este procedimento leu a uma redugéo da dimens&o da matriz para todos os
niveis, sem perder a robustdes método Empregaram o AMG préondicionado com o
método gradiente conjugado.

Falgout (2006)esolveu a equacdo de advecd#asdo, discretizadaom o método
dos elementos finitos em malhas uniformes. Como resultagosserdu o nimero de
iteracOes, niveis de malha, tempo para a §&tepe tempo para resolver o problema. Os
resultados obtidos neste trabalttwam os esperados para o métoahltigrid. O fator de
convergénciandepende do tamanho do problem@ @umento do tempo para resolver o
problema e do tempo para a fasetup apresentaram crescimento lineam o nuamero
incognitas

O trabalho de Oliveira et al. (2008presentouwesultados para equacao de Laplace,
discretizada em malhas quadrangulares, resolvida com o métadigrid geométrico.
Apresenbu um estudo sobre o numero de iteracdes internas (feitassplele) e sobre o
namero de niveis, encontrando valores 6timos para es@w¢tans. Pretenese comparar
gualitativamente ess resultados aos obtidos presentdrabalho com o métodmultigrid
algébrico.

O trabalho de Gaspar et al. (200@puxe resultados para o métodmultigrid
geomeétrico aplicado a malhas trianguladisceetizadas com o método dos elementos finitos
Comparaam duas estratégias de engrossamernter&mtestes para diferentes tipos de ciclos
(V, W e F) e também variam o niumero de iteracdes feitas pstdver Comparaam namero
de iteracbes externas e numede operacBes aritméticas. Pelo numero de operacdes
aritméticas conclisiam que o melhor algoritmo para o métadaltigrid geométrico € o ciclo
V com uma iteracdo interna paraaver.

Em todos os trabalhoanteriormentecitados, ndo se encontrou um estytara a
obtencéo do numero 6timo de iteragcOes internas parétedomultigrid algébrico. Também
nao se tem dados sobre o numero 6timo de malhas (niveis) a ser utilizado no AMG, apesar do
valor para este parametro estar disponivel em alguns trabalhasctD{@995) utiliou
malhas com 4 niveisrechele Stiben (1999), utilizam 7 niveis, e resolvam até a malha

mais grossa considerada, com 9 variaveis. Trottenberg et al. (2001) apagsestados para



34

dois niveis de malha, Dumett et al. (2002) nesam problemas com 7, 8, 9 e 11 niveis,
Reitzinger et al. (2003utilizaram 6 niveis mas ndmramaté a malha mais grossa possivel e
Falgout (2006) resolweproblemas com 5, 6, 8, 9, 12 e 13 niveis. Briggs et al. (2000), Cleary
et al. (2000) ePereira €al. (2006) utilizaam varios tamanhos de problemas em seus testes
computacionais, sendo que para todos &eam utilizados todos os niveis de malha.

Na literatura também € observada discordancia com relagédo aos critérios de parada e
tolerancias utiliadas para o AMG. Dietrich et al. (1995) empragao residuo baselona
normal, e levaam o processo iterativo até que se atinja a tolerancitDde Chang et al.
(1996) calculeam o residuoadimensionalizado pelastimativa inicial e maivteran a
tolerancia fixa em10°, assim como Falgout (2006) que emme@ tolerancia del0®.

Cleary et al. (2000) calculan a norma do residuo de um ciclo para outro. Nenhuisesles
autores mforma comofoi determinada a tolerdncia adotada. Neste trabalho, o critério de
parada baseado na normado residuo, adimensionalizada pela normaastimativa inicial, é

o adotado.Este critério de parada, além de ser empregadoBpggs et al. (2000) e
Trottenberg et al. (2001), ainda € o utilizado por Oliveira et al. (2008), que terdo seus
resultados comparados aos obtidos nesta Aesaerancia é determinada para cada um dos
problemas abordados. Mais detalhes sobre a obtergamlerancia para cada um dos
problemas sao apresentados no Capitulo 3.

Observase que nage temestudos para influéncia ddator de reducédo da malt(q)
sobre o tempo de CRWEste nimero, que é uma constante entre 0 @<4¢gK1), quantifica
se um ponto esta fortemente conectadoutros. Este pardmetro influencia diretamente a
geracdo das malhas auxiliares para a aplicacdo do AMG. Usualmente é aplocta@s,
conformeé recomendado efrottenberg etl. (2001), que afirntam que este é um valor
padrédo razoaveRuge e Stiben (1986), Chang et al. (1996), Krechel e Stiben (1999) e Cleary
et al. (2000) também utilizam g =0,25. Por analogia ao GMG, considerando uma malha
estruturadag = 0,25 ou g =1/4 corresponde a interpolagdo de quatro pontos (norte, sul, leste
e oeste) para se obter o ponto da malha imediatamente mais fina, 0 que corresponde a razao
de engrossamento =2 para o GMG.Briggs et al. (2000) utilizam ¢g=0,2 e Falgout
(2006) empregu g =0,4.

Pereira et al. (2006) emprega varios valores de, pois seus dados de entrada estdo
na forma matricial (estes valorswam obtidos por meio de um célculo que leva em conta a

densidade da matriz). Os resultados de Pereira et al. (2006) sugerem que 0 uso de pequenos
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valores parag produzem uma grande reducdo na malha e no operador de complexidade. Em
consegéncia a isso, ha uma reducédo nos tempos para sefape para a fase de solucao do
AMG. Porém o uso de pequenos valores pargode aumentar o fator de convergéncia,
reduzindo a robustez do método.

Para Campos et al. (2006), aadbea deqg influencia diretamente o nimero de pontos
da malha em cada nivel, ou seja, o nimero de entradasula®ode cada matriz. Grandes
valores parag geram matrizes nas malhas grossas com mais informacfespeaito das
malhas mais finas. Isto contribui para a rapida convergéncia em termos do numero de
iteracdes. Por outro lado, esta melhora ndo resulta em menores tempos de CPU, ja que cada
nivel € computacionalmente mais custoso.

N&o foram encontrados estedia influéncia d fator de forte dependéncia na malha
grossa(e) no tempo de CPUEste parametro é uma constante e seu valor, que dever ser

positivo, esta fixado ene = 0,35, conforme encontrado em Ruge e Stiben (19863ng et

al. (1996), Krechel e Stuben (1999), Briggs et (2000), Cleary et al(2000) e Falgout
(2006). Em Trottenberg et al(2001) foi utilizado €=0,20 e em Ilwamura et al2003),

e=0,35 e e=0,45, deacado com o nivel de malha que estaeado resolvido.

Alguns dos parametros aqui estudados sdo comparados com os 6timos obtidos para o
métodomultigrid geométrico, encontrados em Oliveira et al. (2008). Existem alguns trabalhos
disponiveis na literaturgue tr&aemcomparacoes entre AMG e GMRBesultados numéricos
podem ser encontrados em Briggs et al. (2000), apresentarantomparacfes entre o
métodomultigrid algébrico e geométrico para a equacao de Poisson 2D, discretizada em
malhas estruturadas quadgulares, com o método de diferencas finitas. Deste exemplo,
concluu-se que a norma obtida em cada cicloovth o AMGtem o mesmo fator de reducao
qgue o encontrado paranaultigrid geométrico. Concluise ainda que, para o caso de malhas
estruturadas, &AMG utiliza mais memdria computacional e gasta mais tempo de CPU na
resolucdo do problema, quando comparadonatiigrid geométrico(a fasesetupdo AMG
gasta sete vezes mais tempo que um ciclo V (tempo total) do GMG, para a malha com 64
incégnitas)

Haasee Langer (2002) compaam os resultados obtidos para o métadoltigrid
algébrico com os obtidos para raultigrid geométrico, para um problema de campo
magnético. Usam apenas 3 malhas, tanto para o AMG quanto para o GMG, sendo que a

malhaconsideradayrossa para 0 AMGetve menosde 500 incognitas, e para o GM@ve
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2907 incognitas. Analisan o tempo de CPU, numero de iteracbespeedup para o
problema resolvido com computagao paralela.

O trabalho de Watanabe et al. (2005) compars tempos de CPU pma os dois
métodos. Conclitam que os tempos obtidos para 0 AMG e o GMG aumentam linearmente
com o numero de incégnitasendoqueo GMG é aproximadamente 3 vezesis rapido que
o0 AMG.

Langer e Pusch (2006) compara os dois métodos (AMG e GMG), pré
condcionados, para a equacédo de Laplace em 3 dimer&@iescamcomparacdes do numero
de ciclos para o AMG e o0 GMG.

Wu e Elman (2006) resolv@n a equacdo de advecedidusdo discretizada com o
método de elementos finitos, empregando AMG e GMG, em malhattdap e uniformes.
Comparaam o numero d iteracdes que cada método lepawa convergir. Concitamque a
taxa de convergéncia deteriora quando os parametros difusivos diminuem.

Campos et al. (2006) compema a performance do AMG com GMG, ambos-pré
cordicionados e com algoritmos paralelos para um sistemaling de equacdes
diferenciais.Apresentaranresultados para niamero de niveis do GMG e numero de niveis e
fator de reducdo de malha para o AMG, quando sao utilizados diferentes niumeros de
processaores.O numero de niveis do GMG variae 2 até 6, e do AMG, de 6 até 16. Os
valores testados para o fator de reducdo de niathar 0,25; 0,50 e 0,750s resultados
mostraam que, para o0 GMG, o nimero de niveis 6timo, para um processador, € 2. Para o

AMG, o melhor fator de reducédo de malha é 0,25, e 0 niumero de niveis 6timo é 8.

1.5 Objetivos

Este trabalho tem por objetivo otimizas garametros dalgoritmo do método
multigrid algébrico, através da avaliacdo de seus parametros em malhas estruturadas
quadragulares e triangulares. Comparacdes qualitativas sdo feitas com os parametros ja
conhecidos para o métodaultigrid geométrico. O métodmultigrid algébricoé aplicado as
equacOes de Laplace e Poisson. Os objetivos gerais do trabalho s&o:

1 Analisar os pametros do meétodanultigrid algébrico em malhas estruturadas

guadrangulares e triangulares.
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1 Minimizar o tempo de CPU para o métadaltigrid algébrico em malhas estruturadas

guadrangulares e triangulaggasra as equacdes de Laplace e Poisson.

Os objetivoespecificos séo:

Para a equa@p de Laplace, em um dominio de célculo quadrado, discretizado com
malhas estruturadaquadrangulares e triangulares e para a equacao de Poisson, discretizada
em um dominio de calculo quadrado com malhas estruturadas quddresigretendese:

Encontrar o nimerétimo de iteragdes internas;

Encontrar o nimer6timo de malhas (niveis);

Encontrar ovalor étimo para o fator de reducao de malha

Encontrar ovalor 6timo para dator de brte dependéncia na malha grgssa

Avaliar o efeito do niumero de incognitas no tempo de CPU;

=4 =2 A A4 A

Avaliar os parametros acima quando alteradas as condi¢cdes ttenoopara a

equacéao de Laplace;

1 Comparar os parametros 6timos encontrados para malhas estruturadas quadrangulares
com os obtidos para malhestruturadas triangulares;

1 Comparar os parametros 6timos encontrados para o metoltigrid algébrico em
malhas estruturadas quadrangulares com os ja conhecidos patadn multigrid
geomeétrico.

1 Comparar os parametros 6timos obtidos para a equacaoptbed.aom os obtidos
para a equacao de Poisson, ambas com o AMG enhamaestruturadas
guadrangulares;

1 Obter resultadoeem malhastriangularesmais refinadas que as apresentadas na

literatura.

1.6 Organizagéo do texto

Neste capitulo foram descritas as geldgdes em dinamica dos fluidos
computacionais, além der apresentado os problemas a serem abordados nesta tese. Foi
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apresentada ainda a motivacéo para a realizagédo deste trabalho, além da reviséo bibliografica,
que citou os trabalhasais relevantes para definicdo dos objetivos dasese

No proximo capitulo é apresentada a fundamentacdo tedrica sobre os meétodos
iterativos paraa solucéo de sistemas de equacdes lineares, sobre o critério de convergéncia a
ser adotado, e a teor® métodomultigrid algébrico.Temse ambémas formulacdes pa@
método dos volumes finitos aplicado a malhas estruturadas triangulpaes e método de
diferencas finitas aplicada malhas quadrangulares. No capitulo 3 € apresentada uma analise
dos codigos computacionaimpregados na resolucédo das equacdes diferenciais em questao.
Esta andlise é feita através do estudo de erros numéricos. No capitulo 4 sdo apresentados os
resultados obtidos em malhas quadrangulares, para as equacgfes de Laplace e Poisson. Nc
capitulo 5 ténse os resultados obtidos em malhas triangulares, para a equacao de Laplace.
No capitulo 6 sé@o apresentadas @mclusfes, ascontribuicbes desta tese, algumas
recomendacgfes préaticas para o uso do AMG, além de sugestdes para trabalhos futuros. No
apéndice Atemse uma demonstracdo do auiwr de interpolacdo para o AMG, e no
apéndice B é apresentado um estudo complementar para o fator de reducédo ganmalha

problema linear em malhas quadrangulares
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2 Fundamentacéaotedrica

Neste capitulo € apreserdadima revisdo dos métodos iterativos basieoa
fundamentacéo tedrica do métaahiltigrid algébrico. Na sequéncitemse as formulacdes
utilizadas na discretizacdo das equacgbes diferenciais, tanto com o0 uso do método de
diferencas finitas, para malhastraturadas quadrangulares, quanto para o método dos
volumes finitos, para malhas estruturadas triangulares. S&o apresentados também os modelos
matematicos e numéricos aqui resolvidos, bem como as variaveis de interesse consideradas

para a verificacdo do digo computacionaljtilizadasno Capitulo 3.

2.1 Métodos iterativos e analise de convergéncia

Os métodos numéricos utilizados para a obtencdo da solucdo de sistemas lineares
podem ser divididos em dois grupos (CUNHA, 2003): métodos diretos (que conduzem a
solugdo exata, a menos de erros de arredondamento introduzidos pela maquina ap6s um
namero finito de passos) e métodos iterativos (que sdo baseados na construcdo de sequéncia:
de aproximacdes). Nos métodos iterativos, a cada passo, 0s valores calcutatdosante
sdo usados para melhorar a aproximacéao.

Os métodos diretos podem ser invidveis quando o sistema de equaces é muito grande
ou mal condicionado. Por outro lado apresentam a vantagem de fornecer a solugcédo ap6s um
namero finito de passos e de naependerem de critérios de convergéncia. Os métodos
diretos mais utilizados sao (FORTUNA, 2000): eliminacdo de Gauss, fatoragédo LU, TDMA
(TriDiagonal Matrix Algorithm), sendo este ultimo aplicada sistemas tridiagonais de
equacoes.

Os métodos iterativos gam uma sequéncia de vetores a partir de uma aproximacao
inicial. Sob certas condi¢bes esta seqUéncia converge para a solugcédo exata, caso ela exista

Segundo Fortuna (2000), os métodos iterativos apresentam a vantagem de serem aplicaveis
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quando o sistemaedequacdes € ndimear. De acordo com Burden e Faires (2009), estes
métodos apresentam vantagens quando se tem problemas com muitas incognitas, além de
aproveitarem a esparsidade da matriz de coeficientes. Alguns exemplos de métodos iterativos:
método delacobi, GausSeidel, SOR, ADI, MSI. Neste trabalho, o método empregado para a
resolucdo de sistemas de equacdes algébrsxdgel), € o método de GauSeidel com
ordenamento lexicografic&este método é o utilizado, pois é o mais empregado pela literatu
além de ser de facil implementacéo. A aplicacdo deste método a uma equacéo qualquer esta
descrita sequir.

Dada uma equacéo diferencial governante para o caso bidimensional, uma equacéo
algébrica é formada para cada volume de contaisiderando o nbédo dos volumes finitos
(Eg. 2.1) Veja abaixo o exemplo de um esquema de 5 pontos, onde a localizacdo dos pontos

pode ser observada na Fig. 2.1:

—_ n S e w
8 U =@ Uy Uy tany g talu gt (2.1)

U i1 U § U .,

Figura 2.1: Malha geométricautilizada para GaussSeidel

Na Eq. (2.1),a ; sdo os coeficientes, ; sdo as variaveis nodais ou nés do volume de
controle e f, ; € o termo fonteO métodode GaussSeidel € um metodo iterativo usado para

resolver este tipo de sistema de equacfes. Este método resolve o sistema visitando equagac
por equacao, iterativamente, usando em um mesmo ciclo os valores das variaveis ja

calculadas neste ciclo iterativo. Peskeeescrever a Eq. (2.1) na forma:

ml _ on , m s, m+l e m w, mHl
a1',jui,j _ai,jui+l,j +a1',jui—1,j +ai,jui,j+l+a1',jui,j—1+ fi,j (22)
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onde o superindice representa arésima iteracdo e os subindiéesrepresentam a posicao
do n6 na malha computacional. Neste caso, como foi utilizado ordenamento lexicografico,
temse asncognitas tomadas de oeste para leste e do sul para o norte, psdamhsiderar

como conhecidas, na mesma iteracdo, as variayeis e u_,;. O procedimento para o

método GausSeidelestadescrito na Tab. 2.1.

Tabela2.1: Procedimento iterativo GaussSeidel (BURDEN e FAIRES, 2009)
Procedimento GaussSeidel para Au= f

1) Dadosm=0, m_maxime u’;
2) Calcularui"“j+l pela Eqg. (2.2) para todpj;

3) Facanrecebem+1;

4) Volte ao passo 2 até convergir ou atimgirmaximo

Segundo Ferziger e Peric (2002), quando o método utilizado para se resolver o0s
sistemas de equacdes € iterativo, como o0 adotado nakthty, € importante adotar um
critério de parada, conforme descrito a seguir.

Basicamente, devee lembrar que a discretizacdo de uma equacao diferencial através

de um método numérico resulta na Eq. (1.1), que sera repetida aqui para fins didaticos:

Au= f (2.3)

O residuo para o sistenapresentadgela Eqg. (2.3) € definido genericamente por
(Ferziger e Peric, 2002)

rm=1f- Au™ (2.4)

ondeu™ é a solucao da incognita na iteragde r™ € o residuo na iteracdn. Para o caso

particular que seré tratado neste trabalho;gem

m — m m m m m
F=a U118 00 Ta, Uy Ta0 U - a U (2.5)

O critério para interromper 0 processo iterativo com base no residuo das equacgdes é

dado por:
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% ¢Tol- parar (2.6)

onde L™ é a norma dos residuos na iteragdoL’ é a norma dos residuos na estimativa
inicial. Neste caso, os residuos calculados sdo adimensionalizados pela norma da estimativa
inicial, e Tol, é a tolerancia admita para interromper o0 processo iterativo. A norma

empregada pode ser norhanorma Euclidiana (ou normla), norma do maximo (ou norma
l,) (KREYSZIG, 1999)entre outrosNeste trabalho € emgpgada a norma, do residup
dada pela Eqg. (2.7):

=l = & b @)

ondeN € o numero de incégnitasneé a iteracdoPor questdes praticas, o critério de parada
adotado neste traball®referenciado por normé, do residuonas citagbes do texto que

seguemaA toleranciaé estimada no proximo capitulo, sendo s valor € obtido com base
em testes computacionais, que tem o processo iterativo levado até o erro de maquina se

atingido.

2.2 Equacaoresidual

No contexto do métodamultigrid, a equacéao residual tem relevante importancia para a
obtencdo da solucdo do sistema de equacbes. Em sistemas lineares, para a obtencdo dc
equacao residual, dexge supor que o sistema dado pela Eq. (2.3) possui solnigé € que
v € uma aproximacdo calculada para Conforme Briggset al. (2000), existem duas
importantes medidas decomo uma aproximacéo deUma delas € o erro (também chamado

de erro algébrico) dado por:
e=u-v (2.8)

A magnitude d vetor do erro pode ser medido através de normas de vetores

(BURDEN e FAIRES, 2009 As normas mais utilizadas sao: nord@mmaximo(ou norma
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infinito) e norma Euclidianga ambas do erro,definidas pelas Eqgs. (2.9) e (2.10),

respectivamente:

¢

= {I}%ej‘ (2.9)

=& @10

Muitas vezes, este erro é tao inacessivel quanto a solucdo exata do sistema. Porém,

uma medida calculavel de comge aproxima de, € o residuo dado por:
r=f-Av (2.11)

O residuo é um medida de quanto a aproximagétalha ao satisfazer o problema
original. Seu médulo também pode ser medido através de normas de vetores. A relacdo entre

erro e residuo é dada pela equacdo residual:
Ae=r (2.12)

Esta equacdo informgue o erro satisfaz 0 mesmo conjunto de equacbes com a
variavelu, quandof é substituida pelo residuo A equacao residual apresenta uma grande
vantagem. Supondo que uma aproximag&eja determinada por algum método iterativo, o
residuo é calculado atrés da Eq. (2.11). Para se obter uma melhor aproximaedaquacao
residual(Eq. (2.12))é resolvida para e entdo uma nova aproximacgao é calculada usando a

definicédo do erro:
u=v+e (2.13)

Para sistemas de equacdes-ind®ares, ddos pela Eq. (1.2), temse que o residuo é

dado por

r=f-Av) (2.14)
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E a relacdo entre o erre€u- v) e o residuo € dada pela equacéao residual:

Au)- Alv)=r (2.15)

A Eg. (2.15) recai na Eq. (2.12) quanddesa sistemas lineares.

2.3 Meétodo multigrid algébrico

Nesta secdo € apresentada a teoria para o matoltigrid algébrico (AMG). Séo
expostos os prinpios fundamentais deste métodoseprocedimentos aplicados para se fazer
0 engrossamento e a prolongac&do apresentados também os algoritmos empregados na
resolucdo de problemas com o uso do AMG.

2.3.1 Principios fundamentais

O métodomultigrid € composto por dois principios basicO8HSSELING, 1992 e
BRIGGS et al., 2000): principio de suavizacao e prinafi@analha grossa. O principio de
suavizacdo assegura que meétodos iterativos classicos (como-Sealeds por exemplo),
qguando aplicados apropriadamente a problemas elipticos discretos, tém um forte efeito de
suavizacao sobre o erro de qualquer aproxima@dorincipio de malha grossa afirma que,
um termo de erro suave é bem aproximado em uma malha grossa. Um procedimento em
malha grossa gasta menos tempo de CPU e usa menos memdria computacional que um
procedimento em malha fina.

Grande parte dos métodosréttvos padrao apresenta propriedades de suavizacao de
erros locais de alta freqiéncia (componentes oscilatérios do erro), enquanto as baixas
freqiéncias sdo mantidas praticamente inalteradas. Deste modo, as primeiras iteracdes do
processo, geralmente apeatam rapida convergéncia, caracterizando a presenca de modos
oscilatorios do erro. Porém, apds algumas iterag@esvergéncitornase leng, sinalizando
a presenca de modos suaves (BRANDT, 19VESSELING, 199

Para ilustrar este procedimentdreslvido o exemploencontradcem Briggs et al.

(2000). A equacao de Laplace unidimensional, discretizada com o método de diferengas

finitas, é resolvida com o uso do método de Jacobi ponderado zer®/3). Para a
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resolucao deste problemagstimativa inicial aplicada € dada pelos modos de Fourier, que
sdo dados pel&q. (2.16). Os modos de Fourier para alguns valorek gedem ser

observados na Fig. 2.2.

0¢j¢n, 1¢ken-1 (2.16)

ondej é a componente do vetern € o niumero de ementos & € o numero de ondas ou
modos de Fourier. Na Fig. 2.2 podem ser observados os modos de Fourierlpda2,
c

k=6. Os valores parkd enot am qu-aehoso fimen s tmnotdomrenin da ur

problema. A notaca@, indica um vetorv que conténk ondas.
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Figura 2.2: Modos de Fourier

Notase na Fig. 2.2 que pequenos valore& derrespondem a ondas longas e suaves,

enquantoque valores maiores dke se referem a ondas maisirtas eoscilatorias. De acordo

com Briggs et al. (2000) e Trottenberg et al. (2001), os métodos iterativos, como Jacobi e

GaussSeidel, possuem propriedades de suavizacdo, ou S&fm,capazes de reduzir

rapidamente as componentkserros oscilatorios (ou de altaquéncia.

Os modos de Fourier localizados na metade inferior do espectrd, &l N/2, sédo

chamados de modos de Fourier de baixa frequéncia ou modos suaves. Os modos de Fourier

localizados na metade suje do espectro,N/2¢k<N-1, sdo chamados de modos de
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Fourier de alta frequiéncia ou modos oscilatomsase entdo que a definicdo dos modos de
Fourier como sendo modos suaves asgilatorios depende do numero de incégnitas do
problema ge esta sendo resolvido.

A equacao de Laplace, discretizada com o método de diferencas finitas, € resolvida

agora com estimativa inicial dada pela combinacdo de dois modos de Feyrer, (). O

dominio de calculo é discretizado com dommaahos de malhas diferentes: uma malha com

128 incognitas e a outra com 32 incognitas. Na Fig. 2.3 (a)godbservar a solucdo para

esta equacdo na malha mais refinada, enquanto que na Fig. 2.3 (b), esté ilustrada a solucéo
obtida para a malhaais grosa Observase que, para as duas mallei)consideradas trés

situacBes: a estimativa inicial, o resultado apos 10 e apos 100 iteracoes.

—e— Estimativa Inicial |
—0O— 10 iteracdes
—X— 100 |tera(;oes

e ,,,,,,,,,,,,,
|
@
® .@? :\oﬂ/’
SO 4
-1.09"1 (a) 128 incognitas | oo
- i - i - i - i -
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x(m)
R e ® [ -e—Estimatvainicial|
] ; ‘ —0O— 10 iterag0es
® \ j / —X— 100 iteracbes
OS5\ ey |
\ [ O :
1/ =0 \ ‘
o o.o—a’Q'g\X ————— R Tt At = A
o Y 1 ® ~ %’;/X& X xx%*
— ‘ ‘ 30
-1.0 4| (b) 32 incAgnitas ‘ .
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

x(m)

Figura 2.3: Comportamento da suavizacédo do erro em métodos iterabs
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Na malha mais refinada, Fig. 2.3 (a), apds 10 iteracOes;sactasuavizacdo das
componentes de alta frequéncia, enquanto que as de baixa frequéncia permanecem
praticamente inalteradas. Apds 100 iteracfes, nesta malhaenqte os erros que eram
alta frequéncia estdo suavizados, enquanto que, as componentes de baixa frequéncia, sac
pouco afetadas por esta propriedade de suavizacdo. Ja na Fig. 2.3 (b), para a malha mais
grosseira, depois de 10 iteracOes, fs@aa suavizacdo das componentesalie e baixa
frequéncia. Apdés 100 iteracOes, esta suavizacdo fica ainda mais evidente, tanto para as
componentes de alta quanto de baixa frequéncia.

Na Fig. 2.4 obtida de Briggs et al. (2000) pese observar como as componentes de
erro suave apresentasa em uma malha fina e em uma malha grossa. Na parte superior da
Fig. (2.4) terrse 0 modo de Fourier para a malha fina e na inferior, 0 mesmo modo de Fourier

projetado na malha imediatamente mais grossa.

s 6 7 8 9

k =4 ondas sobre a malha com N = 12

A N
R '

k=4 ondas sobre amalha com N =§

Figura 2.4: Nimero de ondas k=4, sobre uma malha fina com N=Xsobre uma malha grossa
com N=6 (Briggs et al., 2000)

O modo de Fourier antes de ser projetado da malha com 12 incognitas para a malha
com 6 incognitas, tem k=4 e, pela definicdo, para N=18;se2 um modo suave. Por outro
lado, 0 modo de Fourier apés ser projetado da malha fina para a malha grossa, tem N=6 para o
mesmo k=4. Pela definicdo, tese um modo oscilatorio. Pode concluir que o modo de
Fourier, quando projetado para a malha grdssaase um modo oscilatorio.

Desta discussao pode concluir que, na malha mais fina, os erros de alta freqiéncia
séo suavizados e, na malha mais grossa sé@o suavizados os erros de alta e baixa frequéncia

Como o interesse € de se resolver problemas alismsmais refinadas possiveis, quando os



48

erros na malha fina apresentarem comportamento suave, receseendaansferéncia do
problema para uma malha com menos incognitas (malha grossa). Nesta malha, as
componentes de erro de baixa frequéncia serdozauag. Um esquema iterativo apropriado

em diferentes niveis de malha dara uma rapida reducédo das componentes de alta freqiiéncia
correspondentes e, como este processo passa por todas as frequéncias, uma rapida reducao o
erro global pode ser alcangada.

A taxa de convergéncia ideal (tedrica) do métadaltigrid € independente do
tamanho da malha, ou seja, independe do nimero de pantosibda (ROACHE, 1998 e
FERZIGER e PERIC, 2002Segundo Briggst al.(2000) para qualquer algoritnmoultigrid,
as mesmas coponentes fundamentais sédo necessal@a® haver uma seqiéncia de malhas,
operadores de transferéncia entre as malhas, um suavizatli@m (e operadores de malha
grossa e fina. No algoritmamultigrid otimizado, tentsse construir as componentes para 0s
problemas e obter alta eficiéncia para o processo de solucdo. A idéia de um algoritmo
multigrid robusto € escolher as componentes, independente do problema dado, para a maior
classe de problemas possivel (TROTTENBERG et al., 2001).

Conforme Krechel e Stigm (1999), em qualquer abordagem com o méboditigrid,
suavizacao e corre¢cdo na malha grossa sdo usadas em conjunto para eliminar o erro. Isto &
devido as componentes do erro, que ndo podem ser corrigidas por um problema na malha
grossa, que podem sericEntemente reduzidas pela suavizacdo. No métoddigrid
geométrico, uma hierarquia de malhas e interpolacdo linear sdo usadas, de forma que a
relaxacdo pode ser escolhida de modo que o erro seja suavizado na idéia geométrica usual.
Abordagens mais rolstas empregam componentes sofisticadas naldtigrid, como
suavizadores complexos, interpolacdo operdaépendente, operadores de Galerkin e/ou
malhas com multiplos serengrossamentos. Uma alternativa para se obter a robustez é a
abordagem destes problesraom o métodmultigrid algébrico.

A principal diferenca entrenultigrid algébrico e geométrico € que a aproximacao
geomeétrica emprega uma hierarquia de malhas fixa e uma interagcdo entre suavizacdo e
correcdo da malha grossa é assegurada pela selec@oamaalo processo de suavizagao.
Em contraste a isto, o AMG fixa o suavizador a algum esquema de relaxacdo simples, tal
como relaxacdo Gauszidel, e entédo é forcado a ter uma interacao eficiente com a correcao
da malha grossa pela escolha do nivel gresmterpolacdo apropriadas (TROTTENBERG et
al., 2001).

De acordo com Krechel e Stiiben (1999), esta forma de se tratar os problemas com o

AMG, resultard em uma grande flexibilidade em adaptacdo das exigéncias especificas do
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problema a ser resolvido. Edtexibilidade ir4 fazer com que o AMG possa ser aplicado a

varios problemas aos quaismultigrid geométrico ndo pode ser empregado.

2.3.2 Teoria basica do AMG

Inicialmente, no AMG, é feita a selecdo de um esquema de relaxacdo, que permite
determinar a naturezdo erro suave. Como ndo se tem acesso a malha fisica do problema, a
idéia de suavizagdo pode ser definida algebricamente. Conforme Trottenberg et al. (2001), do
ponto de vista algébrico, esta é uma questdo importante para distinguir erros suaves de nao

suaves.

Definicdo 2.1: Erro suave, ou algebricamente suave, é qualquer erro que ndo €

efetivamente reduzido por um método de relaxacao (Briggs et al., 2000).

O préximo passo é o uso desta idéia de sugizpara selecionar as malhas grossas,
que serdo subconjuntos das incognitas. E necessario fazer a escolha do operador de
transferéncia entre as malhas que permite engrossamento efetivo. De acordo com 8RIGGS
al. (2000), depois de definido o esquemaealaxacao, a malha grossa selecionada deve ser tal
gue as componentes suaves do erro sejam representadas acuradamente. O operador de
interpolacdo deve ser definido de forma que as componentes suaves possam ser transferidas
da malha grossa para a malha fiAm disso, o operador de restricdo e a versdao da malha
grossa dé\ devem ser definidos usando as propriedades variacionais.

Finalmente, sdo selecionadas as versdes do operador da malha grossa, de forma que a
correcdo da malha grossa tenha o mesmo aefegaomultigrid geométrico, ou seja, elimine
as componentes de erro na variagao do operador de interpolacéo.

Por questdes didaticas, as componentes do AMG serdo aqui descritas para dois niveis
de malha, onde os indich® H irdo denotar malha fina e mallgrossa, respectivamente. A

Eq. (2.3) pode ser reescrita como:

Au"=f" ou _%Pa?u? =f" (i w) (2.17)
J
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onde W' denota o conjunto de indice{iZ,...,n}. Implicitamente sera assumido que,

corresponde a unraatriz esparsa.
Para se obter os pontos nas malhas grossa e fina, € necessario fazer uma particdo de

W' em dois subconjuntos disjunt®® =C"C F", ondeC" representa as variaveis que est&o
no nivel greso (variaveisC) e F" é dado pelo conjunto complementar (variavE)s

Assumindo que tal particio é dada e defininfd =C", o sistema AMG no nivel grosso

tornase:

Aut =" ou  Zalu' =" (ki w) (2.18)

que € construidodseado no principio de Galerkin, ou seja, a magjz é definida da

seguinte forma:
A =1IAL (2.19)

onde I}, e I denotam os operadores de interpolagdo e restricdo, respestteana

subsecagjue trata de algoritmdsubsecao 2.3.5podese observar como é€ feita a construcdo
da matriz na malha imediatamente mais grossa.
Como em qualquer métoduultigrid, € necessario um processo de suavizacdo com

um correspondente operador sievizagdo linea, . Ou seja, um passo de suavizacgdo € da

forma:
o"=su"+(1,- §)AM" (2.20)

ondel" ¢ a solugdo suavizadalg denota o operador identidad@onseqiientemente erro

e" =u"- v", ondeu" denota a solugio exata da Eq.(2.17), é transformado como:
e"=S¢" (2.21)

onde 8" é o erro suavizadd\este trabalho, AMG serdempregdo com processos de

suavizagéa simples, como por exemplo, relaxacéo G&iesslel.



51

A construcdo da partica/F e dos operadores de transferéniiae I envolvem

processos proximamente relacionados e, sempre que forem mencionados os op#gadores
transferéncia, ser4 assumido impligiente que uma particd/F é dada. De acordo com
Trottenberget al.(2001), estas componentes necessitam ser selecionadas como uma interface
eficiente entre suavizacdo e correcdo de malha grossa, para que a\mrgécmm Sseja
obtida.

Uma observacdo importante deve ser feita de acordo com Trottenlarn@001): as
particdesC/F devem ser criadas tdo uniformes quanto possivel, ou seja, com variaueis em
sendo Al i mit ada £gparagntetpalagzdadmborain&o\exstaprova aigébrica,

a interpolacéo tende a ser consideravelmente melhor, resultarmimeengéncia muito mais

rapida.

Definicdo 2.2: Um pontoi é definido sendo (diretamente) acoplado ¢onectado) ao

ponto ji W' sea, 0.
Definicdo 2.3: A vizinhanca para o ponic dada por:
N ={iT Wi e, 0 (i1 w) (2.22)

O primeiro conceito importante pararultigrid algébrico ja foi discutido: quando um

7

erro € considerado algebricamente suave (Defind9. Um segundo conceita ser
examinadoé o de forte dependéncia ou forte influéncia. E necessario determinar que outras

variaveis sdo mais importantes ndsma equacdo, ou seja, quais valoresugesdo mais

importantes na-ésima equagdo para se obter Para a determinagdo destas variaveis é

necessario definir alguns conjuntos de pontos, conforme explicitado a segui

Definicdo 2.4: Uma variaveli tem forte acoplamento negativo (estafortementen-

acoplada) a outra variavglse

- g, 2 gmaxa, | comfixo 0<g<1 (2.23)

3 <0

sendog aqui chamado de fatde reducéo da malha.
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Defini¢cdo 2.5: Denotase S o conjunto de pontos que influenciam fortementeu

seja,
S ={ji N,:i éfortemente n- acopladaa j} (2.24)

Definicdo 2.6: O conjunto de pontos que dependem fortemente do pé@ntiado por:

§ ={ji wif s} (2.25)

2.3.3 Engrossamento

Existem varias formas para se fazer o engrossamento no nmétdiitgrid algébrico
disponiveis na literatura. Effrottenberg et al. (2001) estdo detalhados engrossamento padrao
(baseado nas fortes conexdes negativas), engrossamento agressivo e ainda engrossament
baseado nas fortes conexdes positivas. Neste trabalho serd implementado o engrossamentc
padréo, devido asntradas da matriz, que em geral, sdo negativas. Outro fator que influenciou
nesta escolha € que o engrossamento agressivo apresenta duas desvantagens: faz com que
suavizacdo seja menos efetiva e também com que a interpolacdo seja menos acurada
(TROTTENBERG et al., 2001).

Para o engrossamento padrdo, consideraque a particAdC/F € baseada em
acoplamentos diretos: para cada varidven F € necessario ter um nimero minimo de

acoplamentosji N.. Estes acoplamentos devem ser repredeat&@mC de forma que

afetem o erro para o maximo enf particaoC/F resultante sera tal que todas as variaveis em
F tenham uma substancial conectividade negativa (direta) para a vizinhanca das variaveis em
C. Com este procedimento, o engrossamento @nesgmente feito nas direcdes em que o
erro algebricamente suave varia lentamente.

A proposta deste algoritmo corres@ande :
O procedimento é iniciado quando é definida alguma variguata se tornar uma variavel
emC. Todas as variavejs que sao fortementeacopladas atornamse variaveis erfr. Na
sediéncia, das variaveis indefinidas restantes (variaveis que ainda ndo foram tratadas), outra

variavel é definida para se tornar uma variavel @mrodas as varid@is indefinidas que séo
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fortementen-acopladas a ela passam a ser variavei$ eBEste processo € repetido até que
todas as variaveis sejam tratadas. O procedimento completo pode ser observado na Fig. 2.4.

Definicdo 2.7: Para qualquer variavel indefinida ® cal c unkdidd de u ma

i mportfnci ao,
/,=|s" mu|+2sT &F|  (iT U) (2.26)

onde U, para qualquer estagio do algoritmo, denota o conjunto de variaveis indefinidas,

|S" AU é a quantidade de variaveis indefinidas que dependem fortemereeSle/EF| € a

quantidade de variaveis éfmque dependem fortementeide

7

Para aobtencdo de/, & necess&i que exista uma tendéncia na domgdo da
particdo, iniciando em uma variavel e seguindo até que todas sejam atingidas. /O &aer
como uma medida de quanto a variaMel € uma variavel er€, dando o estado atual Ge
e F. Para um esténcil d& pontos isotropico, os passos do engrossamento sdo ilustrados na
Fig. 25. Nesa figura, o conjuntd\!' aparece no canto superior esquerdo e a selecéo final na
parte inferior central da figura. Os circulos representam os pent@simeros que estao no
seu interiorséo os valores calculados pdra

Os pontos que se encontram no contorno torsamariaveis enfr. Desta forma, tais
variaveis nao requerem interpolacao. Depois de terminado o algoritmo, todaisiass/am
F tém(pelo menos) um forte-acoplamento a uma variavel €n

Na Fig. 25 (a), ttmse os valores dé, calculados para todos os pontos do dominio de
calculo. Na seqiéncia, na Fig52b), tomase o ponto que tem maior valpara /,, de
acordo com ordenamento lexicografico. Este ponto serd um ponb @s1pontos que estédo
conectados &, tornamse pontos erfr, conforme ilustrado na Fig.2(c). Na seqiéncia, sao
recalculados os valores de para os pontos que faltam ser tratados, conforme Bi¢gdR.O
procedimento é repetido, considerando sempre ordenamento lexicografico para a criacao de

um novo ponto enC. Para a construcdo da partic@fF o algoritmo a ser seguido esta
detallado nasubsec¢éa@.3.5
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PontosdeC

NovospontosdeC

Pontosde F

(9) (h)

Figura 2.5: Sequéncia do procedimeto de sele¢do dos pontos (Adaptado de Falgout, 2006)

2.3.4 Prolongagéao

Conforme Trottenberget al. (2001) para se obter rapida convergéncia, erros
algebricamente suaves necessitam ser bem aproximados pela interpolagéo. Por outro lado, a
dimensdo do operador dovel grosso (e o tempo para caleldf depende fortemente do
namero de variaveis er@. Como a eficiéncia global é determinada pela velocidade de

convergéncia e a quadade de trabalho por cicldaz-se necessario limitar o nimero de
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variaveis enC garantindo que todas as variaveis €&msdo fortemente conectadas as variaveis
emC.

De acordo com Trottenberg et al. (2001), a prolongacdo no AMG pode ser obtida de
varias formas: pelo método de interpolacdo direta, interpolacdo padrdo, interpolacéo
multipasss, interpolagédo de Jacobi ou ainda fazendo um truncamento da interpolagéo. Neste
trabalho € utilizada a interpolacdo padréo, que sera detalhada a seguir. Este procedimento é
aplicado visto que a partica@/F € construida por meio de engrossamento padréia E

estratégia assegura que existe uma forte conectividdelCde

Supondo queg, il C, é um conjunto de valores na malha grossa representando um
erro suave que pode ser interpolado para a malh&lfip& . Se um pontp em C influencia
fortemente um pontoemF, entdo o valore; contribui fortemente para o valor dg nai-
ésima equacao (malha fina).

Conforme Briggset al. ( 200 0) uma @ gna analbai fithea ploded ser
i nterpol ada p o namaha grgssassaléependen breemente delsto €

justificado pelo fato de que o erro suave varia lentamente na direcdo da forte conexao.
Desta forma, paraacla ponto na malha fina, é definida uma vizinhanca dgenotada

por N., que ja foi definida pela Eq. (2.22). Estes pontos podem ser divididos em trés

categorias (BRIGGSt al, 2000):

1 os pontos da vizinhan¢a da malha grossa dueeirciam fortementg ou seja,
0 conjunto dos pontos interpoladores que estdo na malha grossa, denotado por
C.,ondeC =CAS;

9 os pontos da vizinhanca da malha fina que influenciam fortementticado
por D, que é dado po(er =D, AES) ondeD =N, - C;

f os pontos que influenciam fracamentedenotado poD”. E um conjunto que

pode conter pontos na malha grossa e na malha fina. Estes pontos séo

chamade de vizinhos fracamente conectados. O conjubtb é dado por

D"=D, - S.

Os pontos que possuem forte e fraca influéncia sobre um poptmem ser

observados na Fig.&.0s pontos da malha grossa sao indicados pelogasgrabertos. Os
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pontos enC com forte influéncia sobriesdo indicados com as linhas continuas, os pontos em
F que influenciam fortementecom linhas tracejadas, e os pontos Emue influenciam

fracamente com linhas pontilhadas.

i+n-1 i+n i+n+1
e« O ®
N\ /7
N\ |i/
O———0
i-1 ’..0’ ’..” i+1
[ ) O ®

i-n-1 i-n i-n+1

Figura 2.6: llustracdo de influéncias fortes e fracas sobre o ponio BRIGGS et al., 2000)

O operador de interpolacdd ¢ dado pr:

(2.27)

ondew; sdo os pesos da interpolagdo dados pela Eq. (2l8jeducagode ser observada

no Apéndice A:

o

3,8, 0
a+a e, o
mi Df&’i aka
W, =- AL (2.28)
aii + a ain
ni D

Algumas variantes da interpolacacsdetas acima exploram os fastacoplamentos
emC, gue aumaind@amd&@oi nterpol a- «o, ou seja, é
podem ser empregados na interpolacdo. Em tais casos, € importante truncar de maneira
adequada o operador de interpolacdo antes da obtencdo do operador de Galerkin
(TROTTENBERG et al., 200). Sem esse truncamento, o operador de Galerkin pode ficar
muito grande e o processo de suavizagcdo neste nivel considerado mais grosso, pode ficar mais

lento, aléem de utilizar mais memdria computacional. Desta forma, antes de se obter o
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operador de Galeitk na malha grossa, o operador de interpolacdo sera truncado, ignorando as
conexdes que sao menores que a maior delas (em valor absoluto), por uma cens@ste,
pesos restantes sdo recalculados, de forma que a soma total pernatezeda.

Neste trabalho, esta constante € chamada de fator de forte dependéncia na malha
grossa, sendo que sua aplicacdo esta ligada a construgcdo de mais um conjunto de dados
(IWAMURA et al., 2003), conforme Eg. (2.29):

~

‘a"j‘ Sma>4ajl\ com e>0fion (2.29)
Y

Yo

SD =IFJ| Dis:a‘aij‘>
lic,

8

axa, |9

—

O conjuntoS® denota os pontos fortemente dependentes do conflintbe acordo
com lwamura et al. (2003), um grande valor paraumenta a quantidade de pontos que

estdo na malha grossa,stoi ira aumentar o trabalho computacional. Na pratica, € suficiente

gue um ponto tenha pelo menos uma forte conexao negativa.

2.3.5 Algoritmos

A aplicacdo do AMG a um dado problema € um processo composto dpaltess
(KRECHEL e STUBEN, 1999TROTTENBERG et k, 2001):

1 a fase inicial, totalmente automatica, conhecida comodetg Nesta fase
sdo escolhidos os niveis grossos e definidos os operadores de malha grossa e
de transferéncia entre as masgh

1 afase de solucado, que é diretea apenas as compotesja definidas na fase
setup O objetivo destatapaé melhorar o processo do cictaltigrid até que

o nivel de tolerancia desejado seja atingido.

As componentes necessarias para criar um algoritmo para o AMG séo (BRIGGS et al.,

2000): esquema de relmgéo, conjunto de pontos da malha grdSsaperador de malha
grossaA, , e os operadores de transferéncia entre mdlfias 1}, . O algoritmo para fase

setupdo AMG é dado na Tab. 2.2:
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Tabela 2.2: Algoritmo para fase setupdo AMG (Adaptado de Cleary et al., 2000)
1) ParticdoW" em conjuntos disjunto€" e F";

a) Facaw' =C";

b) Defina a interpolacad;, ;

2)Fagal!' =(11) e A, =1 Al

3) SeW' for pequeno o bastante pare. Caso contréaia W' =W" e
volte ao passo 1.

Para a particdo d&/" sdo empregados dois algoritmmmnsecutivamente primeiro
detalha a escolha preliminar do ponto €nfTab. 2.3) eo segunddaz a escolha final do
ponto emC e define os pesos da interpolacdo (Tab. 2.4). Eddés algoritmos estédo

detalhados a sequir:

Tabela 2.3: Escolha preliminar do ponto emC (Ruge e Stiben, 1986)

1) SejaC={ }, F ={ LU =W, e/, =|§" AU|+2S &F|, para todd.
2) Tomeii U com maximo/,. SejaC=CC{i} eU =U - {i}.
3) Paratodoji §' /AU, faca os passos 4 e 5.

4) SejaF =F C{j} eu =U - {j}.

5) Paratodd | S AU, faga/, =/, +1.
6) Paratodoji § AU faga/, =/, - 1.
7) SeU :{ } pare. Caso contrario, volte ao passo 2.

Tabela 2.4: Escolha final do ponto emC e definicdodos pesos da interpolagédo (Adaptado de lwamura et
al., 2003)

1) SejaT ={ }.
2) SeT E F, pare. Caso contrario, tomé F- T e T =T C{i}.
3) SejamC,, D°, D", S° e o conjuntaC, ={ }.
4) Sejad, =a, eparaki C.,d =a,.
5) Paracadgi D",d =d +3q;.
6) Para cadg | Dis,
seji sP
entdod, =d, +a,a, /Q a;, paraki C,
Iic,

senao,
seC . {}
sejaC=CC{i} e F =F - {i} e volte ao passo 2.
senaoC ={j}, C =C ¢{j}, D =D°-{j}, atualizeSP e vole ao passo 4.
F-C ew,

7) SejaC=CCC , F= =-d,/d paracad&i C evolte ao passo 2.
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Haase e Langer (2002) trazem um algoritm@@ageracao da matriz de coeficientes

na malha imediatamente mais grossa, que pode ser obtida a partir d20Eq.(2.

e, . 2
[AM ]ij = ea a akiAdanl:J (2.30)
6 N 1T N; v}

Para aplicdo é necessario definir alguns conjuntos, obtidos depois que aefage

concluida. Estesonjuntos sdo montados com base na par@¢&oPara cada ponto d&f, é

determinado o conjunto dos fivizinhos gr ossc¢c
a sequir:
c'={ji c/q , 0ii F} (2.31)
F ={ji Fla , Qi F} 2.2)
Os pesos da interpolacdo podem ser calculados por:
& 1 i=jicC
- . +C. L L .
a; :¥(A‘—”) il F,jI C (2.33)
1 A *¢
i 0 casocontrario

onde, A, sao as entradas da matriz de coeficientes (da malha figap&oos coeficientes
dados por:

= j N 2.34
C” kiaF‘ a A(I +A<i ( )

li C

O algoritmo para gerar a matriz de coeficientes na malha mais grossa pode ser

observado na Tab. 2.5;



Tabela 2.5: Algoritmo para gerar a matriz de coeficientes (HAASE e LANGER, 2002)

1) A, =0;
2) Para toddki F CC fagca:
3) DetermineF* e C*;
4) Para toddi F*C C*C{k} faca
5) T=C*¢ C' ¢ ({I} AC);
6) Para toddi T faca:
7) Para todoj | T faca:

8) A—Li,j = A—Li,j + akiAdalj
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Depois das componentes algoritmicas" W*, 1,11, A ,A,) estarem previamente

definidas, um algoritmo de dois niveis pode ser montado. Estaitadg, aplicado

recursivamente para outros niveis, dara origem ao miglogrid.

Na Fig. 27 podese observar a ilustracdo para uma malha estrutupaadrangular

onde estao descritos psocedimentos a sererealizados em cada nivel de malha. Ao lddo

ciclo, sdo mostradas as malhas utilizadas para um cictocigrndo com uma malha de 33x33

nosaté uma malha de 3x3 (a malha mais grossa). Esta forma de se visitar as malhas, que é

utilizada para o métodmultigrid geométrico, pode ser aplicada de niananaloga ao AMG.

33x33

relaxa relaxa
"""""""""""" 9x9
restrin% algnterpole
—__telaxa o _____ relaka_ _ _ _____ 55
restrin fnterp ole

Figura 2.7: Ciclo V (Adaptado deCraig, 2007)

Outros tipos de ciclos (W, F, entre outros) podem ser obtidos por analogia ao método

multigrid geométrico.De acordo comRuge e Stiben (1986) Eottenberg et al(2001), a

forma mais usada para superar a convergéndependente (dependente da malha), € o uso

de c¢cicl os fimel horesod como

custosos (fatoup pode ser consideravel em AMG dependendo do engrossamento utilizado),

0Ss

ci

c |

0sS

W ou

eles terdo o mesmo fator de convergéncia que um método dois niveis correspaongeate

F
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pode levar a convergéndiedependenteDevido a estes motivos, neste trabadtempregado
o ciclo V.

O algoritmo CS para a aplicacdo do AMG em dois niveis (ciclo V) pode ser observado
na Tab. 2.6.

Tabela 2.6: Algoritmo CS para o AMG com duas malhas (Adaptado de BRIGG®t al., 2000)
V'« AMG|V", £")
1) lterarh vezesAu" = f" com estimativa inicial; ;
2) Calcular o residuo em/": r" = f"- AV";
3) Restringir o residuo pata/*: r" =1"r";

4) ResolverA,e" =r" em W', com estimativa inicialy' =0;
5) Interpolar o erro pars: €" =1} e";

6) Corrigir a aproximacédo na malha figh« v"+e";

7) Iterarh vezesAu" = f" com estimativa inicial/" .

As aproximacgOes especificas para dois niveis definidas acima podem ser estendidas
para diversos niveis de maneira dir@galjcando recursivamente a mesma estratégia. O ciclo
V para mais malhas é obtido substituindo a solucao direta do problema na malha grossa com
uma chamada recursiva do AMG em todas as malhas. Assugueds equacgdes no nivel
mais grossodoresolvidas eatamente, o ciclo V resultante converge em apenas um passo de
iteracdo (TROTTENBERG et al., 2001).

2.4 Modelos matematicos e numéricos

Para se alcancar os objetivos proposteste trabalhoséo resolvidos trés problemas
com o uso do métodmultigrid algébrto, todos com solugdes analiticas conhecig@sacao
de Laplace,considerando a temperatura como variavel de interessa, condicao de
contorno dada por uma fungéo linear ao nortdesta(problema linear)equagéo de Laplace
com condicdo de contorncada por uma funcdo senoidal ao ndigeoblema senoidalg
equacao de Poisson. Todas séo consideradas em um dominio de céalculo quadrado, dado por

{(x,y)l' A?:0¢ x,y¢]}, que € discretizado tanto com o uso de malhas estruturadas

guadrangulares quanto delhes estruturadas triangulares. Esta ultima forma de discretizacao

~

ndo é aplicada a equacdo de Poisson. Para a discretizacdo das emqracOeshas
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quadrangulares é empregado o método de diferencas fingas realhas triangulares, o

método dsvolumes fhitos.

A equacao de Laplace com condicdo de contorno dada por uma funcéo linear é dada

por:
jé“ uZT—O O<xy<1
[T(x0)=T(0,y)=0T(x)=xT{Ly)=y
Com solugéo analitica dada por:
T(x y)=xy (2.3)
A equacao de Laplace, com condicdo de contorno dada pofumg@#o senoidag
dada por:
EUT | WT _
Ty (2.37)
{T(x0)=T(0, y)=T(L y):o, T(x1) = serfx)
Com solucgéo analitica dada por:
Tl =sero) 2] 23
A equacdo de Poisson é dada por:
et HT _ s 0<xy<1
1 Ly’ (2.39)
{T(x0)=T(0.y)=T(Ly)=T(x1)=0

Com termo fonte dado por:

S=-2(1- 6x)y*(L- y*) +(1- 6y*)x*(L- X)]

(2.40)
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E sducéo analitica dada por:
T(xy)= (x2 - x“)(y4 - y2) (2.41)

Os dois problemas resolvidos a partir elguacédo de Laplacsdo resolvidos em
Oliveira et al. (2008), onde se tem resultados a respeito de parametros (étimeso de
iteracdes internas e numede niveis)para o métodanultigrid geométrico. Além disso, a
equacao de Poisson € a mesma empregada em Briggs et al. (2000), que a resolve em um
problema teste para uma comparacao entre AMG e GMG.

O cdbdigo computacional empregado para a obtencdo dosacesuliqui apresentados
teve como base o programa AMG1R6, de Ruge e Stiiben (1986). Deste cddigo € utilizada a
fase setup que emprega engrossamento padrdo (baseado nas fortes conexdes negativas) e
prolongacdo padrédo (implementada devido ao uso do engrodsapaelrdo). Para a fase de
solucdo é empregado ciclo V, estimativa inicial ngalver GaussSeidel lexicografico,

critério de parada baseado na nofmalo residuo e tolerancia de Mo codigo original de

Ruge e Stuben foram fag diversas modificacdes na fase de solucdo, para atender aos
objetivos do presente trabalho. A forma de entrada dos dados também foi modificada, de
forma que, para cada tipo de malha (quadrangular ou triangular) existe um gerador de
matrizes especificocaplado ao programa principal. O gerador para malhas triangulares é de
autoria de Araki e Alves (2009), que o empregam para a obtencdo de solu¢cées numeéricas com
0 objetivo de fazer analise de erros numéricos em malhas triangulares.

A maquina empregada pasaobtencdo dos resultados desta tese € oL EDe conta
com processador Intel Core2Quad e 8 Gb de memodria, que € utilizada de forma total devido
ao uso do sistema operacional 64bits. A linguagem empregada € Fortran 2003, com
compilador Intel Fortran 9.1

O codigo obtidgoara a resolugcéo dos problemas com o emprego do AMgificado
atraveés da analise de erros numeéricos, conforme detalhado no Capitulo 3. Para esta analise, o
comportamento do erro numérico e de suas ordens é avaliado para algumass wdgiave
interessetemperatura no ponto central do dominio de calculo, temperatura média (obtida

pelas regras do retadngulo ou do trapgde acordo com o tipo de malha empregado na
discretizagcdp normal, (norma infinito)e normaE, ambaglo erro numéricoEstas variaveis

de interesssdodetalhadasa sequéncia.
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Para a obtencdo da temperatura no ponto central do dominio de célculo é feita a

substituicdo das coordenadas 0,5ey =0,5, nas solu¢des anatitis dadas pelas Eqgs. @.3

(2.3) e (2.4). A temperatura média é obtida pela seguinte equacéao:

T, = iff (%, y)dxdy (2.82)

m
00

ondeT(x, y) € a solucao analitica para cada equacao.
Outra variavel de interesse considerada para a \a&dftcdo cdédigo computacional
o erro numeérico dado pela Eq. (@.4medid pela norma, do erro numérico, dada pela Eq.

(2.9), repetida aqui na Eq. (2)4
Ei)=F()- 7() (2.43)

l, =|E

. =maxE() (2.44)

1¢i¢N
ondeF representa a solucao analiti¢ag a solucdo numéricaNeé o numero de incognitas.
O valor para esta variavel de interesse deve tender a zero com o refino da malha. A ultima

variavel de interessavaliadaé o erronumérico, sendo agora medido pela norl_gndo errqQ

dada pela Eq. (25). O valor analitico para esta variavel de interesse tandoie a zero

ARG £6)
= (2.46)

ondei, e i; s&o os valores parajue variam conforme o tipo de malha (método empregado

na discretizacéo) utilizada.

De acordo com Fortuna (2000), para tratar o modelo numérico computacionalmente, €
necessario expressar de forma adequada as equacoes e a regido (ooditulo) onde elas
séo validas. Como néo é possivel obter solu¢ées numéricas sobre uma regido continua, devido
aos infinitos pontos da mesma, inicialmente o dominio de calculo é discretizado, isto €,

dividido em pontos (ou volumedjlesses ponto®u volumes)as solugcdes sao obtidaendo
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que a0 conjunto dos ponto®u volumes)discretos d&ge o nome de malha. A distribuicao
adequada dos pontgsu volumes)no dominiode célculoé fundamental para se obter uma
solucéo numeérica representativa do protae ser resolvido.

Na segiéncia sdo apresentados os metodos numericos utilizados na discretizacdo dos
modelos matematicos, onde os termos das equacdes sdo escritos em fung¢do dos valores da
incégnitas em pontos discretos adjacentes. O resultado é umtootguequacdes algébricas,
geralmente lineares, que podem ou ndo estar acopladas. Nesta etapa, sdo introduzidas as
condicbes de contorno do problema, normalmente modifiecaadapropriadamente as
equagdes para pontos perto das fronteiras. As condigbesntl@no, juntamente com as
propriedades fisicas do fluide os parametros do escoameetpecificam o problema a ser

tratado.

2.4.1 Formulagdo para ométodo dediferencasfinitas

O principio fundamental do método de diferencas finitas (MDF) é aproximaésitra
de expressoes algébricaada termo do modelo matematico em cada né da malha. Segundo
Ferziger e Peric (2002), o ponto inicial é a equacédo da conservacao na forma diferencial. O
dominio de solucao € coberto por uma malha, conforme ilustrado nag&-iBaga cada ponto
desta malha, a equacéo diferencial € aproximada pela substituicdo das derivadas parciais por
aproximacfes em termos dos valores nodais das funcdes. O resultado € uma equacao
algébrica por né (ponto) da malha, em que o valor de cadavelag&de um determinado

namero de vizinhos aparecem como incégnitas.

ij-1 i, i, j+1

Figura 2.8: Discretizacdo com diferencas finitas
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Expansbes em série de Taylor ou ajuste polinomial sdo sispdk@a obter as

aproximagfes para a primeira e segunda derivadas das variaveis com respeito as coordenadas

Neste trabalho sédo aplicadas as aproximacoes obtidas das expansdes em série de Taylor. Par

a equacdo de Laplace e Poisssp aplicadas aproximacéedo tipo CDS (Central
Differencing Schen)éFerziger e Peric, 2002)om relacdo & e ay, que sao dadas pelas Egs.
(2.46) e (2.4), respectivamente

o lij-1~ i + i+l (246)

) (2.47)

ondeDx=—— Dy—

N 1 1 , com N, e N, denotando a quantidade pontos nas diregdes

ey, respectivamentdzstasaproximagdes podem ser substituidaggqaacdo de Laplackg.
(2.35). Depois de rearranjados os termos, eksga seguinte equacao:

Qo
N

2 e 1y 1y 11 -0
WZ i-1,j

+ it
1] DXZ ij-1 DXZ i,j+l DYZ WZ i+1,]

WO
)
I GD

A Eq. (2.8) é vélida para todos os pontos internos, sendo que, as condicbes de

contorno, que sao dadas por temperaturas conheciddsarssteridas para termo fonte dos

pontos internos. Destarima, ndo se tem equacdes para as variaveis que estdo nos contornos.

A temperatura médjajueé calculada com a regra do trapé&dada por:

D( Ny Ny
Tw= 4Dya a( Ti,j-1+Ti—1,j-1+Ti—l,j) (2.49)
i=2 j=2

2.4.2 Formulagéo para ométodo dosvolumesfinitos
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Para o método dos volumes finitddVF) ndo interessam a forma e o modo como foi
criado o volume elementar. A caracteristica basica deste método € a integracdo das equacdes,
na forma conservativa, sobre um volume elementar qualquer (MALISKA, 2004).

De acordo com Ferziger e Peric (2002)m@todo dos volumes finitos pode ser
aplicado a qualquer tipo de malha, sendo aceitavel também para geometrias complexas. As
malhas definem somente os contornos do volume de controle e ndo necessitam ser
relacionadas ao sistema de coordenadas. O métodaséreativo por construcdo, assim as
integrais de superficie (Que representam o#uifusivos e advectivosfio as mesmas para
0s volumes de controle que compartilham os contornos.

No método dos volumes finitos, elemento é definido como sendo a esdtiel
geométrica delimitada pelos nds da malha, e o volume de controle € a regido do dominio de
calculo onde as equacdes diferenciais governantes sao integraslésrmNdacdes em que o
volume de controle é escolhido como sendo o préprio elemento, e @geismade interesse
ficam armazenadas no centro do volume de controle (ou do elemento) sdo cheelladas

center pois o centro do volume de controle coincide com o centro do eleMALdSKA,
2004) Esta formulacaestailustradana Fig.2.9.

o Volume de
controle
N =
@)
Elemento
n de malha
X

i
woy P i E
e X" o X%° o
\ 1
3 xs 3 Ponto de
integragéo

Figura 2.9: Malha estruturada - volume coincidente com o elementdCORDAZZ0O , 2006)

As vantagens de uma abordagem baseada em volumes de controle estdo listadas em
Minkowycz et al. (1988): o esquema resultante da digegfio pode ser considerado

estritamente conservativo. O fato da discretizagdo das equagdes governantes ser baseada nc
balanco do escoamento significa que os termos nas equacdes algébricas resultantes tém ume

interpretacdo fisica especifica. A implemeataglo processo de discretizacdo baseada no
volume de controle é direta e tem custo reduzido.
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Na discretizacdo do modelo matematico sdo necessarias expressdes algébricas para a
variavel dependente e sua derivada de primeira ordem, avaliadas nas facdsrdes de
controle. Essas expressfes sdo chamadas funcdes de interpolacdo. Em geral, estas funcdes tér

0 objetivo de avaliar o valor de uma propriedade genéficaa interface do volume de

controle bem como suas derivadas.
Tradicionalnente, oMVF utiliza dois tipos de aproximacéo (MALISKA, 2004): um

para a determinacdo dos valores das derivadds el®utro para a determinacdo dos valores
de f nas interfaces de integracdo. Normalmente, naagéal das derivadas é suficiente o uso
de um esquema de diferengas centrais, e na avaliagho @empregado algum mecanismo

que considere os efeitos advectivos do problema.

Existem duas formulacdes, que podem ser empregadas, garstacdo dos volumes
de controle usando elementos triangulares (Maliska, 2@0dhgulacdo de Delaunay (por
diagramas de Voronoi)reétodo dasnedianas, sendo que neste trabalho, € aplicado o método
das medianasPara esta formulacdms volumes sdo gedos por uma triangulacdo que
fornece as coordenadas dos vértices dos volumes. Na E@p@de ser observado um
volume de controle que coincide com o elemento em uma malha triangular estruturada. Nesta
figura, os elementos 2, 3 e 4sdo os volumes csiderados reais e 0s volume$57e 8 sdo

os volumes ficticios, utilizados para a aplicacdo das condi¢des de contorno.

Figura 2.10: Volume de controle para uma malha triangular

A equacéo diferencial paal na forma conservativa € integrada, ja que o MVF cria as
equacOes aproximadas através do balanco de conservacdo da propriedade envolvida (massa

guantidade de movimento, entalpia, etc.). Os volumes de integracao (elementos 1, 2, 3 e 4)
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podem ser obseados na Fig. 2.10. As equagOes de conservagcdo aproximadas para 0S
volumes de controle séo obtidas através da montagem elepugiemento. Nesta figura,
0os pontos localizados no centro dos triangulos representam os centrdides do volume de
controle.

O méodo dos volumes finitog ilustrado pela aplicagdo do método a egwade

Laplace bidimensionagscrita abaixo na sua forma geral:

p(GBr)=0 (250
gue pode ser reescrita como:
p.J=0 (2.51)

onde J=G'Bf é o chamado fluxo difusivo, o operador nablfp) dado por

C C
E)( ):Mi +Mj, f é a propriedade envolvidand caso atemperatura) eG é o

X
coeficiente de difusd¢no caso a condutividadtérmica) Integrando a Eq. (21% em cada

volume de controle, terse:

.JdV =0 2.52)

Com a aplicacdo do Teorema da Divergéncia de Gauss (GREENBERG, 1998), a

integral de volume sera transformada em uma integral de superficie, ou seja:
|
Aamds=0 (2.53)
S

Esta integral de superficie pode ser reescrita como um somatério, passando o

problema de continuo para discreto:

~C

q J.nds=0 (2.54)
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O produto escalar indicado na Eq. @.%esulta na derivada direcional. Auacao
discretizada é entdo dada por:

3 é% %n]éDsg -0 (2.55)

onde p. indica o ponto de integragéo da malha. Esta equacao discretizada pode ser aplicada a

qualquer volume de controle e pode ser reescrita como:

'aG’éw:gDs:O (2.50)

Na Eq. (2.8) as derivadas & aproximadas pelas formulas de interpolagcédo
empregadas na discretizagdo com volumes finitos. O sistema de equagles resultante da

discretizacdo do dominio de calculo é dado por:

Af = & Adfus*B (2.57)

vizinhos

ondeNB denota cada um dos vizinhos do ponémn questao. Na Fig. 2.9, por exemplo, para
i=1, temse queNB= 2,4 eb.

As condicfes de contorno sao aplicadas com o uso de volumes ficticios (ilustrados na
Fig. 2.11). Este método é empregado, pois sdiizados volumes inteiros para todos os
volumes, respeitando assim, 0s principios de conservacao para todo o dominio. Todos os
volumes do dominio, inclusive os de fronteira, sdo interpretados como internos, uma vez que
sao criados os volumes ficticios.désvantagem é a criacdo de novas incégnitas, aumentando
o tamanho do sistema linear, situacdo que vai se agravando quando a dimensao do problema
aumenta.

Para condicdo de contorno de Dirichlet, a propriedade fronteira € conhead 7, ,

e pode ser escrita como:

(2.58)
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A Eq. (2.58) determina os coeficientes dos volumes ficticios para a Eq. (2.57).

Dx
2
—
v P E i ;
P d . . AR S
| S Al
\ 4
Fronteira Fronteira

Figura 2.11: Condigdes de contorno com volumes ficticios (MALISKA, 2004)

Para o método dos volumes finitos, a variavel de interesse temperatura média, é obtida

com a aplicacédo da regra ceidngulo, dada pela Eq. (2)5

N
a T *area_volume

T, = (2.59)
area_ total

ondearea_wlumeé a area do volume de controle que € usado no caléuéaetotalé a area

do dominio de calculo.
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3 Verificagdo do cédigo computacional

~

Este capitulo € destinado a andlise dos cddigos computacionais empregados na
obtencdo dos resultados destabalho. Esta andlise é feita através do estudo de erros
numéricos. Sao analisadas as equacdes de Laplace, em malhas triangulares e quadrangulares
e a equacao de Poisson em malhas quadrangulares. A tolerancia a ser empregatiEsnos t
computacionais tan#im € determinada com a ajuda dos testes computacionais aqui
explicitados. O principal objetivo deste capitulo é mostrar a coeréncia dos codigos
computacionais empregados.

A origem dos erros esta intimamente ligada aos processos de analise e solugcdo de um
problema. Ha dois grandes grupos de métodos para a analise e solucdo de problemas: os
experimentais e os teoricos. Os teoricos, por sua vez, podem ser divididos em dois grupos
distintos: analiticos e numéricos. Na Fig. 3.1 pode ser observada esta ditrisés emétodos
de solucao e os respectivos erros gerados em caddléssa figura, @indicacdes existentes
entre as solucbes numérica e analitica ndo indicam dependéncia entre elas, apenas ilustram os

erros que estdo associados a cada fase.

VALOR VERDADEIRO DO FENOMENO REAL

Erro
Experimental

Erro de
Modelagem

\ 4
SOLUCAO ANALITICA

RESULTADO
EXPERIMENTAL

Erro
Numeérico >

\ 4
SOLUGAO NUMERICA

Figura 3.1: Erros envolvidos nos métodos € engenharia (Marchj 20QL)
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Como este trabalho trata de solugfes numéricas de equacdes diferenciais parciais, 0s
erros experimentais, mostradoskig. 3.1, ndo sdo descritos aqui, uma vez que estdo sendo
considerados apenas métodos de solu¢cdes numéricas de problemas, ou seja, métodos tedricos

A magnitude aceitdvel para o erro numérico depende, dentre outros fatores, da
finalidade da solucdo numégicdos recursos financeiros envolvidos, do tempo permitido para
realizar as simulacfes e dos recursos computacionais disponiveis. Ssdbguecas solucdes

numericas contém erros, é importante estmsgpelos seguintes motivos (MARCHI, 2001):

1 Quando o go é maior do que o aceitavel, comprortea confiabilidade do
uso da solucdo numérica;

1 Quando o erro é menor do que 0 necessario, ha desperdicio de recursos
computacionais, isto €, de tempo de CPU e de quantidade de memoéria;

1 Para validar e desenvolvemodelos matematicos que visem explicar
fendbmenos fisicguimicos ainda ndo modelados adequadamente e cujas
solucBes analiticas sdo desconhecidas; um exemplo tipico é a modelagem de
escoamentos turbulentos;

9 Para otimizar o uso da malha, isto €, adétdsando homogeneizar o nivel
de erro no dominio de calculo; e

1 Para evitar interpretacfes equivocadas.

Nesta etapa do trabalho, os erros de iteracdo, arredondamento e programacao Sao
minimizados e considerados despreziveis. Os erros de iteracdo sdo mosmpzEd para
estas andlises, o processo iterativo é levado até o erro de maquina ser alesm¢adwm de
treze casas decimaisPs erros de arredondamento sdo minimizados com o emprego de
precisdo dupla nos calculos das variaveis de interesse, e 0ss derrprogramacao Sao
eliminados através da verificacdo das solugbes numébesta formaconsiderase queo
problema em questdo tem a influéncia do erro de truncamento, que, nestas circunstancias, €
chamado de erro de discretizacdo (Marchi, 2001).

Conforme exposto no Capitulo 2, o erraa ser consideradoaqui € o erro de

discretizacaprepetido aqui por fins didaticos:

E(f)=F - 7 (3.1)
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onde F é a solucdo analitica da variavel de interessé €é a solugdo numéricaAs

estimativas deste erro podem ser divididasdens tipos basicos (b6 e Babuska, 1991):

estimativas priori oua posteriorida solucdo numérica

i Estimativas a priori: Proporcionamuma analise qualitativa do erro de
discretizacdantes mesmo de se obter uma solugdo numérica. O objetivo de
uma estimativaa priori € obter a ordem assintotica da equacéo diferencial
discretizada. Com esta estimativa, antes de se obter qualquer solugcdo numérica,
€ possivel prever o comportamento assicdddo erro de discretizacdo com
relacdo ao refinamento da malha e a ordem aparente. Também € possivel
avaliar qual é o efeito da reducdo do tamanho dos elementos da malha sobre o
erro de discretizacad) da solucdo numérica.

1 Estimativas de erra posteiori: As estimativas de er@ posteriorisdo usadas
para estimar a magnitude do erro de discretizacao. Existem varios métodos que
podem ser empregados. Eles podem ser divididos em dois grandes conjuntos.
No primeirg as estimativas de erro sdo baseadasoh&do numérica obtida
numa unica malha. No segundo conjunto, as estimativas de erro sdo baseadas
nas solucdes numéricas obtidas em malhas mdultiplas, em geral, os métodos de
diferencas finitas ea$ volumes finitos se enquadram neste conjunto. Alguns
estmadores deste tipo sdo: delta, Richardson, GCI, multicoeficientes e
convergentédMARCHI, 2001)

Neste trabalho sdo analisadas as ordens efetiva e aparente. Para a obtencdo da orden
efetiva € necessério o erro verdadeiro (solucdo analitica menos a sologéica) em duas
malhas. Para a obtencdo da ordem aparente sdo necessarias trés solucdes numeéricas. Este
duas ordens permitem verificarposteriorise a ordem assintoticg, , obtida da discretizagéao
das equacOes diferenciais, ojaseobtidaa priori da solugdo numérica, é atingida. Sera
analisada também a queda do erro numérico (diferenca entre solucdo analitica e numérica),
conforme a malha é refinada.

A ordem efetiva, obtida com base na solucdo analitica, permite verificar sgdidgam

que o tamanho do volume de controle é reduzido, a ordem do erro de discretizacdo das
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solugBes numéricas tende a ordem assintética dos erros de truncamento. A ordem efetiva pode

ser calculada por:

Pe = (3.2)

|09(Q)

ondef, e f, séo as solu¢cdes numéricas obtidasmalhas fina e grossa, respectivamente e
é a razao de refino de malha, dada jpr:h,/h, .
A ordem aparente permite verificar na praticagsmedida que o tamanho dolume
de controle é reduzido, a ordem da incerteza das solu¢des numéricas tende a ordem assintotice
dos erros verdadeiros. Para a obtenc&do da ordem aparente ndo € necessario conhecer a solugé

analitica, conforme pode ser observado na Eq. (3.3):

I CIDOI

Iog%

33
Iog(q) 59

Py =

ondef,, f, e f, s&o as solu¢bes numéricas obtidas para as malhas consideragmessae

supergrossa, respectivamentea razéo de refino é dada pgr=h,/h =h,/h,.

Neste capitulo sdo apresentadas as ordens efetiva e aparente, bem como o erro
numerico para as seguintes variaveis de interesse: temperatura no ponto central, temperatura

média (obtida com a regra do trapézio em malhas quadrangulares e @y @dorestangulo
em malhas triangulares), normiase E do erronumeérico

A equacdo de Lapte é resolvida considerandmndicdes de contorno do tipo
Dirichlet, j& descritas no Capitulo @s resultados obtidoss@ara malhas variando de 5x5
até 4097x4097 incognitas, incluindo os pontos que estdo nos contornos. Para malhas
guadrangulares, na resolucdo do sistema linear de equagbes, sdo considerados apenas o
pontos internos do dominio de célculo. As informacdesagtiio nos contornos (condigdes de
contorno), sdo repassadas para o termo fonte dos pontos internos, ja que as temperaturas que
estdo nos contornos séo conhecidas. Com isso, 0s sistemas lineares resolvidos variam de 3x3
até 4095x4095 incognitas.
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Para a adise das ordens de erro e do erro numérico, o processo iterativo € levado até
quese atinja o erro de maquina, em todas as simulacdes. Este procedimento é adotado para

verificar a oscilagdaa normal, do residuo em torno do erro déiquina. A partir desta

oscilacdo podem ser determinadas as tolerancias aplicadas na resolucéo dos problemas para o
proximos capitulos.

As ordens de erro e 0 erro numérico sao obtidos a partir do programa Richardson_3p1,
de autoriado orientador desta tesEste programa calcula as ordens efetiva e aparente, bem
COmo 0S erros numeéricos, a partir das solugées que entram no programa via bloco de notas.
Para cada um dos tamanhos de problema resolvidoseterma saida de dados, onde estédo

gravados os valorextidos para as variaveis de interesse.

3.1 Equacao de Laplacd Malhas quadrangulares

A equacdo de Laplace résolvida considerandom dominio de célculo quadrado,
unitario, com o método de diferencas finitas aplicadwalhas quadrangulares. Esta equacao
é resolvida com o empregaslduas condi¢cdes de contorno, j4 descritégrsormente Sao

calculadas as ordens efetiva e aparente e 0s erros numericos para as variaveis de interesse
detalhadas anteriormentéemperatura no ponto médio, temperatura médiana®|, e E

ambas do ertdOs resultados podeser observados nas Figs. 3.3.a Notase que, para o
problema linear, as ordens efetiva e aparapi@sentanum comportamento diferente do
apresentado pelo prarhasenoidal Para este ultimo problema, tanto a ordem efetiva quanto
a ordem aparente obtidas para todas adweid de interesse, se aproamde 2Zom o refino
da malhaNa estimativa priori, a ordem assintétidgedrica)também é 2.

Para o probleménear, tanto a ordem efetiva como a aparente efodeus valores
tendendo para a ordem tedrica. Em alguns casos, as ordensdadorem ser calculadas,
devido ao argumento do logaritmo, que pode ser observado nas Egs. (3.2) e (3.3), ter sinal
negativo.Este comportamento para o problema linear é esperado, pois ndo se tem a presenca
de erros de discretizagam que afeta o célculo das ordens para o erro numé&esia forma,
os resultados apresentados sdo o0s esperadasopadois problemas analisadgsrra o
problema linear, onde ndo se tem a presenca de erros de discretizagdo, o célculo para as
ordens nao faz sentido, e para o problema senoidal, as ordens aparente e efetiva, se

aproximam da ordem assintotica com o refino da malha
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Nas Figs. 3.6 e 3.7 sdo apresentados os erros numeébitdss pela Eq. (3.1para
cada uma das variaveis de interessmsiderand®s dois problemas resolvidos a partir da
equacao de Laplac®a Fig. 3.6 podem ser observados 0s erros numeéricos para todas as
variaveis de interessmnsiderand® problema linearObservase que o0 e@mportamento do
erro de discretizacdo é o esperado, pois quanto mais refinada a malha, maior € o erro. Este
comportamento pode ser atribuido a influéncia do erro de arredondarmNenteig. 3.7,
também pode ser observado o comportamento dos erros nunpétiadedas as variaveis de
interessepara o problema senoid&otase que o erro numeérico esta diminuirmgdon o refino
da malhacomportamento esperado pasie caso

Na Fig. 3.8 pode ser observado o comportamento da ndgmdo erroconforme é
variado o numero de incognitgsara os dois problemas resolvidos a partir da equacdo de
Laplace. A normal, do erroapresenta 0 comportamento esperado para os dois casos em que

€ resolvida a equacdo de Laplace. Para olgmab linear, seu valor aumentam o

crescimento do numero de imgritas, devido a influéncia do erro de arredondamento. Para o

problemasenoidal o valor da normé, do erroesta diminuindo.
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Figura 3.8: Comportamento da norma |, do erro para a equagéo de Laplacem malhas quadrangulares

Durante a realizacdo dos testes de coeréncia, a equacao de Laplace também é resolvida
com a aplicacdo do métodinglegrid (métado de malha Unica, SGFEDORENKO, 196
Séo resolvidos problemas com até 513x513 incégnitas, devido ao tempo de CPU ser muito
grande para problemas com mais incognitas. Paiagbegridtambémé calculada a norma

|, do errq sendo ge seu valor pode ser comparado ao obtido para o AMG. Para esta

comparacacsédo tomados os valores para o0 mesmo tamanho de problema, ou seja, com



79

513x513 incognitas. Nesta comparacdo pode ser incluida a norma obtida para o método
multigrid geométrico (GMG)que pode ser observada na Tab. 3.1:

Tabela 3.1: Comparativo da norma |, do erro para a equacédo de Laplacem malhas quadrangulares

Problema AMG GMG SG
Linear 2,10387263166H4 1,1102282462E15 2,39808173319H4
Seroidal 1,08817138034H6 1,08817137651H6 1,088170702278€6

Conforme observado na Tab. 3.1, parproblemdinear, a normd, do erroobtida

para cada uma das formas de se resolver o problema temsvdiierentes para AMG, GMG
e SG. Esta diferenca pode ser atribuida a influéncia do erro de arredondament. Para

problema senoidabbservase que a norm§, do erroé praticamente a mesma para o AMG,

GMG e SG, conforme esperadaolgjuer dizer que, ndo importa o método empregado para a
resolucdo do problema, a ordem do erro serd a mesma para qualquer um deles.

Os testes computacionais realizados para se obter a tolerancia a ser empregada para as
proximas andlises estdo descritoseguir. Para o problema linear, os test@srealizados
para todos os tamanhos de problema,ndwgao processo iterativo abéerro de maquinaer
atingido. Estes testes tém o objetivo de verificar quando o residuo comeca a oscilar em torno

do erro de magna. Com esta metodologia, verifiecea que, para a malha com mais
incognitas, a normd, do residuo, estd em torno d®*°. Para o problema senoidal, o
comportamento da norma do residuo é pacido ao descrito acima, camnormana malha

com mais incognitas oscilando em tornolde™. Desta forma, a tolerancia a sgnpregada
para a equacéo de Laplace éTae=10"°, pois com este valor, gararge quea normal, do

residuo ndo esta oscilando em torno do erro de maquina.

Durante a execucdo destes testes computacionais taénimémitorada a quantidade
de memdria computacional empregada na resolucdo dos problemas. O objetivo deste
monitoramert é a determinagdo do maior problema (maior nimero de incognitas) que pode
ser resolvido sem o uso de memoria virtual, ou seja, com o0 uso da memodria fisica da maquina.
Para a obtencdo da quantidade de memodria que estava sendo empregada para a resolucao o
cada um dos problemas é utilizado o Gerenciador de Tarefas do Windows, onde o uso de
memoria pode ser observado em Desempenho. Desta formasepadacluir que, para a
malha quadrangular, o maior problema a ser resolvido po814L097 incognitas.

De acordo com Ruge e Stuben (1986), Briggs et al. (2000) e Trottenberg et al. (2001),
nao é vantajoso aplicar AMG a malhas estruturadas onde o GMG pode ser utilizado com
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eficacia. Para estes casos, 0 GMG vai ser sempre mais rapido. Ja o SG € sempre mais lento
que o GMG e que o AMG. Estas afirmagfes sdo comprovadas neste trabalho, onde pode ser
observado o comportamento dos tempos de €& oaumend do niamero de incégnitas

para os trés métodos acima citados.
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Figura 3.9: Tempo de CPU(s)\versusnimero de incognitaspara a equacao de Laplace em malhas
quadrangulares

A Fig. 39 traz a comparacao entre os tempos de CPU para a equacao de Laplace
resolvich com AMG, GMG e SG, tanto para o problema linepranto para problema
senoidal Nesta mesma figura, pode observar que o tempo de CPU para o AMG apresenta o
mesmo comportamento que o GMG, ou seja, ambos apresentam um crescimento proximo do
linear e sdo muito menores que os valores apresentados garglegrid Nesta mesma
figura, podese observar ainda que o tempo de CPU para o GMG apresenta um valor menor
para todos os tamanhos de problema, quando comparados ao AMG e ao SG, respectivamente.

O comportamento para AMG, GMG e SG apresentado na Fge & espedo,
conforme encontrado em Watanabe et al. (2098 disso, este € o resultado esperado pois
paa se resolver um problema cofMMG, durante a fassetup € necessaria a criagao de
varios vetores (para armazenar as informacfes das malhas auxiliaresg tormga o
procedimento mais lento e mais custoso.

A respeito da inclinacéo das curvas, é possivel fazer um estudo com o ajuste de curvas
pelo método dos minimos quadrados. Em particular, o ajuste € feito por uma curva

geomeétrica, conforme Eq. (3.4) abaixo

t =cN° (3.4)
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onde os parametrase p sdo determinados pelo ajusté,é o niumero de incégnitaste® o
tempo de CPUPara os problemas aqui abordados foram tomados 4 pontos para que fosse
feito 0 ajuste geométric@s valoresorrespoadentes ao expoenpee ao coeficiente podem

ser observados na Tab. 3.2.

Tabela 3.2; Valores dec ep para AMG, GMG e SG para a equacao de Laplacem malhas quadrangulares

Problema Linear Senoidal
AMG (c) 1,46565E06 2,0280@-06
GMG (c) 2,63688E07 2,98855E07
SG (@) 2,12466E08 9,68345E09
AMG (p) 1,06361 1,05382
GMG (p) 1,08071 1,06874
SG @) 192407 1,91452

Os valores para e p da Tab. 3.2 ilustram o comportamento das curvas apresentadas
na Fig.3.9. Observase que para o AM@s valores para e parap estdo proximos entre si,
tanto para o problema lineguanto para o problema senoidal. Comportamento parecido é
observado para o GMG e para o SG. Estes resultados concordam com os apresefitados na
3.9 onde as curvas para o problema linear e senoidal, quando observados AMG, GMG e SG
separadamente, estdo muito proximdetase ainda que a inclinacdo para as curvas que
representam o AMG e o GMGmuito proxima, visto que 0s expoengepara esta curvas
refletem este comportamento, estando proximos ent@eafastamento entre elas é dado pelo
coeficientec, que apresenta valores diferentes para o AMG e o GDdGalores obtidos para
0 SG também refletem os resultados apresentados na%iQ.\&lor pargp € bem maior que
0s obtidos para o0 AMG e GMG, além do valor parteambém apresentar uma grande
diferenca quando comparado aos valores obtidos para o AMG e GMG.

Com base os resultados apresentadpsdese concluir que o cédigo computacional
gue resolve a equacao de Laplapgando sdo consideradogproblema linear e o problema
senoidal em malhas quadrangulares, estd coerente. As ordens do erro (ordem efetiva e
aparente), calculadas para as variaveis de intefiessperatura no ponto médiemperatura
média, normd, e E do erro numéricq)apresentam o comportamento esperafls.ordens
encontradase aproximam de seus valores tedricos papaoblemasenoidale sdoafetados
pelo erro de arredondamte para o problema lineasgendo este Ultimpor ndo apresentar

erros de discretizacdo. Os erros numeéricos calculados para cada uma dassvdeavei

interesse também apresamt o resultado esperaddiminuem conforme o refinamento da
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malha, para o probleansenoidal e sendo afetadopelo erro de arredondamento para o
problema linear. O mesmo resultagieerificado para a normlg do erro
Quandosdocomparados os resultados obtidos para AMG, GMG e SG, para a horma

|, do errq obtiveramse os resultads esperadg ou seja, para a solucam problema
senoidal os valores para aormal, do errosdo praticamente iguais, ja pamproblema

linear, os valoresdoinfluenciados pelo erro de arredondaro. Quanto a comparacao dos
tempos de CPU, também se obteve o resultado esperado. O GMG é mais rapido que o AMG e
o SG. Além disso, as curvas para 0 AMG e o GMG possuem praticamente a mesma

inclinacéo, que é diferente para o SG.

3.2 Equacao de Laplacd Malhas triangulares

A equacédo de Laplace tambémdiscretizada com o uso de malhas triangulares, em
um dominio de calculo quadrad®doconsiderads novament®s dois problemas resolvidos
a partir da equacdo de Laplace (problema linear e senoi@&) mesmostestes
computacionaideitos para se chegar as conclusdes listastasmalhas quadrangularedo
repetidos para malhas triangulares.

As ordens efetiva e aparerg@ocalculadas para as mesmas variaveis de interesse ja

estudadas em malhas quadranguléeesperatura no ponto médio, temperatura média, norma

|, el, do erro numérico)O comportamento para cada uma delas pode ser visualizado nas

Figs. 3.0 a3.13.
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Figura 3.10: Ordens efetiva e aparente para a
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Figura 3.11: Ordens efetiva e aparente para a
temperatura média para a equacao de Laplae
em malhas triangulares
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Em todos os casos obseis& o comportamento esperado para cada um dos problemas
abordados. Para o problema lineaéo faz sentido calcular as ordens do erro, devido a
inexisténcia do erro de discretizagcdo. Os resultados apresentados para o problema senoidal
também sdo coerentes, visto que as ordens efetiva e aparente obtidas estdo tendendo ao valo
tedrico (ordem asstotica), que égual a 2.

Nas Figs. 3.4 e 3.5 podese observar o comportamento do erro numeérico com o
refino da malha para cada uma das varidveis de interesseseNgtee este comportamento é
parecido ambtido para malhas quadrangulares. Para o prablenear (Fig. 3.4), quanto
mais refinada a malha, maior é o erro, devido a influéncia do erro de arredondamento. Para o

problemasenoidalFig. 3.15), o erro numérico diminui conforme a malha vai sendo refinada.

Figura 3.14: Erros numéricos para o problema Figura 3.15: Erros numéricos para o problema
linear em malhas triangulares senoidal em malhas triangulares

Na Fig. 3.5, o comportamento da norma do erroconforme é variado o niumero de

incégnitaspode ser observadBste compdamento é o esperado, pois para o problémear,


































































































































































































































































