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RESUMO

A solu¢do de problemas difusivos utilizando o método dos volumes finitos necessita do
valor da condutividade térmica nas faces dos volumes de controle (somente se ela for variavel).
Assim, os objetivos deste trabalho sdo: (i) avaliar o desempenho de alguns esquemas usuais
e introduzir novos esquemas para calcular o valor da condutividade térmica (k) nas faces de
volumes de controle, quando esta € funcao da temperatura (7") e do meio (s6lido ou fluido); (ii)
verificar a influéncia da mudanca de meio se dar em um né ou na face do volume de controle;
e (iii) verificar se o esquema usado para calcular k afeta a ordem do erro de 7. Resultados s@o
obtidos para cinco problemas unidimensionais de condug¢do e adveccao-difusdo de calor, com
ou sem fonte de geracdo de calor. Nestes problemas, a condutividade térmica € considerada
variavel com o tipo de meio (um ou dois) e com a temperatura. A avaliagdo € feita em doze
esquemas para calcular &, sendo sete da literatura e cinco propostos neste trabalho. A principal
contribui¢do deste trabalho € a avaliagdo detalhada — dos erros de discretizacdo e suas ordens
— dos diferentes esquemas disponiveis na literatura para se calcular a condutividade térmica
nas faces dos volumes de controle, incluindo a discussd@ao em relagdo a mudanca de material
que pode ocorrer na face ou no né do volume de controle. Também, a relevancia do trabalho
estd na proposicao e avaliagdo de cinco esquemas novos para calcular a condutividade térmica.
Observou-se que quando a condutividade térmica € independente da temperatura, o esquema
da Média Harmonica de k Baseada na Distribui¢do Linear da Temperatura Nodal é a melhor
op¢ao, mesmo quando comparado ao esquema da Média Harmonica. Para os problemas onde
a condutividade térmica é dependente da temperatura, o esquema da Solucdo Analitica de k

Baseado no Problema de Difusao para Dois Meios € a melhor escolha.

Palavras-chave: Volumes finitos. Condutividade térmica. CFD. Verificacao do erro. Erro de

discretizagdo.



ABSTRACT

The solution of diffusion problems using the finite volume method requires the value of
thermal conductivity at the control-volumes surfaces (only if it is variable). In this context this
study aims to: (i) evaluate the performance of some usual schemes and introduce new ones
to calculate the value of thermal conductivity (k) at the control-volumes surfaces, when it is a
function of temperature (7') and of mean (solid or fluid); (ii) ) verify the influence of change
of mean (if more than one) when occur in a node or at the control-volume surface; and (iii)
check whether the scheme used to compute k affects the order of the error of 7. Results are
obtained for five one-dimensional advection-diffusion and heat conduction problems, with or
without a source of heat generation. In these problems, the thermal conductivity is considered
variable with the type of mean (one or two) and with temperature. The evaluation is done in
twelve schemes to compute k, seven of the literature and five proposed in this work. The main
contribution of this work is the detailed evaluation - the discretization errors and their orders - of
various schemes available in the literature to calculate the thermal conductivity at the control-
volumes surfaces, including the discussion regarding the change of mean that can occur at the
surface or node of the control-volume. Also, the contribution of this work is the proposition and
evaluation of five new schemes to calculate the thermal conductivity. It was observed that when
the thermal conductivity is independent of temperature, the Harmonic Mean of k Based on the
Linear Distribution of the Nodal Temperature scheme is the best option, even when compared
to the Harmonic Mean scheme. For those problems where thermal conductivity is temperature
dependent, the Analytical Solution of k Based on the Diffusion Problem for Two Materials

scheme is the best choice.

Keywords: Finite volume. Thermal conductivity. CFD. Error verification. Discretization error.
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1 INTRODUCAO

1.1 TRANSFERENCIA DE CALOR

Transferéncia de Calor é energia em transito devido a uma diferenca de temperatura' (IN-
CROPERA; WITT, 1996). Sempre que existir uma diferenca de temperatura em um meio ou

entre meios ocorrera transferéncia de calor.

Muitos sdo os problemas de engenharia, dentre eles, os quimicos, fisicos e biolégicos que
sdo influenciados pela variacio da temperatura. E, também, comum a ocorréncia de problemas
acoplados como, por exemplo, os que envolvem temperatura e tensdo. Nesses casos, a solu¢cdo
depende do conhecimento prévio do campo de temperatura para que se obtenha o valor da

tensao.

Os diferentes processos de transferéncia de calor sdo referidos como mecanismos de trans-
feréncia de calor. Inicia-se este trabalho pela descri¢ao dos trés mecanismos conhecidos: radia-

¢do, convecgao e condugao.

A radiacdo é energia sob a forma de ondas eletromagnéticas visiveis e invisiveis que se
propagam através do espaco, envolvendo campos elétricos e magnéticos que vibram em direcdes
perpendiculares entre si e a direcao de propagac¢do, ndo necessitando de meio de suporte. A Fig.

1.1(a) apresenta um exemplo de transferéncia de calor por radiacao.

<

(a) Radiagao (b) Convecgao (c) Conducgiao

Figura 1.1: Mecanismos de transferéncia de calor

A conveccao € um mecanismo de transferéncia de calor tipico dos meios fluidos (liquidos
e gases), ja que s6 nestes hé possibilidade de deslocamento do meio em que se propaga o calor.

Assim, a conveccao € um processo pelo qual o calor € transferido de um local para outro de

ITemperatura é a grandeza fisica associada ao grau médio de agitacio das particulas que compdem um corpo
ou substancia.
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um fluido pelo movimento macroscépico de particulas desse fluido. A Fig. 1.1(b) apresenta
um exemplo de transferéncia de calor por convec¢do. Conforme Incropera e Witt (1996), o
modo de transferéncia de calor por conveccdo abrange dois mecanismos: (i) transferéncia de
energia devido ao movimento molecular aleatdrio (difusdo) e (ii) energia transferida através
do movimento global ou macroscopico do fluido. Uma vez que as moléculas nos agregados
moleculares mantém seus movimentos aleatdrios, a transferéncia total de calor € entdao composta
pela superposicao do transporte de energia devido ao movimento aleatério das moléculas, com
o transporte devido a0 movimento global do fluido. E comum usar o termo convec¢do para
se referir a este transporte cumulativo, e o termo advecgdo para se referir ao transporte devido

exclusivamente ao movimento global do fluido.

Conducao de calor € o processo de troca de energia entre sistemas, ou partes de um mesmo
sistema em diferentes temperaturas, que ocorre pela iteragdo molecular na qual moléculas de
alto nivel energético transferem energia, pelo impacto, as outras, de menor nivel energético,
gerando uma onda térmica, cuja velocidade de propagacdo depende claramente da natureza
da matéria (FILHO, 2004). Ou seja, esse movimento aleatério das moléculas que provoca a
transferéncia de calor de uma regido para outra é chamado de difusdo (condugdo) de calor.
A Fig. 1.1(c) apresenta um exemplo de transferéncia de calor por conducido. Os metais, por
exemplo, sdo bons condutores e outras substancias como a cortiga, o ar, a madeira, o algodao,
etc., sdo isolantes térmicos. Nos liquidos e nos gases, o espacamento intermolecular € muito
maior quando comparado aos metais € 0 movimento das moléculas € mais aleatério do que no
estado sélido, assim, o transporte de energia térmica em fluidos € menos efetivo do que em
sOlidos e, consequentemente, a conducio térmica é baixa (INCROPERA; WITT, 1996). Por

esse motivo € que os gases sao utilizados como isolantes térmicos.

Neste trabalho, a aten¢do € voltada para a modelagem de problemas que envolvem a trans-
feréncia de calor por mecanismos de difusdo e advec¢do. A preocupacdo principal € com os
aspectos computacionais, mesmo assim, nao se deixa de levar em consideragdao o fendmeno
fisico do problema que estd sendo modelado. Na proxima se¢do sao descritos alguns métodos

para a solucdo de problemas de engenharia.

1.2 METODOS PARA SOLUCAO DE PROBLEMAS EM ENGENHARIA

A obtenc¢ao da solucdo de um determinado problema de engenharia pode ser feita, basi-
camente, por trés caminhos diferentes: (i) os métodos analiticos, (ii) os métodos numéricos

(experimentacdo numérica) e (iii) os métodos experimentais (experimentacao em laboratorio)
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(MALISKA, 2004).

O método analitico possibilita 0 modelamento matematico através de equacgdes diferenciais
e integrais que representam o fendmeno associado a elas. Porém, este método € geralmente apli-
cado a problemas que acabam se desviando muito do fenomeno fisico real, isto €, suas hipéteses
iniciais sao simplificadas para facilitar a soluc@o destas equacdes. Uma vantagem significativa
¢ a obtenc¢do da solucdo de forma fechada, requerendo pouco esfor¢co computacional (CHUNG,
2002). Uma das importantes aplicacOes das solucOes analiticas estd na verificacdo de solugdes

numéricas.

O uso das técnicas numéricas para a solugdo de problemas da engenharia e da fisica € hoje
uma realidade, gragas ao desenvolvimento de computadores de alta velocidade e de grande
capacidade de armazenamento (MALISKA, 2004). O objetivo do método numérico € resol-
ver uma ou mais equacdes diferenciais, substituindo-se as derivadas existentes por expressoes
algébricas que envolvem a funcao incognita. Quando a solucdo analitica ndo € possivel, e se faz
a op¢ao pela numérica, a solugdo obtida serd para um nimero discreto de pontos, com um de-
terminado erro, esperando-se que, quanto maior o nimero de pontos, mas proximo da solug¢ao

exata estara a numérica.

Os métodos numéricos apresentam vantagens inquestiondveis, como, a possibilidade de
executar varias versoes de possiveis solugdes a fim de se otimizar a resposta, obter rapidez na
resposta, menor custo em relagdo aos métodos experimentais e razodvel facilidade de execugdo.
Entre esses métodos, coloca-se o Método das Diferengas Finitas (MDF), o Método dos Ele-
mentos Finitos (MEF), o Método dos Volumes Finitos (MVF), o Método dos Elementos de
Contorno, entre outros. Apesar de ser uma solucao aproximada, suas caracteristicas de relativo
baixo custo, alta flexibilidade e disponibilidade para a resolucdo de praticamente qualquer tipo

de problema sao vantagens decisivas.

Qualquer que seja a metodologia numérica utilizada, deve-se fazer a verificacdo dos resul-
tados. A verificacao é o processo que quantifica o erro numérico pela comparacdo entre os
resultados da solu¢do numérica com a solucdo analitica existente (AIAA, 1998; FORTUNA,
2000; ROACHE, 1998).

Conforme Maliska (2004), as solucdes via técnicas numéricas, praticamente, ndo apresen-
tam restri¢des, podendo resolver problemas com condi¢des de contorno e geometrias comple-

Xas.

A experimentacdo em laboratério apresenta algumas vantagens interessantes, como a sim-

plificacdo de calculos e a alta confianca na resposta obtida que depende, evidentemente, da pre-
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cisdo e acurdcia dos equipamentos utilizados. Porém, também apresenta fortes desvantagens,
como o alto custo da confecgdo de protétipos, a validade da resposta para casos especificos e o
tempo consumido, o que a coloca como uma dificil op¢ao quando se busca avaliar, por exem-
plo, diferentes configuracdes de um novo produto, pois qualquer alteragao da forma do modelo

exige a confeccao de um novo protdtipo, com 0s custos relativos.
1.3 EQUACAO DA CONDUCAO DE CALOR
Os problemas de engenharia que envolvem a conducdo de calor, e mesmo outros, podem

ser resolvidos a partir de uma base tedrica ou experimental. Para essas formas de solugdo sao

necessdrias idealizacdes e aproximacdes que sdo caracteristicas de cada uma delas.

/’

T

0= > X

dx— =

Figura 1.2: Transferéncia de calor em uma placa plana

Assim, com base na formulacao tedrica para a solucao do problema de conducao de calor,
considere uma placa plana, conforme a Fig. 1.2, de espessura H. Suponha um cilindro ima-
gindrio no centro da placa com uma secao transversal A na qual o eixo é normal a superficie da
placa. Estas idealizagdes permitem considerar o problema como unidimensional ao longo do
eixo do cilindro, isto é, sem levar em consideracao os efeitos de bordo ao longo da espessura da
placa. Sejam as temperaturas 77 e 7> as condicdes de contorno (temperaturas da superficie da

placa) indicadas na Fig. 1.2 e, por exemplo, 71 > T5.

Em regime permanente existe uma taxa constante de transferéncia de calor Q que € ne-
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cessaria para manter a diferenca de temperatura AT = Ty — 7>. Assim, para pequenos valores

de diferenca de temperatura entre as superficies da placa,

0 AT
= =k—- 1.1
2 T (1.1)
onde k € constante e representa a condutividade térmica do material da placa.
A Eq. (1.1) pode ser escrita na forma diferencial. Assim, o fluxo de calor é dado por
dT
4= —k7- (1.2)

onde ¢y € o fluxo de calor na dire¢dao x. A Eq. (1.2) é a forma unidimensional da lei de Fourier
da conducao de calor (BIRD et al., 2004; INCROPERA; WITT, 1996).

Alguns sé6lidos como os cristais, madeiras e materiais laminados sdo anisotropicos. Para

esses materiais, a lei de Fourier € dada por

q=-k-VT (1.3)

onde Kk € o tensor condutividade térmica e as componentes deste tensor sdo chamadas de coefi-

cientes da condutividade térmica.

Considerando o balango de energia, pode-se escrever a lei da conservagdo da energia para

0 regime permanente:
taxa de entrada de energia + taxa de producdo de energia = taxa de saida de energia.

Por simplicidade, desconsiderando a geracdo de calor, chega-se a equacdo da conducao,

fazendo

dg.

o =0 (1.4)

Quando se introduz a lei de Fourier, Eq. (1.2), na Eq. (1.4), a forma diferencial da equagao

da conducao de calor € obtida, sendo,

d (kd—T> =0 (1.5)
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1.4 CONDUTIVIDADE TERMICA

Diretamente relacionado a determinagdo do campo de temperatura estd o estudo das pro-
priedades térmicas, dentre elas, a condutividade térmica k. Essa propriedade fornece uma

indicacdo da taxa segundo a qual a energia € transferida pelo mecanismo de conducio (IN-
CROPERA; WITT, 1996).

| 3 I 1 1 H I i I H I

= Prata
==& Cobre
—&— Ferro
== Ceramica
—e&— Vidro

100 g

10¢ E

Condutividade Térmica (W/m.K)

1 1 1 1 1 i 1 1 1 L L I 1 I 1

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
Temperatura (K)

Figura 1.3: Dependéncia da condutividade térmica com a temperatura para alguns sélidos

A Fig. 1.3 mostra a dependéncia do valor de k com a temperatura para alguns sélidos.
Anadlises mais detalhadas sobre a dependéncia da condutividade térmica em funcao da tempe-

ratura podem ser obtidas em Bird ef al. (2004) e Rohsenow et al. (1998).

1.5 PROBLEMATIZACAO

A base tedrica para a solucao de um problema que envolve condugao de calor se constitui
de métodos analiticos e numéricos, sendo que cada um deles tem vantagens e desvantagens.
Este texto utiliza a solucao analitica para a verificagdao das solucdes obtidas com o Método dos
Volumes Finitos - MVF (MALISKA, 2004; PATANKAR, 1980) para a discretizacao da equagao

de conducao de calor.

O objetivo de um método numérico discreto € substituir a equacao diferencial de condugao
por um conjunto de equacdes algébricas que, quando resolvidas, fornece o valor da variavel de

interesse para um conjunto de posi¢des discretas dentro do dominio de célculo.

O MVF consiste em: dividir o dominio computacional em um nimero de volumes de con-
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trole que ndo se sobreponham; associar um ponto nodal a cada volume de controle; integrar
as equacdes de conservagdo em cada volume de controle, gerando uma equagdo de balango da

grandeza de interesse.

Para detalhar a motivagdo deste trabalho, considere a etapa onde se realiza a integracdo da
equacao de conservacdo em um volume de controle genérico P, o qual tem os nés E e W como

seus vizinhos (E fica no lado leste enquanto W fica do lado oeste).

h h

A
\
A
y

w e

<0
=0

> 0O

| |
| |
T T
| |
| |
Figura 1.4: Malha unidimensional uniforme

Na Fig. 1.4, as linhas tracejadas sa@o as faces que limitam o volume de controle e as letras “e”
e “w” denotam estas faces, e h representa o tamanho do volume para a malha unidimensional.
Para o problema unidimensional em consideragdo, a integracdo da Eq. (1.5) sobre o volume de

controle P resulta em

dr dr
k— | —|k— ] =0 1.6
(). (), a9
e e de
dp | op
oO———o—¢
T ) : [
e S L "
| | | | l |
o oxp Yo xg o v oxp Yo xg xwo Ywooxp Yo g
(a) UDS (b) CDS (¢) QUICK

Figura 1.5: Trés perfis de aproximacdo para a varidvel priméria ¢

Para se obter a solucdo da Eq. (1.6) € necessario definir um perfil de variacdo para T
ou uma fun¢do de interpolacao para se calcular as derivadas. Algumas possibilidades para os
perfis de aproximacdo de uma varidvel primdria genérica ¢ sdo mostrados na Fig. 1.5. A Fig.
1.5(a) apresenta um esbogo do esquema UDS - Upstream Difference Scheme - proposto por

Courant et al. (1952), sendo que, para esta figura, o fluxo € na dire¢do positiva (oeste para
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leste). A Fig. 1.5(b) apresenta o esquema CDS - Central Difference Scheme (MALISKA, 2004;
PATANKAR, 1980) e o esquema QUICK - Quadratic Upwind Interpolation for Convective
Kinematics Scheme, Fig. 1.5(c), que foi proposto por Leonard (1979).

No caso da Eq. (1.6), o esquema UDS nao tem d7/dx definido nas faces do volume de
controle. J4, o esquema QUICK faz a aproximacgao da varidvel por uma pardbola. A constru¢cdo
da parédbola para a interpolacdo necessita de trés pontos (considerando a face “e”’): n6 P,n6 E e

um terceiro ponto que € escolhido de acordo com o problema.

Neste trabalho, nao se esta especialmente interessado na distribui¢ao de temperaturas entre
os nds e sim, nos esquemas de cdlculo da condutividade térmica na face do volume de controle.
Neste sentido, € razodvel supor que, entre os nds, a temperatura varia de forma linear. Assim,
por simplicidade de implementagao computacional, o método de interpolagdao ou esquema de

discretizacao utilizado serd o CDS.

Avaliando a derivada d7'/dx com o CDS, chega-se a

Te-Tp)  (Tp—Tw)

ke
h h

=0 (1.7)

onde k, e k,, representam a condutividade térmica da face leste e oeste, respectivamente. As

variaveis Tg, Tp e Tyy s@o as temperaturas nodais nos nds E, P e W, respectivamente.

Observando a Eq. (1.7) se conclui que € necessario conhecer os valores da condutividade
térmica nas faces dos volumes de controle para se obter a equagao discreta associada a este
volume. Estes valores, muitas vezes, sdo dependentes da propria temperatura. Assim, lanca-se

mao de esquemas para aproximacgao de k nessas faces.

Atualmente, os dois esquemas mais utilizados para cdlculo da condutividade térmica na
face do volume de controle sdo os esquemas da média aritmética (MAk) e da média harmodnica
(MHK) dos valores nodais da condutividade térmica (PATANKAR, 1980; LIU; MA, 2005).

Além dos esquemas MAk e do MHk, existem outros que sdo utilizados em diferentes
situacdes onde as propriedades sdo varidveis, por exemplo, no caso dos materiais compdsitos,
nas interfaces solido-fluido e em problemas que envolvem mudanca de fase. Assim, a decisdao
de se adotar um esquema de aproximagao para o cdlculo da condutividade térmica nas faces dos
volumes de controle ndo € uma tarefa muito simples se for considerado que tal esquema deve
ser de baixo custo computacional e, ainda, ndo deve deteriorar a ordem de aproximacgao dos

esquemas de discretizagdo utilizados para aproximar a variavel primadria.

Pela revisao da literatura que foi realizada neste trabalho, ainda faltam pesquisas que ana-
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lisem em detalhes as mudangas abruptas da condutividade térmica em problemas ndo-lineares
de condugdo de calor, especialmente com andlise de erros. Muitos dos trabalhos, como por
exemplo em Liu e Ma (2005), utilizam duas ou trés malhas para a avaliacao de desempenho dos
esquemas nos problemas de teste, sendo que estas andlises podem levar a conclusdes equivoca-

das na avaliacao global.

Muitos sao os problemas de engenharia resolvidos numericamente que estdo associados a
condugdo de calor como, por exemplo, os que envolvem materiais heterogéneos, materiais po-
rosos, materiais compositos e etc. Neste sentido, existe a necessidade de se melhorar a precisao
e a confiabilidade desses resultados numéricos. Assim, para o cdlculo da condutividade térmica
na face do volume de controle (no ambito do MVF), o desenvolvimento de novos esquemas, as
comparacdes com esquemas consagrados na literatura e a verificagdo com a solugdo analitica
que sdo realizadas neste trabalho pode dar ao analista uma seguranga na escolha do esquema a

ser utilizado.

Neste trabalho sdo analisados cinco problemas unidimensionais difusivos e advectivos. Para
todos estes problemas, a solucdo analitica € conhecida. Pretende-se, desta forma, demonstrar a
importancia de se verificar o erro de uma solu¢do numérica e observar como se comporta o erro

numérico conforme a malha € refinada.

1.6 OBIJETIVOS

O presente trabalho tem como objetivo geral desenvolver esquemas numéricos e testar os
Jé existentes para o célculo da condutividade térmica, utilizando o método dos volumes finitos,

em problemas de adveccao-difusdo.

Os objetivos especificos sao:
I. Propor novos esquemas para calcular a condutividade térmica nas faces dos volumes de
controle;

II. Verificar erros de discretizagao e as suas ordens efetivas dos novos esquemas propostos e

de alguns existentes na literatura;
III. Comparar o custo computacional de todos os esquemas;

IV. Verificar a influéncia da posi¢ao espacial (face ou nd) na mudanca da condutividade tér-

mica em relagdo ao esquema de célculo proposto.
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1.7 ESTRUTURA DO TRABALHO

Neste capitulo foi feita a contextualizacdo do problema, a apresentacio da escolha do tema

e definidos os objetivos gerais e especificos para o trabalho.

A revisdo bibliografica com os diversos esquemas usualmente utilizados na literatura para
calcular a condutividade térmica na face do volume de controle ¢ feita no Capitulo 2. Neste
capitulo se discutem varios aspectos relacionados aos métodos numéricos e, em particular o
MVE. Além disso, sao definidos os modelos matematico e numérico para os problemas unidi-
mensionais abordados neste trabalho. O capitulo se encerra com importantes conceitos sobre a

verificacao de solu¢des numéricas.

No Capitulo 3 sdo apresentados cinco novos esquemas para cdlculo da condutividade tér-

mica na face do VC.

A defini¢do de cinco problemas unidimensionais para a aplicacdo e avaliacdo dos esque-
mas de cédlculo da condutividade térmica € feita no Capitulo 4. Este capitulo traz, ainda, a
discretizagdao do dominio de calculo e do modelo matematico. Um algoritmo da solugdo em

linguagem natural também € apresentado.

No Capitulo 5 sdo expostos os resultados dos erros numéricos para os problemas de con-
ducdo de calor e adveccao-difusao unidimensional. A avaliacdo da influéncia que os esquemas
de célculo da condutividade térmica produzem na solucdo é feita levando em consideracdo a

ordem efetiva da discretizac¢io e o custo computacional.

As conclusdes gerais deste trabalho sdao apresentadas no Capitulo 6, bem como as sugestoes

para trabalhos futuros.

Os Apéndices A, B, C, D e E apresentam os resultados para os esquemas de calculo da

condutividade térmica dos problemas utilizados como teste.

Os resultados de um esquema Hibrido que combina os esquemas MAk e MHk para o

calculo da condutividade térmica sdo apresentados no Apéndice F.

O Apéndice G apresenta a forma numérica utilizada na implementag¢ao do programa com-

putacional para o calculo da condutividade térmica.
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2  REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 METODOS NUMERICOS

Diversas técnicas numéricas foram desenvolvidas para diferentes categorias de problemas
de engenharia. Cada uma dessas técnicas possuem vantagens e desvantagens que sao proprias
das abordagens utilizadas. Dentre as categorias de problemas que sdo resolvidos com técnicas
numéricas, pode-se citar os problemas de mecanica dos fluidos, mecanica dos sélidos e eletri-

cidade, por exemplo.

A utilizacdo de métodos numéricos na mecanica computacional tem aumentado, princi-
palmente na dindmica dos fluidos computacional (CFD). A CFD pode ser descrita de forma
generalizada como a simulagdo numérica de todos os sistemas que envolvem o escoamento de
fluidos, transferéncia de calor e outros processos fisicos relacionados (VERSTEEG; MALA-
LASEKERA, 1995). Esta area da engenharia se utiliza dos métodos numéricos para calcular as
grandezas de interesse nos escoamentos, em pontos do dominio fisico, geralmente, denomina-

dos de pontos nodais ou, simplesmente, nos.

Os principais métodos utilizados para simulacdo numérica em CFD sdo: Métodos de Di-
ferencas Finitas (MDF); Método de Volumes Finitos (MVF) e Métodos de Elementos Finitos
(MEF).

A aplica¢ao de um programa computacional que utiliza um método numérico para a solug¢ao

de problemas de engenharia pode ser dividida em trés etapas principais:
a) pré-processamento;
b) processamento; e
¢) pos-processamento.

Na etapa de pré-processamento, define-se a geometria ou dominio fisico do problema,
dominio este, que discretizado, constitui a malha para a qual serd substituida a informagao con-
tinua contida na solucdo exata da equacdo diferencial por valores discretos nos nés da malha.

Nesta etapa, também, devem ser definidas as propriedades fisicas do fluido e demais parametros

(condi¢Oes de contorno e iniciais) necessarios para a solu¢ao do problema.
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Na fase de processamento, aplica-se um “solver” (aqui, “solver” € o conjunto de sub-
rotinas responsaveis pela solu¢do do sistema de equagdes) baseado no modelo numérico para
se obter a solugdo para as varidveis de interesse (velocidade, pressdo, temperatura e etc) no

dominio de célculo.

Na etapa de pds-processamento € feita a andlise e visualizacdo dos resultados. E nesta
etapa que se faz a verificacdo do modelo numérico que foi utilizado, para depois, utiliza-lo nos

problemas de engenharia.

2.2 O METODO DOS VOLUMES FINITOS

O MVF ¢ um método numérico utilizado para a avaliacdo tedrica de vérios processos de
engenharia baseado na resolu¢cdo de balancos de massa, energia e quantidade de movimento,

através da modelagem matematica e da solu¢do de um conjunto discreto de equacoes.

Virias sdo as vantagens em se utilizar uma estratégia numérica para solu¢do de um pro-
blema de engenharia como € o caso do MVFE. Pode-se citar como principal vantagem o baixo
custo quando se compara aos métodos experimentais (MALISKA, 2004). Apesar dessas e ou-
tras vantagens que podem ser atribuidas as solu¢des numéricas, algumas desvantagens podem
ser relacionadas aos métodos computacionais, como por exemplo, a dificuldade em resolver
problemas com geometrias complexas e ndo linearidades. Outra desvantagem € que nao se
pode obter solucdo numérica para problemas que ndo possuem uma modelagem matematica

adequada.

A tarefa do método numérico, como dito anteriormente, é transformar uma equacao dife-
rencial parcial em um sistema de n equagdes algébricas lineares com n incognitas, uma para

cada no.

O MVF tem como caracteristica para a obtencao das equacdes aproximadas satisfazer a
conservacao da propriedade em nivel de volumes elementares (MALISKA, 2004). Para tanto,
existem duas maneiras de se obter as equacdes aproximadas do MVF: (i) realizar balancos da
propriedade em questdo nos volumes elementares ou; (ii) integrar sobre o volume elementar, no

espago e no tempo, as equagdes na forma conservativa.

2.2.1 Discretizacao do dominio de célculo - geracdo da malha

As varidveis sdo calculadas em pontos nodais definidos pelas malhas numéricas as quais

sdo, essencialmente, uma representagdo discretizada do dominio geométrico no qual o problema



33

ird ser resolvido. A malha divide o dominio da solu¢do em um nimero finito de sub-dominios

(elementos, volumes de controle, etc.) (FERZIGER; PERIC, 2002).

A Fig. 2.1 representa as configuracdoes das malhas unidimensionais empregadas para a
obtencdo das solucdes numéricas pelo MVFE. O comprimento H € o tamanho total do dominio

de célculo e o nimero de volumes () € particular de cada solugao.

As discretizacdes para volumes finitos podem ser classificadas quanto ao tipo de discre-
tizacdo presente na fronteira ou contorno do dominio e quanto a posicao relativa das faces e

volumes.

Em relacdo a fronteira tém-se:

e malha com volume inteiro no contorno, ver Fig. 2.1(a);

e malha com meio-volume no contorno, ver Fig. 2.1(b).

Em relagdo a posi¢ao relativa de centros e faces de volumes tem-se:

e volumes de n6s centrados, ver Fig. 2.1(c);
e volumes de faces centradas, ver Fig. 2.1(d); e,

e volumes de nos e faces centradas, ver Fig. 2.1(a).

A geracdo de malhas com meio-volume na fronteira, conforme a Fig. 2.1(b), facilita a
aplicacdo das condicdes de contorno, uma vez que os nds dos volumes estao sobre a fronteira,
permitindo aplicacdo direta de condi¢des de contorno do tipo Dirichlet (PATANKAR, 1980;
MALISKA, 2004). Nessa situagdo, tal facilidade em ndo se necessitar criar uma equacao para
o volume de fronteira, traduz-se na nao-observancia dos balancos de conservagdo, pois, para
os meios-volumes da fronteira, a conservacao da energia nao estard sendo observada. Quando
se tem volumes inteiros sobre a fronteira, como é o caso da Fig. 2.1(a), o problema da nao

conservacao de propriedades nestes volumes € eliminado.

Conforme Patankar (1980), os volumes de controle (volumes internos) podem ser cons-
truidos em relacdo a sua geometria de duas formas: com os nds centrados entre as faces do
volume ou com as faces centradas entre os nds. Em uma malha com os nés centrados entre
as faces do volume, como a representada na Fig. 2.1(c) para o caso unidimensional, os nds
dos volumes estao localizados no centro geométrico do volume. Para uma malha com as faces

centradas entre 0s nods, as faces dos volumes estao localizadas no ponto médio do segmento que
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liga dois nds consecutivos, conforme a Fig. 2.1(d). Em Schneider (2007) é apresentado um

estudo detalhado em relagdo a verificagdo dos erros em malhas nao-uniformes.

i-1 i it
L ] ]
h h h
< - e > >

(a) uniforme com volume inteiro na fronteira

i-1 i i+1 i+2
t . . t
) h/2 | h | h | h/2 .
. [ L

(b) uniforme com meio-volume na fronteira

i-1 i it1
] L o
hip h; hivy
- >l > o -

(c) ndo-uniforme de né centrado

i-1 i i+1/
o o o
hi h; hivi
- - > p >

(d) ndo-uniforme de face centrada

Figura 2.1: Malhas unidimensionais para volumes finitos
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Neste trabalho, optou-se pela geragdo das malhas com base em volumes uniformes de nds
e faces centradas para a avaliacdo dos esquemas de calculo da condutividade térmica nas faces

dos volumes de controle.

2.2.2 Modelo matematico unidimensional em regime permanente para o pro-
blema de adveccao-difusdo

Com o propésito de introduzir e demonstrar os varios esquemas para calcular a condutivi-
dade térmica na face do VC, serd considerado o problema em regime permanente, dado pela

seguinte equacao governante:

Fif_d (kd—T> +S 2.1)

onde T € a temperatura, x € a coordenada espacial do dominio de célculo, k é a funcdo condu-
tividade térmica e S € um termo fonte. Um valor constante e diferente de zero para F permite

avaliar os esquemas para calcular a condutividade térmica na presenca do termo advectivo.

2.2.2.1 Discretizacao do modelo matematico

Com base no modelo matemético do problema, dado pela Eq. (2.1), pode-se realizar a
discretizagdao do modelo matematico pelo MVFE. Os volumes sdao numerados de 1 até N (volumes
reais) para o dominio de cdlculo. Dois outros volumes, chamados volumes ficticios, colocados
nos contornos esquerdo e direito, sao utilizados para a imposi¢ao das condi¢des de contorno,
conforme Fig. 2.2. As condi¢des de contorno quando aplicadas utilizando a técnica de volumes
ficticios apresentam facilidade de implementa¢do em malhas ortogonais (MALISKA, 2004).

Nos resultados apresentados no Capitulo 5 sdo considerados apenas os volumes reais.

Volume ficticio » h > h > Volume ficticio
Foas B
I . . ° W . e . . . I
o ( 7 W p E N ‘)r o
Contorno esquerdo -« f——» Contorno direito

Figura 2.2: Malha unidimensional uniforme com volumes ficticios

13 29

A Fig. 2.2 mostra as faces oeste (“w”) e leste (“¢”’) associadas a um n6 genérico “P”. Nesta

figura a malha € uniforme e o tamanho do VC € dado por “h”.
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Para o volume genérico P da Fig. 2.2, pode-se fazer a integracdo da Eq. (2.1) sobre esse

VC, assim
/x {F%} dr = /: {% (k%) +S] dx 2.2)
O resultado da integracdo da Eq. (2.2) sem nenhuma aproximacao € dado por:
F(T,-T,) = (k%)e - (k%)w +/xx Sdx 2.3)

onde T, e T,, representam as temperaturas nas faces leste e oeste, respectivamente. O termo
fonte pode ser integrado analiticamente ou pode ser utilizado um método de integragao numérica

adequado.

Assim, utilizando a funcao de interpolagao CDS, pode-se aproximar os termos da Eq.(2.3)

por:

r, = LT (2.4)
2
T, = 2t iw 2.5)
2
kd_T —k M (2.6)
/), " h '
W0y, T = Tw) (2.7)
/), " h '

onde k, e k,, representam a condutividade térmica nas faces leste e oeste, respectivamente.
Substituindo as Eqgs. (2.4) a (2.7) na Eq.(2.3), chega-se na equacdo discretizada para o modelo

matematico, sendo
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Tz — T Tg — T Tp—Ti e
F<E2W):ke(Eh P)_kww_k/ Sdx (2.8)
Xy

Esta equacdo pode ser rearranjada como:

ke‘ kw ke F kw F Xe
) = () T () . 2.
o) (ig) e (o) [[sw e

Identificando os coeficientes de Tr e Ty na Eq. (2.9) como a, € a,, , € 0 coeficiente de Tp

como ap, pode-se escrever,

apTp =a,Tg +a,, Ty + bp (2.10)

onde as expressdes para os coeficientes e termo fonte sdo apresentadas no Capitulo 4.

A Eq. (2.10) é a equagao algébrica discretizada para problemas unidimensionais, onde ap,
a. e a,, sao coeficientes; e Tp, T e Ty sdo as temperaturas nos noés central (P), leste (E) e
oeste (W). Os subscritos maitdsculos indicam a avaliacdo nos nés de controle e os subscritos

minusculos indicam a avalia¢do na face do volume de controle.

Diferentes fungdes de interpolagdo, quando aplicadas na Eq. (2.3), produzem erros de
discretizacdo de ordens diferentes e com magnitudes diferentes. Ou seja, a fun¢do de interpo-
lagdo utilizada para fazer a aproximagdo numérica é uma das mais importantes varidveis para a

qualidade da solucao numérica, conforme observado em Marchi (2001).

O problema de advecc¢ao-difusado, aqui apresentado, serd melhor detalhado no Capitulo 4 e

analisado no Capitulo 5 que trata dos resultados deste trabalho.

2.3 ESQUEMAS PARA CALCULO DA CONDUTIVIDADE TERMICA

Nesta secao serdo apresentados alguns esquemas para cdlculo da condutividade térmica nas
faces dos volumes de controle para 0 MVE. Pela maneira como o esquema é formulado ou
pela base tedrica utilizada, pode-se verificar a facilidade ou a dificuldade na implementagao

computacional.

Os esquemas apresentados tém caracteristicas unidimensionais e a formulagao € feita para
(13 29

a face leste “e” do VC genérico P. Para a face oeste “w”, a formulagao € feita simplesmente

considerando o valor de k,, do n6 P igual ao valor de k., do n6 oeste (W).
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2.3.1 Média aritmética de k - MAk

Dentre os esquemas mais utilizados para se determinar a condutividade térmica na face
do VC, encontra-se a média aritmética da condutividade térmica na qual se considera uma
distribui¢do linear da condutividade térmica entre dois nds vizinhos de uma superficie de con-
trole (PATANKAR, 1980; LIU; MA, 2005; VOLLER; SWAMINATHAN, 1993). Neste traba-

lho, o esquema da média aritmética ¢ chamado de MAKk.

Para a face leste do VC, a condutividade térmica k, para malhas uniformes é dada por:

B kp+ kg

ke >

(2.11)

Na Eq. (2.11), as condutividades térmicas kp e kg sdo avaliadas nos nés P e E da malha,

respectivamente com a fun¢io dada k(7).

O MAK € de facil implementacdo e de baixo custo computacional. Indicado para problemas
de conducao de calor em placas com um Unico material, onde a func¢io condutividade térmica é

continua e suave em relacdo a temperatura.

2.3.2 Meédia harmonica de k - MHk

Patankar (1980) apresentou o esquema da média harmonica das condutividades térmicas
como uma alternativa ao MAk. O esquema da média harmonica, tratado como MHKk, apresenta
bons resultados em problemas com mudanga brusca de condutividade térmica na superficie de

controle sem exigir grande esforco computacional.

Para a face leste do VC, a condutividade térmica k., € dada por:

 2kpkg

= — 2.12
kp+kg (212)

e

sendo esta equagdo obtida para malhas uniformes.

Chang e Payne (1990) estudaram uma placa retangular constituida por dois materiais dife-
rentes com a condutividade térmica linearmente dependente da temperatura. A solucdo analitica
foi obtida através da introducdo da transformacdo de Kirchhoff. Utilizando a solucdo exata
como uma base de comparagdo, verifica-se que a avaliagdo da condutividade térmica na face
do VC usando o esquema da média harmodnica €, geralmente, melhor do que o uso da média

aritmética. Também, os autores sugerem que se posicione um né na interface entre os dois ma-
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teriais, através de mudangas na malha. Isso faz com que se tenha dois materiais diferentes em

um unico VC e a derivada seria, desta forma, continua.

A solucao fechada do problema da condugdo de calor, utilizada nos trabalhos de Chang e
Payne (1990, 1991), com as propriedades dos materiais dependentes da temperatura foi obtida
no trabalho de Tao (1989). O problema € linearizado pela divisdao do dominio em um niimero
finito de subintervalos. Estes subintervalos sdo escolhidos suficientemente pequenos para que a
fun¢do condutividade térmica do material seja considerada constante. A existéncia e unicidade

da solucdo foi exaustivamente analisada e comprovada.

Em outro trabalho, Chang e Payne (1992) avaliaram os valores dos coeficientes de difusdao
para a face do VC, utilizando o método de volumes finitos, em problemas de transporte que
incluem processos de difusdo. A avaliacdo foi feita em um problema de condug¢ado de calor em
uma placa composta com condutividade térmica linearmente dependente da temperatura, que
tem solucdo de forma fechada. Desta vez, o objetivo era extrapolar a teoria para outras propri-
edades de transporte e propor arranjos alternativos da malha, de modo a minimizar os erros de
aproximacgdo. Verificou-se que o esquema da média harmonica tem desempenho melhor que
o esquema da média aritmética para avaliar os coeficientes de difusdo na interface. Mais uma
vez, os resultados mostraram que posicionar o né na interface entre os materiais leva a menores

erros numéricos do que arranjos tradicionais.

Outro trabalho que avaliou esquemas para calcular a condutividade térmica foi Zhao et al.
(2006). Neste trabalho, foi pesquisada a transferéncia de calor conjugada em cavidades com
fontes de calor externa e interna. Incluiu-se a escala de velocidade, o coeficiente de difusdo na
interface fluido-solido, escala de temperatura independente para vdrias fontes de calor e o aco-
plamento de velocidade e pressdo para o corpo sélido imerso em fluido. Para tanto, foram utili-
zados dois arranjos de malha. No primeiro, a interface estava disposta na face dos VC, enquanto
o segundo posicionava um né na interface dos volumes. Em relacdo a avaliacdo dos esque-
mas numéricos para aproximar a condutividade térmica, concluiu-se que o esquema da média

harmonica produziu resultados melhores do que os obtidos com o uso da média aritmética.

2.3.3 Meédia aritmética das temperaturas nodais - MAT

Tratado por MAT neste trabalho, Voller (2001) apresentou a idéia do esquema da média
aritmética das temperaturas nodais entre dois nds vizinhos de uma face do VC (sem usar esta
nomenclatura) quando propds a integracdo numérica da funcdo condutividade térmica pela re-
gra do ponto médio (midpoint rule). Liu e Ma (2005) estudaram em detalhes este esquema e

mostraram que ele € efetivo quando, para dois materiais diferentes, a mudanca da condutividade
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térmica ocorre no no.

A definicdo do MAT ¢ feita com base na variacao linear da temperatura para nés consecu-

tivos, assim,

. Tp+ T

T, 5

(2.13)

onde 7, € a temperatura na face leste do VC.

Com a temperatura da face definida é possivel calcular a condutividade térmica k,, resul-

tando em

ke = k(T,) (2.14)

No trabalho de Liu e Ma (2005) varios métodos de interpolacdo para os coeficientes de
difusdo na face dos VC sdo discutidos e comparados com as solucdes analiticas de dois proble-
mas que envolvem difusdo pura e advecgao-difusdo. Conforme os autores, verificou-se que o
esquema da média harmodnica ndo é to preciso e confidvel. Ainda, os autores afirmam que, na
realidade, existem algumas situacdes em que simplesmente deixam de funcionar e ndo produ-
zem resultados fisicamente realisticos. Na comparacao, o MAT, proposto em Liu e Ma (2005),
mostrou-se mais acurado que o esquema da média harmonica, principalmente quando, se existir

uma mudanca brusca na condutividade térmica, esta estiver posicionada em um né da malha.

2.3.4 Média harmonica de k baseada na distribuicao linear da temperatura no-
dal - LTMH

Este esquema foi apresentado por Marchi (2007), no qual o valor de k na face é obtido
pela média harmonica das condutividades térmicas de dois pontos intermedidrios, “a” e “b”,

localizados entre nés consecutivos de uma superficie de controle, conforme mostra a Fig. 2.3.

| h |

|
le
I L I
\, | U
P | E
Ponto “a” Ponto “b”

[TPt]

Figura 2.3: Pontos auxiliares “a” e “b” para a face leste do VC
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A Fig. 2.4 apresenta a hipotese de variacdo linear com gradiente constante da temperatura
entre Tz e Tp que € utilizada no LTMH. Nesta figura € feita a consideracdo que T > Tp em

volumes adjacentes a face “e”.

Ty

Ty

Ty

T,

Tp
O O——
Xp Xa Xe Xb XE X

Figura 2.4: Hipdtese para a variagcdo da temperatura na face do VC para o LTMH

No LTMH, tomando como exemplo os nds consecutivos P e E, cuja face de controle é “e”

€C 9

(face leste), o ponto auxiliar “a” estd localizado na posicao intermedidria entre o né genérico P

cCc 9 (1]

e a face “e”, e o ponto “b” na posi¢do intermedidria entre a face “e” e ono E.

Da Fig 2.4, as temperaturas T, e T}, s@o calculadas por

Tg —Tp . 3Tp+ 1T

1, =1
a p+ 4 4

(2.15)

Tp—Tp  Tp+3Tg

T, = 1T,
»b=Tp+3 7] 7]

(2.16)

Assim, as condutividades térmicas nos pontos a € b, respectivamente k, € kp, sdo dadas por:

ky = k(Ty) (2.17)

ky = k(Tp) (2.18)

Logo, a condutividade térmica na face “e” (k.) pode ser obtida pela média harmonica de k,

e kp, que resulta em
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_ 2kakyp
N kq + kp

ke (2.19)

Pertschi (2008) analisou o LTMH e este esquema apresentou os melhores resultados em
problemas advectivos. Pela formulacdo do LTMH, Eq. (2.19), observa-se que em problemas
com dois materiais diferentes de condutividades térmicas constantes em cada um, os resultados

reproduzem os obtidos com o esquema MHKk.

2.3.5 Meédia harmonica de k baseada na distribuicao linear por setores da tem-
peratura nodal - TkMH

O TkMH foi proposto por Marchi (2007). Este esquema leva em consideragdo a mudanca de
condutividade térmica na face do VC para problemas de condugdo de calor com dois materiais

diferentes.

Ve
e

h/2 h/2

Figura 2.5: Esquema para o fluxo de calor em volumes de controle adjacentes

—

A base tedrica do esquema usa a igualdade entre o fluxo de calor a esquerda da face “e™”,
(q,), e a direita da face “e™”, (¢)). A Fig. 2.5 apresenta esquematicamente os fluxo de calor
que entram e que saem na face “e”. Na figura, considera-se que 7 > Tp e a malha como sendo

uniforme.

Para problemas unidimensionais, o fluxo de calor é dado pela Eq. (1.2). A meta é calcular
o fluxo de calor do lado esquerdo e direito da face “e”, e com esse valor, determinar a tempe-
ratura 7, que satisfaca o fluxo de calor nesta face. Nado se estd especialmente interessado na
distribuicdo de temperaturas entre os nds e a face, portanto, € razodvel supor que, entre eles, a

temperatura varia de forma linear, conforme Fig. 2.6. Nessa hipotese, pode-se escrever

_ (TP_Te)

= 2.2
4 =k (2.20)
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(Te - TE)

Wz (2.21)

qr = kg

No TkMH, entre os noés P e E (nds associados a face leste “e”), para o célculo de T, se

cC 9

considera a condutividade térmica do material entre o nd P e a face “e” como sendo constante

e igual a kp (valor da condutividade térmica avaliado no né P). Para o material entre a face

9

e’ e ond E, o valor da condutividade térmica € considerado constante e igual a kg (valor da

condutividade térmica avaliado no n6 E).

¢ 9

Em termos de fluxo de calor na face “e”, pode-se expressar a seguinte igualdade:

(Tp—T) _ (T~ T)

k
P72 h/2

(2.22)

Da Eq. (2.22) € possivel calcular a temperatura 7, que satisfaz esta condicao, resultando

cm

kp kg

T, = Tp+
" kpt+ke | kp+ke

Tk (2.23)

6 _ 9

Assim como no LTMH, definem-se dois pontos auxiliares “a” e “b”, ver Fig. 2.3, para os
quais as temperaturas 7 e T, s@o calculadas. Com a suposicao de variacao linear da temperatura,
a Fig. 2.6 representa esta variagdo por um perfil linear com inclinagdes diferentes entre o n6 P

e a face “e”,e aface “e”eond E.

A condutividade térmica na face “e” (k.) € calculada pela Eq. (2.19), onde as condutividades

térmicas k, e kj, sdo calculadas por:

k, =k <TP i Te) (2.24)
2
T,+T,
kb:k( ; E) (2.25)

onde k(-) denota a fungdo condutividade na respectiva temperatura.

Pode-se verificar da Eq. (2.23) que T, é dependente somente dos valores nodais das tempe-

raturas e condutividades térmicas.

Para problemas com dois materiais e condutividades térmicas dependentes da temperatura,

Pertschi (2008) mostrou que o TkMH apresentou os melhores resultados. Também, pode-se
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observar pela formulacdo do TkMH que quando as condutividades térmicas dos materiais sdao

constantes, este esquema reproduz o MHk.

T

Figura 2.6: Hipdtese para a variagdo da temperatura na face do VC para o TkMH

2.3.6 Transformacao local de Kirchhoff usando quadratura gaussiana

A formulagdo apresentada nesta secado foi proposta por Voller (2001). Para desenvolvimento
do esquema, € considerada a equacdo da conducao de calor dada pela Eq. (1.5). Esta equacdo
€ ndo-linear para a condutividade térmica varidvel com a temperatura. Equacgdes deste tipo sdao
dificeis de serem resolvidas e, na maioria das vezes, ndo permitem a obten¢do de solucdo pelas
técnicas analiticas cldssicas. Desta maneira, procedimentos que permitem a linearizacdo da

equacao, quando possivel, podem facilitar bastante o tratamento analitico.

Diante deste contexto, a Técnica da Transformada de Kirchhoff (OZISIK, 1993) pode ser
utilizada como forma de lineariza¢do da equacdo diferencial. Chang e Payne (1991) utilizaram
a Transformacdo de Kirchhoff para obter a solucao analitica para o problema da conducdo de
calor entre duas camadas de materiais com a condutividade térmica dependendo linearmente da
temperatura e essa solucdo foi expressa na forma da série de Fourier. Também, Voller e Swa-
minathan (1993) propuseram um novo esquema numérico através da aproximacao de Kirchhoff
que , comparado com os esquema da média aritmética e harmonica, obteve desempenho melhor
para problemas com mudanca de fase, fazendo uma aproximacado numérica para a regido de

fronteira entre fases (por exemplo, liquida e sélida).

Com o auxilio da Técnica da Transformada de Kirchhoff, a Eq. (1.5) pode ser transformada
em uma equacao diferencial mais simples. A técnica consiste em introduzir uma nova tempera-

tura 6 relacionada com a temperatura 7" do problema original pela seguinte transformagao:
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9:

1 T
/ k(T)dT (2.26)
kref Trey

onde 7, representa uma temperatura de referéncia e k. r = k(T f). Desse modo, Ty, € kyep s30
introduzidos simplesmente para dar ao valor 8 a dimensao de temperatura e um valor definido.

Uma relacao direta da Eq. (2.26) é dada por

k(T
dé = ( >dT 2.27)
kref
assim,
dé k(T)dT
o _ KI) dr (228)
dx ke dx

Inserindo as Eqgs. (2.27) e (2.28) na Eq. (1.5), tem-se uma equacao linear, que resulta em

d’6

Das consideracgoes feitas sobre o tratamento da equacao diferencial, pode-se extrair uma
forma especial que permite calcular a condutividade térmica na face do VC. Assim, usando a
aproximacao por diferengas centrais em uma malha uniforme, a Eq. (2.28), para a face “e” de

um n6 genérico P, é dada por:

QE—QP_ ke Tg —1Tp

2.30
h ke h ( )
Empregando a Eq. (2.26) para os n6s E e P, pode-se reescrever a Eq. (2.30) como,
Tg Tp
/ K(T)dT — / K(T)dT
1 Tref Tref . ke TE - TP (2 31)
kref h kref h ‘
e fazendo as simplificacdes, chega-se a
Tg
/ K(T)AT = ke (Tg — Tp) (2.32)
Tp

Assim, k, pode ser calculada como
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T
k(T)dT
L — 2.33
(T —T7) (2.33)

Na Eq. (2.33), a integral do numerador pode ser feita analiticamente ou por algum pro-
cesso de integracao numérica (VOLLER, 2001). A integracdo numérica € uma aproximacao da

solugdo analitica e € dada por

Te J
/ K(T)AT ~ (T —Tp) Y w; k(g;) (2.34)
Tp j=1

onde o indice J representa o nimero de pontos na quadratura, w; S30 0s Pes0S € g; 40 0S pontos

de integragdo no intervalo {7p, Tg }. Desta forma,

J
ke=Y wjk(g;) (2.35)
j=1

Neste trabalho dois esquemas sdo colocados em destaque: um deles utiliza dois pontos
na integracao gaussiana € o outro trés pontos, ver se¢oes 2.3.6.1 e 2.3.6.2. Nestas se¢des, 0s
pesos w; e os pontos g; sdo substituidos pelos respectivos valores para se obter uma forma
fechada para a condutividade térmica. A acuracidade da integracdo numérica esta diretamente

relacionada com a classe da fungdo €” .

2.3.6.1 Transformacao local de Kirchhoff usando 2 pontos na quadratura gaussiana -
KG2P

Neste esquema, conforme apresentado em Voller (2001), o valor da condutividade térmica

(1]

na face “e”, k., é dado por:

1 T+ Tp 1 Tg—Tp T+ Tp 1 Tg—Tp
k, == |k - — k — 2.
‘ 2[ ( 2 V3 2 )+ ( 2 V3 2 )} (230

onde k(-) denota a fungdo condutividade na respectiva temperatura.

A Eq. (2.36) € obtida quando se substituem os pesos e a posi¢do para dois pontos de Gauss
na integracdo numérica (SZIDAROVSZKY; YAKOWITZ, 1978; BURDEN; FAIRES, 2003).

'Uma fungdo f diz-se de classe € num intervalo aberto Q e escreve-se f € €”(Q) se as derivadas de f
existirem até a ordem n e forem continuas em Q. Se todas as derivadas de ordem superior existirem, entdo a
funcio diz-se indefinidamente diferenciavel em Q e escreve-se f € €~ (Q).



47

2.3.6.2 Transformacao local de Kirchhoff usando 3 pontos na quadratura gaussiana -
KG3P

O valor da condutividade térmica na face “e”, k., conforme apresentado em Voller (2001),
€ obtida quando se substituem os pesos e as posi¢oes para trés pontos de Gauss na Eq. (2.35),

sendo dada por:

T +T) T — T, T + T
k= S E+Tp V3 Tg—Tp L8 (TR
18 2 5 2 18 2
5 Tg +Tp \/§TE—TP
+1—8k< r t )] (2.37)

onde k(-) denota a fun¢do condutividade na respectiva temperatura.

Os pesos e posi¢oes para os pontos de Gauss podem ser encontrados em Szidarovszky e

Yakowitz (1978) e Burden e Faires (2003).

2.3.7 Comentarios gerais

De alguns dos trabalhos da literatura que propdem e avaliam esquemas para calcular a con-

dutividade térmica nas faces dos volumes de controle, pode-se fazer os seguintes comentarios:

e 0 esquema com melhor resultado em termos do erro de discretizacdo depende do tipo do

problema;

e 0s esquemas MAk, MAT, KG2P e KG3P deterioram a ordem efetiva da aproximacao em
problemas com dois materiais (PERTSCHI, 2008);

e algumas trabalhos, como por exemplo em Voller (2001) e Liu e Ma (2005), apresentam
os resultados para apenas algumas malhas, o que pode comprometer resultados compara-

tivos;

e para problemas com dois materiais diferentes e condutividades constantes, os esque-
mas baseados na Transformacao de Kirchhoff t€m os resultados equivalentes ao esquema
MAKk.

No Capitulo 5 s@o apresentados resultados detalhados e feitas comparacdes entre os esque-

mas descritos neste capitulo.
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2.4 METODOS DE SOLUCAO PARA O SISTEMA DE EQUACOES LINEARES

Nas secoes anteriores foi discutido como discretizar a equagao de condugao de calor. Este
processo de discretizacdo resulta em um sistema algébrico de equacdes que precisa ser resol-
vido. A complexidade e o tamanho do conjunto de equagdes depende da dimensdao do pro-
blema, do nimero de nés na malha e dos métodos de aproximacdo utilizados no processo de
discretizacdo (FERZIGER; PERIC, 2002; VERSTEEG; MALALASEKERA, 1995).

Os métodos para resolucao de sistemas de equacdes lineares sao divididos em dois grupos:
métodos diretos ou exatos (aqueles que forneceriam a solug¢do exata, ndo fossem os erros de
arredondamento, com um nimero finito de operagdes) e métodos indiretos ou iterativos (aqueles
que permitem obter a solu¢do de um sistema com uma dada precisao através de um processo
finito convergente) (BURDEN; FAIRES, 2003).

Para problemas unidimensionais, a solu¢do do sistema de equagdes pode ser feito com
métodos diretos. Neste trabalho utilizou-se o0 método direto TDMA. O método direto chamado
de Algoritmo de Thomas ou “Tridiagonal Matrix Algorithm” (TDMA) é um método usado
no caso de um sistema tridiagonal de equacdes algébricas. E, na verdade, uma modificacio
do método direto de Eliminacdo de Gauss ao se considerar apenas as trés diagonais nao nulas
da matriz de coeficientes. Uma sub-rotina em FORTRAN para o método TDMA ¢é dado em
ANDERSON et al. (1997).

Neste trabalho, a solug¢do do sistema de equacdes serd feito utilizando o método TDMA.

Assim, seja um sistema de equacdes dado por:

[Alyr AT = {D}as (2.38)

onde [A] é a matriz dos coeficientes, {T} € o vetor das M incdgnitas e {D} € o vetor dos termos

independentes.

Em Maliska (2004) é feito o detalhamento do algoritmo TDMA e, ainda, é apresentada uma

metodologia que pode ser utilizada para resolver problemas bidimensionais e tridimensionais.

2.5 GENERALIDADES SOBRE A VERIFICACAO DAS SOLUCOES NUMERICAS

O processo que quantifica o erro numérico é denominado por Oberkampf e Blottner (1998),
Roache (1998), ATAA (1998); Marchi (2001) e Roy et al. (2003) de verificacao. O objetivo

da verificacdo é determinar em que medida um modelo matematico € resolvido adequadamente
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através de um método numérico. Note que, dentro destas defini¢des, uma solu¢do numérica
verificada com a soluc¢do analitica, ndo estard obrigatoriamente validada, a menos que o modelo

matematico ndo possua erro em relagdo a solucdo verdadeira do fendmeno.

Na determinagdo da solu¢do de um modelo matematico por meio de um método numérico
encontram-se diversas fontes de erros. Estes erros estao ligados ao processo de anélise e
resolucdo do problema. As diversas fontes, conforme apresentado em Marchi (2001), sdo:
erros de truncamento (E7), erros de iteracdo (E,), erros de arredondamento (Ez) e erros de

programagao (E,), assim,

E(‘P) :E(ETaEn7E7l'vEp) (239)

onde ¢ € a varidvel de interesse e E € o erro numérico.

Erros de truncamento sdo origindrios do processo de discretizagdo de um modelo ma-
tematico (ANDERSON et al., 1997, FERZIGER; PERIC, 2002; ROACHE, 1998). Ao erro
de truncamento esta relacionado o conceito de consisténcia de um método numérico. Quando,
para malhas numéricas bastante refinadas, o erro de truncamento se torna nulo, diz-se que o
método numérico € consistente. Ou seja, a equagado discretizada deve tender a equacdo origi-
nal, quando a malha tende a zero (MALISKA, 2004). A consisténcia, contudo, ndo garante que
a solucdo do problema discretizado seja a solucdo exata para malhas extremamente refinadas;
para tanto, é necessario que haja estabilidade do método. Diz-se que um método numérico é
estavel quando os erros ndo crescem em magnitude podendo, assim, desestabilizar a obtencio
da solucao (ANDERSON et al., 1997; MALISKA, 2004). Consisténcia e estabilidade sdo
condicdes necessdrias e suficientes para a convergéncia. A solucdo numérica é convergente
quando € estavel e tende para a solugcao das equagdes diferenciais quando a malha € refinada
(MALISKA, 2004).

Erros de iteracao estao associados a utilizagao de métodos iterativos na solu¢ao dos sistemas
de equacgdes algébricas. Define-se o erro de iteragdo como sendo a diferenca entre a solugdo
exata e a solugdo do sistema de equacdes em uma dada iteracdo (FERZIGER; PERIC, 2002;
ROACHE, 1998). Conforme Marchi (2001), alguns fatores que geram erros de iteracao sio:

1. o emprego de métodos iterativos para resolver as equacdes discretizadas, ou o sistema de

equagoes algébricas;

2. o uso de métodos segregados na obtengdo da solu¢do de modelos matematicos cons-

tituidos por mais de uma equacao diferencial;
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3. a existéncia de nao-linearidades no modelo matematico; e

4. autilizacdao de métodos multigrid na solucdo do sistema de equagdes algébricas.

Existem problemas muito simples que nao apresentam erros de iteracao. Nesses problemas,
a equacao diferencial € linear e o sistema de equacdo € resolvido com um método direto, por
exemplo, o TDMA.

Os erros de arredondamento, segundo Marchi (2001), s@o os erros que ocorrem principal-
mente devido a representacdo finita dos nimeros reais nas computacdes. Eles dependem do
compilador (software) usado para gerar o codigo computacional e do computador (hardware)
empregado em sua execugdo. Estdo relacionados ao nimero de algarismos (byfes) usados para
representar as varidveis nos computadores e ao nimero de termos empregados no célculo de
séries infinitas de fungdes pré-definidas da linguagem de programacdo. Na linguagem For-
tran90, por exemplo, pode-se usar precisdo simples com quatro bytes, precisao dupla com oito
bytes ou precisdo quiadrupla com 16 bytes por varidvel do tipo real. Quanto maior € a precisdao
usada para representar as varidveis, menores sao os erros de arredondamento; entretanto, maior

¢ a memoria computacional necessaria para o armazenamento destas variaveis.

Erros de programacao sdo inerentes ao programador e a utilizacdo do cédigo computacional

implementado. Conforme Roache (1998), os erros de programacao incluem:

1. os erros resultantes do uso incorreto de um modelo numérico na aproximacao de um

modelo matematico;
2. os erros gerados na implementacdo do modelo numérico num programa computacional;

3. os erros cometidos no uso do programa computacional durante a obtengdo da solugao

numérica; €

4. qualquer outra eventual fonte de erro.

2.5.1 Verificacao das solu¢des numéricas

A avaliacdo dos métodos de célculo da condutividade térmica € feita pela determinagdo
do erro numérico. O erro numérico (E) € a diferenca entre a solucdo exata (P) da varidvel de
interesse e a sua solucdo numérica (@) obtida através da simulacao (FERZIGER; PERIC, 2002),

isto €

E=d—¢ (2.40)
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O erro numérico quando calculado através da Eq. (2.40), mas sem E,, E; e E,, passa a ser
denominado de erro de discretizacdo (E), de acordo com Ferziger e Peric (2002). Esses erros de
discretizacdo, quando gerados pelos erros de truncamento, podem ser estimados. As estimativas
dos erros de discretizagcdo sao, basicamente, divididas em dois grupos: estimativas a priori € a

posteriori da solu¢cdo numérica (SZAB(); BABUSKA, 1991).

As estimativas de erro a priori proporcionam uma andlise qualitativa do erro de discreti-
zacdo antes mesmo de se obter uma solucdo numérica. O objetivo de uma estimativa a priori
¢ obter a ordem assintdtica da equacao diferencial discretizada. Com esta estimativa, antes
de se obter qualquer solu¢ao numérica, é possivel prever o comportamento assintético do erro
de discretizacdo com relacdo ao refinamento da malha. Conforme Marchi (2001), também ¢&
possivel avaliar qual € o efeito da redu¢do do tamanho dos elementos da malha sobre o erro de

discretizag@o da solucao numérica.

As estimativas de erro a posteriori sao usadas para estimar a magnitude do erro de discreti-
zacdo. Existem varios métodos que podem ser empregados e eles podem ser divididos em
dois grandes conjuntos. No primeiro, as estimativas de erro sao baseadas na solu¢ao numérica
obtida numa unica malha; em geral, o método dos elementos finitos se enquadra neste conjunto.
No segundo conjunto, as estimativas de erro sdo baseadas nas solugdes numéricas obtidas em
malhas multiplas. Em geral, os métodos de diferencas finitas e de volumes finitos se enquadram
neste conjunto (MARCHI, 2001).

A equacdo geral do erro de discretizagdo unidimensional, admitindo por simplicidade um
espacamento uniforme (%) entre os nds, é dada genericamente por (RICHARDSON, 1910; RO-
ACHE, 1998; FERZIGER; PERIC, 2002; MARCHI, 2001)

E(§) =C it + CohP’2 + C3hP3 + CihP* + .. (2.41)

onde os coeficientes C; podem ser positivos ou negativos e ser funcdo da variavel dependente e
de suas derivadas, isto €, podem variar com a coordenada x, mas sdao independentes do tamanho
(h) dos elementos da malha. Por defini¢do, as ordens verdadeiras (py) sdo os expoentes de &
dos termos ndo-nulos na Eq. (2.41). Esses expoentes sao dados por pr, p2, p3, ps € etc. As
ordens verdadeiras seguem a relacdo p;, < pr < p3 < p4 < etc. SA0 numeros inteiros positivos
que geralmente constituem uma série aritmética, isto €, a diferenca entre ordens subsequentes €

constante.

E ainda, o menor expoente de & na Eq. (2.41) é chamado de ordem assintética (pr). E um

nimero inteiro positivo e satisfaz a condi¢do p; > 1. Quando o tamanho (%) dos elementos da
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malha tende a zero, ou seja, h — 0, o primeiro termo do erro de discretizagdo € o principal
componente, isto €, ele domina o valor total de E. Conhecer a ordem do erro numérico permite

a avaliacdo da reducdo do erro em fun¢do do tamanho / dos elementos da malha.

Para que o erro numérico seja gerado apenas pelo erro de truncamento, € necessario que se

atenda aos seguintes requisitos:

e 0s modelos mateméticos abordados sejam simples o suficiente para evitar erros de progra-

macao;

e a precisdo computacional adotada para armazenamento das varidveis seja adequada para

minimizar erros de arredondamento;

e no caso de solucdes iterativas, o nimero de iteracdes seja suficiente para se atingir o erro

de méquina.

Neste trabalho, o uso de modelos matematicos de baixa complexidade, o uso de precisao
quédrupla para armazenamento dos valores das varidveis e a aplicacdo de processos iterativos
até o erro de maquina, garantem que todos os requisitos acima sao atendidos e todas as andlises

feitas ficam restritas ao estudo dos erros de discretizagao.

2.5.1.1 Ordem assintotica da funcao de interpolacao CDS

A seguir serd ilustrado como determinar a priori o erro de truncamento quando se utiliza

uma fun¢do de interpolacdo do tipo CDS.

Para uma funcdo de interpolacdo, tanto a obtencdo das aproximagdes numéricas quanto
seus erros de truncamento podem ser feitos a partir da série de Taylor, que € uma série infinita

(FORTUNA, 2000; KREYSZIG, 1999).

A aproximagdo numérica do tipo CDS para os termos da Eq.(2.3), que representa o mo-

delo matematico geral discretizado, pode ser obtida pela série de Taylor. A apresentacdo da

€ 9

aproximacgao numérica e dos erros de truncamento serd feita para a face “e”, ou seja, conside-

cCc 9

rando a expansdo da série de Taylor a partir da face “e”. Assim, aplicando a série de Taylor,

tem-se para os nés P e E:

- h . W2 W3
q)P:q)e _ CI)I _ +q)ll_ _ q)lll_

W
€2 €8 648+q)w

— + ... 242
¢ 384 + (2.42)
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@E:q>e+q>gﬁ+q>g"h—2+c1>3"h—3+c1>gvﬁ+... (2.43)
2 8 48 384

onde @ € a varidvel dependente no modelo matematico, ®r e Pp sdo os valores analiticos
exatos obtidos com a expansao da série de Taylor a partir da face “e”, onde sdo conhecidos os
valores analiticos exatos de ®, e suas derivadas (®%, @i, ®iii, .. PM) O sobrescrito “i” indica
a ordem da derivada que estd sendo avaliada. As Eqgs. (2.42) e (2.43) sdo vdélidas se @ € uma
fun¢do continua de x no intervalo fechado [a,b], com derivadas continuas até a ordem M neste
mesmo intervalo. Ainda, o ponto a partir do qual se faz a expansao deve pertencer ao intervalo

fechado [a, b].

Fazendo a soma das Eqs. (2.42) e (2.43), chega-se a

B h2 ) h4
Op+ P =2 200 — 42 dY — + ... 244
Logo, o valor de ® na face “e” (®,) é dado por:
Dp + Pp - h? K
b=— — —D — — D) — — ... 245
¢ 2 €8 ¢ 384 (245)
A hipétese de um perfil linear entre P e E oferece a seguinte aproximagdo para ®,:
dp+ P
o, ~ PTOE (2.46)
2
com o erro de truncamento E7 dado por:
B h2 ) h4
Er=—®) — — ) — — ... 247
T e 8 e 384 ( )

Para a derivada primeira da varidvel na face “e”, deve-se subtrair a Eq. (2.43) da (2.42),

assim,

ih i P
(I)E—CI>p:+2CI>e5 +2 CI)’e’E—I—... (2.48)
Logo, a derivada primeira é dada por:
. P i
o =L TP @it 4 (2.49)

¢ h ©24
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A hipétese de um perfil linear entre os nés P e E também oferece a aproximagdo mais
simples do gradiente, o qual € necessdrio para a avaliacdo dos fluxos difusivos (FERZIGER;
PERIC, 2002):

. /dd Oy — Pp
o = <—) ~ LT TP (2.50)
¢ \dx /, h

O erro de truncamento para a derivada primeira € dado por:

E ——@iiiﬁ + (2.51)
T = e 4 .

Comparando as Egs. (2.47) e (2.51) com a Eq. (2.41), pode-se perceber que a funcao de

interpolagdo CDS possui ordem assintética (py,) igual a dois.

2.5.1.2 Ordem efetiva da aproximacao

Conforme Marchi (2001), quando se conhece o erro numérico € possivel calcular a ordem
efetiva do erro de discretizagdo (p,). Assim, p, € definida como a inclinag¢ao local da curva do
erro de discretizacdo (E) versus o tamanho da malha (k) em um gréfico logaritmico. A ordem
efetiva mede a taxa com que a solugdo numérica converge para a solucao exata. Seu célculo
permite verificar na prética, isto €, a posteriori das solugdes numéricas, se a medida que & €
reduzido, a ordem do erro de discretizacdo das solucdes numéricas tende a ordem assintitica
dos erros de truncamento, ordem esta que € um resultado tedrico, obtido a priori das solugdes

numeéricas. Matematicamente, a ordem efetiva (p,) € obtida a partir de

CehPe = E(9) (2.52)

onde Cg é um coeficiente que é admitido ser independente de /.

Conforme Marchi (2001), quando se conhece a solu¢@o analitica do problema, € possivel

determinar a ordem efetiva do erro (p,) baseada em duas solu¢des numéricas.

Aplicando-se a Eq. (2.52) a duas malhas diferentes, 4; (malha fina) e A, (malha grossa),

tem-se

Ceh(* =E(¢1) (2.53)
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Cehyt = E(¢n) (2.54)

onde ¢ e ¢, sdo as solugdes numéricas obtidas com as malhas fina e grossa, respectivamente.

As Egs. (2.53) e (2.54) formam um sistema de duas equagOes a duas incognitas: Cg € p,.
Nestas duas equagdes, E(¢1) e E(¢2), h; e h sdo conhecidos. Assim, este sistema de equagdes

pode ser resolvido, obtendo

o [E((Pz)}

g
_LE(@)] (2.55)
E log(r) '
onde a razao de refino de malha () é
hy
== 2.56
T (2.56)

2.5.2 Intervalo de convergéncia da ordem efetiva

Marchi (2001) apresenta o conceito de intervalo de convergéncia da ordem aparente. Mai-
ores detalhes sobre a defini¢do de ordem aparente e incerteza de uma solu¢cao numérica podem
ser obtidos neste mesmo trabalho. Aqui, este conceito serd utilizado para definir o intervalo de

convergéncia da ordem efetiva.

Ap6s a avaliagdo da ordem efetiva do erro de discretizacdo, € possivel definir dois tipos de
curvas esperadas quando o tamanho (/) dos elementos da malha tende a zero, isto é, quando h —
0: intervalos subconvergente e superconvergente. Diz-se que o intervalo € convergente quando a
ordem efetiva (pg) converge monotonicamente para a ordem assintética (pr) do erro da solug@o
numérica quando & — 0. Portanto, subconvergente refere-se ao caso dessa convergéncia se
dar com valores de pr inferiores a py, enquanto que superconvergente refere-se ao caso da

convergéncia ocorrer com valores de pg superiores a py.

2.5.2.1 Intervalo subconvergente

O intervalo subconvergente da ordem efetiva é definido como o intervalo 0 < & < h¢ onde
pe(h) € positiva, crescente com a diminui¢ido do tamanho (%) dos elementos da malha, e menor

ou igual a ordem assintética (pr). Assim,
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0 < pe(hc) < pe(h) < pL (0<h<hc) (2.57)
dpE

— <0 2.58

dh — ( )

onde /¢ € o valor méximo de £ no intervalo subconvergente, ou seja, é o valor maximo de 4 até

o qual as Egs. (2.57) e (2.58) sao vélidas.

A Fig. 2.7 apresenta um esbo¢o genérico para o intervalo subconvergente da ordem efetiva.

P Intervalo
subconvergente
A

§ [\
o\

0 ) 7

Figura 2.7: Defini¢do do intervalo subconvergente da ordem efetiva

Fonte: adaptado de Marchi (2001)

2.5.2.2 Intervalo superconvergente

O intervalo superconvergente da ordem efetiva é definido como o intervalo 0 < h < h¢
onde pg(h) é positiva, decrescente com a diminui¢do do tamanho (k) dos elementos da malha,

e maior ou igual a ordem assintética (pr). Assim,

0 < pr < pe(h) < pe(hc) (0<h<hc) (2.59)
dpe

—= >0 2.60

dh — ( )

onde Ah¢ € o valor mdximo de & no intervalo superconvergente, ou seja, € o valor maximo de s

até o qual as Egs. (2.59) e (2.60) sao validas.

A Fig. 2.8 apresenta um esboco genérico para o intervalo superconvergente da ordem efe-

tiva.
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Intervalo
superconvergente
p N g

PE

. /
N

0 i %

Figura 2.8: Defini¢ao do intervalo superconvergente da ordem efetiva

Fonte: adaptado de Marchi (2001)

2.5.2.3 Consideracoes sobre o intervalo de convergéncia

Quando o erro numérico € decorrente apenas do erro de discretizagdo, € possivel supor
que no intervalo de convergéncia o primeiro termo da equagdo geral do erro de discretizacdo
(E), Eq. (2.41), passa a dominar o valor total de E, isto é, quando o coeficiente Cg da Eq.
(2.52) € aproximadamente igual ao coeficiente C; da Eq. (2.41). O ponto a partir do qual isto
¢ observado ¢ o valor midximo de /& que define o intervalo convergente, isto é, hc, sendo este,
dependente da complexidade do modelo matematico e do modelo numérico empregado em sua
solucdo (MARCHI, 2001).

No Capitulo 5 sdo apresentadas varias curvas de pg versus h. Em particular, na Secao 5.1.3,
para varios esquemas avaliados, tem-se pg = pr, qualquer que seja h. Neste caso, diz-se que o

intervalo € convergido.

O método para a determinagdo do valor de h¢ ndo € objeto de estudo neste trabalho, mas
o conhecimento de seu valor, feito por inspe¢do nas curvas de pg versus h, para cada um dos
esquemas de célculo da condutividade térmica na face do VC permite estabelecer um critério
para ordenacdo desses esquemas. Assim, a ordenagdo de melhor ou pior esquema para o cdlculo

de k € feita para o intervalo de convergéncia.
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3 NOVOS ESQUEMAS PARA CALCULAR A CONDUTIVIDADE TERMICA

Neste capitulo sao apresentadas as formulagdes para cinco novos esquemas para cédlculo da
condutividade térmica nas faces dos volumes de controle. Todos esses esquemas consideram a

existéncia de dois meios (mudanca abrupta na condutividade térmica) no dominio de calculo.

3.1 SOLUCAO ANALITICA PARA DOIS MEIOS COM CONDUTIVIDADES TERMICAS
LINEARES - LK2M

Este esquema é proposto para aproximar a condutividade térmica na face do VC quando
existem dois materiais diferentes, sendo cada um deles dependente da temperatura. Considera-

se que a mudanca brusca na condutividade térmica ocorre na interface, conforme apresenta a

Fig. 3.1.
7
/ h/2 \

o T
h

Figura 3.1: Volumes de controle adjacentes com materiais diferentes

Considerando a Transformacdo de Kirchhoff, com base na aproximacio dos termos da
varidvel primdria por diferenca central em uma malha uniforme, para a face “e” de um né
genérico P, a Eq. (2.28) pode ser reescrita para cada um dos volumes adjacentes a esta face,

assim,

0.—6p ko T.—Tp

/2 k. h/2 SR

ref

QE - 96 o ke TE - TE
h/2  kaer h/2

(3.2)

Inserindo a Transformacao de Kirchhoff, Eq. (2.26), pode-se reescrever as Egs. (3.1) e

(3.2) como sendo
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T, Tp
/ k) (T)dT — / ki (T)dT
1 Tref Tref

ke T,—Tp
= 33
k]ref h/z klref h/2 ( )
Tg T,
ko(T)dT — / ko (T)dT
1 /Tref 2( ) Tref 2( ) . ke TE - Te (3 4)
k2ref h/2 k2ref h/2 ‘
Fazendo as simplifica¢des nas Eqs. (3.3) e (3.4), t€m-se
T,
| “ka(r)ar =k 1.~ 73] (35)
Tp
T
| ()t =k (75 - 7 (3.6)
O valor de k, pode ser explicitado a partir da soma das Egs. (3.5) e (3.6), assim
T, T
/ k(T)AT + [ ko(T)dT
k, — 1P T 3.7

No esquema Lk2M, as integrais no numerador da Eq. (3.7) podem ser obtidas utilizando a
integracdo numérica pela regra do retangulo. Para tanto, definem-se dois pontos auxiliares “a”
e “b”, ver Fig. 2.3, para os quais sdo calculadas as condutividades térmicas, k, € kp, pelas Egs.
(2.24) e (2.25), respectivamente. Ainda, a temperatura 7, € calculada pela Eq. (2.23). Dessa

forma, a condutividade térmica k., na Eq. (3.7), é calculada por:

L :ka[Te—Tp]-I—kb[TE—Te] (3.8)
¢ Tg — Tp '

Voller (2001) apresenta formulagdo semelhante para dois materiais com valores constan-
tes e diferentes em ambos os lados da interface dos volumes de controle. O esquema Lk2M
permite maior flexibilidade, sendo capaz de calcular a condutividade térmica na face do VC
mesmo quando os valores das condutividades térmicas ndo sdo constantes em ambos os lados

da interface dos VC.

Quando a condutividade térmica € independente da temperatura, pode-se substituir k, = kp

e kp = kg na Eq. (3.8). Com a temperatura 7, da Eq. (2.23), chega-se a
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_5 kg kp
N kp+ kg

(3.9)

que € equivalente ao esquema MHk.

3.2  TRANSFORMACAO LOCAL DE KIRCHHOFF PARA DOIS MEIOS USANDO 2 PON-
TOS NA QUADRATURA GAUSSIANA EM CADA MEIO - KG4P

O esquema KG4P foi proposto com base no esquema Lk2M, fazendo a integra¢do do nu-
merador da Eq. (3.7) pela quadratura de Gauss com dois pontos de integracao em cada um dos

dois meios. Assim, a condutividade térmica k, pode ser calculada por:

Te T

. kl(T) dx+ . ]Q(T) dx
k, = =L ¢ 3.10
. — (3.10)

Na Eq. (3.10), ki(T) e ky(T) representam as fun¢des condutividade térmica para cada
um dos materiais envolvidos. Se a andlise for feita para um mesmo material, facilmente €
estabelecida uma relacdo para o calculo de k.. Para o numerador da Eq. (3.10), considere a

integracdo numérica pela quadratura de Gauss com dois pontos de integracdo. Assim,

1 (L+T, 1 LT, L+T, 1 I—T,

/TrTsk(T)dx%[Ts—Tr][Ek( A 2 )+%k( 5 +% 5 )} (3.11)

onde {7, T;} representa um intevalo genérico para cada uma das integrais da Eq. (3.10) e (+)

denota a funcdo condutividade na respectiva temperatura.

A Eq. (3.11) permite maior acuracidade na avalia¢do da integracdo numérica quando com-
parada a integracdo numérica pela regra do retangulo. A integracado numérica € exata, desconsi-
derando os erros de arredondamento, para fun¢des condutividade térmica de classe até €. As
Egs. (G.19) e (G.20), apresentadas no Apéndice G, representam a integragdo numérica entre o

e 9

nd P e a face “e” e a face “e” e o nd E, respectivamente.

3.3 TRANSFORMACAO LOCAL DE KIRCHHOFF PARA DOIS MEIOS USANDO 3 PON-
TOS NA QUADRATURA GAUSSIANA EM CADA MEIO - KG6P

Seguindo a proposi¢ao do esquema KG4P, o esquema KG6P foi desenvolvido utilizando

trés pontos de integracdo na quadratura de Gauss em cada um dos dois meios. Dependendo
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do grau de continuidade da fun¢do condutividade térmica, quanto mais pontos na integracao
numérica menor serd o erro de aproximacao. Assim, a condutividade térmica k, € calculada na

Eq. (3.10), onde cada uma das integrais pode ser calculada fazendo:

zémn = H[ék<ngn j: > T+T)+

5 (T+T. V3T,
+q§k< 5 +\/r 5 >] (3.12)

onde {7, T;} representa um intevalo genérico para cada uma das integrais da Eq. (3.10) e (+)

denota a funcdo condutividade na respectiva temperatura.

O esquema KG6P difere do esquema KG4P apenas na acuracidade de calculo da integra-
cdo numérica. Assim, com o esquema KG6P ¢ possivel fazer a integracdo numérica exata,
desconsiderando possiveis erros de arredondamento, para fungdes condutividade térmica de

classe até €. As Egs. (G.21) e (G.22), apresentadas no Apéndice G, representam a integragio

‘6 29 e 9

numérica entre o nd P e a face e a face “¢” e o nd E, respectlvamente

3.4 SOLUCAO ANALITICA DE k BASEADO NO PROBLEMA DE ADVECCAO-DIFUSAO
- ADID

O esquema ADI1D foi projetado para calcular a condutividade térmica na face do VC em
problemas de advecc¢ao-difusdo utilizando a solu¢do exata como uma aproximacao para a tem-
peratura 7T, na interface. Este esquema, pela base tedrica da sua formulacdo, serd utilizado

somente na solucdo do Problema E que esté descrito na Tab. 4.1.

A solugdo exata para o problema de advec¢ao-difusao, dado pela Eq. (2.1), considerando

F e k constantes e S nulo, é apresentada em Patankar (1980), sendo,

exp(P, x/h) — 1

T =T,
P exp(R) — 1

(T — Tp) (3.13)

onde P, ¢ o nimero de Peclet. A solucdo apresentada na Eq. (3.13) para o problema de
adveccao-difusdo € valida para o intervalo entre os nés P e E. Assim, x deve variar entre

XE € Xp.

O nuamero de Peclet da malha € definido por
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_Fh

P, r

(3.14)

Substituindo x = h/2 e k = k(T,) na Eq. (3.13), obtém-se a solugio para a temperatura na

69

face “e”, assim,

Fh
exp( )—1
T,=Tp+ 2§? (Tg — Tp) (3.15)
o (z75) !

Pode-se observar da Eq. (3.15) que a solucdo para 7, € dependente dela mesma porque €
necessario calcular a condutividade térmica k, = k(7,). Neste caso, o calculo de T, deve ser
feito por um processo iterativo bastando, para tanto, poucas iteracdes (neste trabalho foram

utilizadas 3 iteragdes). Sugere-se como valor inicial para a iteragdo de 7, utilizar a Eq. (2.23).

Ap6s encontrar 7, na Eq.(3.15), pode-se calcular as condutividades térmicas, k, e kp, pelas
Egs. (2.24) e (2.25), respectivamente, para dois pontos intermedidrios, “a” e “b”, localizados
entre nos consecutivos (ver Fig. 2.3). A condutividade térmica k, na face do VC € calculada

através da Eq.(3.8).

3.5 SOLUCAO ANALITICA DE k BASEADO NO PROBLEMA DE DIFUSAO PARA DOIS
MEIOS - DK1D

Neste esquema, o calculo da condutividade térmica na face do VC sera feito com base
na solugdo analitica para dois meios com condutividades térmicas diferentes e dependentes

linearmente da temperatura. Um exemplo para esta situacdo pode ser observado na Fig. 3.1.

A formulacao do problema é dada por:

d dT;
. (km)al) =0, xp<x<x (3.16)
d dT
. (kz(Tz)az) =0, x<x<xp (3.17)

onde 7 e 7> sdo as funcdes para a temperatura em cada um dos meios, sendo que estas funcdes
sao dependentes da coordenada espacial x. Ainda, xp, x, € xg sdo as coordenadas do n6 P, da

face e, e do n6 E, respectivamente. As condutividades térmicas sdo ki (71) e ko (T7).
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[T

Para a face “e”,

Ti(x.) = T (x,) (3.18)

) (R =k ()

O problema apresentado nas Egs. (3.16) e (3.17) pode ser modificado com base na Trans-

(3.19)

X=X¢ X=X,

formacdo de Kirchhoff, Eq. (2.26). Assim, de acordo com a Eq. (2.29), o problema semelhante

a ser resolvido é dado por

d?e
W;ZO’ xp < x<x, (3.20)
d?e
_dx22 =0, x.<x<uxg (3.2

onde 0; e 0, sdo as Transformacdes de Kirchhoff para 77 e 7>, respectivamente.

A solucao geral da Eq. (3.20) é dada por

0, =C(x—xp)+Cs (3.22)

e, a solucdo geral da Eq. (3.21)

6, =C; (x —xg) +Cy (3.23)

onde C; representam as constantes de integracao.

Da Transformacgdo de Kirchhoff, Eq. (2.26), pode-se obter a constante C, da Eq. (3.22)

para a coordenada x = xp como sendo,

1 Tp
C=—o / ki (Ty)dT, (3.24)
klmf Tref

O fluxo de calor na face, x = x,, € dado por

(3.25)
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Segue da Eq. (2.28) que

dT _ Keey dO
dx  k(T) dx

(3.26)

Introduzindo a Eq.(3.26) na Eq. (3.25) para T; e, observando na Eq. (3.22) que d6; /dx =

(1, tem-se que

C = __q|x:xg (3.27)
klref
Assim, a solugdo da Eq. (3.20) é
_ 1 Tp
0, =— Q|x_xe (x —)CP) + —/ k1 (Tl) dTy (3.28)
klref klref Tr@f

Introduzindo a Eq.(3.26) na Eq. (3.25) para T5 e, observando na Eq. (3.23) que d6,/dx =

C3, tem-se que

Cy— — A, (3.29)
kzref

Pode-se obter a constante C4 para a coordenada x = xg substituindo C3, Eq. (3.29), e a
Transformacgdo de Kircchoff, Eq. (2.26), na Eq. (3.23), assim,

iy, 1 (T
Cy= A (XE —Xe) + — ky(T2) dT> (3.30)
zre‘ f 2re_ f Tre f

Sabendo-se que para uma malha uniforme x, = (xg +xp)/2, a solu¢do da Eq. (3.21) é

qly—r, 1T
6 — ——¢ (x—xE)+— kz(Tz) d7» (3.31)
k2 kzref Tref

ref

Com base na Eq. (3.18), pode-se escrever que 0; = 6, na coordenada x = x,. Assim,

q ’x:xe 1 Tr q ‘x:xe 1 Te
—k—(xe—Xp)—l—k— kl(Tl)dT1 == (xe—xE)—I—— kz(Tz) d7; (3.32)
1re f e f Tref kzre f kzre f Tref

Reconhecendo na Eq. (3.32) que (x, —xp) =h/2 e (x, —xg) = —h/2, tem-se que
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o (k1 [T —x (), 1 [T
Gl (_)+_ ky(T) dT; _ e <_) t— | k(1)dD (3.33)

klref 2 klref Tref kzref 2 kzref T”ef
Assim, o fluxo de calor ¢|,_ ., pode ser calculado como
2 oo [ k)T 4k [ (T T 334
_, = — — + )
qly=r, W (ke ) { 2,ef/Tmf 1(Th) dTy 1,ef/Tmf 2(T2) 2} (3.34)

Para o esquema DK1D ¢é necessario uma aproximacao para o fluxo de calor. Neste caso, a

aproximagcao utiliza a funcao de interpolacdo CDS. Assim, pode-se escrever que:

T —1Tp
Q‘x:xe ~ —Ke h

(3.35)

Empregando a Eq. (3.34) na Eq. (3.35), chega-se ao cédlculo da condutividade térmica k.,

fazendo

2 Tp Te
k, = —ka,, / ki(T7)dTy + k]m / ky (T» de] (3.36)
‘ (TE - TP) (klref +k2ref) |: ! Tref ( ) ! Tref ( )

Na Eq. (3.36), os valores para k; e Ty, r devem utilizar como referéncia a temperatura

S ky
ref? ref
T,. O valor para 7,, se necessdrio, pode ser obtido na Eq. (2.23). As Egs. (G.25) a (G.29),
apresentadas no Apéndice G, representam a integracdo numérica entre o né P e o nd E, para

cada um dos problemas teste avaliados neste trabalho.
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4 DEFINICAO DOS PROBLEMAS DE TESTE E DETALHES DA MODELAGEM
COMPUTACIONAL

Neste capitulo sdo apresentados cinco problemas: quatro envolvendo condug¢do de calor
e um envolvendo advecg¢do-difusdo em uma parede plana. Todos os problemas apresentam
solu¢do analitica conhecida permitindo, assim, a verificacao da solu¢do numérica. As defini¢des
dos problemas e das condi¢des de contorno sao de Marchi (2007). A utiliza¢do de problemas
semelhantes permitiu reexaminar todos os esquemas de célculo da condutividade térmica e,

assim, compara-los com os esquemas propostos neste trabalho.

A Eq. (2.1) € o modelo matemaético geral para os problemas fisicos abordados neste traba-
lho, sendo que os pardmetros F, k e S variam conforme cada problema. O parametro F' indica a
existéncia do fendmeno de adveccdo e F = 0 significa dizer que o problema € exclusivamente
difusivo. A existéncia de um termo fonte, ou geracdo de calor, € dada pelo parametro S. A Tab.

4.1 apresenta um resumo com as definicdes para os cinco problemas analisados.

O capitulo é dividido em cinco se¢des: definicdo dos problemas unidimensionais utili-
zados na andlise; definicdo da varidvel de interesse; a discretizacdo do dominio de célculo;
a discretizacdo generalizada do modelo matemético; e, o algoritmo utilizado para a solugdo

numérica.

4.1 DEFINICAO DOS PROBLEMAS UTILIZADOS NA ANALISE

O modelo matematico associado aos problemas unidimensionais testados neste trabalho é
apresentado na Eq. (2.1). Para os problemas avaliados, as condi¢des de contorno sdo definidas

por:

T| _ =T, °C
=0 4.1
T|x:1 =1°C

A Fig. 4.1 mostra as condicdes de contorno de Dirichlet para todos os problemas avalia-
dos e a Tab. 4.1 apresenta os valores para a varidvel 7Ty em x = 0. Nesta tabela também sao
apresentados os valores da condutividade térmica k (W/m.°C), do parametro F e do termo fonte
S para os problemas unidimensionais em regime permanente analisados neste trabalho. Todos

os problemas possuem solu¢do analitica conhecida para a varidvel priméria, assim, é possivel
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conhecer os erros de discretizacdo e calcular a ordem efetiva da aproximacao.

7(0)=T, ’C T(1)=1°C

x=0 m| x=1 m|

Figura 4.1: Condi¢des de contorno para os cinco problemas

Tabela 4.1: Problemas utilizados nas analises

Problema Condutividade térmica - k In, F S
A k=exp(T) 0<x<l1 0 0 O
B k=T3 0<x<1 02 0 0

(
ki =1 0<x<0,5
C k= 0O 0 O
\k2:10 0,5<x<1
(
k1 =100 exp(T) 0<x<0,5
D k= 0O 0 O
\ ko =exp(T) 0,5<x<1
E k=0,01+T> 0<x<1 0o 1 s

O problema B € baseado no trabalho de Liu e Ma (2005). Conforme pode ser observado na
Tab. 4.1, o valor da temperatura em x = 0 € 7Ty = 0,2. Este valor para Tp, diferentemente dos
outros problemas, foi utilizado para que a condutividade térmica tivesse um valor diferente de
zero no contorno. A parte do significado fisico da condutividade térmica nula, numericamente
seria produzida informacdes completamente erradas sobre as condi¢des de contorno. Para o
problema estd sendo imposta condicdes de contorno de Dirichlet na face oeste (imposi¢do para
o valor da temperatura), e se a condutividade térmica neste momento for igual a zero, isto € ,
(k,, = 0), isto significa que na fronteira em discussdo a condicdo de contorno é de Neumann

(fluxo de calor nulo), e ndo de Dirichlet, o que € totalmente errado. Em Liu e Ma (2005) se
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encontra a discussao sobre esta situacdo e resultados para um problema com k,, = 0 na fronteira

x=0.

Para o problema E, o termo fonte S* € obtido de forma a garantir a solu¢do analitica da

equacdo diferencial ordindria (a definicao de S* € feita na secdo 4.1.5).

4.1.1 Solucao analitica do Problema A

O Problema A apresenta o caso de condugdo pura de calor através de uma parede plana,
composta por um unico material. A condutividade térmica varia exponencialmente com a tem-
peratura, ou seja, a condutividade térmica € dependente da varidvel principal que é a tempera-

tura. O problema permite a andlise unidimensional na direcdo da espessura da parede.

Condutividade Térmica (W/m.OC)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Temperatura (OC)

Figura 4.2: Variacdo da condutividade térmica em funcdo da temperatura para o Problema A

Neste problema, os fluxos sdo exclusivamente difusivos (F = 0) sem gerac¢do de calor
(S =0). A representacdo grafica que relaciona a condutividade térmica com a temperatura é

mostrada na Fig. 4.2. Esta fung@o é de classe € (T).

A solugao analitica da Eq. (2.1) para a variavel principal do Problema A, descrito na Tab.

4.1, é dada por:

T(x)=In[1+ (exp(1)—1)x] 4.2)
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A representacdo grafica da solucio exata para a temperatura no Problema A € apresentada

na Fig. 4.3.

-
o)

v

Temperatura (OC)

Figura 4.3: Solucdo exata para o Problema A

4.1.2 Solucdo analitica do Problema B

No Problema B, os fluxos sdo exclusivamente difusivos (F = 0) sem geracdo de calor
(§ =0). Este problema, assim como o Problema A, é composto por um tinico material, cuja con-
dutividade térmica varia com a temperatura e, consequentemente, com a coordenada espacial

X.

A Fig. 4.4 apresenta a variagdao da condutividade térmica em fun¢ao da temperatura para
o Problema B. A fungio condutividade térmica é de classe €>(T). A proposicio deste pro-
blema se justifica por, além de fazer uma comparagdo entre os esquemas de aproximacao da
condutividade térmica na face do VC, permitir comparar a performance desses esquemas com

os resultados alcancados no Problema A.

Para o Problema B, a solucdo analitica da Eq. (2.1) para a varidavel principal com as

condi¢Oes descritas na Tab. 4.1, € dada por:

1/4

T(x) = [(To)*+ (1 (To)*) ] (4.3)

A Fig. 4.5 apresenta a representacdo grafica da solug¢do exata para a distribuicdo de tempe-
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ratura do Problema B.

—
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Condutividade Térmica (W/m.’C)

w

=
(e}

Temperatura (OC)

Figura 4.4: Variagdo da condutividade térmica em fungdo da temperatura para o Problema B

Temperatura (OC)

Figura 4.5: Solucdo exata para o Problema B

Este problema (Problema B) foi baseado no trabalho de Liu e Ma (2005). Liu e Ma (2005)
nomeou esse problema em seu trabalho de Problema A. A diferenca entre eles € que o compri-
mento do dominio de calculo foi alterado de 0 < x < 2, na geometria original, para0 < x <1 na

adaptacao feita para o Problema B deste trabalho. As demais condi¢cdes foram mantidas. As-
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sim, espera-se comparar os resultados do Problema B apresentados neste trabalho em relacao

ao Problema A, de Liu e Ma (2005).

4.1.3 Solugdo analitica do Problema C

O Problema C foi proposto para avaliar os esquemas de célculo da condutividade térmica

na face do VC onde existem dois materiais com condutividades térmicas diferentes, k; e ko,

constantes e, portanto, ndo dependentes da temperatura. No caso, a posi¢do espacial escolhida

para a mudanca de condutividade térmica é x = 0, 5.

Condutividade Térmica (W/m."C)

—
-

o0

00 0,1 02 03 04 05 06 07 0,8 09 1,0
x (m)

Figura 4.6: Variacio da condutividade térmica em funcdo da posi¢do espacial para o Problema C

A Fig. 4.6 apresenta a variacdo da condutividade térmica em fun¢do da posi¢ao espacial

para o Problema C. Na figura, observa-se que na posicdo x = 0,5 existe um salto no valor da

condutividade térmica. Nesta posicao, a condutividade térmica varia de k; = 1 para um valor

igual a k, = 10.

Para o Problema C, a solucdo analitica da Eq. (2.1) para a temperatura com as condi¢oes

descritas na Tab. 4.1, € dada por:

2krx
T = 0< 0,5
(X) k1 + k2 Sx<b

2ky

(x—=1) 0,5<x<1

4.4)
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onde k; € a condutividade térmica para 0 < x < 0,5 e k € a condutividade térmica para 0,5 <

x <1.

O Problema C testado neste trabalho se baseia em um problema semelhante (Problema D)
apresentado em Liu e Ma (2005), e permite analisar o erro numérico para a variavel principal
(temperatura) em uma situacdo de descontinuidade e mudanca abrupta das propriedades de
transporte. As diferencas em relac@o ao problema proposto por Liu e Ma (2005) sdo a alteracao

nos valores da temperatura 7p em x = 0 e no comprimento do dominio de célculo.

=

“

N

I

N

Temperatura (OC)

Figura 4.7: Solucdo exata para o Problema C

A representacdo grafica da solucdo exata para a temperatura no Problema C € dada pela Fig.
4.7. Observa-se que na posicao x = 0,5 existe uma mudanga no comportamento da distribui¢ao

da temperatura em funcdo da mudanga no valor da condutividade térmica.

4.1.4 Solugao analitica do Problema D

O Problema D apresenta o caso de condugdo pura de calor através de uma parede plana,
onde os fluxos sdao exclusivamente difusivos (F = 0), sem geracdo de calor (S = 0) e existem
dois materiais com condutividades térmicas diferentes, k; e k. Essas condutividades térmicas
variam exponencialmente com a temperatura. O problema permite a anélise unidimensional na

direcdo da espessura da parede.

A Fig. 4.8 apresenta a variagdo da condutividade térmica em fun¢do da temperatura para
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o Problema D. Na posi¢do x = 0,5, cuja temperatura € igual a 0,01686 °C, existe um salto no
valor da condutividade térmica que varia de k; = 100 exp(T) (Fig. 4.8(a)) para um valor igual

aky = exp(T), Fig. 4.8(b).

160

150

140

130

120

110

Condutividade Térmica (W/m.OC)

100

| 1 | 1 | 1 | X | 2 |
0.0 0.1 02 0.3 0.4 0.5
Temperatura (OC)

(a) Variacdo da condutividade térmica para 0 <x < 0,5

Condutividade Térmica (W/m.’C)

0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
Temperatura (OC)

(b) Variagdo da condutividade térmica para 0,5 <x <1

Figura 4.8: Variacado da condutividade térmica em fun¢do da temperatura para o Problema D
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Para o Problema D, a solugdo analitica da Eq. (2.1) para a variavel principal com as

condi¢Oes descritas na Tab. 4.1, é dada por:

T(x)=1In {1 + ILOOX] 0<x<0,5 4.5)
T(x) =1In[exp(1) + A (x—1)] 0,5<x<1 (4.6)

B 100+ exp(1)
A =200 {exp {ln (T)} — 1} 4.7)

S
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Figura 4.9: Solucdo exata para o Problema D

A representacao gréifica da solucdo exata para a temperatura no Problema D € dada pela Fig.
4.9. Observa-se que na posicao x = 0,5 existe uma mudanga no comportamento da distribui¢ao

da temperatura em funcdo da mudanga no valor da condutividade térmica.

4.1.5 Solugao analitica do Problema E

Importantes problemas de engenharia envolvem a transferéncia de energia, nos quais o
fendmeno da transferéncia de calor pela simples diferenca de temperatura entre as partes de

um meio continuo - a difusdo - associa-se ao fendmeno da advecc¢do, onde uma quantidade
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de energia térmica é transferida pelo movimento deste meio, que pode ser o escoamento de
um fluido ou o transporte de particulados. Esta correlacdo entre estes dois modos distintos e

interligados de transferéncia de calor é denominada de conveccao (OOSTHUIZEN; NAYLOR,
1999).
O Problema E apresenta um tnico material com condutividade térmica varidvel em funcio

da temperatura. Este problema foi proposto para avaliar o desempenho dos diversos esquemas

de célculo da condutividade térmica na presenga de um termo advectivo (F = 1).

A Fig. 4.10 apresenta a variagdo da condutividade térmica em fun¢do da temperatura para

o Problema E. A fungio condutividade térmica é de classe €>(T).

1,0

)

Condutividade Térmica (W/m.’C)
(=)
i

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1,0
Temperatura (OC)

Figura 4.10: Variacdo da condutividade térmica em func¢do da temperatura para o Problema E

O problema modelo proposto para a adveccao-difusido apresenta no modelo matematico,
condicdes de contorno e termos fonte que se ajustam de forma a possibilitar a obtengdo da
solucdo analitica pelo método conhecido como método das solugdes fabricadas (ROY et al.,

2004; KHODIER, 2001).

Para o Problema E, o termo fonte $* é dado por

_exp(10x)[—300 exp(20x) 4400 exp(10x) +9 exp(20) — 18 exp(10) —91]

4.8
exp(10)— 1] @9

S*

Com base no termo fonte (S*), a solugdo analitica da Eq. (2.1) para a variavel principal do
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Problema E, descrito na Tab. 4.1, € dada por:

_exp(10x) —1

T(x) = w000 -1 (4.9)

A representacgdo gréfica da solucdo exata para a temperatura no Problema E é dada pela Fig.
4.11.
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Figura 4.11: Solucdo exata para o Problema E

4.2 DEFINICAO DA VARIAVEL DE INTERESSE

A varidvel de interesse definida para o cdlculo do erro numérico leva em consideracao todos
os n6s da malha. Assim, serd utilizada como medida para o erro numérico a média da norma /;
do erro de discretizacdo. A norma de um conjunto de valores para o erro numérico representa
o valor que ocorre com maior frequéncia neste conjunto, ou seja, o valor mais comum para
o erro. A média da norma /; do erro de discretizacao € dada pelo somatério dos médulos dos
erros numéricos da temperatura em todos os nds, divido pelo niimero de volumes, que € definida

matematicamente por

N

) IE|

_ P=1
N

(4.10)

onde L € a média da norma /1 do erro de discretizacdo, N é o nimero total de volumes reais na
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malha e |E| é o médulo do erro numérico. O médulo do erro numérico é dado por

|E| = [T'(P) =T (P)] (4.11)

onde T%(P) é a solucdo analitica da temperatura calculada em cada volume e T'(P) é a sua

solu¢do numérica.
4.3 DISCRETIZACAO DO DOMINIO DE CALCULO

Tabela 4.2: Numero de volumes de controle e tamanhos de malhas

N h N h
2 0,500000000000000000000 2.048 0,000488281250000000000
4 0,250000000000000000000 4.096 0,000244140625000000000
8 0,125000000000000000000 8.192  0,000122070312500000000

16  0,062500000000000000000 16.384 0,000061035156250000000
32 0,031250000000000000000 32.768 0,000030517578125000000
64 0,015625000000000000000 65.536  0,000015258789062500000
128  0,007812500000000000000 131.072  0,000007629394531250000
256 0,003906250000000000000 262.144  0,000003814697265625000
512 0,001953125000000000000 524.288 0,000001907348632812500

1.024  0,000976562500000000000 1.048.576 0,000000953674316406250

Para resolucdo dos cinco problemas € utilizada a malha uniforme de nds centrados. Uma
malha uniforme € aquela que possui 0 mesmo tamanho de elementos, ou volumes de controle.
O tamanho (h) foi obtido através da divisdao do comprimento do dominio de calculo (H) pelo

numero de volumes de controle (N), sendo

H
h=— 4.12
N (4.12)

As solucdes numéricas foram calculadas para diferentes nimeros de volumes de controle

(N), como mostra a Tab. 4.2, totalizando vinte malhas diferentes.
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4.4 DISCRETIZACAO GENERALIZADA DO MODELO MATEMATICO

A seguir sdo apresentados os coeficientes do sistema de equacdes, Eq. (2.10), resultante
da discretizacdo do modelo matematico para os problemas analisados neste trabalho. Esta
apresentacdo € feita de forma generalizada, ou seja, € aplicavel para todos os problemas que

constam na Tab. 4.1.

4.4.1 Coeficientes dos volumes internos

Seguindo a numeragao dos nés da malha apresentada na Fig. 2.2 e a relacdo entre as Eqgs.

(2.9) e (2.10), os coeficientes dos volumes internos, P =1 até P = N, sdo dados por:

k, F
v,z 4.13
ay n + ) ( )
k. F
_fe 7 4.14
de n ) ( )
ap =a, +a, (4.15)
Xe
bPZ/ Sdx (4.16)
Xy

Os termos da Eq. (2.10), apresentados pelas Egs. (4.13) a (4.15), sdo obtidos quando se
utiliza a fungdo de interpolagdo do tipo CDS (PATANKAR, 1980; MALISKA, 2004). Para o
Problema E, inico com termo fonte, o termo independente bp € avaliado analiticamente. Geral-
mente, nas solu¢gdes via MVF, utiliza-se algum método de integracdo numérica para esse termo.
Neste trabalho, a integracao analitica foi utilizada para minimizar possiveis erros numéricos de-
correntes da integracdo numérica que poderiam interferir na avaliagdo dos erros de discretizagdo

dos esquemas para célculo de k.

4.4.2 Aplicacao das condi¢des de contorno

Para o contorno esquerdo, a equagao algébrica sera escrita com base em um volume ficticio.
A Fig. 4.12 apresenta o contorno esquerdo € os nos adjacentes a este contorno, sendooné P =0

do volume ficticio e o né P = 1 do volume real.
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Sendo a temperatura do n6 P = 0 igual a Tp—( e a temperatura dondé P = 1 igual a Tp_q, a

imposi¢ao da condi¢d@o de contorno em x = 0, T'(x = 0) = Ty, é dada por:

_ Tp=o+Tp=i

1o >

(4.17)

logo,
Tp—o = —Tp=1+2Tp (4.18)

Volume ficticio
o

| ® °
L__Q_<T ]

Contorno esquerdo

Figura 4.12: Volume ficticio P = 0 adjacente ao contorno esquerdo

A Eq. (4.18) € a equacao algébrica para o volume ficticio P = (0. Comparando a Eq. (4.18)

com a Eq. (2.10), conclui-se que

ay =0 (4.19)
do = —1 (4.20)

ap = 1 4.21)
bp=2T, (4.22)

e o valor da temperatura 7 no contorno esquerdo é obtido na Tab. 4.1.

Uma andlise semelhante pode ser feita para o contorno direito. A Fig. 4.13 apresenta o

contorno direito associado ao volume ficticioP=N+1 .
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Volume ficticio

|
° ° |
N . NEl |

Contorno direito

Figura 4.13: Volume ficticio P = N + 1 adjacente ao contorno direito

Os problemas propostos na Tab. 4.1, em x = 1, tém a temperatura 7'(x = 1) = 1. Assim,

pode-se escrever

_ Tp=n+Tp=n+1
2

1

(4.23)

logo,

Tp—nt1 = —Tp=n+2 (4.24)

Comparando-se a Eq. (2.10) com a Eq. (4.24), e observando que para P =N+ 1, o n6

P = N € o n6 oeste, tem-se que

ay = —1 (4.25)
a, =0 (4.26)
ap =1 (4.27)
bp =2 (4.28)

A Tab. 4.3 apresenta os valores para os coeficientes dos volumes ficticios P=0e P=N+1.
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Tabela 4.3: Coeficientes dos volumes ficticios para imposi¢ao das condi¢cdes de contorno

coeficiente contorno esquerdo (P =0) contorno direito (P =N+ 1)

ap 1 1
ay,, 0 -1
d -1 0
bp 2Ty 2

4.5 ALGORITMO DA SOLUCAO

O algoritmo apresentado nesta secdo € utilizado para a solu¢do dos problemas listados na
Tab. 4.1. Como o problema que estad sendo resolvido € ndo-linear, o algoritmo prevé um nimero
de iteracdes maximas ou uma tolerancia para a diferenca entre os valores de duas iteracdes

consecutivas para o processo de parada.

Baseado neste algoritmo, um programa computacional foi implementado na linguagem
FORTRAN/95 (ADAMS et al., 1997), com o software Compaq Fortran 6.6, tipo de projeto

Console Application .

O algoritmo € apresentado em linguagem natural, ou seja, as instru¢des sdo descritas como

uma lista de tarefas a serem realizadas. O programa deve ser capaz de:

1. Ler os dados do problema de um arquivo de dados, que devera ter a seguinte estrutura:

tipo de problema, ver Tab. 4.1

tipo de esquema para o célculo de k

nimero de VC, (N)

nimero méaximo de iteracoes

tolerancia para a solugao

2. Discretizar o dominio de cdlculo, isto €, obter i fazendo h = H/N, e determinar as coor-

denadas nodais de cada um dos volumes de controle.
3. Calcular a solucdo analitica para a temperatura.
4. Inicializag¢do da condic¢do inicial: temperatura no dominio para o né P, fazendo P variar

1 -1,
de 1 até N, dada por T (P) = {(N—O)] P.
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11.

12.

13.

14.
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Informar os valores dos coeficientes nos volumes ficticios (P =0e P =N + 1), conforme
Tab. 4.3.

Calcular o termo fonte bp para os volumes reais (P =1 a P = N), Eq. (4.16).

Calcular a condutividade térmica kp para os volumes reais (P =1 a P = N), com base na

defini¢do da condutividade térmica para cada problema apresentado na Tab. 4.1.

Informar os valores da condutividade térmica nas faces k. (P = 0) e k.(P = N), com base

nas condi¢des de contorno.

Calcular a condutividade térmica nas faces k. (P) de acordo com o esquema selecionado

para os volumes P=1aP =N —1.

Calcular os coeficientes nos volumes reais (P = 1 a P = N), apresentados pelas Eqgs.
(4.13) a (4.15).

Resolver o sistema de equacdes através do método TDMA, ver se¢do 2.4.

Calcular a varidvel baseada na média da norma /; do erro de discretizac¢do (L), conforme
Eq. (4.10).

Retornar a etapa 7 até atingir o nimero maximo de iteragdes fixado.

Visualizar os resultados.

4.6 RESUMO DO CAPITULO 4

Neste capitulo sao apresentados os cinco problemas fisicos escolhidos e as respectivas

solugdes analiticas para o campo de temperaturas. Em seguida, foi definida a varidvel de inte-

resse para o célculo do erro numérico como sendo a média da norma /; do erro de discretizacdo.

A discretizacdo do dominio de calculo foi apresentada na Se¢do 4.3, na qual se observa o tama-

nho da malha (#) em fun¢do do nimero de volumes.

Neste capitulo, também, foi feita a discretizagdo generalizada do modelo matemaético, na

qual foram detalhados os coeficientes para os volumes internos e os volumes das fronteiras

(submetidos as condi¢des de contorno). Esta discretizacdo generalizada foi desenvolvida de

modo a representar todos os problemas deste trabalho e facilitar a implementagao do algoritmo

de solucao.
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S RESULTADOS

Neste capitulo sdo apresentados os resultados para os problemas da Tab. 4.1, nos quais
constam as andlises dos erros de discretizacao e da ordem efetiva da aproximagdo para cada um

dos esquemas de cdlculo de k na face do VC.

PROBLEMAS DE
TESTE
C
MUDANCA DE MEIO NA FACE
ERRO DE DISCRETIZACAO ERRO DE DISCRETIZACAO
A B C D 12 A B C D E
ORDEM EFETIVA ORDEM EFETIVA
A B C D i A B C D E
CUSTO COMPUTACIONAL
A B C D E * Tipo de analise
| X - Problema de
A B C )] E -
f Teste

ESQUEMA HIBRIDO - PROBLEMA D T Segdo onde se
encontra a analise

Figura 5.1: Mapa de leitura das andlises

Outras andlises realizadas para os mesmos problemas da Tab. 4.1 levam em considerag¢ao
o custo computacional. Neste aspecto, avalia-se o tempo gasto e a memoria computacional
necessdria para a obten¢do da solucdo em cada um dos esquemas de ciculo de k. A Fig. 5.1,

apresenta a sequéncia de andlises realizadas para os problemas de teste.

A influéncia da geracao da malha sobre os resultados alcancados pelos esquemas de caculo
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de k € discutida em problemas com mudanca brusca na condutividade térmica (dois meios

diferentes). Para esta avaliacdo sdo utilizados os Problemas C e D.

Neste capitulo, ainda para o Problema D, € feita a apresentacdo e discussdo sobre os re-
sultados de um esquema Hibrido que combina os esquemas MAk e MHk para o célculo da

condutividade térmica.

Os algoritmos neste trabalho foram implementados na linguagem FORTRAN/95 com o uso
do Compaq Visual FORTRAN 6.6, projeto tipo Console e em versao release. Os testes foram
realizados em um microcomputador com Processador Intel Core 2 Duo com 2,66 GHz e 1 GB

RAM usando aritmética de quadrupla precisao.

5.1 MUDANCA DE MEIO EM UMA FACE

5.1.1 Resultados para o Problema A

A andlise do erro de discretizacdo foi feita para o Problema A levando em consideragdo

onze esquemas de cdlculo de k na face do VC.

G IR ] Y2 V2V AV
) : : : : : ,VVE ]
| IO S S e v et 3.y SRR R -
N | | .
s R o i ot e ,ef .................. -
71 EE ST SR 859’ .................. i
SEoe b P A .
—~ " : ) O, ; 4
= OF- i e ,%ﬁv ----- S it S .
oS, | SRS SR §--~058‘5 ----------------- —V—MAKk| - -
spoi 378??..5 .................. —O—MHk| ]
Y
_9-/O/v/ ............................................... -
-10---@18-’ ----- S EE RTEPPES -
RN ]
1 " 1 " 1 " 1 M 1 " 1 "
-6 -5 -4 3 =) -1 0
log(h)

Figura 5.2: Média da norma /; dos erros verdadeiros (E) para o Problema A

A Fig. 5.2 apresenta a média da norma /; dos erros de discretizagcdo em funcao de & para
uma razao de refino de malha igual a dois. Nesta figura estdo representados somente o esquema

com maior erro de discretizacdo, MHKk, e o esquema com menor erro, MAk.

A Tab. 5.1 apresenta os valores da média da norma /; do erro de discretizacido para o
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esquema com menor erro de discretizacdo que € o MAk. Nessa tabela, também, podem ser ob-
servados os resultados comparativos entre os demais esquemas e 0 MAk em fun¢do do nimero

de volumes (N) utilizados nas analises.

A comparacdo entre os esquemas € estabelecida com base naquele que apresenta o melhor
resultado, ou seja, o que possui menor erro de discretizagdo. Assim, a comparacdo entre 0s

esquemas € feita pelo parametro R, sendo este parametro definido por:

R= L—’: (5.1)

onde L; é o valor do erro de discretizacdo para o melhor esquema e L, é valor do erro de

discretizagdo do esquema que esta sendo comparado.

Observa-se na Tab. 5.1 que, para os esquemas que utilizam a transformacao de Kirchhoff
com integracdo numérica como fundamentacdo tedrica, os esquemas KG6P, KG4P, KG3P e
KG2P apresentam resultados iguais e o Lk2M tem seus resultados muito proximos desses es-
quemas. Tal situacdo € explicada pela acuracidade do processo de integracdo numérica. Mesmo
utilizando a integracdo gaussiana, com dois ou trés pontos, ndo se consegue obter a integracao
exata para a fungdo condutividade térmica que é de classe € (T'). Cabe ressaltar que a diferenca
média entre o melhor (KG6P) e pior (Lk2M) desses esquemas que utilizam integracdo numérica

¢ de aproximadamente 1,16%.

Ainda na Tab. 5.1, para o intervalo convergente definido entre as malhas com 64 até
1.048.576 volumes, pode-se calcular a diferenca média do erro de discretizagao entre o melhor
e o pior esquema como sendo de aproximadamente 30,77% e a diferenca maxima de 31,09%
para as malhas com mais de 32.768 volumes. Os outros esquemas avaliados t€m seus resultados

com valores intermediarios entre 0o MAk e o MHk.

A Fig. 5.3 mostra apenas quatro dos esquemas avaliados como representacdo grafica do
comportamento da ordem efetiva, dentre eles, os esquemas de melhor (MAk) e pior (MHk)
desempenhos e, além destes, os esquemas LTMH e Lk2M. Na Tab. 5.2 sdo apresentados os re-
sultados da ordem efetiva para cada uma das malhas e esquemas avaliados. Observa-se, entao,
que a ordem efetiva para todos os esquemas converge para dois quando 4 — 0. Esse resul-
tado mostra que nenhum dos esquemas de célculo de k na face do VC deteriora a ordem da

aproximacao do esquema CDS.

A Tab. A.1 apresentada no Apéndice A contém os valores de L, Eq. (4.10), para todos os

esquemas avaliados.
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Tabela 5.1: Comparagdo entre os esquemas de calculo da condutividade térmica para o Problema A

malha referéncia (L))  ------------“--cc oo ]
N MAK MHk MAT LTMH TkMH KG2P KG3P Lk2M KG4P KG6P DKID
2 3,8607107°2 09257 10,9639 09545 0,9909 09763 09763 09729 09763 0,9763 09763
4 99295107 11,0304 1,0143 11,0182 11,0036 1,0094 1,0093 1,0107 1,0094 1,0093 1,0093
8 2,39691079 11,1440 11,0715 11,0895 1,0179 1,0475 1,0475 10536 1,0475 1,0475 1,0475
16 5,812910°% 12203 1,1100 1,1376 1,0275 1,0733 1,0733 11,0825 1,0733 11,0733 1,0733
32 1,426910°% 12638 11,1319 11,1648 11,0330 11,0879 11,0879 11,0989 1,0879 1,0879 1,0879
64  3,53221079 12869 11,1434 1,1793 11,0359 1,0956 1,0956 1,1076 1,0956 1,0956 1,0956
128 8,785510°" 12988 11,1494 11,1867 1,0374 11,0996 1,0996 1,1120 1,0996 1,0996 1,0996
256 2,1907107% 13048 11,1524 11,1905 11,0381 1,1016 1,1016 1,1143 11,1016 1,1016 1,1016
512 5,46951077 13079 11,1539 11,1924 11,0385 11,1026 1,1026 1,1154 11,1026 11,1026 1,1026
1.024  1,36651077 13094 11,1547 11,1934 11,0387 11,1031 1,1031 1,1160 1,1031 1,1031 1,1031
2.048 3,4150107% 13102 11,1551 11,1938 11,0388 11,1034 11,1034 11,1163 1,1034 11,1034 1,1034
4096 8,536210~% 13105 11,1553 11,1941 11,0388 11,1035 11,1035 1,1164 1,1035 1,1035 1,1035
8.192  2,1339107% 13107 11,1554 11,1942 11,0388 11,1036 1,1036 11,1165 1,1036 1,1036 1,1036
16384  5,334510710 13108 11,1554 11,1943 11,0389 11,1036 1,1036 1,1166 1,1036 1,1036 1,1036
32768 1,33361071° 13109 11,1554 11,1943 1,0389 11,1036 11,1036 1,1166 1,1036 1,1036 1,1036
65536 3,333910°'' 11,3109 11,1554 11,1943 11,0389 11,1036 11,1036 1,1166 1,1036 1,1036 1,1036
131.072  8,334810°12 13109 11,1555 11,1943 11,0389 11,1036 1,1036 1,1166 1,1036 1,1036 1,1036
262.144  2,083710°12 13109 11,1555 11,1943 11,0389 11,1036 1,1036 1,1166 1,1036 1,1036 1,1036
524288 5209210713 13109 11,1555 11,1943 11,0389 11,1036 1,1036 1,1166 1,1036 1,1036 1,1036
1.048.576  1,302310~13 13109 11,1555 11,1943 11,0389 11,1036 1,1036 1,1166 1,1036 1,1036 1,1036

Tabela 5.2: Ordem efetiva do erro de discretizagdo para o Problema A

malha Ordem efetiva
N MAk MHk MAT LTMH TkMH KG2P KG3P Lk2M KG4P KG6P DKID
4 1959 1,804 1,886 1,866 1941 1911 1911 1904 1911 1911 1911
8 2,051 1,900 1,971 1,953 2,030 1997 1,997 1991 1,997 1997 1,997
16 2,044 1951 1993 1,982 2,030 2,009 2,009 2,005 2,009 2,009 2,009
32 2,026 1,976 1,998 1,992 2,019 2,007 2,007 2,005 2,007 2,007 2,007
64 2,014 1,988 2,000 1,996 2,010 2,004 2,004 2,003 2,004 2,004 2,004
128 2,007 1,994 2,000 1,998 2,005 2,002 2,002 2,002 2,002 2,002 2,002
256 2,004 1,997 2,000 1,999 2,003 2,001 2,001 2,001 2,001 2,001 2,001
512 2,002 1,999 2,000 2,000 2,001 2,001 2,001 2,000 2,001 2,001 2,001
1.024 2,001 1,999 2,000 2,000 2,001 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000
2.048 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000
4.096 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000
8.192 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000
16.384 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000
32.768 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000
65.536 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000
131.072 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000
262.144 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000
524.288 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000
1.048.576 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000
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Figura 5.3: Ordem efetiva do erro de discretiza¢do para o Problema A

A Tab. 5.3 apresenta a lista com a ordenacdo do melhor para o pior resultado alcancado

pelos esquemas de calculo de k na face do VC em relacdo ao erro de discretizagdo. Esta andlise

considera os resultados para todas as malhas a partir da qual é definido o intervalo convergente.

Tabela 5.3: Ordenacgdo por resultados do erro de discretizag@o para o Problema A

ordem de resultados

2 3

4 5 6 7 8 9

10 11

esquemas MAk TkMH DKID KG6P KG3P KG4P KG2P Lk2M MAT LTMH MHk

A Fig. 5.4 apresenta o campo de temperaturas para o Problema A. Na Fig. 5.4(a) € apre-

sentada uma comparacao entre os esquemas MAk, MHk e a solu¢ao exata para a malha N = 16.

Observa-se da Fig. 5.2 que o valor de L na malha N = 16 para os esquemas MAk e MHk sado

praticamente iguais e, portanto, este resultado € evidenciado no campo de temperaturas.

Na Fig. 5.4(b) o campo de temperaturas € plotado para o esquema MAKk. Esta figura apre-

senta os resultados para a malha com N =8, N = 16 e N = 64. Como o erro de discretizacdo €

muito baixo, mesmo para a malha com N = 8, ndo € possivel identificar diferencas significativas

para o campo de temperaturas.
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Figura 5.4: Campo de temperaturas para o Problema A

5.1.2 Resultados para o Problema B

Para o Problema B, o esquema de calculo de k que apresentou maior erro de discretizagao

¢ o MHk e o esquema que apresentou menor erro foi o MAk. A Fig. 5.5 apresenta as curvas do
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log(L) versus log(h) para esses dois esquemas, sendo que a razdo de refino de malha é igual a

dois.
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Figura 5.5: Média da norma /; dos erros verdadeiros (E) para o Problema B

A Tab. 5.4 apresenta os valores da média da norma /; do erro de discretizacdo para o
esquema com menor erro de discretizagdo que é o MAk. Nessa tabela, também, € feita a
comparacao com base no parametro R, Eq. (5.1), entre todos os esquemas de cdlculo da condu-

tividade térmica em relacdo ao MAk.

A diferenca média entre os resultados do melhor e pior esquema para o calculo de k é
de aproximadamente 136%, sendo a diferenca maxima de 189,7% obtida para a malha com

N =1.048.576. A diferenca média é calculada para o intervalo convergente definido entre as
malhas com N = 64 até N = 1.048.576.

A Tab. B.1 apresentada no Apéndice B contém os valores de L, Eq. (4.10), para todos os

esquemas avaliados.

Dos esquemas que utilizam integragdo numérica, os que se baseiam na quadratura gaussiana
apresentam os mesmos resultados, sejam com dois ou trés pontos na quadratura. Isto se explica

pela andlise do nimero de pontos necessdrios para que a integracdo seja exata. Assim,

_n—|—1
P=

(5.2)

onde p é o nimero de pontos na integracdo gaussiana para que o resultado seja exato e n é a
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ordem da classe de continuidade da fungiio que se quer integrar!.

Tabela 5.4: Comparagao entre os esquemas de cdlculo da condutividade térmica para o Problema B

malha referéncia (Lj)  -------------c e ] e
N MAKk MHk MAT LTMH TkMH KG2P KG3P Lk2M KG4P KG6P DKID
2 1,679210°°"  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
4 1,6568107°1  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
8 1,4595107°1 09999 1,0000 09999 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
16 1,044610°°1 09998 0,9999 0,9999 1,0000 0,9999 09999 0,9999 0,9999 0,9999  0,9999
32 4,7977107°% 1,0005 1,0002 1,0002 1,0000 1,0001 1,0001 1,0001 1,0001 1,0001 1,0001
64 1,278310792 1,0159 11,0052 11,0079 1,0000 1,0035 1,0035 1,0039 1,0035 1,0035 1,0035
128 2,766610~% 11,1079 11,0349 11,0528 11,0002 11,0232 11,0232 1,0263 1,0232 11,0232 1,0232
256 5,878410~% 13562 1,1146 11,1736 11,0008 1,0759 1,0759 1,0864 1,0759 1,0759 1,0759
512 1,266910°% 17402 12409 11,3637 1,0012 1,1598 11,1598 11,1812 11,1598 1,1598 1,1598
1.024 2,8154107% 21406 153761 11,5658 1,0008 12502 12502 12824 12502 12502 1,2502
2048  6,504210°% 24542 14829 11,7252 11,0004 1,3217 13217 13624 13217 13217 13217
4096 1,552610°% 26562 11,5515 11,8274 11,0001 1,3676 13676 14137 13676 13676 13676
8.192  3,7854107Y7 27716 155904 11,8856 1,0000 153936 1,3936 14428 1,3936 153936 1,3936
16384  9.341110°"8 28334 1,6111 19167 1,0000 14074 14074 14583 14074 14074 14074
32768 2,319810° % 28654 1,6218 19327 11,0000 14145 14145 14663 14145 14145 14145
65536 5,780210°% 28817 11,6272 19408 1,0000 14182 14182 14704 14182 14182 14182
131.072  1,442610°% 2,8899 1,6300 11,9450 1,0000 1,4200 14200 14725 1,4200 14200 1,4200
262.144  3,603510°10 28940 11,6313 11,9470 11,0000 14209 14209 14735 14209 14209 14209
524288  9,004910° 1 28961 1,6320 1,9481 11,0000 14214 14214 14740 14214 14214 14214
1.048.576  2,250810°11 28971 11,6324 11,9486 11,0000 14216 14216 14743 14216 14216 14216

2,00 - aw—v—v—w%gb‘

& [ |—v—MaAk _ _ .
175kt 7O~ MHk | A S
: LTMH : : :
—pP—Lk2M
i L t 1 I L
1,50 —& . &

log(h)

Figura 5.6: Ordem efetiva do erro de discretizagdo para o Problema B

No caso, a funcdo condutividade térmica do Problema B tem ordem de continuidade trés,

'Nota: quando n é par, deve-se substituir o seu valor pelo niimero fmpar imediatamente superior.
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portanto, sdo necessarios no minimo dois pontos na quadratura. Como os esquemas KG2P,
KG3P, KG4P e KG6P possuem dois ou mais pontos na quadratura, a integracdo numérica €

exata e, portanto, os resultados do erro de discretizacdo para estes esquemas sao iguais.

A Fig. 5.6 apresenta a ordem efetiva da aproximacgdo para apenas quatro dos esquemas
avaliados, sendo dois deles os esquemas com melhor e pior desempenhos. A Tab. 5.5 mostra as
ordens efetivas da aproximagao para todos os esquemas avaliados. Assim como no Problema A,
os resultados da ordem efetiva ndo sao deteriorados. Pode-se observar que a ordem efetiva tende
para dois quando & — 0, como € de se esperar quando se utiliza aproximagdao com o esquema

CDS para a discretizagdo.

Tabela 5.5: Ordem efetiva do erro de discretizagdo para o Problema B

malha Ordem efetiva
N MAk MHk MAT LTMH TkMH KG2P KG3P Lk2M KG4P KG6P DKID
4 0,019 0,019 0,019 0019 0019 0,019 0,019 0,019 0019 0,019 0,019
8 0,183 0,183 0,183 0,183 0,183 0,183 0,183 0,183 0,183 0,183 0,183
16 0,482 0483 0483 0483 0482 0483 0483 0483 0483 0483 0483
32 1,123 1,122 1,122 1,122 1,123 1,122 1,122 1,122 1,122 1,122 1,122
64 1908 1,886 1901 1,897 1,908 1903 1,903 1,903 1,903 1,903 1,903
128 2,208 2,083 2,166 2,145 2,208 2,180 2,180 2,176 2,180 2,180 2,180
256 2,235 1,943 2,128 2,078 2,234 2,162 2,162 2,153 2,162 2,162 2,162
512 2,214 1,854 2,059 1,998 2214 2,106 2,106 2,093 2,106 2,106 2,106
1.024 2,170 1,871 2,021 1,970 2,170 2,062 2,062 2,051 2,062 2,062 2,062
2.048 2,114 1917 2,006 1974 2,115 2,034 2,034 2,027 2,034 2,034 2,034
4.096 2,067 1953 2,002 1,984 2,067 2,018 2,018 2,013 2018 2,018 2,018
8.192 2,036 1,975 2,000 1,991 2,036 2,009 2,009 2,007 2,009 2,009 2,009
16.384 2,019 1,987 2,000 1,995 2,019 2,005 2,005 2,003 2,005 2,005 2,005
32.768 2,010 1,993 2,000 1,998 2,010 2,002 2,002 2,002 2,002 2,002 2,002
65.536 2,005 1,997 2,000 1,999 2,005 2,001 2,001 2,001 2001 2,001 2,001
131.072 2,002 1,998 2,000 1,999 2,002 2,001 2,000 2,000 2001 2,001 2,001
262.144 2,001 1,999 2,000 2,000 2,001 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000
524.288 2,001 2,000 2,000 2,000 2,001 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000
1.048.576 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000

A Fig. 5.7 apresenta o campo de temperaturas para o Problema B. Na Fig. 5.7(a) € apre-
sentada uma comparacdo entre os esquemas MAk, MHk e a solugcdo exata para uma malha
com 16 volumes. Observa-se da Fig. 5.5 que o valor de L na malha N = 16 para os esquemas
MAKk e MHk sdo praticamente iguais e, portanto, este resultado € evidenciado no campo de

temperaturas.

Na Fig. 5.7(b) o campo de temperaturas € plotado para o esquema MAk e o numero de

volumes utilizados para os célculos sdo indicados nesta mesma figura.
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Figura 5.7: Campo de temperaturas para o Problema B

A Tab. 5.6 apresenta a ordenagdo dos resultados do melhor para o pior esquema de cdlculo
de k na face do VC para o erro de discretizagdo. Esta anélise considera os resultados para todas

as malhas a partir da qual € definido o intervalo convergente.



93

Tabela 5.6: Ordenacdo por resultados do erro de discretizacio para o Problema B

ordem de resultados 1 2 3 3 3 3 3 8 9 10 11
esquemas MAk TkMH DKID KG2P KG3P KG4P KG6P Lk2M MAT LTMH MHk

Para os resultados apresentados no Problema A e Problema B, € possivel concluir que em
problemas de conducdo de calor com apenas um unico material onde a condutividade térmica
varia suavemente com a temperatura, o esquema recomendado para cédlculo de k na face do
VC é o MAKk. Tal observacao leva em consideragdo, também, a facilidade na implementagao

computacional.

5.1.3 Resultados para o Problema C

Os resultados para o erro de discretizacdo do Problema C se dividem em dois grupos distin-
tos. O primeiro deles € composto pelos esquemas MHk, LTMH, TkMH, KG4P, KG6P, DK1D
e Lk2M que ndo apresentam erros de discretizacio e o segundo grupo por esquemas com erros
de discretizagdo. Os esquemas com erros de discretizagcdo sao: MAk, MAT, KG2P e KG3P.
Desses quatro esquemas que possuem erros de discretizacdo, o MAk tem os melhores resulta-
dos e o MAT os piores. A Fig. 5.8 mostra as curvas desses dois esquemas que possuem erros
de discretizagdo e, também, a curva para o Lk2M como representante dos esquemas que nao

possu€m €SSESs erros.
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Figura 5.8: Média da norma /; dos erros verdadeiros (E) para o Problema C
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A Tab. 5.7 apresenta os valores da média da norma /; do erro de discretiza¢do para o es-
quema Lk2M. Nessa tabela, também, € feita a comparacao com base no pardmetro R, Eq. (5.1),
entre todos os esquemas de cdlculo da condutividade térmica em relacdo ao Lk2M, conside-

rando o nimero de volumes (N) utilizados nas analises.

A diferenca média entre 0 MAk e o MAT ¢ de aproximadamente 23,52%, considerando os
resultados para todas as malhas. Da Tab. 5.7, pode-se observar que o KG2P tem o mesmo erro
de discretizagdo que o MAk. O esquema KG3P tem valor de erro numérico intermediario entre

o MAk e o MAT.

Tabela 5.7: Comparacdo entre os esquemas de calculo da condutividade térmica para o Problema C

malha referéncia (L))  --------------“c - )
N Lk2M MAk  MHk MAT LTMH TkMH KG2P KG3P KG4P KG6P DKID

2 1,20371073* 11,0449 10°* 0,6000 1,4379 103 0,6000 0,6000 1,0449 10°* 1,2664 10> 1,0000 1,0000 0,6000

4 3,00931073 11,6698 103 1,8000 2,1363 10> 1,8000 1,8000 1,6698 10° 1,941010% 1,0000 1,0000 1,8000

8 2,663210°3* 8,5723 103" 1,0000 1,0694 10%2 1,0000 1,0000 8,5723 103" 9,8193 103" 1,0000 1,0000 1,0000

16 4,58161073% 23827 103" 1,0000 2,9407 103" 1,0000 1,0000 2,3827 103! 2,7120 103" 1,0000 1,0000 1,0000

32 1,46801073* 3,6388 10" 1,0410 4,4686 103! 1,0410 1,0410 3,6388 103! 4,1296 103! 1,0000 1,0000 1,0410

64 5977010733 4,421210% 1,0023 5,416510%° 1,0023 1,0023 4,421210% 5,0104 10* 1,0000 1,0000 1,0023
128 1,234410732 1,0647 10 1,0046 1,3028 10%° 1,0046 1,0046 1,0647 10 1,2058 10* 1,0000 1,0000 1,0046
256  1,467710732 44657 108 0,9929 5,4613 1028 0,9929 0,9929 4,4657 1028 5,0555 10%® 1,0000 1,0000 0,9929
512 6,35711073% 5,148510%7 0,9990 6,2944 107 0,9990 0,9990 5,1485 10?7 5,827510%7 1,0000 1,0000 0,9990
1.024  6,702210732 24401 1027 1,0169 2,9828 107 1,0169 1,0169 2,440110%7 2,7617 10*7 1,0000 1,0000 1,0169
2.048 4,887410731 1,672510%° 1,0000 2,0444 10% 1,0000 1,0000 1,672510%° 1,8929 10%° 1,0000 1,0000 1,0000
4.096 6,091510731 6,7086 10%° 1,0000 8,1997 102 1,0000 1,0000 6,7086 10 7,5922 10% 1,0000 1,0000 1,0000
8.192  2,03411073° 11,0044 10% 1,0000 1,2276 102 1,0000 1,0000 1,0044 10 1,1367 10® 1,0000 1,0000 1,0000
16384 53065103 1,9250 10> 1,0000 2,3528 10** 1,0000 1,0000 1,925010** 2,178510%* 1,0000 1,0000 1,0000
32768 4,517210% 11,1306 102 1,0000 1,381910%* 1,0000 1,0000 1,1306 10 1,279510% 1,0000 1,0000 1,0000
65.536  1,33571072% 11,9119 10%2 1,0000 2,3368 1022 1,0000 1,0000 1,9119 10?2 2,1637 1022 1,0000 1,0000 1,0000
131.072  3,438510°28 13,7133 102! 1,0000 4,5385 102! 1,0000 1,0000 3,7133 102! 4,2023 102! 1,0000 1,0000 1,0000
262.144  3,632610°28 11,7574 102" 1,0000 2,1480 102! 1,0000 1,0000 1,757410*! 1,9889 102! 1,0000 1,0000 1,0000
524.288 3,794210728 8 4130 10 1,0000 1,0283 10>' 1,0000 1,0000 8,413010%° 9,5209 10%° 1,0000 1,0000 1,0000
1.048.576  5,3554 1027 2,9802 10" 1,0000 3,642510' 1,0000 1,0000 2,980210'° 3,3727 10" 1,0000 1,0000 1,0000

Pode-se explicar o fato do KG2P ter o mesmo resultado que o MAk pela forma com que é
realizada a integracdo numérica. A utilizacdo da quadratura gaussiana deve ser feita em funcodes
continuas e bem comportadas (SZIDAROVSZKY; YAKOWITZ, 1978), o que nao acontece no
Problema C. No caso, como a fun¢do condutividade térmica do Problema C possui valores
constantes (ver Fig. 4.6) e o nimero de pontos na quadratura do esquema KG2P permite uma
simetria nas posi¢des dos pontos de Gauss, o valor da condutividade térmica na face do VC é

igual a média dos valores de k; € k».

Na posi¢ao espacial x = 0,5, o esquema KG3P nao possui simetria de valores em relacao as
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posi¢coes dos pontos de Gauss, o que ndo permite a avaliacdo adequada da integracdo numérica
e, consequentemente, do calculo da condutividade térmica na face do VC. Ainda, o valor da
condutividade térmica na face do VC é, para o Problema C, igual a média harmonica, con-
forme Patankar (1980). Assim, o MAk, o0 KG2P e o KG3P nao conseguem reproduzir a média
harmonica. O mesmo pode ser dito em relacdo ao MAT que, pela sua propria formulacio, nao

chega neste resultado.
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Figura 5.9: Ordem efetiva do erro de discretizacdo para o Problema C

Desconsiderando os esquemas que ndao obtém o resultado exato da condutividade térmica
na face do VC, os valores listados na Tab. 5.7 para os outros esquemas sdo referentes apenas aos
erros de arredondamento. Assim, quanto menor a malha (%), maiores sdao esses erros. A Tab.
C.1 apresentada no Apéndice C contém os valores de L, Eq. (4.10), para todos os esquemas

avaliados.

A Fig. 5.9 e a Tab. 5.8 mostram o comportamento em relagdo a ordem efetiva dos erros de
discretizacdo dos esquemas MAk, MAT, KG2P e KG3P.

No Problema C, para os esquemas de calculo de k que apresentam apenas erros de arredon-
damento, a solucdo obtida é a exata. Para os esquemas MAk, MAT, KG2P e KG3P, a ordem

efetiva da aproximacao converge para a unidade quando 4 — 0.

A Tab. 5.9 apresenta a ordenagdo dos resultados do melhor para o pior esquema de cdlculo

de k na face do VC para o erro de discretizagao.
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Tabela 5.8: Ordem efetiva do erro de discretizagdo para o Problema C

malha Ordem efetiva
N MAk MAT KG2P KG3P
4 1,324 1,429 1,324 1,384
8 1,138 1,174 1,138 1,159
16 1,064 1,080 1,064 1,074
32 1,031 1,038 1,031 1,035
64 1,015 1,019 1,015 1,017
128 1,008 1,009 1,008 1,009
256 1,004 1,005 1,004 1,004
512 1,002 1,002 1,002 1,002
1.024 1,001 1,001 1,001 1,001
2.048 1,000 1,001 1,000 1,001
4.096 1,000 1,000 1,000 1,000
8.192 1,000 1,000 1,000 1,000
16.384 1,000 1,000 1,000 1,000
32.768 1,000 1,000 1,000 1,000
65.536 1,000 1,000 1,000 1,000
131.072 1,000 1,000 1,000 1,000
262.144 1,000 1,000 1,000 1,000
524.288 1,000 1,000 1,000 1,000
1.048.576 1,000 1,000 1,000 1,000

Tabela 5.9: Ordenacdo por resultados do erro de discretizacio para o Problema C

ordem de resultados 1 1 1 4 4 4 4 8 8 10 11
esquemas Lk2M KG4P KG6P MHk DKID LTMH TkMH MAk KG2P KG3P MAT

A Fig. 5.10 apresenta o campo de temperaturas para o Problema C. Na Fig. 5.10(a) é
apresentada uma comparacao entre os esquemas MAT, Lk2M e a solucdo exata para uma malha
com 16 volumes. Como o esquema Lk2M consegue obter a solugdo exata, observa-se esta
situagdio na Fig. 5.10(a). Ainda nesta figura, como o esquema MAT apresenta L = 1,3473 10~%2
para a malha N = 16, pode-se observar a variacdo no campo de temperaturas em relagdo a

solucdo exata.

Na Fig. 5.10(b) o campo de temperaturas € plotado para o esquema Lk2M com malhas
N=8 N=16e N =64. Como o esquema Lk2M reproduz a solucao exata para este problema,

em qualquer que seja a malha, existe a coincidéncia entre as curvas.
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(b) Comparagdo entre os campos de temperatura para o esquema Lk2M em di-

ferentes malhas

Figura 5.10: Campo de temperaturas para o Problema C

5.1.4 Resultados para o Problema D

Os resultados para o Problema D, em relacdo ao erro de discretizagdo, se dividem em dois
grupos distintos. Essa divisdo € feita levando em consideracao a proximidade entre os resultados

dos erros numéricos associados aos esquemas para o calculo de k nas faces do VC. O primeiro



98

grupo é composto pelos esquemas MAk, MAT, KG2P e KG3P. O segundo grupo, com erros
de discretiza¢do aproximadamente iguais, € dado pelos esquemas MHk, LTMH, TkMH, Lk2M,
KG4P, KG6P e DKI1D.

A Fig. 5.11 mostra a diferenca entre os esquemas MAT e o TkMH. O MAT representa
o primeiro grupo e, dentre todos, é o que apresenta maior erro de discretizagcdo. O TkMH

apresenta o menor erro de discretizagdo, e € o representante do segundo grupo.
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Figura 5.11: Média da norma /; dos erros verdadeiros (E) para o Problema D

A Tab. 5.10 apresenta os valores da média da norma /; do erro de discretizacdo para o
esquema com menor erro de discretizacdo que € o TkMH. Nessa tabela, também, ¢ feita a
comparacao com base no parametro R, Eq. (5.1), entre todos os esquemas de calculo da condu-
tividade térmica em relagdo ao TkKMH. Ainda, na Tab. 5.10 se observa que a diferenca média no
desempenho dos dois esquemas, MAT e TkMH, representantes dos dois grupos de desempenho
em relacdo ao erro de discretizagao, em valores absolutos é de aproximadamente 40.843.433%.
Essa diferenca média € obtida para as malhas com N = 64 até N = 1.048.576, sendo que essas
malhas definem o intervalo convergente. Para a malha com N = 1.048.576, a diferenca maxima

no erro de discretizacao é 571.857.508%.

Como dito anteriormente, existem dois grupos distintos quando se observa o desempenho
dos esquemas de célculo da condutividade térmica em relacdo aos erros de discretizagdo. Para
o primeiro grupo, a diferenca média entre o melhor (KG3P) e o pior (MAT) dos esquemas deste

grupo é de 4,85%. Para o segundo grupo, a diferenga média entre o esquema MHk e o TkMH,
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respectivamente, esquemas de pior e melhor desempenho nesse grupo, € de aproximadamente
218,63%. Essas andlises levam em consideracdo o intervalo convergente obtido a partir das
malhas com N = 64 até N = 1.048.576.

Tabela 5.10: Comparacio entre os esquemas de célculo da condutividade térmica para o Problema D

malha referéncia (Lj)  ---------"““"““"“““““““ oo R---mmm e
N TKkMH MAk  MHk MAT LTMH KG2P KG3P Lk2M KG4P KG6P DKID
2 2,034910°°2 11,2862 10" 05175 4,043310° 0,2746 1,2901 10" 11,1426 10" 0,2146 0,1842 0,7802 0,9272

4 4,768810°% 11,9990 10' 22270 1,124210' 12313 1,9677 10" 1,8669 10! 1,0928 1,0799 0,7658 0,8851
8 1,050410°%% 3,883710' 24125 2,930510" 1,3900 3,839510' 3,688210' 1,3366 1,3375 09145 0,9843
16 2,348510°% 8,0204 10' 2,7238 7,0328 10! 11,5466 7,9708 10' 7,691110' 1,5682 1,5787 1,0755 1,1012
32 5451710°% 11,6599 102 2,9300 1,5699 10> 1,6587 1,6547 102 11,5997 10> 1,7464 1,7722 1,1954 1,1899
64 1,3058107% 33965102 3,0595 3,3363 10> 1,7311 3,391210%> 3,281510> 1,8529 1,8832 1,2694 1,2450
128  3,1904107% 6,8823 10> 3,1304 6,889510% 1,7688 6,8768 10> 6,6573 10> 19124 1,9450 1,3106 1,2758
256  7,8814107"7 11,3861 10° 3,1677 1,4007 103 1,7886 1,385510° 1,341610% 1,9438 1,9777 1,3325 1,2921
512 1,9584 1077 27821 10° 3,1869 12,8249 10° 1,7988 2,781510° 12,6936 10° 1,9598 1,9946 1,3437 1,3005
1.024  4,8811107% 5574310 3,1966 5,673410° 1,8040 5,573710° 5,397910° 19680 2,0031 1,3494 1,3047
2048 1,2184107% 11,1159 10* 3,2015 1,137110* 1,8066 1,115810* 1,0806 10* 19721 2,0074 1,3522 1,3069
4096 3,0436107%° 22328 10* 32039 2,276510* 1,8079 12,2327 10* 2,1624 10* 1,9741 2,0096 1,3537 1,3079
8.192  7.606210°10 4 4666 10* 3,2052 4,555510*% 1,8085 4,4666 10* 4,325810* 19752 2,0106 13544 1,3085
16384 1,9012101° 89343 10* 3,2058 9,113410* 1,8089 8,934210* 8,6527 10* 1,9757 2,0112 1,3548 1,3087
32768  4,752510~1  1,787010° 3,2061 1,822910° 1,8090 1,7869 10° 1,7307 10° 1,9759 2,0114 1,3549 1,3089
65536 1,188110° 11 35740 10° 32062 3,646110° 1,8091 3,574010° 3,461410° 19761 20116 1,3550 1,3089
131.072  2,970110712 7,148110° 32063 7,292410° 1,8091 7,148110° 6,922910° 1,9761 20116 1,3551 1,3090
262.144  7,425110°13  1,4296 10° 32063 1,458510° 1,8092 1,429610° 1,384610° 1,9762 2,0117 1,3551 1,3090
524288 1,856310713 28593 10° 3,2064 2,9170 10° 1,8092 2,859310° 2,769210° 19762 2,0117 1,3551 1,3090
1.048.576  4,6407107 4 57186 10° 32064 5,834110° 1,8092 5,718610° 5,538410° 1,9762 2,0117 1,3551 1,3090
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Figura 5.12: Ordem efetiva do erro de discretiza¢ao para o Problema D



100

A Fig. 5.12 apresenta a ordem efetiva do erro de discretizacdo para quatro esquemas. Nessa
figura € possivel observar que dois dos esquemas t€ém ordem efetiva tendendo para dois quando
h — 0, e os outros dois esquemas tém ordem efetiva tendendo a unidade. A Tab. 5.11 apresenta

a ordem efetiva do erro de discretizac@o para todos os esquemas avaliados.

Pode-se concluir que os esquemas MAk, MAT, KG2P e KG3P nao sdo indicados para
problemas com dois materiais diferentes ou onde existam variacdes abruptas na condutividade
térmica. Isto pode ser observado nas andlises feitas para os Problemas C e D. Esses esquemas

apresentaram maiores erros de discretizacdo quando comparados aos demais.

A Tab. D.1 apresentada no Apéndice D contém os valores de L, Eq. (4.10), para todos os

esquemas avaliados.

Tabela 5.11: Ordem efetiva do erro de discretiza¢do para o Problema D

malha Ordem efetiva
N MAk MHk MAT LTMH TkMH KG2P KG3P Lk2M KG4P KG6P DKID
4 1457 -0,012 0,618 -0,071 2,093 1,484 1,385 -0,255 -0.458 2,120 2,160
8 1,225 2,067 0,800 2,008 2,183 1,218 1,200 1,892 1,874 1,927 2,030
16 1,115 1986 0,898 2,007 2,161 1,107 1,101 1,931 1,922 1,927 1,999
32 1,058 2,002 0949 2,006 2,107 1,053 1,050 1,952 1,940 1,955 1,995
64 1,029 1,999 0974 2,000 2,062 1,027 1,025 1976 1974 1975 1,996
128 1,014 2,000 0,987 2,002 2,033 1,013 1,013 1,988 1,987 1,987 1,998
256 1,007 2,000 0,994 2,001 2,017 1,007 1,006 1,994 1,993 1,993 1,999
512 1,004 2,000 0997 2,001 2,009 1,003 1,003 1,997 1996 1,997 1,999
1.024 1,002 2,000 0,998 2,000 2,004 1,002 1,002 1,998 1,998 1,998 2,000
2.048 1,001 2,000 0,999 2,000 2,002 1,001 1,001 1,999 1,999 1,999 2,000
4.096 1,000 2,000 1,000 2,000 2,001 1,000 1,000 2,000 2,000 2,000 2,000
8.192 1,000 2,000 1,000 2,000 2,001 1,000 1,000 2,000 2,000 2,000 2,000
16.384 1,000 2,000 1,000 2,000 2,000 1,000 1,000 2,000 2,000 2,000 2,000
32.768 1,000 2,000 1,000 2,000 2,000 1,000 1,000 2,000 2,000 2,000 2,000
65.536 1,000 2,000 1,000 2,000 2,000 1,000 1,000 2,000 2,000 2,000 2,000
131.072 1,000 2,000 1,000 2,000 2,000 1,000 1,000 2,000 2,000 2,000 2,000
262.144 1,000 2,000 1,000 2,000 2,000 1,000 1,000 2,000 2,000 2,000 2,000
524.288 1,000 2,000 1,000 2,000 2,000 1,000 1,000 2,000 2,000 2,000 2,000
1.048.576 1,000 2,000 1,000 2,000 2,000 1,000 1,000 2,000 2,000 2,000 2,000

A Tab. 5.12 apresenta a ordenagdo entre os resultados de todos os esquemas. Na tabela, a
ordenacdo é do melhor para o pior resultado de desempenho dos esquemas em relacdo ao erro

de discretizacao no intervalo convergente.

Tabela 5.12: Ordenacio por resultados do erro de discretizacgdo para o Problema D

ordem de resultados 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
esquemas TkMH DKID KG6P LTMH Lk2M KG4P MHk KG3P KG2P MAk MAT

A Fig. 5.13 apresenta o campo de temperaturas para o Problema D. Na Fig. 5.13(a) é
apresentada uma comparacao entre os esquemas MAT, TkMH e a soluc¢do exata para uma malha

com N = 16. Esta figura evidencia que os maiores erros de discretizacao acontecem na regiao



101

de menor condutividade térmica. Observa-se, também, que a solugdo obtida para o campo de
temperaturas do esquema TkMH tem a curva coincidente com a solugdo exata em funcdo do

baixo erro de discretizacao.
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(b) Comparagdo entre os campos de temperatura para o esquema TkMH em

diferentes malhas

Figura 5.13: Campo de temperaturas para o Problema D

Na Fig. 5.13(b) o campo de temperaturas € plotado para o esquema TkMH e o numero
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de volumes utilizados para os calculos sdo indicados nesta mesma figura. Como o erro de
discretizagdo € baixo em todas as malhas analisadas, as curvas do campo de temperaturas plo-

tadas sdo coincidentes.

5.1.5 Resultados para o Problema E

Os resultados obtidos para o Problema E levam em consideragdo o efeito da advecc¢ado. Para
esse problema foram experimentados doze esquemas diferentes para o cdlculo da condutividade
térmica na face do VC. A Fig. 5.14 apresenta os erros de discretizagdo em funcdo de s para
uma razdo de refino de malha igual a dois. Essa figura mostra os resultados para o esquema
MHk que apresentou os maiores erros de discretizacdo e, também, o esquema KG2P como um

dos representantes dos esquemas com menor erro de discretizagao.

A Tab. 5.13 apresenta os valores da média da norma /; do erro de discretizacdo para um
dos esquema com menor erro de discretizacdo que ¢ o KG2P. Nessa tabela, também, ¢ feita
a comparacdo com base no parametro R, Eq. (5.1), entre todos os esquemas de cédlculo da

condutividade térmica em relagdo ao KG2P.
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Figura 5.14: Média da norma /; dos erros verdadeiros (E) para o Problema E

Pode-se observar na Tab. 5.13 que os esquemas KG2P, KG3P, KG4P, KG6P e DK1D
apresentam erros de discretizacdo iguais. Desses, os esquemas KG2P, KG3P, KG4P ¢ KG6P
apresentam resultados iguais porque o processo de integracdo numérica € realizado de forma

exata em todos eles.
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Tabela 5.13: Comparacio entre os esquemas de cdlculo da condutividade térmica para o Problema E

malha referéncia (L1)  -----------““““““ & ) e
N KG2P MAk MHk MAT LTMH TkMH KG3P Lk2M KG4P KG6P DKID ADID

2 1,3322 10%°  1,0024 09817 09987 09954 1,0032 1,0000 0,9996 1,0000 1,0000 1,0000 0,9997

4 2,605710°°1 08352 0,8512 1,2562 11,0527 1,0616 1,0000 1,0440 1,0000 1,0000 1,0000 1,2555

8  6,106910°2 06564 2,0813 1,7509 1,8508 0,7629 1,0000 1,3728 1,0000 1,0000 1,0000 1,1316

16 1,013510°°2 0,4283 6,5420 1,5021 3,6307 04691 1,0000 1,2263 1,0000 1,0000 1,0000 1,1036
32 222541079 0,9050  7,3646 1,7670 3,7178 1,2285 1,0000 1,2350 1,0000 1,0000 1,0000 1,1860

64 4,622910°™  1,7297 13,4825 12,1592 4,7559 2,3882 1,0000 1,3070 1,0000 1,0000 1,0000 1,2876

128  9.983910°% 24795 159614 25098 58111 34044 1,0000 1,3831 1,0000 1,0000 1,0000 1,3767

256 2,273610°% 29971 18,1245 277581 6,5825 4,1036 1,0000 14412 1,0000 1,0000 1,0000 1,4393
512 5,389710°% 33098 19,5254 12,9095 7,0588 4,5228 11,0000 1,4778 1,0000 1,0000 1,0000 1,4773
1.024  1,309610°% 34826 20,3257 29936 77,3254 4,7534 1,0000 1,4985 1,0000 1,0000 1,0000 1,4984
2048  3,226210°"7 35737 20,7540 3,0381 74668 4,8747 1,0000 1,5096 1,0000 1,0000 1,0000 1,5095
4096 8,0053107% 36204 20,9758 3,0610 7,5396 4,9369 1,0000 1,5152 1,0000 1,0000 1,0000 1,5152
8.192 1,993810° % 36441 21,0886 3,0726 7,5765 49684 1,0000 1,5181 1,0000 1,0000 1,0000 1,5181
16384  4,975010°% 36561 21,1455 3,0784 17,5952 49842 11,0000 1,5196 1,0000 1,0000 1,0000 1,5196
32768  1,242610°%° 36620 21,1741 3,0813 7,6045 49922 11,0000 1,5203 1,0000 1,0000 1,0000 1,5203
65536 3,104910° 10 36650 21,1884 3,0828 7,6092 49962 1,0000 1,5207 1,0000 1,0000 1,0000 1,5207
131.072  7,760410 ' 36665 21,1955 3,0835 7,6115 4,9982 1,0000 1,5209 1,0000 1,0000 1,0000 1,5209
262.144  1,939910 1 36673 21,1991 3,0839 7,6127 4,9992 1,0000 1,5210 1,0000 1,0000 1,0000 1,5210
524288  4,849410°12 36677 21,2009 3,0841 76133 49997 1,0000 1,5210 1,0000 1,0000 1,0000 1,5210
1.048.576  1,212310712 36679 21,2018 3,0842 7,6136 4,9999 1,0000 1,5210 1,0000 1,0000 1,0000 1,5210

A diferenca percentual entre o melhor e o pior esquema em relacdo ao erro de discretizagdao
¢ calculada com base nos valores da Tab. 5.13, sendo esta diferenca média de aproximadamente
1.881%. Essa média é obtida com base nos resultados dos esquemas MHk e KG2P a partir das
malhas com N = 64 até N = 1.048.576 que estdo no intervalo convergente. A diferengca maxima
obtida foi de 2.020% para a malha com N = 1.048.576.

O esquema AD1D, especialmente idealizado para problemas de advecc¢ao-difusao, tem re-

sultados em média 48,2% maiores que aqueles obtidos com o KG2P.

A Fig. 5.15 mostra a ordem efetiva de discretizacdo para quatro dos esquemas e a Tab. 5.14
apresenta os valores para todos os esquemas avaliados no Problema E. Observa-se que todos os

esquemas convergem para a ordem efetiva igual a dois quando 4 — 0.

A Tab. E.1 apresentada no Apéndice E contém os valores de L, Eq. (4.10), para todos os

esquemas avaliados.
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Figura 5.15: Ordem efetiva do erro de discretiza¢do para o Problema E

Tabela 5.14: Ordem efetiva do erro de discretizagdo para o Problema E

malha Ordem efetiva
N MAk MHk MAT LTMH TkMH KG2P KG3P Lk2M KG4P KG6P DKID ADID
4 2617 2560 2,023 2,273 2272 2354 2354 2291 2354 2354 2354 2,025
8 2441 0,803 1,614 1,279 2570 2,093 2,093 1,698 2,093 2,093 2,093 2,243
16 3,207 0,939 2,812 1,619 3293 2,591 2,591 2,754 2,591 2,591 2591 2,627
32 1,108 2,016 1,953 2,153 0,798 2,187 2,187 2,177 2,187 2,187 2,187 2,083
64 1,333 1,395 1,978 1912 1,308 2267 2267 2,185 2,267 2267 2267 2,149
128 1,692 1,968 1,994 1,922 1,700 2,211 2211 2,129 2211 2211 2211 2,115
256 1,861 1951 1,999 1955 1,865 2,135 2,135 2,075 2,135 2,135 2,135 2,070
512 1,934 1,969 2,000 1976 1,936 2,077 2,077 2,040 2,077 2,077 2,077 2,039
1.024 1,968 1,983 2,000 1,988 1,969 2,041 2,041 2,021 2,041 2,041 2,041 2,021
2.048 1,984 1,991 2,000 1,994 1985 2,021 2,021 2011 2,021 2,021 2,021 2,011
4.09 1,992 1,995 2,000 1,997 1,993 2,011 2,011 2,005 2,011 2,011 2,011 2,005
8.192 1,996 1,998 2,000 1,998 1,996 2,005 2,005 2,003 2,005 2,005 2,005 2,003
16.384 1,998 1,999 2,000 1,999 1,998 2,003 2,003 2,001 2,003 2,003 2,003 2,001
32.768 1,999 1,999 2,000 2,000 1,999 2,001 2,001 2,001 2,001 2,001 2,001 2,001
65.536 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,001 2,001 2,000 2001 2,001 2,001 2,000
131.072 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000
262.144 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000
524.288 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000
1.048.576 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000

A Tab. 5.15 apresenta a ordenacdo entre os resultados dos diversos esquemas. Na tabela, a
ordenagdo é do melhor para o pior resultado de desempenho dos esquemas em relacdo ao erro

de discretizacao.
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Tabela 5.15: Ordenacio por resultados do erro de discretizagdo para o Problema E

ordem de resultados 1 1 1 1 1 6 7 8 9 10 11 12
esquemas KG2P KG3P KG4P KG6P DKID ADID Lk2M MAT MAk TkMH LTMH MHk
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075 S— S—
i —&— Solucdo Exata
3 0,50 -+ —— MKk s S =
<t = z s
=
0,25
0,00 \ 4444 naba habiel '
0,00 0,25 0,50 0,75 1,00
X (m)

(a) Comparagdo entre os campos de temperatura para os esquemas MHk e KG2P

1,00 T T T T T T
47

] e TR SO -
—9— KG2P: N=16 4

~0500.i..] —©—KG2P:N=32 | S
& | —a—KkG2p: N=64 g
~ - Solugao Exata ! .

I.'f I,:ﬁ I.,f 3 i.':‘ ,._-:w‘l EEE SR . “" . . | ) . . :
0,00 0,25 0,50 0,75 1,00
X (m)

(b) Comparacao entre os campos de temperatura para o esquema KG2P em di-

ferentes malhas

Figura 5.16: Campo de temperaturas para o Problema E
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A Fig. 5.16 apresenta o campo de temperaturas para o Problema D. Na Fig. 5.16(a) €
apresentada uma comparagdo entre os esquemas MHk, KG2P e a solu¢do exata para uma malha
com 32 volumes. Nesta figura se observa que o efeito da advecgado, para o esquema MHk, faz
o erro de discretizagdo se acumular proximo ao final do dominio de calculo. Ainda, pode-se
observar que o esquema KG2P, por possuir baixo erro de discretizacdo, apresenta a curva do

campo de temperaturas coincidente com a solu¢do analitica.

Na Fig. 5.16(b) o campo de temperaturas € plotado para o esquema KG2P para as malhas

N=16,N=32e N =064.
5.2 CUSTO COMPUTACIONAL

A andlise do custo computacional € feita em fun¢do do tempo gasto na etapa de processa-
mento de dados para cada um dos esquemas de célculo de k avaliados, considerando, também,
o uso de memoria cache. A avaliagdo do custo computacional foi feita para um mesmo critério

de convergéncia de TOL = 1 1070 em todas as malhas e problemas analisados.

O critério de convergéncia (T OL) € baseado na norma /., sendo dado por:

Res= max |T(P)'—T(P)"'|<TOL (5.3)
1<P<N

1

onde Res é anorma L., T(P)' é o vetor solugio na iteragio atual e T(P)"~! é o vetor solugiio na

iteracdo anterior.

A Tab. 5.16 apresenta a razdo entre o tempo de CPU (em segundos) gasto na solugdo
dos problemas listados na Tab. 4.1 para cada um dos esquemas em relacdo ao esquema MAk
de referéncia, considerando as malhas N = 1.024 e N = 1.048.576. A comparagdo entre os

esquemas € feita com base no parametro R, sendo

chu
Ry = _CPtn_ 5.4
1 T (5.4)

CPUMAK

onde Ty, € o tempo de CPU para o esquema que estd sendo avaliado e T € o tempo de

PUMAK

CPU para o esquema MAk que € utilizado como referéncia.

Para saber o tempo de CPU em cada anélise basta multiplicar o tempo de referéncia (em

segundos) pela razao entre os tempos de CPU encontrados na Tab. 5.16.

O tempo de CPU gasto para o Problema C € muito pequeno, assim, todos os esquemas
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apresentaram resultados muito proximos. Pode-se observar da Tab. 5.16 que para o Problema
C o esquema MAT apresenta, para a malha N = 1.048.576, valores menores de tempo de CPU
que os demais esquemas. Para os outros problemas, o MAk apresentou o menor tempo com-
putacional. Ainda, a Tab. 5.16 permite uma avaliagdo qualitativa do tempo computacional
dos esquemas de cdlculo de k. Assim, € possivel dizer que, para os Problemas A, B e D, cu-
jas funcdes condutividade térmica exigem mais cdlculos na integracdo numérica, os esquemas
KG2P, KG3P, KG4P e KG6P apresentam, do menor para o maior, respectivamente, 0os maiores

tempos computacionais.

Tabela 5.16: Comparacao entre os tempos de CPU

malha Topu(S) ---mmmmmmmmme e Ry---mmmmm e
N problema MAk MHk MAT LTMH TkMH KG2P KG3P Lk2M KG4P KG6P DKID ADID

20,623 1,043 1,152 1,494 1,609 1917 2,173 1,660 3,239 3,705 1,248 -
110,098 1,023 1,010 1,095 1,129 1,235 1,295 1,147 1,623 1,721 1,099 1,330

A 0,017 1,046 1,129 1,491 1,639 2,018 2,296 1,694 3,629 4,064 1,268 -

B 0,125 1,031 1,054 1,336 1,440 1,760 1,954 1,488 2943 3275 1,092 -

1.024 C 0,002 1,103 1,000 1,199 1,103 1,000 1,000 1,500 1,199 1,199 1,199 -

D 0,020 1,039 1,126 1481 1,606 1,890 2,150 1,654 3,276 3,701 1,229 -

E 0,107 1,013 1,016 1,101 1,137 1,242 1,308 1,152 1,634 1,740 1,095 1,338

A 17,854 1,048 1,091 1,482 1,601 1989 2249 1,670 3,524 3,992 1,241 -

B 129,028 1,040 1,038 1,309 1410 1,714 1892 1466 2,852 3277 1,092 -

1.048.576 C 1,716 1,055 0986 1,109 1,132 0986 0991 1314 1,086 1,118 1,055 -
D
E

Como a condutividade térmica € fungdo da temperatura, a solu¢cdo numérica dos problemas
¢ iterativa. A Tab. 5.17 apresenta, para cada problema, o niimero de iteracdes necessarias para
se atingir o critério de convergéncia de 1. 10710, Para o problema C, que possui condutividade

térmica independente da temperatura, a solugdo foi direta.

A Fig. 5.17 apresenta o grafico do logaritmo da norma /., em fun¢@o do ntimero de iteracdes
para o Problema B. O Problema B foi utilizado como exemplo por apresentar 0 maior nimero
de iteracdes para se atingir o critério de convergéncia. A Fig. 5.17(a) mostra o comportamento
da solucdo para a malha N = 1.024 e a Fig. 5.17(b) para a malha N = 1.048.576. Observa-se
que o comportamento da solugdo € praticamente o mesmo, independentemente do esquema de

calculo adotado para o cdlculo da condutividade térmica.

Tabela 5.17: Numero de iteragdes utilizadas na solugao dos problemas

Problema A Problema B Problema C Problema D ProblemaE
Iteracdes 12 75 1 12 21
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log(Res)

Num. de Iteracoes

(a) Malha N = 1.024 volumes

Num. de Iteracdes

(b) Malha N = 1.048.576 volumes

Figura 5.17: Residuo entre duas iteragdes consecutivas para o Problema B

A Tab. 5.18 apresenta a razdo entre o uso de memoria cache de cada um dos esquemas em
relacdo ao esquema com menor uso de memoria em cada um dos problemas, para as malhas
com N = 1.024 e N = 1.048.576. Em todas as anélises, o esquema que utilizou menos memdoria

¢ o MAk. A comparacdo entre os esquemas € feita com base no parametro R;, sendo



109

RAM,

Ry= -2
RAMpax

(5.5)

onde RAM,, é a memoria computacional consumida para o calculo de k do esquema que esta
sendo avaliado e RAMj;4; € a memoria computacional consumida para o esquema MAk que

esta sendo utilizado como referéncia.

Tabela 5.18: Razio entre usos de memoria cache

malha memoéria (KB) = ------- - e ) R e

N problema MAk MHk MAT LTMH TkMH KG2P KG3P Lk2M KG4P KG6P DKID ADID

183.276 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 -
183.248 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

A 2.864 1,006 1,004 1,006 1,006 1,011 1,010 1,004 1,013 1,013 1,007 -

B 2.876 1,001 1,001 1,003 1,003 1,010 1,014 1,007 1,015 1,017 1,007 -

1.024 C 2.816 1,001 1,000 1,001 1,001 1,001 1,001 1,001 1,003 1,000 1,001 -

D 2.860 1,001 1,001 1,003 1,003 1,006 1,006 1,001 1,011 1,013 1,004 -

E 2.828 1,001 1,000 1,000 1,000 1,007 1,006 1,000 1,008 1,008 1,003 0,999

A 183.280 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 -

B 183.300 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 -

1.048.576 C 183.208 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 -
D
E

Para saber o valor de memoria cache em cada andlise, basta multiplicar o valor da memoria
cache de referéncia (em kB), dado pelo esquema MAKk, pela razdo entre usos de memoria encon-
trados na Tab. 5.18. Pode-se observar nesta tabela que o uso de memoria € aproximadamente
0 mesmo para todos os esquemas avaliados, tendendo a se igualar para as malhas com maior

ndmero de volumes.

Nas proximas secdes sdo apresentados o detalhamento do custo computacional para cada

um dos problemas analisados.

5.2.1 Problemas AeB

A Fig. 5.18 apresenta as curvas referentes ao tempo de CPU (em segundos) gasto na solu¢do

do Problema A para cinco dos esquemas de célculo de k avaliados.

Pode-se escrever o tempo gasto de CPU (7;p,) em fungdo de N, assim, T;.,, = aN' b no qual,

para um grafico logaritmico, “b” representa a inclinacdo de cada curva na Fig. 5.18 ¢ “a” é o

parametro que determina o valor da ordenada a partir da qual a reta cruza o eixo T¢p,. A Tab.
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5.19 apresenta os valores dos parametros a e b das curvas para cada um dos esquemas de calculo
de k.

b | N RN LR R SR R | RLELERLLL <
: : - H [~
- : : < 3
L : ; Y 7 %
ol [—o—mak | — A 5
_ —O—TkMH B 2R
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] e SRR [ /“&/O/V/ .................. .
&k KG6P S -
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Figura 5.18: Tempo de CPU para o Problema A

A Tab. 5.19 deixa claro que o MAk € o esquema que utiliza menor tempo de CPU e que
todas as curvas do logaritmo do tempo de CPU versus N sao aproximadamente paralelas com

coeficientes angulares proximos de um.

Tabela 5.19: Pardmetros a e b das curvas dos tempos de CPU em fun¢do de N para o Problema A

parimetro MAKk MHk MAT LTMH  TkMH KG2P KG3P  Lk2M KG4P KG6P  DKID
a 1,591075 1,661075 1,861075 2,381075 2,67 10° 3,26 107° 3,73107> 2,73 107 5,94 1075 6,58 1075 2,06 105
b 1,00493  1,00523 0,99993  1,00406 1,00156 1,00282  1,00191  1,00282  1,00068  1,00234  1,00176

A Tab. 5.20 apresenta o tempo de CPU para o esquema MAk e a razdao R; para os demais
esquemas de célculo de k avaliados no Problema A. O esquema que utilizou menos tempo de
CPU € o MAK e foi utilizado como tempo de referéncia. O KG6P € o esquema que utilizou

mais tempo de CPU.
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Tabela 5.20: Comparacio entre os tempos de CPU para o Problema A

maltha  Topy (S) -----------mmmmm oo Ryi---mmmmmm e
N MAk MHk MAT LTMH TkMH KG2P KG3P Lk2M KG4P KG6P DKID

2 0,000 2,000 2,000 1,000 2,000 1,667 1,667 1,667 2,000 2,000 1,000

4 0,000 1,333 1,333 1,500 1,500 2,000 2,333 1,833 3,167 3,667 1,000

8 0,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

16 0,000 1,000 1,000 1,000 1,516 2,000 2,000 1,516 3,032 2516 1,000

32 0,000 1,000 1,319 2,000 1,660 2,000 2319 2,000 3979 4,638 1,319

64 0,001 1,000 1,147 1431 1,578 2,000 2294 1578 3,294 3,862 1,284

128 0,002 1,000 1,073 1,647 1,573 1931 2,147 1,647 3,651 4,009 1216

256 0,004 1,038 1,074 1,482 1,705 2,000 27223 1,705 3,632 4,114 1,259

512 0,008 1,056 1,131 1,482 1,648 2,038 2297 1,686 3,632 4,095 1,260
1.024 0,017 1,046 1,129 1,491 1,639 2,018 2296 1,694 3,629 4,064 1268
2.048 0,034 1,055 1,111 1,491 1,634 2,018 2282 1,690 3,611 4,083 1,250
4.09 0,068 1,023 1,069 1,483 1,632 1977 2264 1,667 3,575 4,046 1,253
8.192 0,134 1,058 1,128 1477 1,674 2,035 2302 1,692 3,622 4,105 1,267
16384 0,267 1,070 1,123 1,515 1,719 2,058 2,304 1,713 3,673 4,135 1,281
32768 0,547 1,063 1,121 1,482 1,632 2,011 2274 1,676 3,581 4,043 1,254
65.536 1,100 1,070 1,118 1,494 1,614 2,006 2,262 1,671 3,574 4,033 1,251
131.072 2,204 1,064 1,105 1,490 1,617 2,004 2,267 1,672 3,582 4,040 1,253
262.144 4,424 1,060 1,104 1,492 1,653 1,998 2,274 1,676 3,573 4,025 1,252
524288 8,830 1,064 1,108 1,518 1,624 2,013 2284 1,690 3,566 4,043 1,258
1.048.576 17,854 1,048 1,091 1482 1,601 1,989 2249 1,670 3,524 3,992 1,241

A andlise do tempo de CPU (em segundos) para o Problema B segue a mesma definicdo de
parametros utilizados para o Problema A. Assim, a Fig. 5.19 mostra as curvas representativas

de apenas cinco dos esquemas de calculo de k avaliados.

SRR LR | LR IR LR | LAY '~
i Q Q .i D;Ié’
100 SRR, SO W -
| —V—MAk | %s,j{g?@/z
[ | —O—TkMH /9;;9/ ;
ORI e ) B - 2 A A
> F |—D—KG4P &K : ;
& [ KG6P ﬁfg/ E :
o F AT
g o f ,&M
o 0,1 s R LCTCTRTILI ST TITIPRUSORORS SESTOTPIITOSOONE SO0
= 7 '

T
\

0,01

CVLRLLLL

1,0x10°  1,0x10°  1,0x10° 1.,0x10°  1,0x10
N

6

Figura 5.19: Tempo de CPU para o Problema B
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A Tab. 5.21 apresenta os resultados de tempo de CPU para todos os esquemas avaliados
para o Problema B. Conclui-se que, igualmente ao Problema A, para o Problema B, o esquema

com menor tempo de CPU é o MAk e com maior tempo o KG6P.

Tabela 5.21: Comparacio entre os tempos de CPU para o Problema B

malha  Tipy () ---------mmmi o Ri---mmmm e
N MAk MHk MAT LTMH TkMH KG2P KG3P Lk2M KG4P KG6P DKID

2 0,000 1,000 0,400 0,600 1,000 1,000 1,000 0,600 1,600 1,200 0,600

4 0,000 1,200 1,200 1,600 1,600 1,600 2,200 1,600 2,800 3,200 1,200

8 0,000 1,000 1,000 1,000 1,938 1,000 1,938 1,938 2938 2,938 1,000

16 0,000 1,000 1,516 1,516 1,516 2,000 2,516 2,000 3,032 3,516 1,000

32 0,001 1,000 1,000 1,284 1,284 1,716 1,862 1431 2,716 3,009 1,000

64 0,004 1,086 1,086 1,348 1435 1,783 1911 1476 2955 3,259 1,086

128 0,011 1,043 1,071 1,329 1,457 1,743 1,957 1485 2957 3,300 1,071

256 0,027 1,057 1,074 1,377 1,440 1,789 1,932 1468 2932 3,257 1,092
512 0,060 1,029 1,065 1,335 1,443 1,783 1,950 1,503 2966 3,296 1,094
1.024 0,125 1,031 1,054 1336 1,440 1,760 1,954 1,488 2,943 3275 1,092
2.048 0,244 1,066 1,084 1,362 1,425 1,794 1,984 1,520 3,001 3,347 1,115
4.096 0,487 1,045 1,058 1,333 1,436 1,756 1,939 1486 2944 3,277 1,088
8.192 0,976 1,038 1,047 1,329 1,432 1,751 1,930 1482 2935 3,273 1,092
16.384 1,972 1,039 1,047 1,322 1,427 1,744 1915 1478 2906 3,247 1,094
32.768 3,966 1,045 1,045 1,322 1424 1,742 1918 1473 2,892 3,229 1,091
65.536 7,934 1,046 1,046 1,329 1426 1,739 1918 1476 2,893 3242 1,100
131.072 15950 1,045 1,046 1,320 1421 1,734 1915 1474 2,884 3231 1,093
262.144 32,183 1,042 1,038 1,311 1,415 1,718 1,890 1,463 2,854 3301 1,092
524288 64,436 1,042 1,038 1,311 1,416 1,716 1,891 1,469 2,858 3,322 1,092
1.048.576 129,028 1,040 1,038 1,309 1410 1,714 1,892 1,466 2852 3277 1,092

Para um grifico logaritmico de T, versus N, pode-se escrever que T¢), = aN®, no qual,
“D” representa a inclinacdo de cada curva na Fig. 5.19 e “a” € o parametro que determina o
valor da ordenada a partir da qual a reta cruza o €ixo T¢p,. A Tab. 5.22 apresenta os valores dos

parametros a e b das curvas para cada um dos esquemas de célculo de k.

Tabela 5.22: Parametros a e b das curvas dos tempos de CPU em funcio de N para o Problema B

parametro MAKk MHk MAT LTMH  TkMH KG2P KG3P Lk2M KG4P KG6P  DKID
a 1,21107% 1,23107% 1,2910~* 1,6510~* 1,78 10~* 2,18 10~* 2,43 10~* 1,8210~* 3,67 10~* 3,9510~* 1,3210~*
b 1,00139  1,00265 0,99920 099844 099831 0099757 099679  0,99925 0,99685 1,00148  1,00133

Observa-se da Tab. 5.22 que a inclinagdo das curvas, parametro b, € aproximadamente
um. Os valores dos parametros a e b nas Tabs. 5.19 e 5.22 sdo obtidos para retas do gréfico

logaritmico de T;p, versus N para malhas com volumes N = 1.024 e N = 1.048.576.
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5.2.2 Problemas C e D com mudanca de material em uma face

O Problema C, diferentemente dos demais, tem a condutividade térmica definida indepen-
dentemente da temperatura. Assim, o tempo de CPU utilizado na solu¢do é menor. Para carac-
terizar o tempo de CPU (em segundos) gasto na solu¢@o do Problema C, a Fig. 5.20 mostra as

curvas de apenas quatro dos esquemas avaliados.

—v—MHk | /@/
—O—TkMH | |
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‘%

po CPU (s)

\

Tem

0,01

Y

1x10° 1x10* 1x10° 1x10°
N

Figura 5.20: Tempo de CPU para o Problema C

Para um grafico logaritmico do tempo de CPU (7;p,) versus N, como o mostrado na Fig.
5.20, pode-se escrever que Tip, = aN?’, no qual “b” representa a inclinacdo de cada curva e “a”
€ o parametro que determina o valor da ordenada a partir da qual a reta cruza o eixo Tpp,. A
Tab. 5.23 apresenta os valores dos parametros a e b das curvas para cada um dos esquemas de

calculo de k.

Tabela 5.23: Parametros a e b das curvas dos tempos de CPU em fun¢do de N para o Problema C

parametro MAKk MHk MAT LTMH  TkMH KG2P KG3P Lk2M KG4P KG6P  DKID
a 1,33107° 1,4410°° 1,37107° 1,54107% 1,06 10~ 1,37107° 1,61 10~° 1,7510~° 1,60 10~° 2,05107° 1,44 10~
b 101476 101321 1,01193 101182 1,04028 1,01193 1,00038 1,01493  1,00755 0,99179 101321

Os parametros a e b foram calculados para as malhas com volumes N = 8.192 e N =

1.048.576. Estas duas malhas representam para cada um dos esquemas uma reta aproximada
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do comportamento do log(7,,). Observa-se que para todos os esquemas essas retas possuem

inclinagdes muito proximas do valor um.

O tempo de CPU gasto na solu¢do do Problema C para todos os esquemas € mostrado na
Tab. 5.24. Observa-se que a diferenca entre os esquemas é muito pequena, com destaque para
os esquemas MAT e KG2P que tiveram melhor resultado, ou seja, menor tempo na solucdo. O
MAT foi utilizado como tempo de CPU referéncia na comparagdao com os demais esquemas. No
caso especifico do Problema C, o MAT utiliza menor tempo computacional porque os valores
da condutividade térmica sdao conhecidos nas faces dos VC’s, portanto ndo exige cdlculos para

essa determinacao.

Tabela 5.24: Comparacio entre os tempos de CPU para o Problema C

malha Ty () -----------mmmmme oo Ri----mmmm e e
N MAT MAk MHk LTMH TkMH KG2P KG3P Lk2M KG4P KG6P DKID

2 0,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

4 0,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

8 0,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

16 0,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

32 0,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

64 0,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

128 0,000 1,938 1,000 1,938 1,938 1,000 1,000 1,938 1,938 1,000 1,000

256 0,000 1,000 1,000 1,319 1,000 0,660 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
512 0,001 1,000 1,000 1,205 1,205 1,000 1,205 1,603 1,000 1,205 1,000
1.024 0,002 1,000 1,103 1,199 1,103 1,000 1,000 1,500 1,199 1,199 1,103
2.048 0,003 1,054 1,159 1,213 1,213 1,054 1,054 1476 1,213 1,264 1,159
4.096 0,006 1,125 1,125 1,000 1,250 1,000 1,000 1,500 1,125 1,250 1,125
8.192 0,012 1,000 1,063 1,125 1,000 1,000 1,063 1,313 1,125 1,250 1,063
16.384 0,025 1,000 1,063 1,188 1,125 1,000 1,000 1,375 1,188 1,063 1,063
32768 0,051 1,015 1,077 1,154 1,138 0,954 1,000 1,354 1,138 1,138 1,077
65.536 0,105 1,000 1,060 1,119 1,134 0,985 0985 1,328 1,119 1,134 1,060
131.072 0,207 1,008 1,075 1,143 1,150 1,015 0,985 1,323 1,120 1,135 1,075
262.144 0,418 1,022 1,067 1,142 1,127 1,000 1,000 1,336 1,112 1,119 1,067
524288 0,850 1,000 1,037 1,138 1,147 0,972 0991 1312 1,083 1,119 1,037
1.048.576 1,693 1,014 1,069 1,124 1,147 1,000 1,005 1,332 1,101 1,134 1,069

No Problema D, o esquema MAk apresentou o menor tempo computacional. A Fig. 5.21
exibe as curvas referentes ao custo computacional de quatro dos esquemas avaliados no pro-

blema.

A Tab. 5.25 apresenta o tempo de CPU gasto para todos os esquemas avaliados. Observa-se
que o esquema MAK utiliza menor tempo de CPU em comparagdo com os demais esquemas, €
este € o esquema de referéncia para a comparacao. Na mesma andlise, verifica-se que o esquema

KG6P utiliza o maior tempo de CPU na comparagao.
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Figura 5.21: Tempo de CPU para o Problema D
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Tabela 5.25: Comparacio entre os tempos de CPU para o Problema D

maltha  Topy (S) -----------mmmmm o Ri--mmmm e e
N MAkKk MHk MAT LTMH TkMH KG2P KG3P Lk2M KG4P KG6P DKID

2 0,000 1,600 0,600 1,600 1,200 0,600 1,000 1,600 3,200 3,200 1,200

4 0,000 0667 0889 1,222 1,222 1,333 1,333 1,333 2,556 2,778 1,000

8 0,000 1,000 1,000 1,938 1,000 1938 1938 1938 2938 3,875 1,938

16 0,000 1,516 1,516 1,516 1,516 2,000 2,000 2,000 3,516 3,516 1,516

32 0,001 1,000 1,258 1,516 1,758 2,016 2,016 1,758 3,274 3,774 1,258

64 0,001 1,120 1,120 1,496 1,624 1,872 2248 1,744 3248 3,744 1,248

128 0,003 1,060 1,124 1,496 1,624 1,936 2,248 1,624 3,308 3,744 1,248

256 0,005 1,000 1,161 1,483 1,645 1,967 2,223 1,740 3,351 3,804 1,225

512 0,010 1,032 1,063 1476 1,603 1936 2,174 1,683 3301 3,777 1,253
1.024 0,020 1,039 1,126 1,481 1,606 1,890 2,150 1,654 3,276 3,701 1,229
2.048 0,040 1,039 1,110 1,467 1,576 1,906 2,137 1,631 3,251 3,686 1,200
4.096 0,080 1,059 1,118 1,471 1,588 1912 2,137 1,647 3245 37706 1,167
8.192 0,162 1,014 1,091 1,447 1,563 1,851 2,091 1,606 3,197 3,630 1,168
16.384 0,317 1,044 1,128 1,473 1,596 1911 2,153 1,640 3,276 3,719 1,197
32.768 0,643 1,034 1,113 1,466 1,585 1,888 2,121 1,637 3,226 3,669 1,212
65536 1,276 1,056 1,121 1,479 1,595 1,903 2,138 1,652 3,270 3,724 1,241
131.072 2,566 1,044 1,125 1477 1,596 1,905 2,155 1,644 3269 3,718 1,257
262.144 5235 1,027 1,105 1,458 1,579 1,889 2,141 1,616 3,206 3,644 1,222
524.288 10,335 1,044 1,141 1,490 1,608 1,921 2,164 1,639 3249 3,703 1,233
1.048.576 20,623 1,043 1,152 1,494 1,609 1917 2,173 1,660 3,239 3,705 1,248

A inclinagdo das curvas do tempo de CPU versus N em um grafico logaritmico, como no
exemplo da Fig. 5.21, pode ser obtido pela fungdo 7¢,, = aN?’, onde os parimetros “a” e “b”

sdo apresentados na Tab. 5.26. Esses parametros sdo obtidos considerando a reta definida pelos
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resultados das malhas N = 1024 e N = 1.048.576 no grafico do log(7¢pu).

Tabela 5.26: Parametros a e b das curvas dos tempos de CPU em funcdo de N para o Problema D

parimetro MAKk MHk MAT LTMH  TkMH KG2P KG3P Lk2M KG4P KG6P  DKID
a 1,901075 1,97 1075 2,09 1075 2,79 1075 3,05107° 3,55107° 4,05107> 3,13 107> 6,30 1075 7,04 1075 2,30 107
b 1,00238  1,00295 1,00570  1,00372  1,00259  1,00442  1,00394 1,00296 1,00076  1,00252  1,00469

5.2.3 Problema E

A Fig. 5.22 mostra as curvas do tempo de CPU (em segundos) versus N para o Problema

E. Nesta figura sdo apresentados quatro dos esquemas de cdlculo de k avaliados.
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Figura 5.22: Tempo de CPU para o Problema E

A inclinagdo das curvas do tempo de CPU versus N em um grafico logaritmico, como no
exemplo da Fig. 5.22, pode ser obtido pela fun¢do T¢,, = aN?’, onde os pardmetros a e b sio
apresentados na Tab. 5.27. Esses parametros sdo obtidos considerando a reta definida pelos

resultados das malhas N = 1024 e N = 1.048.576 no grafico do log(7¢pu).

Tabela 5.27: Parametros a e b das curvas dos tempos de CPU em fun¢do de N para o Problema E

parametro MAk MHk MAT LTMH TKkMH KG2P KG3P Lk2M KG4P KG6P DKID ADID
a 1,04100% 1,04100% 1,06107% 1,15107* 1,19107* 1,30107* 1,37107* 1,20107* 1,71107% 1,82107% 1,13107* 1,40107%
b 1,00088 1,00228 1,00005 1,00007 0,99978 1,00001 0,99944 1,00025 0,99991 0,99931 1,00138 0,99990
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O esquema MAKk € o que possui menor tempo de CPU na solugdo. Esta situagdo pode ser
notada na Tab. 5.28, onde estdo expressos os tempos de CPU de todos os esquemas. O MAk

foi utilizado como tempo de CPU de referéncia.

Tabela 5.28: Comparacdo entre os tempos de CPU para o Problema E

malha  Tipy () --------mmmm e Ry---mmmmmm
N MAk MHk MAT LTMH TkMH KG2P KG3P Lk2M KG4P KG6P DKID ADID
2 0,000 1,750 1,188 1,188 1,000 1,188 1,188 1,000 1,563 1,375 1,063 1,375
4 0,000 1,865 0,730 1,108 1,48 1,000 1,108 1,000 1,297 1,351 0,892 0,919
8 0,000 82,979 4979 2319 2,000 2,660 2,660 3319 3,660 3,660 2319 3,319
16 0,002 41,797 2,171 45,551 1,000 1,668 1,834 2,000 2337 2417 1417 2,086
32 0,004 42211 1,168 1460 1,126 1294 1,417 1,294 1,794 1,877 1,209 1,460
64 0,007 1,199 1,067 1,178 1,155 1,266 1,311 1,155 1,667 1,755 1,088 1,356
128 0,014 1,022 1,011 1,110 1,142 1,242 1,296 1,154 1,637 1,746 1,077 1,340
256 0,027 1,058 1,017 1,156 1,133 1,243 1,300 1,156 1,636 1,740 1,087 1,335
512 0,054 1,006 1,015 1,102 1,140 1,244 1,305 1,154 1,637 1,739 1,087 1,337
1.024 0,107 1,013 1,016 1,101 1,137 1,242 1,308 1,152 1,634 1,740 1,095 1,339
2.048 0,213 1,014 1,012 1,105 1,136 1,243 1,306 1,151 1,635 1,749 1,075 1,336
4.096 0,425 1,013 1,015 1,103 1,136 1248 1,306 1,154 1,642 1,769 1,077 1,339
8.192 0,850 1,016 1,013 1,107 1,139 1,245 1,304 1,154 1,637 1,749 1,039 1,335
16.384 1,704 1,016 1,013 1,103 1,137 1,244 1,301 1,156 1,641 1,769 1,075 1,334
32.768 3435 1,010 1,015 1,101 1,127 1,238 1,294 1,146 1,627 1,738 1,076 1,328
65.536 6,933 1,012 1,011 1,085 1,117 1,224 1,280 1,133 1,610 1,707 1,065 1,315
131.072 13,864 1,015 1,014 1,088 1,122 1,227 1,284 1,136 1,614 1,707 1,045 1,315
262.144 27,690 1,019 1,016 1,089 1,124 1,229 1,283 1,141 1,616 1,711 1,035 1,322
524288 54,663 1,032 1,030 1,105 1,137 1,244 1,300 1,155 1,637 1,738 1,094 1,340
1.048.576 110,098 1,023 1,010 1,095 1,129 1,235 1,295 1,147 1,623 1,721 1,099 1,330

5.3 MUDANCA DE MEIO EM UM NO

Nesta se¢@o serdo analisados os resultados dos esquemas de célculo de k na face do VC
quando existe uma mudanca abrupta da condutividade térmica em um né. A Fig. 5.23 apresenta
duas malhas diferentes para um mesmo problema que tem dois materiais, sendo a mudanca de
material no meio do dominio de calculo. A Fig. 5.23(a) apresenta uma malha com quatro
volumes reais e, consequentemente, a mudanga ocorre na face do VC, sendo as andlises para
esta condicdo realizadas na secdo 5.1. J4, na Fig. 5.23(b) existem cinco volumes, assim, a

mudanca de material € no n6 e ndo na face do VC, e esta condi¢ao é estudada nesta secao.

Os resultados da avaliacdo de desempenho dos esquemas de célculo de k serdo apresentados
para os Problemas C e D. Nestes problemas a mudanca na condutividade térmica ocorre no

centro do dominio, conforme a Tab. 4.1.
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Figura 5.23: Detalhes na geragdo da malha

5.3.1 Resultados para o Problema C

Os resultados para o erro de discretizacdo do Problema C se dividem em dois grupos distin-
tos. O primeiro deles € composto por esquemas que ndo apresentam erros de discretizacao
e o segundo grupo por esquemas com erros de discretizacdo. Os esquemas com erros de

discretizagdo sao o MAk e o MHk. Nesta anélise a razdo de refino da malha € igual a trés.

Dos dois esquemas que possuem erro de discretizagdo, o MAk € o que apresenta os maiores
valores e o MHk os menores. A Fig. 5.24 mostra o comportamento desses dois esquemas em
relacdo aos erros de discretizagdao. Os demais esquemas nao apresentam erros de discretizagao,

sendo apenas erros de arredondamento.
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Figura 5.24: Média da norma /; dos erros verdadeiros (E) para o Problema C com mudanca do material
no nd
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A Tab. 5.29 apresenta os valores do logaritmo da média da norma /; do erro de discretizagao
(log(L)) para todos os esquemas analisados. Pode-se observar que os esquemas MAT, LTMH,
TkMH, Lk2M, KG4P e KG6P possuem apenas erros de arredondamento e, sendo esses valores,
iguais. Na tabela podem ser observados resultados comparativos entre cada um dos esquemas e
o numero de volumes (N) utilizados nas analises. A comparacao € feita com base no esquema
que apresenta o melhor resultado, ou seja, aquele que possui menor erro de discretizacdo. No
caso, dentre os esquemas com menor erro de discretizacdo foi escolhido o MAT, sendo seus
valores absolutos listados na tabela. A comparacdo entre os esquemas € feita com base no

parametro R, Eq. (5.1).

Tabela 5.29: Comparagio entre os esquemas de célculo da condutividade térmica para o Problema C
com mudanga do material no n

malha referéncia (L)  ----------“"-"“"““““““““““““ -~ R---mm e
N MAT MAKk MHk LTMH TkMH KG2P KG3P Lk2M KG4P KG6P DKI1D

3 8,024710°3 1,733310% 6,6084 102 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 6,6084 1032

9 7,62351073 5,393210%2 12,7236 102 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 2,7236 1032

27  4,99761073% 12,7441 103" 11,4706 103! 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,4706 103!

81 3,786310733 1,210510% 6,6024 10 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 6,6024 10%
243 294131073 52003 10% 2,852210%° 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 2,8522 10%
729  8,946410732 5701210% 3,132810%7 11,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 3,1328 10’
2.187 1,11861073' 11,5201 1027 18,3581 1026 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 8,3581 10%°
6.561 1,59621073" 35511 10%° 1,9529 10%° 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,9529 10%
19.683 17,3166 1073 25824 10%* 11,4203 10** 11,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,4203 10%*
59.049 1,315110°28 47891 1022 2,6340 1022 11,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 2,6340 10%2
177.147  2,661010728 7,8896 102" 4,3393 102! 11,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 4,3393 102!
531441 1,3271107%7 5,273210%° 2,9003 10° 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 2,9003 102
1.594.323  7,630210°27 13,0571 10" 11,6814 10" 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,6814 10"

A Tab. 5.30 apresenta a ordenacao dos resultados do melhor para o pior esquema de calculo
de k na face do VC para o erro de discretizacdo. Esta anédlise considera os resultados para todas
as malhas a partir da qual é definido o intervalo convergente. Neste caso foram utilizadas as

malhas com 81 volumes até 1.594.323 volumes.

Tabela 5.30: Ordenagdo por resultados do erro de discretizagdo para o Problema C com mudanga do
material no né

ordem de resultados 1 1 1 1 1 1 1 1 9 9 11
esquemas MAT LTMH TkMH KG2P KG3P Lk2M KG4P KG6P DKID MHk MAk

Conforme se pode ver na Fig. 5.25 e Tab. 5.31, para os esquemas MAk e MHk, a ordem

efetiva do erro de discretizacdo tende para a unidade quando 7 — 0. Os demais esquemas nao



apresentam erro de discretizacao, sendo assim, a ordem efetiva nao foi calculada.
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Figura 5.25: Ordem efetiva do erro de discretizagio para o Problema C com mudanga do material no né

Tabela 5.31:

5.3.2 Resultados para o Problema D

Ordem efetiva do erro de discretizacdo para o Problema C com mudanga do material no n6

malha

Ordem efetiva

N

MAk MHk

9

27

81

243

729
2.187
6.561
19.683
59.049
177.147
531.441
1.594.323

1,109 0,854
0,999 0,945
0,998 0,982
0,999 0,994
1,000 0,998
1,000 0,999
1,000 1,000
1,000 1,000
1,000 1,000
1,000 1,000
1,000 1,000
1,000 1,000

A andlise realizada para o Problema D mostra que todos os esquemas possuem erros de

discretizacdo. O esquema com maior erro de discretizacao ¢ o MHk e com menor o TkMH. A

Fig. 5.26 apresenta as curvas do log(L) versus log(h) para quatro dos esquemas avaliados. A

razao de refino de malha utilizada em todas as andlises € igual a trés.
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log(L)

Figura 5.26: Média da norma /; dos erros verdadeiros (E) para o Problema D com mudanga do material
no nd

Tabela 5.32: Comparagdo entre os esquemas de calculo da condutividade térmica para o Problema D
com mudanga do material no n6

malha referéncia (L1)  ----------"“"“~“"“~““~““““-“-“-“-“-- -~ R---mmm e
N TKMH MAk MHk MAT LTMH KG2P KG3P Lk2M KG4P KG6P DKID

3 5,109310°% 11,6968 100 2,4997 10°" 11,4567 1,6206 1,2404 12397 13088 1,2398 1,2397 1,2397

9 6,023010™ 2191810 5,839010°! 11,5937 1,7972 1,3248 13247 1,3955 1,3247 1,3247 1,3247

27 6,8672107% 4,0946 10%° 1,5889 10°2 1,5824 1,7775 1,3225 1,3225 13879 1,3225 13225 1,3225

81 7,7277107% 11,0009 10°" 4,592110°% 1,5657 1,7547 13138 1,3138 1,3768 1,3138 1,3138 13138
243 8,627310°%7 27839 10°" 11,3598 10 11,5586 1,7452 1,3099 1,3099 1,3721 1,3099 1,3099 1,3099
729 19,6017 107 % 8 1335 10°" 4,0614 109 1,5561 1,7418 1,3086 1,3086 1,3705 1,3086 1,3086 1,3086
2,187 1,067410°% 24183 10°2 1,2166 10°* 1,5553 1,7407 1,3081 1,3081 13699 1,3081 1,3081 1,3081
6.561 1,186310°" 7,233010°2 3,6481 10°* 1,5550 1,7403 1,3079 1,3079 1,3697 1,3079 1,3079 1,3079
19.683 1,318210°10 2 1677 10 1,0942 10% 1,5549 1,7401 1,3079 1,3079 1,3696 1,3079 1,3079 1,3079
59.049 1,464710 11 6,5010 10 3,282510% 1,5549 1,7401 1,3079 1,3079 1,3697 1,3079 1,3079 1,3079
177.147  1,627410712 1,9501 10%* 9,847510% 1,5548 1,7401 1,3078 1,3078 1,3696 13078 13078 1,3078
531.441 1,808210°'3 58500 10%* 2,954210% 1,5548 1,7401 1,3078 13078 13696 1,3078 1,3078 1,3078
1.594.323  2,009210~ % 11,7550 10 8,8626 10° 1,5548 1,7401 1,3078 1,3078 1,3696 1,3078 1,3078 1,3078

A Tab. 5.32 apresenta os valores com os erros de discretizacdo para todos os esquemas
analisados. Pode-se observar que o esquema MAT, projetado para esta condi¢do (mudanca da

condutividade térmica no nd), ndo € o que apresenta o melhor resultado.

A Fig. 5.27 mostra a ordem efetiva de cinco dos esquemas analisados. Para os esquemas
MAk e MHk a ordem efetiva do erro de discretizacdo tende para a unidade quando & — O.

J4, para os demais esquemas a ordem efetiva tende para dois quando 47 — 0. Na Tab. 5.33
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sdo apresentados os valores da ordem efetiva do erro de discretizagdo para todos os esquemas

avaliados.
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b | e Bt | B ~ By ™ i, T . e g M —
2088800 D DDty

Figura 5.27: Ordem efetiva do erro de discretizacdo para o Problema D com mudanga do material no né

Tabela 5.33: Ordem efetiva do erro de discretizagdo para o Problema D com mudanca do material no né

malha Ordem efetiva
N MAk MHk MAT LTMH TkMH KG2P KG3P Lk2M KG4P KG6P DKID
9 1,713 1,174 1,864 1,852 1946 1,886 1,886 1,888 1,886 1,886 1,886
27 1,408 1,065 1,983 1,987 1,976 1978 1978 1981 1978 1978 1978
81 1,175 1,022 1,998 2,000 1,988 1,994 1,994 1,996 1,994 1,994 1,994
243 1,065 1,008 2,000 2,001 1,996 1,998 1,998 1,999 1,998 1,998 1,998
729 1,023 1,003 2,000 2,000 1,999 1,999 1,999 2,000 1,999 1,999 1,999
2.187 1,008 1,001 2,000 2,000 1,999 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000
6.561 1,003 1,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000
19.683 1,001 1,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000
59.049 1,000 1,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000
177.147 1,000 1,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000
531.441 1,000 1,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000
1.594.323 1,000 1,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000 2,000

A Tab. 5.34 apresenta a lista com a ordenacdo do melhor para o pior resultado alcancado
pelos esquemas de célculo de k na face do VC em relagdo ao erro de discretizacdo. Todas as

malhas avaliadas pertencem ao intervalo convergente.
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Tabela 5.34: Ordenacgdo por resultados do erro de discretizacdo para o Problema D com mudanca do

material no nd

ordem de resultados
esquemas TkMH DKID KG6P KG3P KG4P KG2P Lk2M MAT LTMH MAk MHk

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

11

5.4 ESQUEMA HIBRIDO

Nesta secdo sdo apresentados os resultados da proposicdo de um esquema hibrido para

o cdlculo da condutividade térmica do Problema D. A idéia basica do esquema Hibrido € a

combinacao dos esquemas MAk e MHk.

Define-se o esquema Hibrido, considerando a posi¢cdo espacial x = 0,5, onde ocorre a

mudanca brusca de condutividade no Problema D, como coincidente com a interface entre dois

volumes de controle?, calcula-se, entdo, k. de todas as faces fora desta posi¢do pelo esquema

MAK. Para a face coincidente com a mudanga brusca de condutividade térmica, k. € calculada

pelo esquema MHk.
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Figura 5.28: Média da norma /; dos erros verdadeiros (E) para o Problema D - anélise suplementar

A Fig. 5.28 apresenta as curvas do log(L) versus log(h) para os esquemas MAk, MHk e

Hibrido, sendo que a razdo de refino de malha € igual a dois. Pode-se observar na figura que o

esquema MHk tem os melhores resultados.

%pela forma como as malhas sio geradas neste trabalho, isto é obtido com um niimero par de volumes na malha.
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A Fig. 5.29 apresenta a ordem efetiva do erro de discretizacdo para os esquemas MAK,
MHk e o Hibrido. Nessa figura € possivel observar que os esquemas MHk e o Hibrido tém
ordem efetiva tendendo para dois quando & — 0, e 0 MAKk, conforme foi mostrado em anélise

anterior, tem ordem efetiva tendendo a unidade.
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Figura 5.29: Ordem efetiva do erro de discretizacdo para o Problema D - andlise suplementar

A Tab. 5.35 apresenta os valores da média da norma /; do erro de discretizacdo para o
MHk. Nessa tabela, também, ¢é feita a comparacdo com base no parametro R, Eq. (5.1), entre
os esquemas MAk e o Hibrido em relacio ao MHk. Conforme se observa, o esquema Hibrido
apresenta resultados muito proximos do esquema MHk. Conclui-se, entdo, que o cdlculo da
condutividade térmica com o esquema MHk para a interface onde ocorre a mudanga brusca
na condutividade € suficiente para melhorar os resultados que sdo obtidos quando se utiliza

somente o MAKk.

Para explicar melhor o comportamento do esquema Hibrido, define-se o erro percentual €

para a condutividade térmica como sendo:

k(P) — k*(P)

&(%) = K(P)

100 (5.6)

onde k(P) e k“(P) sdo as condutividades térmicas numérica e exata, respectivamente, para o

ponto P.
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Tabela 5.35: Comparagao entre os esquemas de cdlculo da condutividade térmica para o Problema D

considerando o esquema Hibrido

malha referéncia (L)

N MHKk MAk  Hibrido
2 1,05311072 24855 10°"  1,0000

4 1,062010°92 89762 10%°  0,6763

8  2,5340107% 16098 10°"  1,0003

16 6,397110~% 29445109  1,1594

32 1,597410°% 5665110  1,2666

64 3,995210°% 1,1102102 13264

128 9,987210°% 2.198510°2  1,3592

256 2,4966107% 4 3756102  1,3763
512 6,2413107Y7  8,7297 10°2  1,3849
1.024  1,560310~%7 11,7438 109  1,3893
2.048  3,900710° % 3 485510  1,3915
409 9,7516107 % 6,9689 109  1,3926
8.192  2,4379107" 11,3936 10  1,3932
16384  6,094710°1° 2 7869 10%  1,3935
32.768  1,523710°10 55737 10%  1,3936
65536 3,809210~11 1,114710%  1,3937
131.072  9,523010° 12 2,2294 10%  1,3937
262.144  2,380710712  4.4588 10  1,3937
524288 595191013 89175109  1,3937
1.048.576  1,488010° 13 1,783510%  1,3937

Tabela 5.36: Erro percentual da condutividade térmica para malha N = 16 do Problema D

X(m) EMAk EmHEK  EHibrido
0,00000  0,00000 0,00000 0,00000
0,03125 0,00717  0,00025 0,00061
0,09375 0,02134 0,00063 0,00171
0,15625 0,03544 0,00101 0,00281
0,21875 0,04949 0,00139 0,00391
0,28125 0,06347 0,00176  0,00500
0,34375 0,07740 0,00214  0,00608
0,40625 0,09127 0,00251 0,00716
0,46875 0,10508 0,00288 0,00824
0,53125 -9,06425 -0,41760 -0,38295
0,59375 -6,61300 -0,24080 -0,27948
0,65625 -4,82016 -0,13218 -0,19487
0,71875 -3,45239 -0,06069 -0,12532
0,78125 -2,37475 -0,01116 -0,06751
0,84375 -1,50389 0,02457 -0,01886
0,90625 -0,78556 0,05119 0,02256
0,96875 -0,18294 0,07154 0,05819
1,00000  0,00000 0,00000  0,00000
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Figura 5.30: Diferenca percentual (€) da condutividade térmica para o Problema D com N = 16

Com a defini¢do do erro percentual (€), Eq. (5.6), é possivel fazer uma andlise do de-
sempenho do esquema Hibrido em compara¢do com os esquemas MAk e MHk. Para tanto,
escolheu-se a malha com 16 volumes (esta malha estd dentro do intervalo convergente dos trés
esquema) para fazer a analise. A Tab. 5.36 apresenta os erros percentuais para a condutivi-

dade térmica dos esquemas MAk, MHk e Hibrido. Os valores de k(P) e k*(P) podem ser
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consultados no Apéndice F.

Com os valores da Tab. 5.36 € possivel plotar um grafico da distribuicao do erro percentual

(¢) para amalha N = 16. A Fig. 5.30 apresenta € para cada uma das posi¢des nodais da malha.

Na Fig. 5.30(a), observa-se que 0o MAKk apresenta um aumento expressivo no erro percentual
da condutividade térmica na posi¢do x = 0,5 e o comportamento do esquema Hibrido € muito
préoximo do MHk. A Fig. 5.30(b) apresenta uma ampliacdo da regido do grafico para a posi¢ao
x =0,5. Pode-se constatar que no esquema Hibrido existe um amortecimento de € quando
comparado ao MAk fazendo, apenas, a inclusdo do célculo da condutividade térmica pela média

harmonica na face coincidente com a posi¢ao x = 0, 5.

As andlises realizadas, também, levaram em considera¢do o custo computacional. Para
um critério de convergéncia de 1. 1019, definido na se¢io 5.2, tem-se o tempo de CPU igual
a 21,926 segundos para a malha N = 1.048.576. Este tempo € 6,3% maior que o tempo de
solu¢do com o esquema MAKk e, também, o esquema Hibrido utiliza um pouco mais de tempo

computacional que o MHKk.

5.5 RESUMO DOS RESULTADOS OBTIDOS
Ao longo do Capitulo 5, pode-se concluir das anélises realizadas que:

1. Para problemas puramente difusivos em apenas um tnico meio, como sao 0s casos apre-
sentados nos Problemas A e B, o esquema mais efeciente € o MAk. Este resultado
contraria, de certa forma, o senso comum, que indica a aplicacdo do esquema MHKk.
Ainda, pode-se destacar os esquemas DK 1D e TkMH pelos resultados obtidos, sendo que

o DK1D tem menor custo computacional quando comparado ao TkMH.

2. Para o problema de advecg¢do-difusdo, apresentado no Problema E, os esquemas que apre-
sentaram melhores resultados sdo os que utilizam na formulacdo a temperatura da face
calculada com base no fluxo de calor. Os esquemas com esta caracteristica sao: TkMH,
KG2P, KG3P, Lk2M, KG4P, KG6P e o DK1D. Na anélise deste problema, cabem os

seguintes comentarios:

e O esquema TkMH, apesar de calcular a temperatura na face do VC de controle com
base no fluxo de calor, utiliza 0 MHk para calcular a condutividade térmica na face
do VC. Melhores resultados seriam alcangados se 0 MAKk fosse utilizado no célculo,

como pode ser comprovado nas andlises dos Problemas A e B.
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e Os esquemas KG2P, KG3P, KG4P e KG6P apresentaram resultados iguais em rela-
¢do ao erro de discretizagdo. Isso pode ser explicado pela classe de continuidade da
funcdo condutividade térmica do problema que permite que a integracdo numérica

gaussiana obtenha o valor exato.

e O esquema Lk2M, que utiliza como integracdo numérica a regra do ponto médio
(regra do retangulo), ndo consegue representar adequadamente o valor da integracdo

numérica da fun¢do condutividade térmica.

e Em uma avaliacdo geral sobre o desempenho de todos os esquemas, sugere-se a
utilizacdo do esquema DKI1D como o mais indicado nesse tipo de problema. Este
esquema apresenta um dos menores erros de discretizagdo, ver Tab. 5.13, com baixo

custo computacional.

e O esquema com pior desempenho em relagdo ao erro de discretizacao é o MHK,
sendo este resultado compativel com os obtidos nos problemas com caracteristicas

unicamente difusivas.

e O esquema ADID, especialmente projetado para esta aplicacdo, ndo apresentou

bons resultados.

3. O Problema C € composto por dois meios com condutividades térmicas diferentes. Nesse
problema, essas condutividades térmicas sdo independentes da temperatura e a solucao

passa a ser linear. Ainda, cabem os seguintes comentarios:

e Os esquemas MAk, MAT, KG2P e KG3P deterioram a ordem efetiva da aproxima-

cdo quando a mudanga brusca da condutividade térmica ocorre na face do VC.

e Os esquemas MHk, LTMH, TkMH, Lk2M, KG4P, KG6P e DK 1D nio apresentam
erro de discretizacdo, sendo os erros numéricos decorrentes exclusivamente dos er-
ros de arredondamento quando a mudanga brusca da condutividade térmica ocorre

na face do VC.

e Quando a mudanca brusca da condutividade térmica ocorre em um n6 do VC, alguns
esquemas apresentam um comportamento diverso quando comparado a mudanca na
face do VC, sendo esse o caso dos esquemas MHk, DK1D e MAT. Os esquemas
MHk e DK1D (esses esquemas sao equivalentes para o Problema C) t€ém seus re-
sultados deteriorados em relagdo a ordem efetiva do erro de discretizacdo. O MAT
deixa de ter erros de discretizacdo (esse esquema foi projetado para esta situacao),

apresentando apenas erros de arredondamento.
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e Os esquemas que mantém a consisténcia dos resultados, sem erro de discretizagdo,
qualquer que seja a posicdo da mudanga da condutividade térmica, face ou nd, sdao
os esquemas LTMH, TkMH, Lk2M, KG4P e KG6P. O esquema M Ak ndo apresenta

bons resultados qualquer que seja a configuracao utilizada.

e Para este tipo de problema, sugere-se a utilizacdo dos esquemas LTMH, TkMH,
KG4P e KG6P. Essa sugestdo leva em consideracdo que esses esquemas mantém a
consisténcia quando a mudanga abrupta da condutividade térmica acontece na face
do VC ou no né e, ainda, possuem baixo custo computacional. O esquema MHK,
apesar de bem aceito para o cdlculo de k, ndo apresenta bons resultados quando a
mudanca de material (mudanga abrupta da condutividade térmica) ocorre no n6 do
VC.

4. O Problema D é composto por dois meios com condutividades térmicas diferentes. Nesse
problema, essas condutividades térmicas s@o dependentes da temperatura e a solugdo €
nao-linear. Em relacdo aos esquemas avaliados para o calculo de k, fazem-se os seguintes

comentarios:

e Os esquemas MAk, MAT, KG2P e KG3P deterioram a ordem efetiva da aproxima-

¢do quando a mudanca brusca da condutividade térmica ocorre na face do VC.

e Quando a mudanga brusca da condutividade térmica ocorre em um n6 do VC, alguns
esquemas apresentam um comportamento diverso quando comparado a mudanca na
face do VC. Esse € o caso dos esquemas MHk e MAT. O MHk tem seus resultados
deteriorados em relacdo a ordem efetiva da aproximacao que tende para a unidade
quando &7 — 0. O MAT (esse esquema foi projetado para esta situagdo) apresenta
bons resultados em relacdo aos erros de discretizacdo, sendo a ordem efetiva da

aproximacao igual a dois.

e Os esquemas que mantém a consisténcia dos resultados para qualquer que seja a
posicdo da mudanga da condutividade térmica, face ou nd, sao os esquemas LTMH,
TkMH, Lk2M, KG4P, KG6P e DK1D. O esquema MAk ndo apresenta bons resul-

tados qualquer que seja a configuragdo utilizada.

e Sugere-se a utilizagdo do esquema DK1D para o célculo da condutividade térmica
na face do VC considerando que, além de ser um esquema que apresenta bons re-
sultados em termos dos erros de discretizacdo, este esquema apresenta baixo custo

computacional quando comparado aos demais.
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6 CONCLUSAO

Os mecanismos de transferéncia de calor representam um conjunto de problemas de grande
interesse na engenharia, onde os fendmenos sdo, via de regra, de representacdo bastante com-

plexa.

O método dos volumes finitos foi utilizado neste trabalho para a avaliacdo dos problemas de
transferéncia de calor, sendo que este método possui base tedrica consolidada e sua aplicacdo é

largamente difundida na drea da dindmica de fluidos computacional.

Na solu¢@o numérica via MVF, em muitos problemas difusivos, existe a necessidade de se
calcular a condutividade térmica na face do VC. As diferentes estratégias numéricas possiveis
para o de célculo de k na face do VC, neste trabalho, foram chamadas de esquemas. Eviden-
temente, esse valor de k é uma aproximacao obtida a partir dos valores nodais da malha. Os
esquemas MAk e MHk sdo bastante difundidos na literatura e comumente empregados para se
calcular a condutividade térmica na face do VC e, dependendo do problema e da geracdo da

malha, apresentam bons resultados.

Neste trabalho, foram feitas andlises para cinco problemas com caracteristicas diferentes.
Os Problemas A, B e E apresentam a condutividade térmica dependente da temperatura com
variagdes suaves ao longo do dominio de cdlculo. Os problemas C e D t€ém dois materiais com
condutividades térmicas diferentes e, nesses problemas com variacao abrupta de k, foi possivel

avaliar o efeito da mudancga da condutividade térmica na face ou no né do VC.

Como contribui¢des importantes, este trabalho apresenta a avaliacdo detalhada de sete es-
quemas disponiveis na literatura e a proposicao de outros cinco para o cdlculo da condutivi-
dade térmica. Para todos os esquemas de célculo de k foi feita uma andlise sobre os erros
de discretizagdo e o custo computacional envolvido. Para tanto, foi desenvolvido um pro-
grama computacional escrito em linguagem Fortran com precisdo quadrupla. O uso da precisdao
quédrupla se justifica, pois, sabe-se que com o refinamento da malha existe um aumento do
erros de arredondamento. Esses erros de arredondamento sdo minimizados quanto maior for o

numero de casas decimais utilizadas.

Durante o Capitulo 5 foram feitas andlises detalhadas dos diversos aspectos envolvidos no

calculo de k na face do VC. Assim, tem-se como conclusoes finais:

1. O MHKk, proposto por Patankar (1980), ndo apresenta as melhores caracteristicas para o
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célculo de k, principalmente quando a mudanga da condutividade térmica ocorre no n6
do VC.

2. A avaliacdo dos esquemas de célculo de k£ ndo deve ser feita para apenas uma ou duas
malhas. Ainda, para que os resultados possam ser comparados, a solu¢do numérica em

cada uma das malhas avaliadas deve estar no intervalo convergente.

3. O esquema para célculo de k na face do VC, quando necessario, deve ser transparente
para o analista do problema. Ou seja, ndo deve ser preocupagdo do analista o fato de
existir influéncia da geracdo da malha no resultado ou se o custo computacional € ele-
vado para determinado esquema. Assim, pode-se fazer uma indicag¢io para o esquema de
célculo de k para problemas onde a condutividade térmica € independente ou dependente

da temperatura, sendo:

e Problemas com a condutividade térmica € independente da temperatura: o Unico
problema avaliado neste trabalho foi o Problema C. Conforme mencionado anteri-
ormente, sugere-se para cdlculo de k os equemas LTMH, TkMH, KG4P e KG6P.
Pode-se colocar como sugestao unica o esquema LTMH pela simplicidade na im-

plementacdo computacional.

e Problemas com a condutividade térmica é dependente da temperatura: neste traba-
lho foram estudados os Problemas A, B, D e E. Pelos resultados apresentados em
relacdo ao erro de discretizagdo e custo computacional, sugere-se a utilizagao do

esquema DK1D para este tipo de problema.

Para trabalhos futuros no estudo de esquemas de calculo da condutividade térmica na face

do VC, sao recomendados os seguintes temas:
e Andlise dos esquemas propostos neste trabalho para problemas unidimensionais que en-
volvam mudanca de fase.

e Com base nos esquemas unidimensionais propostos, desenvolver esquemas para a utili-

zacdo em problemas bidimensionais e tridimensionais.
e Analisar os esquemas existentes e desenvolver novos esquemas para o cdlculo na face do

VC de outras propriedades como, por exemplo, a viscosidade.

A solucdo numérica dos problemas de CFD via MVF necessita de muitos desenvolvimentos

e avaliagcOes consistentes com base na andlise de erros numéricos. Este texto avaliou varios
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esquemas de calculo de k na face do VC e contribuiu para auxiliar o analista numérico a escolher

o melhor esquema para problemas diferentes.
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A

APENDICE A - RESULTADOS PARA O PROBLEMA A

Média da norma /; dos erros verdadeiros (E) para o Problema A

Tabela A.1
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A

APENDICE B - RESULTADOS PARA O PROBLEMA B

Média da norma /; dos erros verdadeiros (E) para o Problema B

Tabela B.1
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A

APENDICE C - RESULTADOS PARA O PROBLEMA C

Meédia da norma /; dos erros verdadeiros (E) para o Problema C

Tabela C.1
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A

APENDICE D - RESULTADOS PARA O PROBLEMA D

Média da norma /; dos erros verdadeiros (E) para o Problema D

Tabela D.1
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A

APENDICE E - RESULTADOS PARA O PROBLEMA E

Média da norma /; dos erros verdadeiros (E) para o Problema E

Tabela E.1
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APENDICE F - RESULTADOS PARA O ESQUEMA HIBRIDO

Tabela F.1: Erro percentual da condutividade térmica do Problema D calculada com o esquema MAk
para malha N = 16

x(m)  T*(P) T(P) kex(P) k(P)  emar(%)
0,00000  0,00000  0,00000  100,00000  100,00000 0,00000
0,03125 0,00106  0,00113  100,10633  100,11351 0,00717
0,09375 0,00318  0,00340  100,31899  100,34039 0,02134
0,15625  0,00530  0,00566  100,53165  100,56728 0,03544
0,21875 0,00742  0,00791  100,74431  100,79416 0,04949
0,28125  0,00952  0,01016  100,95696  101,02104 0,06347
0,34375 0,01163  0,01240 101,16962  101,24793 0,07740
0,40625 0,01373  0,01464 101,38228  101,47481 0,09127
0,46875  0,01582 0,01687  101,59494  101,70170 0,10508
0,53125 0,11631  0,02129 1,12334 1,02152  -9,06425
0,59375 0,28968  0,22126 1,33600 1,24765  -6,61300
0,65625  0,43739  0,38799 1,54866 1,47401  -4,82016
0,71875  0,56606  0,53093 1,76132 1,70051  -3,45239
0,78125  0,68005  0,65602 1,97398 1,92710  -2,37475
0,84375 0,78236  0,76721 2,18664 2,15375  -1,50389
0,90625 0,87517  0,86729 2,39929 2,38045  -0,78556
0,96875  0,96010  0,95827 2,61195 2,60717  -0,18294
1,00000  1,00000  1,00000 2,71828 2,71828 0,00000

Tabela F.2: Erro percentual da condutividade térmica do Problema D calculada com o esquema MHk
para malha N = 16

x(m)  T*(P) T(P) ke (P) k(P)  emui(%)
0,00000  0,00000  0,00000  100,00000  100,00000 0,00000
0,03125 0,00106  0,00107  100,10633  100,10658 0,00025
0,09375  0,00318  0,00319  100,31899  100,31962 0,00063
0,15625 0,00530  0,00531 100,53165  100,53266 0,00101
0,21875 0,00742  0,00743  100,74431  100,74570 0,00139
0,28125  0,00952  0,00954  100,95696  100,95875 0,00176
0,34375 0,01163  0,01165 101,16962  101,17179 0,00214
0,40625 0,01373  0,01375 101,38228  101,38483 0,00251
0,46875 0,01582  0,01585 101,59494  101,59787 0,00288
0,53125 0,11631  0,11212 1,12334 1,11865  -0,41760
0,59375 0,28968  0,28727 1,33600 1,33278  -0,24080
0,65625 0,43739  0,43607 1,54866 1,54661  -0,13218
0,71875  0,56606  0,56546 1,76132 1,76025  -0,06069
0,78125  0,68005  0,67994 1,97398 1,97376 ~ -0,01116
0,84375 0,78236  0,78261 2,18664 2,18717 0,02457
0,90625 0,87517  0,87569 2,39929 2,40052 0,05119
0,96875  0,96010  0,96081 2,61195 2,61382 0,07154
1,00000  1,00000  1,00000 2,71828 2,71828 0,00000
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Tabela F.3: Erro percentual da condutividade térmica do Problema D calculada com o esquema Hibrido

para malha N = 16

x(m) T(P) T(P) k*(P) k(P)  €nibrido(%)
0,00000  0,00000  0,00000  100,00000  100,00000 0,00000
0,03125 0,00106  0,00107  100,10633  100,10694 0,00061
0,09375  0,00318  0,00320 100,31899  100,32071 0,00171
0,15625 0,00530 0,00533  100,53165  100,53447 0,00281
0,21875 0,00742  0,00745  100,74431  100,74824 0,00391
0,28125  0,00952  0,00957  100,95696  100,96201 0,00500
0,34375 0,01163  0,01169  101,16962  101,17577 0,00608
0,40625 0,01373  0,01380 101,38228  101,38954 0,00716
0,46875 0,01582  0,01591  101,59494  101,60331 0,00824
0,53125 0,11631  0,11247 1,12334 1,11904 -0,38295
0,59375 0,28968  0,28688 1,33600 1,33227 -0,27948
0,65625 0,43739  0,43544 1,54866 1,54564 -0,19487
0,71875  0,56606  0,56481 1,76132 1,75911 -0,12532
0,78125  0,68005  0,67937 1,97398 1,97264 -0,06751
0,84375 0,78236  0,78218 2,18664 2,18622 -0,01886
0,90625 0,87517  0,87540 2,39929 2,39984 0,02256
0,96875  0,96010  0,96068 2,61195 2,61347 0,05819
1,00000  1,00000  1,00000 2,71828 2,71828 0,00000
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APENDICE G - FORMA NUMERICA PARA O CALCULO DE k

Nesta secdo sdo apresentados os esquemas de célculo de k sob sua forma numérica para
os problemas da Tab. 4.1. Assim, determina-se o valor para k, (utilizado na Eq. (4.14)), que
neste contexto serd representado por k.(P), ou seja, condutividade térmica da face “e” para o
né P. Como dito anteriormente, o valor de k,,(P) (utilizado na Eq. (4.13)) é igual ao valor de

ke(P—1).

A forma numérica para cdlculo de k. (P) deve ser implementada no item 9 do algoritmo da

solugdo (ver se¢do 4.5).

Esquema MAKk

O esquema MAK, definido na secdo 2.3.1, para os n6s P =1 a P =N — 1 de todos os

problemas de teste € definido por:

kp(P)+kp(P+1)

ke(P) = > ,

(G.1)

onde kp(P) e kp(P+ 1) sdo as condutividades térmicas nos nds P e E, respectivamente.

Esquema MHk

O esquema MHK, definido na secdo 2.3.2, para os n6s P=1a P =N — 1 de todos os

problemas de teste € definido por:

_ 2kp(P) kp(P+1)

ke(P) = kp(P)+kp(P+1)

(G.2)

Esquema MAT

A defini¢do do esquema MAT foi feita na secdo 2.3.3. Paraosnés P=1aP =N —1de

todos os problemas de teste, tem-se:

ke(P) =kp(T,) , (G.3)

onde 7, € a temperatura na face “e” e € dada por:
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T6:T(P>+§(P+1) ’ (G.4)

onde T(P) e T(P+ 1) s@o as temperaturas nos nds P e E, respectivamente.

Esquema LTMH

O esquema LTMH foi definido na secdo 2.3.4. Este esquema calcula a condutividade
térmica através da média harmonica de k, considerando um perfil linear com inclina¢do cons-

tante entre Pe E. ParaP=1a P =N — 1, tem-se:

 2ka(P) ky(P)

ke(P) - ka(P) +kb(P) ’ (GS)

onde k,(P) e kp(P) sao dados por:
ka(P) = k(T.) (G.6)
kp(P) = k(Tp) (G.7)

onde k(T,) e k(T},) sdo, respectivamente, as fungdes para a condutividade térmica em pontos

cC 9 €9

intermediarios, “a” e “b”, localizados entre nds consecutivos da face “e”, conforme mostra a

Fig. 2.3. As temperaturas T, e T}, utilizadas nas Eqgs. (G.6) e (G.7) sdo calculadas fazendo

r_3T(P) +4T(P+ 1) G8)

T(P)+3T(P+1
g, TO3T(P ) G9)

Esquema TkMH

€9

A condutividade térmica na face “e” (k.(P)) para o esquema TkMH, definido na secao
2.3.5, € calculada através da média harmonica de k (ver Eq. (G.5)), mas considerando um perfil
linear com inclinagdes diferentes entre os nds P e E. Assim, as expressdes para calcular k,(P)

e kp(P) sdo diferentes do esquema LTMH. ParaP=1a P =N — 1, tem-se:
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ka(P) = k (WT”) (G.10)
ky(P) = k (%) G.11)

(Xl

onde as condutividades térmicas k,(P) e k,(P) sdo avaliadas em pontos intermedidrios, “a” e
“e”, conforme mostra a Fig. 2.3. O valor de T

“b”, localizados entre nds consecutivos da face “e
¢ dada por
kp(P) kp(P+1)
T, = T(P+1). G.12
" kp(P)+kp(P+1) ) kp(P)+kp(P+1) ( ) G.12)
Esquema KG2P

O esquema KG2P foi apresentado na secao 2.3.6.1. Neste esquema, o valor da condutivi-

dade térmica na face “e”, k,(P), paraos né6s P =1a P =N — 1 é dado por:

L[ (TP+1)+T(P) 1 T(P+1)-T(P)
k(P) = 5{k( e L 1esy )+
+k<T(P+1;+T(P)+\% T(P+1;—T(P>>} _ (G.13)

Para os problemas com mudanca brusca da condutividade na face do VC (numero de volu-

mes pares), Problema C e Problema D, k,(P) é dado por:

k(P) = 3 2 V3 2
+k2<T(P+1;+T(P)+% T(P+1;—T(P)>] | Gt

onde k| e k; sdo as funcdes condutividade térmica associadas aos nés P e P+ 1, respectivamente.

Esquema KG3P

O valor da condutividade térmica na face “e”, k.(P), para o esquema KG3P que foi apre-

sentado na secdo 2.3.6.2, paraosnés P =1a P =N — 1 € dado por:
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|5 (T(P+1)+T(P) V3 TP+1)-T(P) 8 (T(P+1)+T(P)
ke(P) = [Ek< 2 5 2 >+1_8k( 2 >+
5 (T(P+1)+T(P) 3 T(P+1)—T(P)
1—8k< : + 7 5 )] (G.15)

Para os problemas com mudanca brusca da condutividade na face do VC (numero de volu-

mes pares), Problema C e Problema D, k.(P) é dado por:

5 1(T(P+1)+T(P)_ﬁT(PH)—T(P)) 8, (T(P+1)+T(P)>+

i 2 V5 2 18" 2
+15—8"2 (T(P+1;+T(P) +\/7§T(P+1;—T(P>>] (G.16)

onde k| e k; sdo as funcdes condutividade térmica associadas aos nés P e P+ 1, respectivamente.

Esquema Lk2M

O esquema Lk2M foi definido na secdo 3.1. Este esquema aproxima a condutividade
térmica na face do VC quando existem dois materiais diferentes, sendo cada um deles de-
pendente da temperatura. Considera-se que a mudanca brusca na condutividade térmica ocorre
na interface, conforme apresenta a Fig. 3.1. Dessa forma, a condutividade térmica k.(P), para
P=1aP=N —1,é calculada por:

ka(P) (T, —T(P)) +ky(P) (T(P+1) - T)

ke(P) = T(P+1)—T(P) ’

(G.17)

onde k,(P) e kp(P) sdo calculados nas Egs. (G.10) e (G.11), respectivamente, e a temperatura
T, é dada pela Eq. (G.12).

No Problema C, a Eq. (G.17) para a condutividade térmica k. (P) é equivalente ao valor

obtido pelo esquema MHk, conforme Eq. (G.2).

Esquema KG4P

O esquema KG4P foi apresentado na secdo 3.2, cuja defini¢ao foi baseada em problemas

com dois meios diferentes. Este esquema utiliza a transformagdo local de Kirchhoff fazendo a
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integracao do numerador da Eq. (3.7) pela quadratura de Gauss com dois pontos de integracao
em cada um dos dois meios. Assim, a condutividade térmica k.(P), para os né6s P=1a P =

N — 1 € calculada por:

T, T(P+1)
/T Sl [ ) 6
ko(P) = - (G.18)

T(P+1)— ’

onde k| (T') e ko(T) representam as fung¢des condutividade térmica para cada um dos materiais
envolvidos e a temperatura 7, é obtida da Eq. (G.12). Assim, a integracdo de cada um dos

membros da Eq. (G.18) € feita por:

(G.19)

T(P+1) B 1 TP+1)+T, 1 T(P+1)-T,

/E ky(T)dx =~ [T(P+1)—T,] {Ekz <f—% f)‘i‘

1 (T(P+1)+Te 1 T(P+1)—Te)]
—+ J L A

= 2
+ > k> > > (G.20)

S

Esquema KG6P

O esquema KG6P foi apresentado na secdo 3.3. Este esquema, também, utiliza a trans-
formacao local de Kirchhoff fazendo a integracdo do numerador da Eq. (3.7) pela quadratura
de Gauss com trés pontos de integracdo em cada um dos dois meios. Assim, a condutividade

térmica k. (P) é calculada pela Eq. (G.18).

Assim, paraosnos P=1a P =N — 1, aintegracdo de cada um dos membros da Eq. (G.18),

para o esquema KGO6P, ¢ feita por:

T,
/T k(T = [ = T(P) [ﬁ ki . N

5 T,+T(P) /3 T,—T(P)
tigh (T*ﬁ T)]

5 <T6+T(P)_£7;—T(P))+8 (T6+T(P)>+
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/T<P+1)k2(T)dx% o [138 kZ(T(P+21)+Te_£ T(P+21)—7;> N
8 T(P+1)+T,

1_8k2 (—2 )-I—

5 (T(P+1)+Te+\/§ T(P+1)—Te)

=k
TR 2 NG 2

Esquema AD1D

O esquema ADI1D foi apresentado na se¢@o 3.4 para calcular a condutividade térmica na
face do VC em problemas de adveccao-difusao utilizando a solugdo exata como uma aproxi-
magdo para a temperatura 7, na interface. Este esquema € utilizado somente na solugdo do

Problema E.

Paraos nés P=1a P = N — 1, a temperatura na face “e”, T, , é dada por:

h
Xp —
T, =T(P)+ (2;2(?)) (T(P+1)—T(P)). (G.23)
o0 (g7)

Pode-se observar da Eq. (G.23) que a solucdo para 7, é dependente dela mesma porque €
necessario calcular a condutividade térmica k. (P) = k(T,). Neste caso, o calculo de 7, deve ser
feito por um processo iterativo bastando, para tanto, poucas iteragdes. Sugere-se como valor

inicial para a iteracdo de 7, utilizar a Eq. (G.12).

Apés encontrar T, na Eq.(G.23), pode-se calcular as condutividades térmicas, k,(P) e kj(P),
pelas Egs. (G.10) e (G.11), respectivamente, para dois pontos intermedidrios, “a” e “b”, loca-
lizados entre nds consecutivos (ver Fig. 2.3). A condutividade térmica k,(P) na interface é

calculada através da Eq.(G.17).

Esquema DK1D

O esquema DKI1D foi apresentado na secdo 3.5. O célculo da condutividade térmica na
face do VC ¢€ feito com base na solugdo analitica para dois meios com condutividades térmicas

diferentes e dependentes da temperatura.

Neste esquema, a condutividade térmica k,(P), para os nés P =1a P = N — 1 é dada por:
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k 2 L T(P)k q L T(P+1)k ;
o(P)= e T\ dT. | eva]
( ) (T(P+ 1) - T<P)) (klref +k2ref) |: Zref /Tref 1( 1) : * lref Af@f 2( 2) 2:|

(G.24)

Na Eq. (G.24), os valores para ki € Trey devem utilizar como referéncia a tem-

ref? kzref
peratura 7,. As integrais das fungdes condutividade térmica k(77) e k>(7») sdo realizadas

analiticamente.

A expressdao numérica obtida com o esquema DK1D para a condutividade térmica k,(P) do

Problema A € dada por:
(
ki(Ti) = exp(T)
ko (T- T
Problema A (D) exp(T)
ki, = exp(Te)
\ ky., = exp(Te)

_exp(T(P+1)) —exp(T(P)) ‘

ke(P) = T(P+1)—T(P) (G.25)

A expressao numérica obtida com o esquema DK 1D para a condutividade térmica k.(P) do

Problema B ¢é dada por:

k() = T°?
Problema B kz(Tz) T
ki, = T}
| ko, = 7>
ko (P) = % T(P)+ T(P+ )] [(T(P)* +(T(P+1)7]. (G.26)

A expressdo numérica obtida com o esquema DK1D para a condutividade térmica k,(P) do

Problema C é dada por:
(
ki(Ti) = kp(P)
ky(T) = kp(P+1
Problema C 2(12) P(P+1)
klref = kp(P)
\ kzref = kP<P+1)




150

_ 2kp(P) kp(P+1)
~ kp(P)+kp(P+1)

ke(P) (G.27)

A Eq. (G.27) é equivalente a obtida com o esquema MHKk.

A expressdo numérica obtida com o esquema DK1D para a condutividade térmica k,(P) do

Problema D € dada por:
(
ki(Ty) = Cy exp(T)
k(T) = C T
Problema D (D) 2 exp(T)
klref = Cl eXp(Te)
\ kzref = C2 eXp(Te)
2C C T(P+1))— T (P
ke<P) . 12 eXp( ( + )) exp( ( )) (G.28)

CC+G T(P+1)—T(P) ’

onde C; =C, =100 se xp(P+1) <0,5. Se x(P) > 0,5=C; =C, =1 e, quando x, = 0,5 =
Ci=100e G =1.

A expressao numérica obtida com o esquema DK1D para a condutividade térmica k,(P) do

Problema E € dada por:
ki(Ty) = 0,01+T2
k() = 0,01+T2
Problema E 2( 2) 0L
ki, = 0,01+7}
| k2 = 0,01+7;
1 100 (T(P+1))?—100 (T(P))*+3T(P+1)—3T(P
k() = (T(P+1))* 100 (T(P)* +3 T(P+1) =3 T(P) 629

300 T(P+1)—T(P)



