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RESUMO

O erro de discretizacdo ¢ a maior preocupacdo para um usuario de mecanica dos fluidos e
transferéncia de calor computacional durante uma aplicagio numérica. E aquele erro que
ocorre da conversao das equacdes que regem os modelos fisicos em um dominio continuo
para o dominio discreto do espaco. Ele ¢ reduzido e a acurdcia dos célculos ¢ aumentada
quando o parametro de malha / tende ao continuo devido a solugcdo numérica ser sensivel a
este espagamento. No entanto, este procedimento de redugdo do erro de discretizacdo ¢
inversamente proporcional ao custo computacional, isto €, quanto menor /, maior ¢ a acuracia
e maior sera o custo computacional. Uma ferramenta capaz de melhorar a acuracia da solugao
numérica sem aumentar o custo computacional ¢ a multipla extrapolacdo de Richardson
(MER). Esta ferramenta para ser empregada eficientemente na reducdo do erro de
discretizacdo precisa ser ainda avaliada, aperfeicoada e generalizada para o uso em problemas
em mecanica dos fluidos e transferéncia de calor devido a apresentar problemas de
convergéncia em situagdes onde as solugdes apresentam extremos locais e/ ou globais. Para
avaliar, aperfeicoar e generalizar a ferramenta MER foram utilizados dois problemas classicos
em transferéncia de calor computacional governados pela equacdo de Laplace bidimensional e
pela equagdo de Poisson unidimensional. Para a equagdo de Laplace, o dominio de célculo ¢
quadrado e discretizado com malhas uniformes. Sdo obtidos resultados para varidveis
principais e secunddrias com a temperatura no centro do dominio, média do campo de
temperaturas, taxa de transferéncia de calor em dois contornos e norma do erro de
discretizagdo. Para todas as varidveis desejadas deste experimento sdo conhecidos as suas
respectivas posi¢oes. A equacdo de Poisson unidimensional ¢ discretizada com malha
uniforme onde as variaveis desejadas sdo temperatura maxima e sua posi¢do. E definido nesta
tese o erro de posi¢do que associado a interpolagdo e extrapolacdo de Richardson resulta em
resultados numéricos extremamente acurados. Mostra-se, portanto, que MER reduz
significativamente o erro de discretizagdo nos problemas numéricos de conducao de calor, o
estimador de erro de Richardson funciona para resultados numéricos obtidos com MER e os
resultados mais efetivos com MER sdo obtidos usando precisdo quadrupla nos calculos,
reduzindo o erro de posi¢do por meio de interpolagdo, maior nimero de extrapola¢des, maior

numero de malhas e ordens corretas do erro.

Palavras-chave: Erro de discretizacdo. Solugdo numérica. Multipla extrapola¢do de

Richardson. Estimador de erro. Erro de posicao.



ABSTRACT

The discretization error is the biggest concern for a user of fluid mechanics and heat transfer
in a computational numerical application. Error that occurs is the conversion of the equations
governing the physical models in a continuous domain to discrete domain space. It is reduced
and the accuracy of the calculations is increased when the mesh parameter % tends to
continued due to the numerical solution is sensitive to spacing. However, this procedure of
reducing the discretization error is inversely proportional to the computational cost. A tool to
improve the accuracy of the numerical solution without increasing the computational cost is a
repeated Richardson extrapolation (RRE). This tool to be used effectively in reducing the
discretization error has to be evaluated, refined and generalized for use on problems in fluid
mechanics and heat transfer due to present convergence problems in situations where the
solutions have extreme local and / or global. To assess, improve and generalize the RRE tool
we used two classic problems in computational heat transfer governed by the Laplace
equation for two-dimensional and one-dimensional Poisson equation. For the Laplace
equation calculation domain is discretized with square and uniform meshes. Results are
obtained for primary and secondary variables with temperature in the center of the field, the
average temperature field, and rate of heat transfer in two contours and standard error of
discretization. For all desired variables of this experiment are known to their respective
positions. For the one-dimensional Poisson equation is discretized with uniform mesh where
the variables are desired maximum temperature and position. It is defined in this thesis that
the position error associated with interpolation and Richardson extrapolation results in
extremely accurate numerical results. It shows therefore that RRE significantly reduces the
discretization error, the error estimator Richardson works for numerical results obtained with
MER and the MER with more effective results are obtained using quadruple precision in the
calculations, reducing the position error by interpolation, extrapolation of many, many orders

of knitwear and correct the error.

Keywords: Discretization error. Numerical solution. Repeated Richardson Extrapolation.

Error estimation. Error position.
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1 INTRODUCAO

A conducdo de calor ¢ um fendmeno natural que ocorre no meio ambiente e nos
organismos vivos o que estd constantemente sendo investigado por cientistas e engenheiros
para novas descobertas. A conducdo de calor ¢ um modo de transferéncia de calor em que a
troca de energia tem lugar da regido de alta temperatura para a de baixa temperatura pelo
movimento cinético ou pelo impacto direto de moléculas, no caso de fluidos em repouso, e
pelo movimento de elétrons, no caso dos metais. (HOLMAN, 1998). A aplicagdo da conducao
de calor ¢ extremamente importante no projeto e desenvolvimento de aeronaves, foguetes,
turbinas, motores para automoveis, entre outros.

O desenvolvimento de teorias de conducao de calor nasce da necessidade de resolver
problemas fisicos reais. Em principio, as teorias ja existem e sdo consagradas no meio
cientifico e podem ser utilizadas para resolver a maioria dos problemas praticos existentes no
nosso cotidiano.

Entretanto, ha necessidade de desenvolver ferramentas capazes de utilizar as teorias da
fisica com ferramentas matematicas ¢ numéricas capazes de promover respostas mais
acuradas com menor custo € em menor tempo.

Existem, basicamente, trés técnicas aplicadas na resolu¢do de problemas em engenharia
sendo eles o método experimental, o método analitico e numérico (TANNEHILL et al.,
1997). Marchi (2001) apresenta um fluxograma que exemplifica as formas de solucdo de
problemas e seus métodos. Este fluxograma estd detalhado na Fig. 1.1 e mostra que todas as
formas de solucdo de problemas iniciam-se com o fendmeno fisico tal como se observa na
natureza. Apods a defini¢do do problema, opta-se por resolvé-lo de forma experimental ou de
forma teorica dependendo dos recursos financeiros, equipamentos e mao de obra disponivel.

Neste trabalho, nao ha interesse em definir quais as melhores formas de solucao de
problemas. O interesse ¢ citd-los, organiza-los de maneira objetiva para situar as multiplas
extrapolagdes de Richardson (MER) neste universo.

Quando o problema ¢ resolvido da forma experimental, desenvolvem-se modelos em
tamanho real ou reduzido ou ampliado, a fim de que seja possivel instalar a instrumentagao
para definir os pardmetros necessarios, com vistas ao entendimento e a geracdo da solu¢do do
problema e assim criar os parametros de projeto. Os resultados experimentais podem auxiliar

os métodos teoricos na geracdo de constantes e promover a verificacdo e validacdo do
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equacionamento. E por esse motivo que na Fig. 1.1 existe uma seta de ligagdo entre os
resultados experimentais e a seta que liga o fendmeno, que se quer estudar, aos métodos
tedricos.

Quando resolvido da forma teorica, ¢ utilizado o equacionamento matematico por meio
de conjunto de fungdes para associar os dados de entrada as solu¢des. Em algumas situagdes,
os métodos analiticos possuem ferramentas para resolver esses conjuntos de funcdes geradas
com o equacionamento matematico. Em outras situacdes, onde as dificuldades matematicas
aumentam com o numero de equacdes e incognitas, a saida mais adequada sdao as solucdes
aproximadas por meio dos métodos numéricos.

Na Fig. 1.1 ¢ demonstrado que os modelos matematicos podem ser resolvidos por
métodos analiticos € numéricos. Para um mesmo problema ¢ mesmo modelo matematico, as
solucdes obtidas por solucdao analitica s3o mais precisas que as resolvidas pelos métodos
numéricos. A diferenca estd no fato de haver erros da solugdo numérica em virtude do
truncamento dos termos da equagdo diferencial ao aproxima-la por série de Taylor chamado
de erro de truncamento, do erro de iteracdo causado pelo processo iterativo das solucdes
numéricas, do erro de arredondamento devido a representagdo finita dos nimeros e o erro de
programacao gerado pela falha no desenvolvimento do programa computacional. Para corrigir
estes erros dos programas numeéricos utilizam-se as solugdes analiticas ou solugdes chamadas
“Benchmark” como parametro para efetivar as corre¢des nos programas numeéricos, caso
houver. A busca por erros em um programa ndo ¢ uma tarefa simples. Quando o erro da
solugdo numérica ¢ composto somente por erros de truncamento este passa a se chamar erro
de discretizagao.

Um engenheiro ou um cientista possui diversas formas de solucionar seus problemas de

forma numérica utilizando:

e Softwares comerciais: sdo programas prontos como PHOENICS®, FLUENT®,
FLOW3D® e STAR-CD® que possibilitam solucionar os problemas desejados. Neste
caso, os softwares sdo comerciais € possuem pouca flexibilidade quanto a melhora da
precisdo numeérica e o tempo de processamento. A estimativa de erro normalmente nao ¢
informada. As exigéncias de memoria e de armazenamento sdo impostas sendo

imprescindivel a configuracdo minima de hardware.

e Softwares matematicos: sdo programas prontos como MATLAB® e MAPLE® sendo

ferramentas matematicas que possuem rotinas estabelecidas e auxiliam no calculo
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numérico. Embora ndo dedicadas exclusivamente a problemas de condugdo de calor,
essas ferramentas possibilitam, em alguns casos, soluciona-los. Sao flexiveis, entretanto,

demandam tempo para insercao dos dados e devida execugao.

e (Codigos particulares e ndo comerciais: sao programas gerados em FORTRAN®, C®
ou C++ ® ou outro software de desenvolvimento. Os programas sao exclusivamente
para um determinado problema desejado. E possivel torna-los flexiveis, rapidos e
precisos exigindo baixa capacidade de memoria e armazenamento com base no método

numérico empregado para o desenvolvimento.

Fendmeno que se quer Estudar Métodos Tedricos
A d ~
O que se observa na Natureza Equacdes
A 4
Métodos Experimentais Modelos Matemaéticos

Utilizam equipamentos de medigo Representagdo matematica do fendmeno

para avaliar os parametros desejados

\ 4

v v Discretizacio de Modelos
. P e Matematicos:
Experimento Métodos Analiticos INCLUSAO DO ERRO DE
E executado em campo ou em Papel e lapis DISCRETIZACAO
laboratorio
¢ v
v Computador + Métodos
Resul ~
esultados Solu,g:f)es Numéricos para Solucdes
Experimentais Analiticas utilizando:
MDF, MVF, ...

'

Solu¢des Numéricas + Pos-
Processamento com MER
Correcao por meio da
REDUCAO DO ERRO DE
DISCRETIZACAO

Figura 1. 1 - Métodos de Solucao de Problemas (Adaptado de Marchi, 2001).

Os métodos numéricos sdo utilizados para problemas independentemente da

complexidade, da geometria e dos pardmetros fisicos. Nao ha restricdo de linearidade e pode
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ser considerada a evolugdo temporal durante o processo. As principais desvantagens dos
métodos numéricos estdo na determinacdo do erro computacional, na prescricdo apropriada
das condigdes de contornos e nos custos computacionais (TANNEHILL et al.,1997). Sao

empregados diversos métodos como:

e Mc¢todo diferencas finitas ou Finite Difference Method (FDM).
e M¢todo elementos finitos ou Finite Element Method (FEM).
e M¢todo volumes finitos ou Finite Volume Method (FVM).

e M¢étodo elementos de contorno ou Boundary Element Method (BEM).

As respostas obtidas pelos métodos analiticos sdo adequadas quando os problemas
possuem geometrias simples. As idealizagdes em problemas complexos tornam os resultados
analiticos distantes dos reais, em virtude da dificuldade de o analista resolver as equagdes sem
fazer consideracdes simplificadoras do modelo estudado. Uma alternativa para problemas
complexos ¢ utilizar as técnicas numéricas. Essas técnicas t€ém avangado bastante com o
avanco da tecnologia cibernética. Os custos computacionais tém diminuido em funcdo dos
avancos das tecnologias de hardware e software (DEITEL et al., 2001)

As crescentes inovagdes tecnolégicas de hardware alavanca também o avango dos
softwares, pois hardwares necessitam de novos programas que sdo gerados por métodos e
algoritmos computacionais melhorados em termos de utilizacdo de memoria e precisdo e
velocidade de execugdo possibilitando que o usudrio resolva seus de forma mais eficiente.
Acompanhando esta tendéncia dos avangos tecnologicos, a transferéncia de calor
computacional também ¢ beneficiada devido a acessibilidade destas tecnologias para
desenvolvimentos de novas técnicas computacionais que possibilitam resolver problemas
nesta area mais rapidamente, com menor esfor¢o computacional € com maior precisao.

Os métodos numéricos sdo capazes de resolver problemas complexos nas areas das
engenharias mecanica, elétrica, naval, eletronica, espacial e outras. Sdo aplicados para
promover solugdes aproximadas dos equacionamentos matematicos. Para este assunto, ha
uma vasta literatura sobre as técnicas numéricas como por exemplos os livros de Grégoire
(2007), Collins (2003), Chapra e Canale (1998) e Isaacson e Keller (1994) que discutem
métodos capazes de resolver numericamente problemas em engenharia. A escolha do método

numérico a utilizar deve levar em consideragdo a exigéncia do problema estudado. Segundo
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Broadie e Detemple (1996), a escolha do método numérico deve partir do equilibrio das

seguintes questoes:

Precisdo numérica.

e Tempo necessario para a execugao.

Estimativa de erro.

Flexibilidade.

Exigéncias de memoria e de armazenamento.

No entanto, mesmos com os avangos tecnologicos em hardwares e dos métodos
numéricos, para equilibrar todos os quesitos citados por Broadie e Detemple (1996), ha a
necessidade de simplificagdes em muitos modelos matematicos de problemas fisicos da
atualidade. O motivo pelo qual isto ocorre ¢ de haver limitacdes de hardware em termos de
memoria, armazenamento de dados, velocidade de processamento e dos métodos numéricos
relativos principalmente a acuracia e ao erro do método. Além disso, o custo computacional
esta diretamente relacionado com o aumento de precisdao dos calculos em fungdo da
tecnologia atual de hardwares. Consequentemente, para a obtencdo de respostas mais
acuradas € necessario executar mais calculos em computadores e, com isso, gastar mais tempo
de processamento para alcancar os objetivos desejados.

Novos algoritmos e métodos numéricos mais avancados estdo em constante
desenvolvimento (MELO Jr., 2005), visando melhorar a precisdo numérica e a redugdo do
tempo de processamento. Os métodos numeéricos em engenharia, mais especificamente em
engenharia mecanica nas areas numéricas, t€ém uma grande importancia devido estas
ferramentas serem a Unica forma de resolver as equagdes que regem muitos dos fendmenos

fisicos estudados.

1.1. O PROBLEMA

Esta pesquisa concentra-se no estudo da técnica de multiplas extrapolagdes de Richardson
(MER) utilizada para reduzir e estimar o erro de discretizacdo. Verifica-se que a aplicacdo de
MER para reduzir o erro de discretizacdo das variaveis de interesse tem demonstrado
ineficiéncia em problemas em que ha méximos e/ou minimos e nao tem produzido resultados
mais acurados como esperado. A aplicabilidade do método exige solucdes suaves. Para
solugdes com descontinuidades ou singularidades a eficacia do método ¢ reduzida (ROY,

2005). Alteragdes oscilatdrias na solucao nao podem ser detectadas (FRANKE et al., 2007).
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Para compreender, aperfeicoar e generalizar o uso de MER nestas situagcdes e torna-lo
eficiente na redugdo do erro de discretizacdo foram utilizados dois modelos que sao

representados pelas seguintes equagdes:

e Equacao de Laplace bidimensional.

e Equacgdo de Poisson unidimensional.

Estas equacdes diferenciais parciais de segunda ordem modelam nesta tese a condugdo de
calor e geram, apds discretizadas, em seu dominio de célculo, resultados das varidveis de
interesse com caracteristicas diferentes entre si. Por meio destes resultados serd possivel
compreender os efeitos de MER e assim sistematizar o seu aperfeigoamento e sua

generalizagdo para este tipo de problema.

1.2. DEFINICOES

1.2.1 Erros Numéricos

Para resolver um problema computacionalmente, o0 dominio matematico, antes continuo,
¢ transformado em um dominio discreto no mesmo intervalo. O conjunto de pontos do
dominio discreto ¢ chamado de malha, e seus pontos, de nos. A distancia entre dois nos
consecutivos ¢ definida como tamanho da malha 4, e o seu refino significa que o nimero de
nos aumenta ¢ o tamanho 4 diminui. Quando % ¢ constante em todo o dominio, chama-se de
malhas uniformes; quando tal ndo ocorre, tém-se as chamadas malhas ndo-uniformes.

As diferenciais das equacdes dos modelos matematicos sdo aproximadas por série de
Taylor originando uma equagdo discretizada. Os niimeros de pontos da malha considerados
nestas aproximacoes por série de Taylor definem o esquema de aproximacao podendo este ser
de primeira, segunda, terceira ou de mais alta ordem. Espera-se que quanto maior a ordem do
esquema de aproximagao, maior serd o custo computacional e mais acurado sera o resultado.

As equagdes discretizadas sdo aproximagdes das equacdes diferenciais do modelo
mateméatico. A medida que o tamanho da malha é reduzido, o erro de discretizagdo diminui.
As equagoes discretizadas com as devidas condi¢des de contorno formam um sistema de

equacdes diferenciais que sdo resolvidas por métodos iterativos.
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Portanto, pode-se afirmar que ¢ intrinseco dos métodos numéricos gerarem respostas
aproximadas dos problemas resolvidos devido a introdu¢do de erros motivados pela sua
concepgdo basica. A diferenga entre a solugdo analitica exata (® ) e a sua solugdo numérica

(¢ ) ¢é definido como erro numérico E(¢p) (FERZIGER ¢ PERIC, 1999) definido por

E(p)=d—¢. (1. 1)

Os principais tipos de erros numéricos caracterizados pela Eq. (1.1) s3o erros de

discretizagdo, iteragdo, arredondamento e programag¢ao que podem ser representados por

E(¢) = f(Eh'En:Em Eprogr ) . 1.2)

O erro de discretizagdo (E;) ¢ devido ao truncamento das derivadas durante a
aproximacao pela série de Taylor. Este erro ¢ reduzido aumentando a ordem da discretizagdo
ou diminuindo o parametro # da malha. Isso tem um custo que esta relacionado com o
aumento do tempo de processamento. Para Oberkampf e Blottner (1997) o erro de
discretizagdo ¢ aquele causado pela discretizagdo das equagdes diferenciais parciais dos
modelos fisicos. Para Marchi e Silva (1999) o erro de discretizacdo ¢ a diferenca entre a
solugdo analitica do modelo matematico e a solucdo numérica exata das equacdes

discretizadas, sem qualquer outro tipo de erro nesta solugao definida por

Ep(¢p) =@ — ¢y, . 1.3)

Quando o erro ¢ causado por apenas erro de discretizacao tem-se

En(¢p) = CohPo + CihPt + C,hPz + C3hPs ..., 1. 4)

onde Co, C;, C,, Cs... sdo coeficientes que dependem de @ e suas derivadas, bem como das
variaveis independentes, mas independem de 4. Os indices po, p1, p2, p3,... sd0 as ordens
verdadeiras de Ej (¢) cujo conjunto é representado por p,, (MARCHI et al., 2008). Maiores

detalhes sobre as equacdes do erro serdo apresentados nos proximos capitulos.
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O erro de iteracdo (E,) ¢ a diferenca entre a solucdo exata das equagdes discretizadas e a
solucao numérica em uma determinada iteracdo (FERZIGER e PERIC, 2001) numa mesma
malha, sem erros de arredondamento e enganos nestas solugoes.

O erro de arredondamento (E;) € o erro que ocorre principalmente devido a
representacdo finita dos numeros reais. Este erro aumenta com a reducdo do tamanho da
malha (MARCHI, 2001).

O erro de programacgao (Eprg) consiste principalmente em erro de logica. E dificil de
diagnosticar, pois contém codigos sintatica e semanticamente corretos. Este erro faz com que
a resposta numérica do programa se distancie da resposta analitica. E uma falha do

programador e pode ser corrigida com o trabalho de andlise do c6digo computacional.

1.2.2 A reducio do Erro de Discretizacio com MER

Os métodos numéricos aplicados a transferéncia de calor computacional foram
desenvolvidos predominantemente por cientistas interessados na fisica do fenomeno. Os erros
demonstrados na Eq. (1.2) eram frequentemente identificados como fendomenos particulares.
Entretanto, tém o efeito forte de alterar o resultado desejado. Para Stern ef al. (2001), com a
complexidade e a responsabilidade das simulagdes numéricas em engenharia nas ultimas
décadas ¢ necessdrio que as simulacdes efetuadas possuam credibilidade. Porém, como
aumentar a credibilidade das simulacdes numéricas?

Aumentar a credibilidade da simulacdo numérica ndo ¢ uma atividade simples. A
finalidade bésica dos métodos numéricos € resolver problemas fisicos de maneira iterativa.
Devido a evolucao das tecnologias de hardwares e softwares, estes métodos em engenharia
tornaram-se ferramentas fundamentais no desenvolvimento de projetos e motivaram as
implementagdes de modelos mais completos onde a complexidade dos problemas tornou-se
crescente. Além disso, a sociedade pressiona a mudanga de filosofia da engenharia em busca
da sustentabilidade do planeta. O foco ndo ¢ mais resolver um problema de engenharia, ¢
executar calculos confidveis e acurados, com modelos fisicos mais completos que promovam
a reducdo efetiva do consumo de energia, mais especificamente em sistemas mecanicos.

Uma maneira capaz de aumentar a credibilidade das simulagdes numéricas € reduzindo o
erro E(¢) com a redugdo exclusiva do erro de discretizagdo Ej, (¢).
Em geral, os erros de discretizacdo ndo podem ser evitados e sim reduzidos. A forma mais

comum de reduzir o erro de discretizagdo ¢ selecionar cuidadosamente os esquemas de
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discretizacdo que possuem um menor erro conhecido a priori. Entretanto, com o aumento da
ordem do esquema de discretiza¢do o custo computacional também ¢ elevado.

Outra forma de obter a reducdo do erro de discretizagdo ¢ por meio do método de
extrapolacdo de Richardson. Essa técnica utiliza uma série de solugcdes numéricas geradas a
partir dos métodos FDM, FEM, FVM e BEM. As solugdes obtidas numericamente sem MER
sdo em diversos pontos do dominio discreto e em diversas malhas. Estas solu¢des sao
utilizadas a posteriori como dados de entrada para o método da extrapolacdo. MER ¢ um
poOs-processamento que deve produzir resultados melhores do que os obtidos sem
extrapolacdo quando estabilizado.

Para Burden e Faires (2003), a extrapolagio de Richardson ou Richardson
Extrapolation (RE) ¢ utilizada para gerar resultados com alta precisdo, ainda que com
aproximagoes de baixa ordem. Para Grasselli e Pelinovsky (2008) ¢ um algoritmo capaz de
melhorar a precisdo numérica por meio do cancelamento do erro de truncamento. Moin
(2010) define a extrapolacdo de Richardson com uma técnica poderosa capaz de obter
solucdes mais precisas. A eficacia desta técnica pode ser melhorada. Ela deve ser aplicada
repetidas vezes, isto ¢, extrapolacdo sobre extrapolacdo. Isto ¢ conhecido como multiplas
extrapolagdes de Richardson (MER) ou repeated Richardson extrapolation (RRE). Alguns
trabalhos como de Benjamin e Denny (1979), Schreiber e Keller (1983) e Erturk et al.,

(2005) obtiveram resultados melhorados ao empregar MER.

1.3. DEFINICAO DOS OBJETIVOS

A Transferéncia de Calor Computacional ou Computational Heat Transfer (CHT) € a
analise de sistemas, envolvendo transferéncia de calor, por meio de simulagdo em computador
(VERSTEEG ¢ MALALASEKRA, 2007). E a area da computagido cientifica que estuda
métodos computacionais para simulacdo de fendmenos de transferéncia de calor reduzindo o
numero de experimentos praticos, explorando fenomenos que ndo podem ser estudados em
laboratério de forma pratica (FORTUNA, 2000). CHT possui importancia inquestiondvel no
desenvolvimento industrial e na pesquisa, pela possibilidade de reduzir o tempo e o custo dos

projetos.

1.3.1 Objetivo Geral
O objetivo geral desta tese ¢ avaliar, aperfei¢oar e generalizar o uso de multiplas
extrapolagdes de Richardson (MER), capaz de reduzir e estimar o erro de discretizagdo em

conducdo de calor. Busca-se, com isso, diminuir a memoria computacional, tempo da
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unidade central de processamento ou Central Processing Unit (CPU) necessarios para

solucdo de problemas de CHT e fazer estimativas do erro numérico.

1.6.1 1.3.2 Objetivos especificos

Os objetivos especificos deste trabalho sdo:

e Desenvolver a teoria de MER, melhorando o desempenho de MER em variaveis de
campo como temperatura média e temperatura no centro do dominio.

e Desenvolver a teoria de MER, melhorando o desempenho de MER em variaveis de
campo que tém extremos locais ou globais e suas coordenadas.

e Desenvolver um estimador de erro para solu¢des obtidas com MER. Apesar de ser uma
necessidade estimar o erro, poucos problemas na literatura comprovam seus resultados

com estimadores de erros.

1.4. MOTIVACAO

MER ¢ uma grande alternativa para acelerar a convergéncia da solu¢do numérica para
variaveis de interesse. O custo computacional ainda ¢ um fator de avaliagdo nos processos em
CFD e consequentemente em CH7T. MER ¢ uma alternativa para reducdo de custos
computacionais. Além disso, ¢ um método robusto que se traduz numa 6tima ferramenta para
a reducao de erro de discretizacao.

Para variavel local, tipo maximo e minimo, MER ¢ ineficiente. Segundo Marchi et al.
(2009), o uso de extrapolagdes multiplas Richardson ndo foi tdo eficaz para as variaveis
velocidade maxima e velocidade minima para o problema de fluxo no interior de uma
cavidade quadrada.

Como qualquer ferramenta, ela ndo pode ser utilizada para toda tarefa desejada. Nesta
tese, utilizam-se problemas que possuem as caracteristicas de méaximo e/ou minimo e se
desenvolve o equacionamento fisico e matematico para MER tornar-se eficiente.

MER ¢ uma ferramenta muito poderosa, capaz de gerar resultados mais acurados. E
uma ferramenta apropriada para gerar solu¢des benchmarks.

Justifica-se, portanto, a importancia e relevancia do trato deste tema, tendo-se em vista
que os resultados deste trabalho poderao trazer beneficios a sociedade, a industria e a ciéncia.

Com relacdo a sociedade, diz-se que os resultados do trabalho poderdo servir como
ferramenta para outras areas como Computational Fluid Dynamics (CFD) e financeira.

J& com relacdo a industria, pode-se afirmar que os resultados do trabalho poderdo

impactar positivamente na relagdo custo x beneficio dos projetos em mecanica dos fluidos e
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transferéncia de calor em decorréncia de se obter respostas mais rapidas e mais precisas com
menor tempo de processamento.

Por fim, quanto & ciéncia, diz-se que os resultados deste trabalho acrescentardo ao
estagio atual do conhecimento um acréscimo no desenvolvimento dos métodos numéricos

aplicados a engenharia.

1.5. LIMITES DA PESQUISA

O presente trabalho estd delimitado a é4rea da ciéncia da Engenharia, mais
especificamente no ramo da Engenharia Mecanica. Esta tese aborda questdes de transferéncia
de calor computacional. Os conceitos aplicados neste texto estdo definidos dentro de fontes de
pesquisa que vao desde 1910 até 2010. Sdo abordados os temas principais como fungdes,
dinamica das solug¢des, aceleragdo de convergéncia e extrapolacao de Richardson. O tema ¢ de
trato universal visto que os resultados sdo validos para todo o universo da ciéncia.

Este trabalho limita-se no objetivo geral e nos objetivos especificos. Para tanto, aborda
as equacgdes de Laplace 2D e Poisson 1D, sendo que os fendmenos fisicos traduzidos por
estas equagdes simulam todos os efeitos necessarios e suficientes para avaliar, aperfeigoar e

generalizar o uso de multiplas extrapolagdes de Richardson.
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2 FUNDAMENTOS

As técnicas de aceleracao de convergéncia por meio de extrapolagdes como o minimum
polynomial extrapolation e a extrapolacao de Richardson sdo importantes ferramentas em
transferéncia de calor computacional. Possibilitam reduzir o tempo computacional por meio
da convergéncia rapida ao resultado. Drikakis et al. (1998), Shimano et al. (2006), Marchi et
al. (2008) e Bertele et al. (2010) sao exemplos de sucesso na utilizagao de diferentes métodos
de aceleracdo de convergéncia aplicados nas equacdes de Navier-Stokes, Laplace 2D e fluido
incompressivel com transferéncia de calor.

Este capitulo desenvolve os fundamentos gerais de extrapolacdo como acelerador de
convergéncia das solugdes numéricas (também chamadas solugdes numéricas sem
extrapolagdo) e, no contexto, introduzir e definir o conceito especifico de extrapolagdo de
Richardson. Outros métodos de extrapolacdo, ndo menos interessantes, como E-Algoritmo, e-
Algoritmo, G-Transformagao, extrapolagdo rotacional, transformagdes de Levin, processo de
Overholt e outros, ndo serdo tratados nesta revisdo, por nao serem o foco do trabalho.
Assinale-se, porém, que esses assuntos estdo disponiveis em Sidi (2003) e Brezinski e Zaglia

(1991).
2.1. ASPECTOS PRELIMINARES

A ferramenta basica do cdlculo ¢ o conceito de funcdo. Kline (1972) apresenta um
historico do conceito de funcdo, introduzido inicialmente com os trabalhos de Newton' de
1665, que usou o termo fluent para representar alguma relagdo entre variaveis. No manuscrito
Methodus tangentium inversa seu de functionibus de Leibniz® 1673, é utilizada a palavra
function para representar qualquer quantidade variando de ponto para outro da curva.
Leibniz, em Mathematische Schriften, Abth. 2 Band I (1858, p. 266-269), apresenta uma
colecdo de termos técnicos com as palavras ordinata, evolutio, differentiare, parameter,
differentiabilis, functio, ordinata e abscissa (apud STRUIK, 1969). Em 1697, trabalhando
com fungdes, Bernoulli® falou sobre quantidade formada de variaveis e constantes. Ele

adaptou a expressdo de Leibniz function of x para essa quantidade, em 1698. Em 1714,

" Isaac Newton (1643-1727).
? Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716).
? John Bernoulli (1667-1748).
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Leibniz usou a palavra function significando quantidades que dependem de uma variavel. A
respeito da notacao, Bernoulli escreveu X ou & para uma fun¢do geral de x, embora em 1718

mudasse para ¢ x. A notagdo f(x) foi introduzida por Euler* em 1734.

2.1.1 Funcdes de uma Unica Variavel

Sejam A4 e B subconjuntos de R. Uma fungdo f:A— B ¢é uma regra ou
correspondéncia que a cada elemento de A faz corresponder um tunico elemento de B. O
conjunto 4 ¢ chamado de dominio e B, de imagem (FLEMMING ¢ GONCALVES, 2006)

Munem e Foulis (1982) definem a fungdo de uma tnica variavel f com uma regra ou
uma correspondéncia que faz associar um e somente um valor da variavel y para cada valor
de variavel x, sendo x a variavel independente e tornando-se qualquer valor num certo
conjunto de nimeros A denominados dominio de /. Para cada valor de x no dominio de /', o

valor correspondente de y ¢ denotado por f(x) tal que,

y=f(x) . 2.1

A varidvel y ¢ denominada variavel dependente, visto que seu valor depende de x. O
conjunto de nimeros B assumidos por y, a medida que x varia no dominio, ¢ denominado
imagem de - Uma equacdo que fornece y em termo de x determina uma funcéo f, e diz-se que
a fun¢do f'¢ definida pela equacao.

Se a fun¢do ¢ definida por uma equagdo, compreende-se que o dominio de / consiste
naqueles valores de x para os quais a equagdo faz correponder um e somente um y. A imagem
de f'¢ automaticamente determinada pelos valores de y que correspondem, pela Eq. (2.1), aos
valores de x no dominio.

Uma fun¢do de uma tUnica varidvel ¢ um conjunto de pares ordenados definido por
(x,y) . Se (x,y) € um par ordenado neste conjunto, diz que y corresponde a x pela funcao.
O grafico de uma fungdo f* ¢ o conjunto de todos os pontos (x,y) no plano xy tal que x

pertence ao dominio de f e y a imagem de f.

2.1.2 Funcoes de Varias Variaveis
Gongalves e Flemming (2007) definem a fun¢do de vérias variaveis como sendo um

conjunto 4 de n-uplas ordenadas (x;, xy,..., x,) de numeros reais do espago n-dimensional

* Leonhard Paul Euler (1707-1783).
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(A € R™). Se a cada ponto P do conjunto A se associar um unico elemento de z € R, temos

uma fun¢do f:A S R" — R

z=f(P) (2.2)

2.1.3 Funcoes Analiticas e Série de Taylor

As fungdes analiticas sdo aquelas que podem ser localmente expandidas em séries de
poténcias. O estudo de séries teve inicio em 1668 com Mercator’ que publicou um livro
intitulado Logarithmotechnia que detalha a série para o logaritmo pela primeira vez. No
mesmo ano Brouncker® mostrou que a area abaixo da hipérbole (x + 1)y = 1, em que

x=0ey=1 édada por uma séric infinita 1 ==+ — =+ ... (MAOR, 2006). Em 1671,

Glregory7 descobriu as séries de expansdo, porém a mesma série foi publicada por Taylor em
1715 (TANTON, 2005).
Seja a série definida (RUDIN, 1980)

i an x™, (2.3)

n=0

a, € R, queconverge parax < R, fungdo f:(—r,7) > R definida por

flx) = Z apx", x <, 2.4)

n=0

onde a, ,com n = 1,2,3,... sdo os coeficientes da série, r > 0 ¢ o raio de convergéncia da
série. Entdo a Eq. (2.3) converge uniformemente [— r+a,r— a] para qualquer a. A funcao

da Eq. (2.4) ¢ continua e derivavel em (— T, r)

fi(x)zznanx"‘l, —-r <x<r. 2.5
n=1

> Nicholaus Mercator (1620-1687).
¢ William Brouncker (1620-1684).
7 James Gregory (1638-1675).


http://pt.wikipedia.org/wiki/S%C3%A9ries_de_Taylor
http://pt.wikipedia.org/wiki/S%C3%A9ries_de_Taylor
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Definindo C como o conjunto de x para os quais a série converge tal que C c R, a Eq. (2.5)
estabelece que a func¢do analitica da Eq. (2.4) ¢ derivavel e sua derivada também ¢ analitica
em (—7,7). A conclusio disso é que toda a fungdo analitica / é de classe C* e todas as suas
derivadas sdo obtidas derivando sucessivamente termo a termo a série de poténcias de /. A
demonstragdo das Egs. (2.3), (2.4) e (2.5) esta disponivel em Rudin (1980).

As fungdes analiticas possuem uma unica e convergente sé€rie de poténcia que as
representa sobre um intervalo de raio positivo. Seja a Eq. (2.6) uma fung¢ao analitica definida

(TABOAS, 2008)

(0]

f(x):Zan(x—a)", a—-r<x < a+r; (2.6)

n=0

pode-se obter uma expressdo para cada coeficiente de a,, da expressao em termos das

derivadas de fno ponto a com o mesmo procedimento aplicado na Eq. (2.5), resultando em

£i60) = ) nan (=", @.7)
n=1
FUO(x) = Z A —1) ..(n—k + Day, (x — )™, 2. 9)
n=k
parax € (a —r,a + r) tem-se
f@=ay, fi(a)=ay,...f®(a)=kla, 2.9)

se f € C* em um intervalo (— r+a,r— a), a série ¢ definida como série de Taylor de f em

torno de a

- (@)

n!

(x —a)™ (2. 10)

n=0
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Portanto, a fungdo /¢ analitica em um intervalo (a + r,a — r) se /¢ a soma de sua série de

Taylor em torno de a, ou seja,

n

e))
flx) = Zf !(a) (x—a)" |x—al <. 2. 11)
n=0

Para escrever a série de Taylor de uma fun¢do f'em torno de um ponto a € preciso que existam
as suas derivadas de todas as ordens em a. A ordem »n da série de Taylor de uma funcao f,

em torno de um ponto a, resulta no polinémio de Taylor

n

2, £
=Y o, e.12)
n=0

considerando que f seja da classe C* em(a —r,a + ), sendo r > 0 um numero fixo; se

aproximar fem (a — r,a + r) pelo polinémio de Taylor P, , o erro absoluto é
En(x) = ) ;f("“)(G) (x —a)™*!
n=0
onde 0 = a+ &(x — a), ou seja,
N 1 (n+1) n+1
Zomf (@@ - ™ = f@) - E,(),  l-al<r. @14
n=

A demonstracdo da Eq. (2.14) esta disponivel em Téaboas (2008). A série de Taylor ¢ uma

expansao para f (x) quando

k
1
e [f(x) B z anx"] = 0. 2. 15)

n=0
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A respeito da Eq. (2.15) pode-se observar:

(i) Para cada n, YX_,a,x"torna-se uma melhor aproximagio quando x — 0.
Quando x = 0, ¥X_, a,x™ , aproxima-se de f{x) mais rapido do que x™ — 0.

(ii) A definicdo ndo diz nada a respeito do que acontece quando n — oco. Nao ¢
garantido que, para cada x fixado, ¥X_, a,x" tende para f{x) quando n — oo.

(iii)  Toda funcdo derivavel infinitesimal possui uma assintdtica expansao, embora essa

expansao possa convergir ou nao.

A respeito da série de Taylor pode-se afirmar:

Condicao 1: se o raio de convergéncia r >0 e lim,_, E,(x) =0 paratodo —r<x <r:a
série de Taylor converge para f(x) para todo x € (—r,r). Portanto, a f(x) ¢ uma fungdo

analitica sobre (—7,1).

Condigao 2: se o raio de convergéncia 7 >0 : a série de Taylor converge para algum outro

J).

2.2. DINAMICA DAS SOLUCOES E SUAS CARACTERISTICAS

As fungdes expressam as caracteristicas essenciais dos sistemas fisicos em termos de
constantes e varidveis que os descrevem (REDDY, 2006). O conjunto dessas equagdes
modela o problema fisico. A resolu¢do dessas equacdes pode ser feita de varias formas, que
dependem da complexidade do problema e da afinidade do analista quanto ao uso das
ferramentas matematicas disponiveis no universo do conhecimento. Neste trabalho, utiliza-se
métodos numéricos para a resolugdo dos sistemas de equacdes, com enfoque em extrapolagdao

de Richardson.

Seja a Eq. (2.16) a representagdo matricial do sistema de equagdes do modelo

matematico que define o problema:

[A][4] = [B], (2.16)

onde as matrizes 4, A € B representam o sistema original de m equagdes em n incognitas

(ANTON E RORRES, 2001), sendo 4 a matriz de coeficientes, 4 a matriz de solugdes ¢ B a
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matriz dos termos fontes. As solugdes numéricas a serem obtidas com base na Eq. (2.16), em
mecanica dos fluidos, transferéncia de calor e outros processos associados, comecam quando
as leis governantes desses processos estdo definidas na forma matematica, em um
determinado sistema de coordenadas, geralmente em termos de equagdes diferenciais
(PATANKAR, 1980).

As equagdes diferenciais sao exclusivamente aproximadas por métodos numéricos que
podem ser diferencas finitas, elementos finitos ou volumes finitos e discretizados ao longo de
um dominio discreto chamado de malha; representam um sistema de equacdes lineares

aproximadas (DICKSTEIN, 1995)

[Any] [An,] = [Bn,l, (2.17)

onde #>0 ¢ h € R}, sendo # um parametro de tamanho de malha. Ahg ¢ a transformacao
linear onde g = 0, I, 2, 3,..., © representando as diferentes malhas. /1hg sdo as solugdes

numéricas definidas matematicamente por

Ay = {Angs Anps Anys Angs o dng}  PAra hg >hy > hy >...> he, 2.18)

e Bhg ¢ a matriz dos termos fontes. A razdo de refino, para malhas uniformes, ¢ a relagdo

entre a malha mais grossa A, € fina /g, ou seja,

2. 19)

Quando os termos do sistema formado pela Eq. (2.17) sdo totalmente independentes, a
solucdo ¢ da forma direta e, por exemplo, pode ser resolvida pelo método TDMA (tri-
diagonal matrix algorithm). Quando A ¢ fungdo da propria variavel, a solugdo ¢ iterativa e,
portanto, contém erros numéricos que estdo relacionados principalmente pela discretizagao
das equacdes. Esse tipo de erro ¢ reduzido lentamente, porém proporcionalmente, com a
diminui¢do do tamanho da malha até atingir o erro de maquina.

Nas Figs. 2.1, 2.2 e 2.3 a seguir sdo representados o dominio unidimensional Ly = 1

com diferentes tamanhos de malhas / definidas por Ay, h; € h,.
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ho

IS
Y

i=1 = =

o e ‘ b -

i=3 nds x=0 L.

Figura 2.1 - Malha unidimensional com 3 nés e comprimento L, =1.

Para a Fig. 2.1, o dominio Ly possui uma malha com trés n6s i € o tamanho /# da malha
) Ly 1
igual a ~ ou -

A representacdo x = 0 indica o indice de Ahg que define a malha de estudo. Ahg €o

conjunto formado pelas solu¢cdes numéricas em cada no:

Ay = {d1, P2, 3}, (2.20)

onde ¢; sao as solugdes numéricas em cada n6icomi=1,2¢ 3.

Para a Fig. 2.2, o dominio Ly possui uma malha de cinco nos i e o tamanho /# da malha

. Ly 1
iguala = ou -:
4 4

\ h[
i=1 i=2 =3 i=4 i=5
T S G G S
i= 5 nobs x=0 L= x=1

A
A

Figura 2.2 - Malha unidimensional com 5 nds e comprimento L, = 1.
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A Fig. 2.2 representa a segunda malha de estudo com g = 1. O conjunto formado pelas

solucdes numéricas em cada n6 ¢ dado por

Ahl = {¢11 ¢2) ¢3) ¢4 '¢5} ’ (2.21)

onde ¢; sdo as solugdes numéricas em cada ndé i com i= 1,2, 3,4 e 5. A razdo de refino

para os exemplos das Fig. 2.1 e 2.2 ¢ calculada a partir da Eq. (2.19) resultando em

— : 2.22)

r—hl =

Para a Fig. 2.3, o dominio Ly possui nove nos i com tamanho /4 da malha igual a ;"

1
ou -:
8
h;
=l =2 =3 =4 =5 =6 =7 i=8 =9
TR S S S P S S
i= 9 nods x=0 I=1 x=1

Figura 2.3 - Malha unidimensional com 9 nds e comprimento L, = 1.

A Fig. 2.3 representa a terceira malha de estudo com g = 2 formado pelo conjunto de

solucdes numéricas em cada né definido por

ﬂ'hz = {¢1' ¢2' ¢3' ¢4 '¢5 ’ ¢6' ¢)7 '¢8 '¢9}' (2. 23)
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onde ¢; sdo as solugdes numéricas em cada n6icomi=1,2,3,4,5,6,7,8¢ 9. Arazdo de

refino para os exemplos das Fig. 2.2 e 2.3 ¢ calculada por

h
=— =2 Q. 24)
h,

r
As Egs. (2.20), (2.21) e (2.23) podem ser representadas, de forma geral, para o caso

unidimensional

Ang ={¢:} 1=123,.. (2.25)

i independedeg =1,2¢ 3.

A expansao da Eq. (2.25) para o sistema bidimensional resulta

An, = { i)}
i=123,..
j=12,3,.. (2. 26)
iej independede g =0,1,2,...

¢;; representa as solugdes numéricas das variaveis de interesse do problema em fungdo de
uma determinada malha. E incomum obter as solu¢des numéricas em todos os nds da malha
conforme descrito na Eq. (2.18); busca-se obter a solugdo para um determinado ponto
especifico conforme a Eq. (2.26) que traduz a solugdo em um determinado ponto no espago
desejado.

Um efeito qualitativo que ocorre com o refino da malha ¢ a redu¢do do erro de
discretiza¢do quando o problema ¢ observado para um ponto especifico do dominio. Similar a
série de Taylor, as solu¢des numéricas obtidas para um determinado ponto convergem para o

resultado analitico, se houver, com o refino da malha, como demonstrado na Fig. 2.4.
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Log Tamanho da
malha &

Figura 2.4 - Efeito qualitativo da reducio do tamanho da manha /4 em func¢io do médulo do erro
para um determinado ponto no dominio de calculo.

E importante destacar neste momento que, para obter solugdes numéricas em diversas

malhas e em um determinado ponto especifico do dominio, a razdo de refino deve ser

precisamente escolhida. Como exemplo, um sistema bidimensional com malha 5x5, formado

pelos dominios Ly e Ly foi representado na Fig. 2.5, onde sera avaliada a solugdo numérica

no centro do dominio, isto €, em L %y :
y
= @ % % @
y= Ly A P25 3,5 45 Ps,5
.¢2,4 ?3,4 ‘(154,4 %5,4
L a ®
.¢2,3 65 .¢4,3 5,3
® —@ @ —@
$22 932 G4 95,2
y=0 1 & o—© ®e—— =
P21 $3.1 P41 $s,1
Ly
| - o
x=0 X =Ly

Figura 2.5 - Malha com 25 nos.
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A razdo de refino deve ser compativel com o ponto de interesse. A escolha da razdo errada
acarretard na falta de um n6 central para avaliagdo da informagdo. As malhas 5x5 e 9x9
representadas nas Figs. 2.5 e 2.6 sdo compativeis, pois nos dois exemplos existem nos em

¢33 e ¢ss que carregam as informagdes da posi¢do espacial adequada do interesse, isto &,

L L ~ £ s . ,
em 7" e 7y . Nesses exemplos, a razao de refino ¢ igual a 2 e verifica-se que havera, em

qualquer malha 5x5, 9x9, 17x17, 33x33, ..., um no6 central .

Figura 2.6 - Malha com 81 nés, r =2.

Em um segundo exemplo, representado na Fig. 2.7, a malha é 6x6, com razdo de refino
1,25 em relagdo a malha 5x5, representada na Fig. 2.5. Neste caso, a taxa de refino ndo ¢

. . . L L ~ . ~
compativel com o ponto de interesse localizado em 7" e 7” e nado haverd solucdo

numérica no centro do dominio devido a inexisténcia de um no central.
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Como um dos interesses, nesta tese, ¢ obter as solugdes numéricas em uma posi¢ao
especifica do dominio de calculo € ndo em toda a malha, define-se como ¢, a solugdo

numérica da varidvel de interesse em um determinado dominio de célculo, sendo g o indice de
malha da solu¢do numérica definida em g =1, 2, 3, 4,..., © . O conjunto das solugdes

numéricas em uma posi¢ao definida no dominio de calculo € representado por

¢g = {(nblr ¢2r ¢3"'¢M} g = 1'2'3' "'!M (227)

onde M ¢ a malha mais fina que se quer alcancar.

3
&%
SN

-
[N

)
R
-—-=—-=-4-----1t-tFk+—-|-----F-----

N/

_______

Figura 2.7 - Malha com 36 nés er =1,25.

2.3. ACELERACAO DE CONVERGENCIA

Na Fig. 2.4, observa-se que a taxa de convergéncia ¢ constante. Existem métodos que
podem fazer acelerar a taxa de convergéncia. E exemplo disto os métodos de extrapolacao,

entre eles a extrapolacao de Richardson.
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A extrapolac¢do ¢ um processo de fazer uma estimativa de um valor f{x) que esté fora do

intervalo dos pontos bases conhecidos (CHAPRA e CANALE, 1998). Em matematica, a

extrapolagdo ¢ o processo de construcdo de novos pontos de dados fora de um conjunto

discreto de pontos de dados conhecidos. A extrapolagdo, neste caso, proporciona bons

resultados quando usada para ampliar os dados ndo muito distantes dos dados conhecidos.

Em calculo numérico, o conjunto discreto ¢ formado pela solugdo numérica da variavel de

interesse em diversas malhas com /> hy > h3> ... > h y em um ponto especifico no dominio.

A funcdo de extrapolagao tem como objetivo obter um conjunto de resultados melhores do

que os obtidos pela solucdo numérica nas diversas malhas. A qualidade do método de

extrapolagdo ¢ limitada pelas hipoteses sobre a fungdo de extrapolagdo.

As vantagens do método de extrapolacao sdo:

(i)

(ii)
(iii)

Baixa complexidade na implementa¢do computacional, se comparado com outros
métodos.
Nao interfere na programacao original, sendo este um pds-processamento.

Os requisitos computacionais e financeiros sao baixos.

As desvantagens do método de extrapolacdo sdo:

(i)
(ii)

(iii)

(iv)

Utiliza apenas dados agregados.

Assume que as tendéncias observadas no conjunto de dados de base irdo prever os
dados futuros.

Deve possuir uma quantidade adequada de dados que permita verificar
adequadamente o local de convergéncia da solu¢do numérica.

A aplicagio da extrapolagdo ndo é direta. E necessario calibrar os dados de

entrada.

Matematicamente a extrapolagdo ¢ definida pela seguinte conotacao

onde:

T: ¢g_) ¢g,m )

g=123..,M (2.28)

m=1,
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€ ¢4 € asolugdo numérica sem extrapolacdo € ¢y, € a solugdo numérica extrapolada. A
sequéncia ¢, converge muito lentamente e custosamente para o limite (SIDI, 2003). A nova
sequéncia formada por ¢,., obtida por transformagdo, com base em ¢, converge mais

rapidamente paraco do que a sequéncia formada por ¢.

2.4. TOPICOS PARA EXTRAPOLACAO DE RICHARDSON

A extrapola¢do de Richardson (ER) ( RICHARDSON e GAUNT, 1927) ¢ um pos-
processamento e pode ser aplicada a posteriori das solucdes obtidas por FDM, FEM ¢ FVM.
Do ponto de vista da analise da complexidade de algoritmos ¢ importante concentrar-se nessa
observagao, pois a taxa de crescimento do tempo de execugdo como uma fungdo do tamanho
de entrada n ¢ praticamente nula. Com a utilizacdo da extrapolagdo de Richardson, ha uma
reducdo do erro de discretizagdo, do custo computacional, quando levada em consideragdo a
mesma acuracia das respostas sem acréscimo de complexibilidade na programacao ou custo.

O erro de discretizagdo ¢ funcdo das aproximagdes do modelo matematico e das
aproximacodes das condi¢des de contorno. O parametro de malha /4 estd inserido nas equagdes
discretizadas que sdo resolvidas por meio de métodos iterativos. Na Fig. 2.8 ¢ mostrado
qualitativamente que, quando /4 tende a zero, a solucdo numérica tende a solugdo exata.
Entretanto, existe um limite de refinamento de 4, seja ele econdmico ou de limitagdo
tecnologica de hardware e/ou software. Na mesma figura, observa-se que existe a
possibilidade de ajustar uma curva com base nos pontos existentes € obter outros pontos
extrapolados fora desse dominio. Esses pontos extrapolados podem tender a solucao exata. A
extrapolacdo de Richardson esta baseada nesse conceito. E um processo de extrapolagio que
utiliza os resultados obtidos por meio de FDM, FEM e FVM. Estes pontos sdo denominados

pontos-base existentes para obter solu¢cdes mais acuradas.
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[} Solucdo numérica .
...
[ ] ® ¢
° [ ]
o°* *
00 ®
Solugio exata | «— °*°
h = Tamanho da malha A

Figura 2.8 - Efeito qualitativo da reducio do tamanho da malha h em funcio da solucio
numérica para um determinado ponto no dominio de calculo.

Ha necessidade de conhecer os resultados aproximados para o mesmo ponto de
interesse, variando-se o parametro 4 ¢ o tipo da funcdo do erro (linear ou quadratica) quando 4
tendendo a zero. Entdo, podem-se interpolar os resultados obtidos com a fun¢ao apropriada e
avaliar a interpolagdo para 4 = 0, isto ¢, extrapolar o limite para obter uma aproximagdo de
ordem com mais elevada precisdo. Portanto, a extrapolagdo de Richardson ¢ utilizada para
gerar resultados com alta acurécia utilizando equacdes de baixa ordem (BURDEN e FAIRES,
2003).

Uma das bases deste trabalho ¢ a série de Taylor, cuja finalidade ¢ representar a funcao
do erro de discretizagdo. A série de Taylor ¢ uma expansdo assintdtica que, fazendo a

expansao da Eq. (2.12), resulta em

P(x) = foy + fH@)(x — ) + %(f) (x—a)*+ %(f) (x—a)’+ ..
M 2.29)
+ fM(!a) (x —a)M,

onde P,(x) representa o valor analitico exato obtido em qualquer coordenada x. A notacdo de
Landau ou assintdtica ¢ uma notacdo matematica utilizada para analisar o comportamento
assintotico das funcgdes. O comportamento assintotico € observado na funcao P(x), quando M

tende ao infinito. Para uma dada funcao P(x), denota-se O(P(x)) tal que,
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(f (x): existem constantes positivas c e xY
| tais que |
0P, = | 0< fG) < P(x) 5
para todo
X = Xxg

(2. 30)

Uma fungdo f{x) pertence ao conjunto O(P(x)) se existe uma constante positiva ¢ que a limita
por c.P(x) para um valor de x grande. Se P,(x) da Eq. (2.29) ¢ um polindomio de grau M,
entdo |P,(x)| é O(x™).

Demonstracao:

PaGOL < [fom| + |F1 (@] — @) + ‘f()‘ (x—a)? + ‘f ()| (x— a)?

y @.31)
+ .. f (a )‘ (x —a)M
L I e I
™ a !
IR0l < (x —a)M + (x—a)M-1  (x—a)2  (x—q)M-3 T
Q. 32)
M
fM(| a) (x— )™

IP(0)] < (|f<n>|+|fi(a)|+ ! 2(!“) I <> L@

M!

) (x—a)" (2.33)

¢ aplicado para (x — a) > 1. Fazendo

fiii(a)
3!

+ ..+ (2. 34)

fM(a) )
M| )



49

e (xo —a) =1, tem-se

|P,()| < ¢ (x —a)¥, (2. 35)

aplicado paratodo (x —a) = (x, — a) .
Portanto, sejam ¢ c R%, aberto, limitado, e u, fip - R? funcdes reais. Define-se a

relacdo binaria de equivaléncia, indicada por O, no espago das fungdes reais F por (PINTO e

SOARES, 2006)
uOf,vu,f EF &3C;,C, >0:C; f(x) <ulx) <C, f(x),Vx €. (2. 36)
Diz-se que as fungdes u e f'sdo de ordens de grandeza equivalentes. Escreve-se

u=0(f) (2.37)

e diz-se que a notagao O as seleciona em classes de equivaléncias de fungdes.
Demonstraciao (PINTO e SOARES, 2006):

Assumindo que existe C;,C, >0,

2.38
C.hP < erro,(x) < C,hP, Vx € ¢, ( )

escreve-se o erro da Eq. (2.13) da seguinte forma:
erron(x) = 0 (hP), (2.39)

onde p ¢ a ordem de convergéncia, isto é, equivalente a h - 0, e a fungdo do erro
convergindo a zero da mesma forma que #”. A aplicacdo da notagdo de Landau na série de
Taylor se d4 quando p ¢ fixado, uma sequéncia de refinamento de / da discretizagdo do

conjunto ¢pq , Ppa , ... com h = 0 ¢é gerada e diz-se que € uma convergéncia-2 da solucao
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aproximada. Quando / ¢ fixado e uma sequéncia de refinamentos de p da discretizacao
¢PL, pP?, ... com p; > oo é construida, diz-se consistir de uma convergéncia-p da solugio
aproximada. Se as variacdes na discretizagcdo sdo simultaneamente em 4 ¢ p, diz-se de uma
convergéncia-/’.

A notacdo de Landau ¢ 1til, pois permite comparar aproximagdes diferentes para um
mesmo problema e da indicios de como a nova aproximacdao se comporta em relagdo a
problemas conhecidos. A notagdo O (6micron) ¢ usada para expressar o limite superior do
tempo de execucao de um algoritmo para resolver um dado problema.

A estratégia de refino segundo Novatny e Fancello (1998) para malhas de elementos
finitos sdo geralmente baseadas na mudanca de localizacdo dos n6és mediante a reducdo do
parametro s, sem alteragdo dos limites do modelo, aumento da ordem polinomial p dos
resultados obtidos ou a combinagdo dos dois métodos /4. Os métodos descritos implicam em
melhorar localmente o erro de discretizacao, fornecendo uma solugdo mais acurada.

No refino /# da malha, o tamanho da malha reduz cadenciadamente. A ordem polinomial
das fungdes de interpolagao dos elementos ¢ constante. Esta modalidade ¢ adequada para os
casos em que as solugdes possuem um comportamento estavel em todo o dominio.

No refino p procura-se criar uma sequéncia de malhas aumentando sucessivamente a
ordem polinomial das fungdes de interpolagdo em cada elemento. A técnica ¢ adequada para
problemas em que a solucdo analitica ndo possui pontos de singularidades.

A estratégia i ¢ o método mais eficiente no controle do erro. Existem varias formas de
desencadear um refino 4”, uma delas é fazer o refino 4, identificar as singularidades

adaptando-as ao método p.
2.4.1 Aproximac¢oes Numéricas e Ordem do Erro a Priori

As aproximagdes numéricas sdo um método de resolucdo das equacdes diferenciais.
Podem basear-se em diversas filosofias, como descrito no capitulo 1. A aproximagao
numeérica serd obtida a partir da Série de Taylor definido pela Eq. (2.12). Caracterizando-se
adequadamente a série de Taylor, temos:

fi(a i ()

o (x —a) T (x—a)+ ..

f)=f@+fi@x-a)t+

fM(a)
M!

(2. 40)

+ (x —a)M,
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onde f ¢ a variavel de interesse no modelo matematico e f(x) ¢ o valor analitico exato da

variavel de interesse, obtido por meio da expansdo da série de Taylor a partir do n6 a. Sao

conhecidos os valores exatos f(a) e suas respectivas derivadas representadas por f", onde n é

o indice da derivada. A Eq. (2.40) ¢ valida para uma fung¢do continua em x em um intervalo

fechado, bem como suas derivadas. A Fig. 2.9 mostra os respectivos nos da malha para a Eq.

(2.40).

I

Y

\

Y

\
.

)

Figura 2.9 - Malha unidimensional com cinco nés.

A aproximag¢do numérica UDS por meio da série de Taylor para a derivada primeira

utiliza um ponto a montante. Como (x —a) =he x < a,tem-se

f@h4=fmh—f%®w+jﬂghg—fm®h§+fw®h%—quﬁ%-k

Isolando-se a derivada primeira da Eq.(2,41) e dividindo-se por 4 resulta

;= 1 h h2 h3 h4—
f/(a)j — f(a)] hf(x)] + f”(a)jz _ f”,(a)jz + flv(a)jﬁ _ fv(a)]m

+ -

Como

Q2. 41)

2. 42)
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f(g)]- = [O‘n)tipo de aproximaqéo]j + 8[0‘n)tipo de aproximaq;?lo]j s (2. 43)

onde n ¢ a ordem da derivada, A ¢ a aproximagdo numérica e € ¢ o erro de truncamento. Para

UDS,a Eq.(2.42) éreduzida a

iy =L@~ S,

Q2. 44)

e o seu erro de truncamento

) . h h? . h3 h*
e(?&}) = f“(a)jz - flll(a)jz + V() - fY(a); 120 ™ (2. 45)

Portanto, na aproximacao UDS, o erro de truncamento ¢ de primeira ordem. A generaliza¢dao

da Eq. (2.45) ¢

gn(q)) = CthL + Clhpl + Czhpz + C3hp3 + (2. 46)

O conjunto formado por p; = pg, P1,P2,P3, --- € denominado por ordens verdadeiras p,,
que sdo as respectivas ordens M definidas na Eq. (2.29) dos termos da série de Taylor. Em

especial p; recebe o nome de ordem assintdtica, € os coeficientes sdo representados por
— fii 1 — iii 1 — fiv 1 — v 1 UDS

co = fl@)j5, == fM@jyz, = V(@563 = — fY(@)j5 - parao :

2.4.2 Erro de Discretizacdo e sua Estimativa

Quando o erro de discretizagdo ¢ composto por somente erro de truncamento, tem-se

e(¢) = E(¢) e a Eq. (2.46) torna-se a equagao geral do erro de truncamento

E,(¢) = CohPL + C1hPr + C,hP2 + C3hP3 + -+, (2. 47)

onde Cy,Cy,C; C3,Cy, ... sdo constantes originarias da Série de Taylor que representam soma
ou subtra¢do da razdo das derivadas f',f",f"’,... pelos seus respectivos fatoriais das
aproximagdes numéricas, que podem ser iguais a g €y, C3 C3, Cy, .... O termo (x — a) da série

de Taylor € representado por 4.
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Marchi (2001) demonstra, para as solu¢cdes numéricas UDS, CDS, DDS, DDS-2 e regra
do trapézio, as ordens verdadeiras e assintoticas do erro de truncamento, como segue na Tab.

2.1.

Tabela 2.1 — Valores previstos para as ordens verdadeiras e assintdticas (MARCHI, 2001).

Solucao . o
RN i i i Ordens Verdadeiras Ordens Assintéticas
Tipo de Variavel Numérica  [TiPO de Ap,r oximagio
@ Numérica Pm PL
um ponto a
UDS 1,2,3,... 1
montante
Derivada de I*ordem da CDS diferenca central 2,4.6.... 2
variavel dependente
DDS um ponto a jusante 1,2,3,... 1
DDS-2 dois pontos a jusante 2,3.4,. 2
Derlv.;?da de 2 ordem da CDS diferenca central 2,4.6,... 2
variavel dependente
Meg:;;ls dv;lr::vel m regra do trapézio 2,4.6.... 2

Pode-se observar na Tab. 2.1 que existem ordens assintoticas p;, =1 ¢ p, = 2; para o

erro da derivada de 1* ordem da varidvel dependente escreve-se

En(¢)ups,pps = 0 (hY), (2. 48)

En(¢)cpspps-2 = O (h?). (2. 49)

A caracteristica desta nota¢do ¢ o tempo de execucdo e o consumo de memoria em
funcdo da quantidade de dados de uma maneira mais intuitiva ¢ menos trabalhosa. A funcao
que representa o algoritmo da Eq. (2.48) cresce de forma assintotica mais lentamente que o
algoritmo da Eq. (2.49).

A Eq. (1.1) e a Eq. (2.47) podem ser calculadas quando se conhece a solugdo analitica
do modelo matematico. Quando a solug@o analitica ¢ desconhecida, estima-se o seu valor. A
estimativa ¢ chamada de incerteza da solugdo numérica e ¢ assim definida (MARCHI e

SILVA, 2005):
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U(P) = ¢ — &, (2. 50)

onde ¢, ¢ asolugdo estimada de .

2.5. EXTRAPOLACAO DE RICHARDSON

A solugdo exata ¢ composta pela solugdo numérica, com base em um tipo da
aproximag¢do numérica, e o erro de truncamento, associado ao tipo de aproximacado feita,

definida pela Eq. (2.51)

® = ¢yps, pos, cos, ..+ E@ups, pos, cps, . (2.51)

sendo o erro de truncamento dependente da ordem da aproximagao

E(P)ups, pps, cps, .. = O(hPh). (2.52)

A extrapolacdo de Richardson ¢ uma ferramenta matemdtica que possibilita obter uma

solug@o mais proxima da solucdo exata, demonstrada por

¢ = Extrapolacdo de ¢yps pps, cps, . (2.53)

onde ¢, ¢ a extrapolacdo de Richardson ao limite.
A extrapolagio de Richardson é também conhecida por extrapolagio /4°. A equagdo de

Richardson (1927) na forma original ¢ representada por

hi ¢1 — hi ¢,

b= TR,

+ E(¢o), (2. 54)

onde ¢, e ¢, significam as solucdes numéricas nas malhas fina e grossa. Sabendo-se

quer = % e simplificando a Eq. (2.51) conforme Roache (1994), tem-se a aproximagao:
1



55

1~ ¢

b = 1 + - (2. 55)
(&
b = P, (2. 56)
sendo @ a solu¢do analitica. Ou ainda,
Do = ® — E(Poo) (2.57)
(&
OPt € OPPe, 2. 58)

Portanto a ordem do erro ¢ caracterizada por p;, > p¢,, ¢ aconvergéncia da extrapolacao de

Richardson ¢ do tipo #”, isto é, depende do refinamento da malha % e da aceleragido p .
Demonstracao: Extrapolagdo de Richardson (CHAPRA ¢ CANALE, 1998)

A incerteza da solugdo foi representada na Eq. (2.50) e ¢ transformada para malhas

¢1 e ¢2 B definindo

Up, = b0 = ¢1, (2.59)

Up, = b0 — P2 (2. 60)

Considerando que a incerteza U de uma determinada solu¢do numérica ¢ seja dada por

Up = K, b2, 2. 61)

e que K, ¢ composto pela aproximacdo numérica e sua derivada, sendo ele constante e
independente em todo o refinamento de 4. Fazendo a Eq.(2.61) em duas malhas diferentes e

identificadas por fina e grossa, tem-se



U¢1 = Kuhz,

U¢2 = Kuh%

Fazendo-se a relacdo entre as Eqgs. (2.62) e (2.63), resulta em

Uy

2

Uy

2
_ha

:_2’
1 hl

Reorganizando a Eq. (2.64), tem-se
Uy, = U ( h2>2
$2 = Y1 h,) "

Reorganizando as Egs. (2.59) e (2.60)

q)OO = ¢1 + U¢1;

q)oo ¢2 + U¢2’

e igualando-as, tem-se:

(,bz + U¢2 = ¢1 + U¢1

Substituindo a Eq.(2.65) na Eq. (2.68)

o\’
¢2+U¢1 (h_l) = ¢1+U¢1.

Isolando Uy, , tem-se

91— ¢
U¢1 _m’

Q.

Q.

Q.

Q.

Q.

Q.

Q.

Q.

62)

63)

64)

65)

66)

67)

68)

69)

(2.70)

56
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e substituindo-o na Eq. (2.66) resulta

boo = 1 + —?;12__‘?2) . 2.71)

2.6. GENERALIZACAO DA EXTRAPOLACAO DE RICHARDSON

Roache (1994) generaliza a extrapolagdo de Richardson para qualquer aproximagao
numérica substituindo o expoente da razdo de refino por pL, resultando a equacio
generalizada de Richardson (RE) definida por

1~ ¢

P = ¢1+m,

2.72)

sendo o estimador de erro de Richardson definido por

1~ ¢

U = T2
NGRS )) Q. 73)
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3 METODOLOGIA PARA APLICACAO DE MULTIPLAS
EXTRAPOLACOES DE RICHARDSON - MER

Sdo complexos os problemas relacionados a transferéncia de calor que exigem
simulacdes numéricas. As necessidades dos clientes e os custos envolvidos no
desenvolvimento de produtos nesta area também sao grandes, bem como as incertezas dos
modelos utilizados. Frequentemente tem que se trabalhar com resultados aproximados,
obtidos por métodos iterativos ou procedimentos computacionais dependentes de alguns
pardmetros como tempo, temperatura, pressdo e velocidade. A convergéncia dos sistemas
numéricos ¢ lenta, principalmente quando se trabalha com malhas finas que resultam em
milhdes de nés. A simplificacdo dos modelos, a redugdo dos ntimeros de n6s das malhas, as
simplificagdes unidimensionais para problemas bi ou tridimensionais podem acarretar um
grave entrave para a sua utiliza¢do na pratica. Por esse motivo, técnicas de aceleracdo, como a
extrapolagdo de Richardson, tém sido estudadas e aplicadas.

No capitulo 2 foi abordado o conceito de extrapolagdo de Richardson conforme se
apresenta na literatura. No presente capitulo serdo apresentadas as equagdes e fundamentacdes
da metodologia de multiplas extrapolagdes de Richardson (MER) da forma generalizada e o
desenvolvimento da metodologia que torna aplicivel MER em problemas que possuem
maximos € minimos.

A aplicabilidade para MER neste capitulo ¢ dividida em duas partes:

(i) aplicacdo direta de MER por meio da Eq. (3.1) e suas correlagdes - equacao de
Laplace 2D - a aplicagdo desta metodologia esta detalhada no capitulo 4;
(ii)  aplicagdo de MER apo6s a aplicagdo da metodologia para corre¢do dos dados para
MER - equagdo de Poisson 1D - a aplicacdo desta metodologia esta detalhada no
capitulo 5.
Para ambos os casos (i) e (ii) houve sucesso na aplicacdo de MER por meio da metodologia

desenvolvida neste capitulo.

3.1. SOLUCOES NUMERICAS COM MULTIPLAS EXTRAPOLACOES DE
RICHARDSON

No Cap. 2 foram definidos os pontos base para a aplicacdo da extrapolagdao de

Richardson. Estes pontos sdo definidos como as solu¢des numéricas sem extrapolagdo, e sua
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obtencdo ¢ feita diretamente por meio dos resultados das simulagdes com diferentes /4. Na
Tab. 3.1 ¢ feita a representagdo esquematica dessas solugdes, onde g é o conjunto das malhas
representado em um intervalo discreto de passo 1, definido por [1,G]. Essa sequéncia ¢
crescente como 1, 2, 3,..., G e esta representada como a malha mais grossa pelo indice 1 e a

malha mais fina pelo indice G.

Tabela 3.1 — indices das solucdes numéricas sem extrapolacio.

Solu¢do Numérica sem
Malhas Qualquer Extrapolagdo
g=1 ¢ Ji
g=2 ¢ 2
g=3 ¢ 3
g=
§=G ¢ G

A Eq. (3.1) representa a equagdo para a extrapolagdo repetida de Richardson, onde ¢,

¢ a solucdo numérica em uma determinada malha g com m extrapolagdes:

¢g, m-1 ¢g—1, m—1 (3. l)
rPm-1 — 1 )

¢g,m = ¢g, m-1 T

A Eq. (3.1) ¢ valida para g=[2,g] e m=[1, G-1]. O diagrama da Tab. 3.2 exemplifica os
indices da Eq. (3.1) e indica seus limites de operacdo. As setas na Tab. 3.2 representam os
resultados das extrapolagdes; por exemplo, o calculo extrapolado de ¢, ; € obtido a partir das
solugdes ¢ e ¢,; o calculo extrapolado de ¢, € obtido a partir das solugdes ¢, e ¢31;¢€
assim o método se repete. As extrapolagdes sdo possiveis até m extrapolagdes, que estdo
relacionadas com o numero de solugdes numericas ¢y m—o. Com MER, a correcdo do
resultado € diagonal com ¢;, ¢, 1, P32, Pa3 ,... até g1 .

A representacdo m=0 indica a representacdo de solugdo numérica sem qualquer
extrapolagdo. As ordens verdadeiras representadas por p,, constituem-se de uma progressao

aritmética e dependem da ordem assintotica da equacao discretizada e sdo definidas por
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Pm =pL+m (@1 —pL) (3.2)
sendo a Eq. (3.2) vélida para g=[1,G] e m=[0, g-1]
Tabela 3.2 — Indices das Multiplas Extrapolacées de Richardson.
m=0 m=1 m=2 m= m=G-1
Solu¢do Numérica Primeira Segunda
Malhas sem Qualquer Extrapolagdo | Extrapolag¢do
Extrapolagdo
g=1 ¢ @=1.m=0
=2 \’
g b (e=2m=00—P (g=2m=1) N
— ~ R ¥
g=3 P (g=3m=0—P (g=3m=1) —| P @=3.m=2)
g=...
g=G P (=G, m=0) P e=Gm=1) P e=Gm=2) P (e=G.m=G-1)
prL b1 b2 PG-1

Na Tab. 3.2 dois mecanismos para melhorar a precisao sao aplicados conforme descrito

no item 3.3. O primeiro ¢ a redugdo do tamanho da malha /4, do que resulta um maior nimero

de malhas g. O outro mecanismo € extrapolar m vezes. Entretanto, os dois mecanismos estao

relacionados devido a dependéncia de m em funcao de g. Ao utilizar MER ha a possibilidade

de controlar a ordem da solu¢do numérica extrapolada. As sequéncias comumente

empregadas para o refino da malha devem ser cuidadosamente escolhidas em razdo das

oscilagdes de frequéncia dos resultados numéricos, as quais podem comprometer o resultado

extrapolado.

3.2. ORDEM DO ERRO

Segundo Marchi (2001), a incerteza calculada a partir da Eq. (2.71) somente fornece o

valor correto do erro de discretizagao se

CghPE = E(¢),

onde Cr ¢ dependente de /2 e definido por

3.3)
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CE — CO+C1hp1_pl‘+Czhp2_pl‘+63hp3_pl‘+"'. (3. 4)

A Eq. (3.3) ¢ valida se o tamanho da malha 4 ¢ muito pequeno, isto ¢, quando h = 0 .
Mesmo que a Eq. (3.4) tenha varios termos, o valor do erro tende ao valor do primeiro termo

desta equagao, isto ¢
Cg =C, se,esemonetese, h— 0. (3.5)

A ordem efetiva (pg) ¢ definida, portanto, como a inclinagdo local da curva do erro de
discretizagdo (E) da solugdo numérica (¢p) versus o tamanho da malha (%) dos elementos da
malha em um gréfico logaritmo (MARCHI, 2001). Esse calculo a posteriori das solucdes
numéricas permite confirmar a ordem assintética do erro de discretizagdo. A medida que 4 é
reduzido, os valores representados em grafico logaritmo tendem a ordem assintotica do erro
de truncamento.

Demonstracio: Ordem efetiva baseada em duas solu¢des numéricas (MARCHI, 2001)

Seja aplicada a Eq. (3.3) em duas malhas ¢, e ¢, definidas por

CEth = E(¢y) 3.6)

Cehh” = E(¢2) 3.7)

onde o erro de discretizagdo E(¢) e o tamanho da malha % sdo conhecidos nas duas malhas.

Resolvendo o sistema de equacdes formado pelas Egs. (3.6) e (3.7), obtém-se

E(¢2)
_ log [E (¢i) 3.8)
log(7)

E =

sendo 7 a razao de refino. A Eq. (3.8) generalizada para MER resulta em
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E(¢bg-1m)
E(¢gm) | 3.9)
log(r) ’

log I

(Pe) gm =

a Eq. (3.9) ¢ valida para g = [2,G] e m=[0, g-2] . De acordo com as Egs. (3.8) ¢ (3.9), ¢
necessario conhecer a solug¢ao analitica exata da variavel para que seja possivel o seu célculo.
Nos casos em que ndo ha esta opgao utiliza-se o conceito de ordem aparente.

A ordem aparente (py) € definida com a inclinagdo da curva de incerteza (U) da solugdo
numérica (¢) versus o tamanho da malha (%) dos elementos da malha em um grafico
logaritmo (MARCHI, 2001). Esse célculo a posteriori das solugdes numéricas permite
confirmar a ordem assintética do erro de discretizagdo. A medida que % ¢ reduzido, os valores

representados em grafico logaritmo tendem a ordem assintdtica do erro de truncamento.

K hPv = U(¢), (3.10)

onde K, ¢ dependente de /2 e definido por

Ku — KO + thpl_pu + KZhPZ_pu + K3hp3_pu + .- (3. 11)

Admite-se que K, ¢ um coeficiente constante e independente de /4, no entanto ndo o é. Esse
fato € equivalente ao discutido no item 4.3.1 sendo que o valor de K, tende ao valor do
primeiro termo quando h — 0. Isso implica que, se # ndo ¢é suficientemente pequeno, a

estimativa do erro Ug; da Eq. (2.71) sera diferente do erro de discretizacao.

Demonstraciao: Ordem aparente baseada em duas solu¢des numéricas (MARCHI, 2001):

Substituindo na Eq. (2.50) a Eq. (3.10) obtém-se

K hPv = ¢, — ¢, (3.12)

e escrevendo a Eq. (3.12) para trés malhas ¢ ,¢, e ¢3
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Kuhi* = ¢poo — 1, (. 13)
K.h3* = ¢ — ¢, G. 14)
K,h5* = ¢ — ¢, 3. 15)
Resolvendo o sistema de equagdes formado pelas Egs. (3.13), (3.14) e (3.15), onde as

solugdes numéricas das variaveis de interesse ¢;,¢p, e ¢p3 e o tamanho da malha

h, h, e hs sdo conhecidos, resulta em

log [ ¢z] 3. 16)
log(r) '

u_

A Eq. (3.16) generalizada para MER resulta em

Ogm — Og-1m 3.17)

)

sendo a Eq. (3.17) valida para g = [3,G], m = [0,Int((g-3)/2)] e a razdo de refino constante. A
representacdo Int () significa a que o valor a ser considerado ¢ a parte inteira do valor calculado
no interior do colchete. A medida que # = 0, os valores de (p,)em devem tender a ordem
verdadeira p,, do respectivo nivel de extrapola¢dao (m). A Eq. (3.1) admite que os valore de p,, s@o

conhecidos. Para se obter p,, a posteriori, sem interferéncias, em vez de usar ¢ usa-se a nova

variavel 6 .

Hg,m—l - Hg—l,m—l (3'18)

Hg,m = Hg,m—l r(pu)g,m—l -1

A Eq. (3.18) ¢ valida para g = [3,G], m = [1,Int.((g-3)/2)]. Para m=0 a Eq. (3.18) ndo se
aplica, pois tem-se g m=o = 64 m=¢. Para estimar adequadamente p,, € necessario conhecer

pelo menos as trés primeiras ordens: py, p; € p, . Caso isto ndo seja possivel, pode-se estimar
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as outras ordens a partir de pge p; devido os valores de p;, serem uma progressao aritmética.
Quando os valores de p,, sdo determinados arbitrariamente, o impacto desta escolha pode
afetar negativamente o resultado esperado (MARCHI et al., 2008). Os valores de pn, sao

obtidos de (py) g,m- Eles sdo niimeros inteiros e positivos que sdo extraidos para cada nivel de

extrapolacao (m). Quando 20 a tendéncia vale : p, 2 pm.

3.3. ESTIMADOR DE ERRO DE RICHARDSON

A estimativa do erro de discretiza¢do da solu¢do numérica (Ugy) da Eq. (2.73) pode ser
empregada para qualquer variavel de interesse. Para g malhas e m extrapolagdes de

Richardson o estimador de Richardson ¢ dado por

bgm = bg-1m (3.19)
rPm— 1 '

U((l’g,m) =

onde a equacgdo ¢ valida para g=[2,G] e m=[0, g-2].

3.4. METODOLOGIA PARA CORRECAO DOS DADOS PARA MER

Esta parte do presente capitulo se concentra na fundamentacdo tedrica e pretende
demonstrar a metodologia utilizada para a corre¢do dos dados para a aplicacdo de MER em
problemas de maximos e minimos em que estes pontos sdo desconhecidos ao longo do
dominio.

A efetividade da maltipla extrapolacdo de Richardson estd associada diretamente a
qualidade dos dados de entrada no método. Partindo-se do principio que a varidvel de
interesse estd localizada em ponto indefinido do dominio, conclui-se que ndo ha uma
sequéncia de nés em malhas diferentes (h;, hy, hs,...) que carregue a informagdo necessaria
sem haver outros tipos de erros conforme descrito em 3.4.5.

Chapra e Canale (1998) descrevem que, para a técnica de extrapolacdo de

Richardson funcionar, os dados de entrada devem:

(i) ser uniformemente espacados ¢

(ii) ser uniformemente gerados em forma sucessiva.

A afirmacgdo (a) estd correta e possui relagdo direta com a razao de refino ( » ) da

malha na qual deve ser constante. Entretanto, quanto a afirmacao (b), verifica-se que esta
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incompleta. Os dados devem ser uniformemente gerados em forma sucessiva ¢ devem ser
exclusivamente pontuais com a mesma posicio ao longo das diversas malhas a serem
extrapoladas.

A dificuldade de problemas com MER que possuem maximos e/ou minimos esta no
ponto de inflexdo. Os dados de entrada para MER oscilam em torno deste ponto devido a

funcdo numérica ser discreta.

3.4.1 Funcao Continua e Funcio Discreta

Define-se uma fungdo f qualquer que representara uma fungdo continua ao longo de um
intervalo especifico, sendo essa fungdo f uma correspondéncia que faz associar um e somente
um valor da variavel dependente y para cada valor da varidvel independente x, tal que
y = f(x) (MUNEM e FOULIS, 1982). Sejam A e B conjuntos; uma func¢do f'de A em B ¢ um
subconjunto de AXB = {(a,b)l]a € A A b € B} , onde cada elemento de A aparece uma
unica vez como primeiro elemento de um par ordenado. A € o dominio ¢ B ¢ o contradominio
da fungdo f. O grafico de f sdo todos os pontos (a,b) no plano xy, tal que a pertence ao
dominio de f e b a imagem ou contradominio e a associagdo definida por y = f(x)

(GERSTING, 1995).

J)

Figura 3.1 — Funcio continua e pontos de inflexao.
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A fungdo f ¢ continua em um ponto a qualquer do dominio de x se, e somente se, as

seguintes condi¢des forem validas:

(i) fla) ¢ definido, (3.20)
(i) lim,_, f(x) existe, e (3.21)
(iii) limy,q f(x) = f(a). (3.22)

Analogamente, uma funcdo ¢ continua em um intervalo fechado [a,d] se for continua
em todos os niumeros do intervalo (MUNEM e FOULIS, 1982).

A fun¢do de A em B ¢ um subconjunto de A X B. As associa¢des funcionais serdo
relacionadas por uma equacdo que descreve as associagdes. Tecnicamente ¢ comum a
utilizacao de parte do dominio de A para representar, em pares ordenados, B. A utilizacao da
funcdo ', que relaciona A em B em apenas alguns pontos do dominio de A, acaba por gerar
outra fun¢do, denominada g, que ndo representa fielmente a funcdo /. A funcdo g consiste em
pontos discretos ¢ possui 0 dominio diferente da funcdo f', porém representa f ao longo do
intervalo fechado [a,d]. A funcdo g(x) ¢ definida como uma fun¢do discreta que representa a
fungdo f(x).

A funcdo f(x), representada na Fig. 3.1, possui pontos de picos definidos por M| e
M, e depressdo definida por m“. A letra M maitscula significa ponto de maximo, o
superindice C significa que a fungdo € continua, e os subindices 1,2,3,... significam o numero
do pico. A letra m minuscula significa ponto de minimo. Os super e subindices possuem o
mesmo significado.

Uma determinada fun¢do pode conter varios pontos de maximo e minimo. Por
exemplo, a funcdo f(x), definida no intervalo fechado [a,d] na Fig. 3.1, possui dois maximos
locais definidos por M€l ¢ M2 e um minimo local definido por m“1, que demonstram os
picos e a depressao dessa funcao. Entretanto, observa-se na Fig. 3.1 que um pico € maior que
o outro, isto ¢, MC1 < MC2; neste caso diz-se que M2 é 0 maximo absoluto ou global da
funcao f(x) definida no intervalo [a,d]. Sendo o valor ¢ a coordenada da varidvel independente
x que faz a associa¢do y = f(x) assumir o maior valor y, tal que M¢ =y, = f(c) , pode-

se definir que
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M¢ > f(x), (3.23)

onde M® ¢ o maior valor da funcdo f(x) , isto é, 0 maximo absoluto ou global da fun¢ao f(x).

Analogamente, pode-se definir que
m¢ < f(x), (3.24)

onde m® é o menor valor da funcdo f(x), isto €, o minimo absoluto ou global da fun¢ao
f(x). Observa-se que os subindices 1,2,3... nas Eqgs. (3.23) e (3.24) deixaram de existir,
caracterizando as letras M e m como maximo ou minimo absoluto ou global. O superindice C
nas Eqgs. (3.23) e (3.24) caracteriza que € o maximo ou minimo de uma fun¢ao continua.

O ponto critico M€ ou m® ¢ determinado para uma funco £, fazendo

df (x)
dx

(3.25)

0,

podendo assumir a derivada primeira um ponto de maximo ou minimo no intervalo de

interesse. O ponto critico ¢ maximo ou minimo quando (JACQUES, 2006):

f2(c) (3.26)
)M¢: —= >0,
Q) I
f2(c) 3.27)
i) m¢ : < 0.
(i) m I
O ponto critico discreto € méximo ou minimo quando:
(i) MP : ¢ é 0 maior valor da funcio g(x)no dominio, (3.28)

sendo que os valores anterior € posteriores a ¢ sdo menores que cec#ae ¢ #d.

(ii) mP : ¢ é 0 menor valor da funcio g(x) no dominio, (3.29)



68

sendo que os valores anterior e posteriores a ¢ s3o maiores que cec#ae ¢ #d.

3.4.2 Discretizacdo do Dominio de Calculo

Uma variavel ¢ discreta quando possui um nimero finito de valores dentro de um
intervalo fechado (MONTGOMERY e RUNGER, 2003). No item anterior, a fungdo continua
foi definida por f(x) e a fung¢ao discreta, por g(x).

As técnicas numéricas em CHT trabalham com dominio discreto e obtendo os
correspondentes pontos na imagem. A associacdo ¢ feita a partir de uma fungdo g(x) discreta.
A fun¢do g(x) representa a funcdo f(x) continua. Neste momento ndo esta sendo considerado
nenhum tipo de erro numérico, isto ¢, g(P) = f(P), onde P ¢ um ponto qualquer do dominio de
[0,L]. O processo de dividir o dominio continuo [0,L] em finitos pontos discretos ¢ chamado
de discretizagdo, que consiste em definir em quais pontos se deseja conhecer a variavel
dependente y, construindo sobre o dominio x uma malha que conterd um conjunto de pontos,
denominados nos (SUERO, 2006). O tamanho de cada elemento de malha 4 para um sistema

unidimensional e uniforme ¢ definido por (TANNEHIILL et al., 1997):

L (3.30)

onde % € a distancia entre dois nds consecutivos, L € o tamanho do dominio € N é o nimero de

elementos da malha.

nd N-2 N-1 N

«

Figura 3.2 - Discretizacdo do dominio [0,L] em N elementos.
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O dominio discretizado ndo ¢ continuo, conforme ¢ detalhado na Fig. 3.2, ¢ a
informacdo da varidvel x limita-se aos pontos estabelecidos no dominio. Observa-se que,
quanto maior for o numero de n6s do dominio, maior sera a quantidade de informagdo e maior

serd o tempo computacional para processar as informacoes.

3.4.3 Efeito da Discretizacao no Ponto de Maximo ou Minimo

O dominio discretizado possui um numero finito de nés e as informagdes das variaveis
de interesse estao contidas nestes pontos. A Fig. 3.3 compara a fungao discreta g(x) e a fungao
continua f(x). Observa-se que os pontos de maximo da func¢do f(x) e g(x) sdo diferentes. O
dominio da fun¢do g(x) ndo contempla o ponto onde a funcdo f(x) ¢ maxima, recaindo na

desigualdade

M¢ = MP, 3.31)

onde M" ¢ o maximo da funcio discreta g(x).

T() C
M Legenda
" @ :(x) - funcio discreta
D —  fix) - fungdo continua
Tpai
I
XP-lD XPD X1;+1D

Figura 3.3 - Diferenciacio entre a func¢io f(x) e funcio g(x).

Quando a malha 2 - 0, o mddulo da diferenca entre os maximos de f(x) e g(x) se
aproxima de zero:

IM¢ — MP| - o0; (3.32)
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quando a malha # = 0, o mddulo da diferenga entre os minimos de f(x) e g(x) se aproxima de
Zero:

|m¢ — mP| -o0. (3.33)

3.4.4 Metodologia para Correcio dos Dados de Entrada para MER

No item 3.4.1, foi definido que a imagem e o dominio da fungdo de associacdo g(x)
estdo contidos na imagem e dominio da func¢dao de associacdo f(x). Ja no item 3.4.3, foi
demonstrado que o ponto de maximo (MP) de uma funcdo discreta g(x) ¢ diferente do ponto
de maximo (M) de uma funcdo continua f{x). A mesma afirmagdo vale para o ponto de
minimo. O ponto de maximo da fungdo g(x) representada pela Eq. (3.28) que ¢ o maior valor
de todos os valores representados pela associa¢do g(x). Foi considerado que havia uma g(x)
discreta geradora de pontos nodais com /4 qualquer sobre a curva continua de f(x) e a solu¢do
discreta era igual a solugdo analitica nodal nesses pontos, nao havendo, portanto, nenhum tipo
de erro, inclusive erro de discretizagdo. Neste trabalho, o que se procura minimizar € o erro de
discretiza¢do; no entanto, ao se utilizar do valor de maximo da fun¢do g(x), esta incluindo-se

na solu¢do numérica um novo tipo de erro, que sera definido a seguir.

3.4.5 Erro de Posicio da Informacio

O erro de posicao €D ¢ definido matematicamente por
eD = M¢ — MP. 3.34)

E a diferenca entre o ponto de méaximo da fungdo continua e o ponto de maximo da fungao
discreta. Vale para o ponto de minimo, no caso deve substituir M por m. Os valores de M ¢ a
forma geral de representar todas varidveis de interesse do problema como, por exemplo,
temperatura maxima/minima e posi¢ado maxima/minima. Na Fig. 3.4 ¢ mostrado este tipo de
erro, onde Dy € o erro de posi¢do na coordenada M e €Dy € o erro de posi¢dao na coordenada

x (de forma geral, podendo ser y,z).
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Legenda

maximo de g(x)

maximo de f(x)

Figura 3.4 - Diferenciacio entre a fun¢iao f(x) e funcio g (x).

O erro de posicao ¢ reduzido quando ¢ aumentado o niimero de nés da fungao g(x) ou
reduzido o tamanho da malha /4, para o mesmo intervalo [0,L]. Na Fig. 3.5 sdo mostradas,
para o mesmo intervalo [0,L], quatro curvas para o0 mesmo ponto de maximo da funcdo f(x).
Sobre a funcao f(x) representou-se, sem erro de discretizagdo, a funcdo discreta g(x) que, nos
pontos discretos, possui 0 mesmo valor da fun¢do f(x). Quando a funcdo g(x) possui menos
nods, definiu-se como malha mais grossa; ja quando a fungdo g(x) possui mais nds, como
malha mais fina. Observa-se que, a medida que a malha se torna mais fina, o ponto de
maximo da fungdo g(x) se aproxima do maximo da fun¢do f(x). Portanto, conclui-se que o
erro de posicao tende a zero quando a malha ¢ refinada. O erro de posi¢ao ¢ determinado pela

Eq. (3.35)
eDg = M§ — M2, (3.35)
onde eDg € o erro de posicdo da malha mais grossa, M(C; ¢ valor do ponto de maximo da

variavel de interesse na malha grossa da fungdo f(x) e M2 é valor do ponto de méaximo da

varidvel de interesse na malha grossa da fungdo discreta g(x). Para a malha mais fina tem-se
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eDg = Mg — MR, (3.36)

onde eDr ¢ o erro de posicio da malha mais fina, M§ é valor do ponto de méaximo da variavel
de interesse na malha fina da funcio f(x) e MR é valor do ponto de maximo da variavel de
interesse na malha fina da funcao discreta g(x). Comparando-se as Egs. (3.35) e (3.36) com a

Fig. 3.5 resulta em

EDF < SDG. (3°37)

Yp—2 1 Yp+1

malha mais grossa

Legenda /'/.%‘\‘\
> maximo da fung¢ao f{x) .

funcdo f(x) ! malha mais fina

() fungdo g(x)

Figura 3.5 - Solucio analitica em diversas malhas para geracao da funcao g(x).

Em problemas praticos, normalmente a solucdo analitica ¢ desconhecida, portanto, a
funcdo f(x) ¢ desconhecida e a fun¢do g(x) ¢ a solucdo numérica. Observa-se que a funcao
g(x) ndo ¢ baseada na fun¢do f(x) e sim na solu¢do numérica do problema. Admitindo-se a

premissa de que para a fungdo g(x) as fontes principais de erros sdo (1) erro de posi¢do (eD) e
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(2) o erro de discretizagdo (eA). A Fig. 3.6 define esses erros graficamente. A curva tracejada
¢ a fungdo f(x) desconhecida que possui um ponto de maximo local. O tridngulo preto,
definido por MS, isto &, o ponto de méximo e suas coordenadas sdo o objetivo central deste
capitulo. Os circulos pretos sdo a solu¢do numérica conhecida. O losango M' é o ponto de

maximo formado pela curva continua w(x).

|
T(x)
D ”
T 7
/s
‘ D
/
D ’ M
Tp pad
/
Vs €p
’ "
D /
S Y S - |
D D D
Xp-1 Xp Xp+1 X
Legenda
—_——— - fung¢do f(x)
. fun¢do g(x)
funcdo w(x)
A maximo da fungdo f{x)
<> maximo da fungdo w(x)
P4 méximo da fungdo g(x)

Figura 3.6 - Soluc¢ao analitica, numérica e ponto critico.

Sabe-se que MER ¢ efetivo para redugdo dos erros de discretizacdo, no entanto para
problemas de méximo e minimo demonstra ser ineficiente. A eficiéncia de MER estd
relacionada com os tipos de erros envolvidos nas solu¢des numéricas. MER ¢ eficiente se o
erro predominante for o de discretizacdo. Na Fig. 3.6, observa-se que existe um erro de

posicao relativo ao deslocamento do n6 da malha em relacdo ao ponto de interesse. Portanto,
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MER ¢ ineficiente quando ha outros erros que contaminam o resultado da solu¢do numérica.
Para minimizar o erro de posicdo, ¢ obtida a curva continua interpolada w(x) em func¢ao dos
pontos discretos g(x). O erro numérico ¢ representado conforme a Eq. (1.1).

A fun¢do w(x) ¢ uma funcdo inexistente, entretanto pode ser gerada a partir de
interpolada polinomial utilizando os dados da fungdo discreta g(x) em torno do ponto M da
solugdo numérica. A fung¢do w(x) é continua e derivavel; a partir da derivada primeira da
funcio w(x), posiciona-se o ponto de maximo M' mais proximo do méximo da funcio f(x),

definido por M€. O resultado da interpolagdo é a reducdo do erro de posicio.

3.4.6 Minimizacao do Erro de Posicio com Interpolacio Polinomial

A interpolagdo polinomial ¢ a alternativa adotada para minimizar o erro de posi¢do
definido na Eq. (3.34). Consiste em determinar o Gnico polindmio de grau n que passa pelos
n+1 pontos dados (CHAPRA e CANALE, 1998). Ha diversas formas de se obter e expressar
esse polindmio. Optou-se por adotar dois métodos, isto €, a interpolacdo quadratica para
polindmio de segundo grau e o polinomio de Newton para grau 4 e grau 10. A equagdo geral

do polindmio para n+1 pontos €

wX)=ay + a;x + a,x*> + azx3+ ..+ a,x" (3.38)

Considera-se a hipotese de que, quanto maior o grau do polindmio, menor € o erro de

posi¢do em virtude de a curva do polindmio estar ligada a mais nds.

3.4.6.1 Interpolacio Polinomial Quadratica

A Eq. (3.39) ¢ a forma conveniente para o polindmio quadratico, que ¢ definido por

(CHAPRA e CANALE, 1998)

w(x) =bp_q + bp(x —xp_1) + bpi1 (x — xp_1)(x — xp), (3.39)

onde os pares ordenados conhecidos de g(x) sdo (x p.;, T p.1) , (X p, T p) € (X p+1, T p+1); a Eq.

(3.39) parax =xp.; resulta
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bp_1 = Tp-1; (3.40)

substituindo na Eq. (3.39) o pardmetro x =xp e fazendo bp_; = Tp_;, obtém-se

Tp—Tp_1 (3.41)
Tp— Tp—y .

bp =
Substituindo-se as Egs. (3.40) e (3.41) em (3.39),

Tps1=Tp _Tp—Tp4 (3.42)
Xp+1 — Xp  Xp — Xp—1

bpy1 =

Xp+1 — Xp-1

Quando h—> 0 e a precisdo dos calculos computacionais ¢ quadrupla a forma da interpolagao
apresentada por Chapra e Canale (1998) ¢ a que produz melhores resultados na
interpolagdo. A solucdo trivial que resolve trés equagdes e trés incognitas produz resultados
divergentes do esperado devido haver muitas divisdes e multiplicagdes durante os célculos

dos coeficientes para geracdo da equagdo de interpolagdo.
3.4.6.2 Interpolacdo Polinomial de Ordem n > 2
A forma geral de Newton para um polindmio w(x) que interpola Xp.n2) até  Xp_[n-2)2]

para os pares ordenados conhecidos de g(x) sd0 (X p-w2), T p-m/2))-- » (X P, T p) € (X prm+2y2), T

P+{(n+2)2]) dados por

We) = by ) + by qnsz) (v %)) + - 643

* by oz (=) (e 5o - (v 5. 2)
sendo

bp_(g) = TP—(E) 3.44)
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)~ TP_(n+2) 3.45)

T n+4) -T nT+2) TP_(n+2 - TP_(%) (3.46)

até

E) = f[xp_(g),xp_(w), .X'P_(n_-i-zl.), '"le, ...,xP+(n?_4), xP+(nT—2)]’ (3.47)

onde a funcao com colchetes corresponde as diferencas divididas de Newton.

A escolha pela interpolagdo polinomial consiste no fato que o polindomio interpolado
gera uma funcdo continua, isto é, em R = (—oo, +0) (MUNEM e FOULIS, 1982). A fun¢ao
w(X), por ser continua em todo o dominio de x, ¢ derivavel e possibilita obter o resultado de

maximo de M'.

3.5. CONCLUSAO

A multipla extrapolagdo de Richardson ¢ o aperfeicoamento da técnica da extrapolagao
de Richardson (RE) em que é aplicada, repetidas vezes, a equagio da extrapolagdo. E uma
ferramenta matematica usada para melhorar a precisdo dos valores estimados por qualquer
método numérico baseado em discretizagdo (CAMARGO, 2007).

MER pode ser aplicada a solugdo numérica de um sistema de equagdes diferenciais
parcial, mas ¢ vulneravel a certas anomalias que fazem a metodologia falhar e divergir do

objetivo citado por Camargo (2007). Segundo Burg e Erwin (2008), essas anomalias incluem

o efeito da base de dados pobres causados pelo refinamento da malha, resultando em

uma sequéncia de dados que nio sio geometricamente semelhantes entre si.

Outra vulnerabilidade esta associada as oscilagdes das solugdes numéricas em pontos de
descontinuidades em razao das oscilagdes das frequéncias das velocidades das ondas na

resolugdo da malha. A localizagdo das descontinuidades, a frequéncia da obten¢do dos dados
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deve ser avaliada, pois a extrapolagdo de Richardson ou as multiplas extrapolacdes de
Richardson aplicadas diretamente sobre solu¢des numéricas improprias ndo melhoram o

resultado e ndo permitem o sucesso da metodologia.

Portanto, a extrapolagdo de Richardson e, consequentemente MER, deve ser aplicada

cautelosamente para atingir o objetivo desejado.
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4 EQUACAO DE LAPLACE BIDIMENSIONAL

Neste capitulo, ¢ testada a metodologia de MER em um problema de condugdo de
calor, modelado pela equacdo de Laplace bidimensional com condigdes de contorno de
Dirichlet, conforme Fig. 4.1. Sera utilizado um dominio Lx=1 e Ly=1, isto ¢, uma placa plana
quadrada de condutividade térmica do material £ =1 (W/m.K). As variaveis de interesse sdo a
temperatura 7' = 7(X, y) em uma regiao do dominio, a média do campo de temperaturas, a taxa
de transferéncia de calor em dois contornos e a norma do erro de discretizacao.

Resolver a equacdo de Laplace bidimensional tanto analitica quanto numericamente ¢é
um processo trivial. Mas o objetivo ¢ este: utilizar um equacionamento estavel e confidvel
para testar outra ferramenta, mais especificamente MER. Introduziu-se na programacao
numérica o multigrid como meio de acelerar a convergéncia das solucdes numéricas e
possibilitar a obtencdo de resultados em malhas muito finas, para alcangar o objetivo: testar
MER em maior nimero de malhas e observar e apreender o seu comportamento. As solugdes
numéricas obtidas com multigrid sdo expressas no texto como solugcdes numéricas sem

extrapolagdo; as extrapoladas com MER, como solu¢des numéricas extrapoladas.

Lx=1

1(x,1) = sen(nx)

Ly=1 7(0,y) =0 T(1,y)=0

(0,0)

T(x,0) = 0

Figura 4.1 - Grade quadrada representando uma placa.
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Sao consideradas propositalmente neste trabalho varidveis primarias e secundarias. ER
¢ sensivel a qualidade dos dados dos pontos base; a verificagdo em diferentes tipos de
variaveis possibilita verificar a ordem do erro por meio dos resultados com MER. Além disso,
¢ utilizada precisdo dupla e quadrupla nos calculos com MER para analisar o comportamento
delas com a variacdo de precisdo. Serdo apresentados resultados mostrando que MER, para a
equagao de Laplace bidimensional, possui um comportamento estupendo na redugdo do erro
de discretizacdo, alcangando até o nivel do erro de maquina. Serdo definidos pontos

importantes a serem considerados na aplica¢dao da ER e, consequentemente, MER.

4.1. MODELO MATEMATICO

Os processos fisicos relacionados a difusdo referem-se as atividades atdomicas e
moleculares do meio em que estd ocorrendo o fenomeno. A difusdo, no caso especifico da
conducdo de calor, ¢ vista como a transferéncia de energia de particulas mais energéticas para
particulas de menor energia devido as interagdes entre elas INCROPERA e DeWITT, 1999).
O modelo matematico empregado ¢ a equagdo da difusdo bidimensional, com condi¢des de

contorno de Dirichlet, como detalhado na Fig. 4.1, e assim definido:

T(x,0) =T(0,y) = T(1,y) =0, @.1)

T(x,1) = sen(mx). “4.2)

A equacao de Laplace 2D (LOMAX et al., 2003) ¢ definida pela equagao

92T 92T @4.3)

—_ __O’

0x? dy?

para 0<x<1 e 0<y<1,ondexey sdo as coordenadas e T ¢ a temperatura. Para a
Eq. (4.3) existem diversos métodos matematicos e numéricos que possibilitam a solu¢do do
problema. Dentre os mais utilizados encontram-se o método de separacdo de varidveis

(OZISIK, 1994 e BOYCE, 1995) e a andlise por diferencgas finitas.

As variaveis de interesse para este problema sao:
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(a) Variavel priméria local: temperatura 7¢ definida pela solucao da Eq. (4.3) no ponto

(“4.4)

3 4.5)

(c) Variavel secunddria global: temperatura média 7, definida por

L (4.6)
T. =
m LxLyffT(x,y)dxdy,
0 0

sendo Lx =Ly =1.
(d) Variavel secundaria local: taxa de transferéncia de calor Q. definida por

Ly 4.7)

0=k | (Z—Z) dy.

. -
(e) Variavel secundaria local: taxa de transferéncia de calor O, definida por

0 y=1

Para verificagdo das solu¢des numéricas sem extrapolagdo e a evolugdo da redugdo do
erro de discretizacdo, por meio da utilizagdo de MER, sera utilizada a solu¢do analitica da Eq.
(4.3) que ¢

senh(my) (4.9)

T(x,y) = sen(mx) W.



81

4.2. MODELO NUMERICO

O modelamento numérico proposto ¢ resolvido por meio do método de diferencas
finitas. Os elementos da malha sdo quadrados e uniformemente distribuidos ao longo do
dominio. A forma quadrada dos elementos possibilita gerar uma série de resultados com
ordem de precisdo e eficiéncia computacional adequadas para resolver este problema com
extrapolagdo.

Para a discretizacdo da Eq. (4.3) utilizou-se para as derivadas de segunda ordem o

esquema CDS que ¢ uma aproximacdo de segunda ordem de acuricia, conforme descrito a

O

e

N S
R -
i

Figura 4.2 - Malha bidimensional com 25 nés.

A aproximagdo numérica da derivada segunda por CDS utilizando a série de Taylor,

para o ponto a montante:



h? h3 h* h®

Ty =T, — Tth+ T —— T3 — + TA——T5— + ...

2 6 t24 1120
e outro ponto a jusante:

2 3 4 h5

h h h
Ti+1 =Tl+ Tllh-l' le_‘l' T13_+T4—+T5— +...;

2 6 24 ' 120

fazendo a soma das Eqs. (4.10) e (4.11), resulta

h4
Tigr+ Ty =2T;+ TZh? + T;*E+
isolando a derivada de segunda ordem da Eq. (4.12):
T2 = lia =20t T T.4h_2 _ T.ﬁh_4 _ T8 R
' h? Y12 ' 360 ' 20160

Utilizando o procedimento para a coordenada y,

Ty = 2T+ Ti h? h h4

j h2 i 127 360 20160

resulta a equagdo discretizada

Tiog —2T; + Ti+1+ Tio1 = 2Tj+ Tiyq

n2 n2 =0

82

(4.10)

@.11)

4.12)

4.13)

(4.14)

(4.15)

A Eq. (4.15) tem acuricia de segunda ordem. As ordens verdadeiras do erro de

discretizagdo, obtidas a priori, t€m valor 2,4,6,8.... sendo a ordem assintdtica 2 observada nas

Egs. (4.14) e (4.15). As variaveis locais 7C e T2 sdo obtidas por meio da Eq. (4.15) em

diferentes pontos da malha. Apesar de o procedimento descrito nas Eqs. (4.10) até (4.15) ser

conhecido na literatura especializada, neste momento ¢ importante detalha-lo para evidenciar
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as ordens verdadeiras e assintdticas do erro de discretizacdo. Por meio da metodologia de
MER, sera possivel demonstrar a posteriori esses mesmos valores obtidos a priori.

A temperatura média (7,) ¢ obtida por meio da integragdo numérica pela regra do
trapézio (KRAYSZIG, 1999). As ordens do erro para Ty, a priori sao 2,4,6,...

As solugdes para a taxa de calor Q. e O, sdo obtidas por meio de integragdo
numérica pela regra do trapézio antecedida pelo uso do esquema UDS-2 (TANNEHILL et al.,
1997). As ordens do erro sao 2,3,4,..

A média da norma /; do erro de discretizacao ¢ definida pela Eq. (4.16)

ZZ i=j1 Tgnalitico _Tlgtumérico |

L = , 4.16
N 4.16)

onde p representa cada um dos NV;; nos da malha e N representa todos os nos da malha. As

ordens do erro sdo 2,4.6.,...

4.3. METODOLOGIA

Para as solugcdes do modelamento matematico ¢ numérico foi utilizado um
microcomputador com um processador Intel® Xeon Quad Core X5355 com 2,66 GHz e com
16GB memoria RAM e sistema operacional Windows® XP 64 bits. O software utilizado para
a solugdo analitica foi o Maple® 7.00. Para os célculos efetuados com esse software
utilizaram-se precisdes de 50 casas decimais; os valores analiticos de cada varidvel de
interesse estdo apresentados no apéndice A.

Para as solugdes numéricas os programas foram elaborados em Fortran® 95, versdo 9.1
da Intel®, usando precisdo dupla (Real*8) e precisdo quadrupla (Real*16).

As solugdes numéricas sem extrapolagdo do sistema de equacdes resultante da Eq.
(4.15) foram obtidas com MSI (Modified Strongly Implicit Method) com tolerancia de -
1,000000000e-01 e multigrid, esquema FAS (Full Aproximation Scheme), ciclo V, restricdo
por inje¢do, prolongacdo por interpolacdo bilinear e razdo de engrossamento dois como
acelerador de convergéncia. O nimero de vezes que o ciclo V do método multigrid ¢ repetido
¢ denominado iteragdes externas. O niumero de iteragcdes externas utilizadas foi 50. O nimero
de iteracdes internas utilizado foi, no maximo, 8. Como estimativa inicial foi adotado o valor
zero para cada problema. O processo iterativo foi levado até atingir o erro de arredondamento
de maquina para solu¢do das varidveis de interesse. O programa desenvolvido para as

solugdes numéricas sem extrapolagdo ¢ denominado LP 2008 64 BITS. As solucdes
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numéricas com extrapolagdo foram obtidas por meio do pds-processamento utilizando MER.

O programa atualizado que calcula os resultados numéricos com MER denomina-se

Richardson 3p0.

4.4. RESULTADOS

Os resultados das solugdes numéricas em precisao dupla e quadrupla, sem extrapolagao,

das varidveis de interesse estdo representados nas Tabs. 4.1 e 4.2. Para precisdao dupla, as

malhas utilizadas foram 3x3, 5x5, 9x9, ... até 8193x8193.

Tabela 4.1 — Valores numéricos obtidos para as variaveis ¢, T3, Ty, Q. ¢ Q,com precisdo dupla.

o Malha T. (°C) T,(°C) T, (°C)
1 3x3 2,500000000000000e-01 NA 1,875000000000000e-01
2 5x5 2,133883476483184e-01 NA 1,908986628323782e-01
3 9x9 2,029152235218276e-01 NA 1,87467274267419%e-01
4 17x17 2,001880229640515e-01 4,537806753127554e -01 1,862806579876910e-01
5 33%33 1,994988165854051e-01 | 4,529617145016377e-01 1,859620913975416e-01
6 65%65 1,993260416376187e-01 | 4,527562318260793e-01 1,858810564917647e-01
7 129x129 1,992828181477035e-01 4,527048144582445e-01 1,858607103053255e-01
8 257%x257 1,992720104130047e-01 4,526919571929576e-01 1,858556182864602e-01
9 513x513 1,992693083629209e-01 4,526887426938874e-01 1,858543449396471e-01
10 1025x1025 1,992686328430914e-01 4,526879390576574e-01 1,858540265815529%9e-01
11 2049x2049 1,992684639627249E-01 4,526877381479156E-01 1,858539469907025E-01
12 4097x4097 1,992684217426638E-01 4,526876879205233E-01 1,858539270929320E-01
13 | 8193x8193 | 1,992684111877090E-01 | 4,526876753639588E-01 1,858530221185398E-01

Malha

3x3

e
7,500000000000000e-01

n
-7,500000000000000e-01

5x5

8,946067811865477e-01

-1,281336321356054e+00

9x9

9,132861795885330e-01

-1,623963668394075e+00

17x17

9,163086360410141e-01

-1,812452925714116e+00

33x33

9,169492978576036e-01

-1,909498675897294e+00

65x65

9,171020725172452e-01

-1,958425170640899e+00

129x129

9,171398009514844e-01

-1,982944860186459e+00

257x257

9,171492039311143e-01

-1,995212797918688e+00

513x513

9,171515528546949e-01

-2,001348009462359%9e+00

1025x1025

9,171521399717018e-01

-2,004415826577430e+00

2049x2049

9,171522867439658E-01

-2,005949775445733E+00

4097x4097

9,171523234369036E-01

-2,006716758385445E+00

8193x8193

9,171523326099151E-01

-2,007100251783917E+00

NA: valor inexistente.

Para precisao quadrupla atingiu-se até a malha 4097x4097, portanto g= 12 ¢ m=11.
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Tabela 4.2 - Valores numéricos obtidos para as variaveis ¢, T,, T, Q. ¢ Q, com precisdo quadrupla.

o Malha T. (°C) T, (°C)
1 3x3 2,50000000000000000000000000000000e-01 NA
2 5x5 2,13388347648318440550105545263106e-01 NC
3 9x9 2,02915223521827643544500372420873e-01 NC
4 17x17 2,00188022964051459940078588838138e-01 4,53780675312755246196160896311431e-01
5 33x33 1,99498816585405126953842022419956e-01 4,52961714501638078682713059299108e-01
6 65x65 1,99326041637617006794169496115016e-01 4,52756231826077278275747459203198e-01
7 129x129 1,99282818147703110992801706628851e-01 4,52704814458246236256701526388922e-01
8 257x257 1,99272010413013183225536686816414e-01 4,52691957192968525175571247902661e-01
9 513x513 1,99269308362910985036797119708079e-01 4,52688742693869017749432531678484e-01
10 1025x1025 1,99268632843107929474872530584075e-01 4,52687939057669251249462870091549e-01
11 2049x2049 1,99268463962702311320566995441332e-01 4,52687738147905236290429055258675e-01
12 4097x4097 1,99268421742572478232092181079543e-01 4,52687687920419602690232490198047e-01
Malha T, (°C) Qe
3x3 1,87500000000000000000000000000000e-01 7,50000000000000000000000000000000e-01
5x5 1,90898662832378148153250334999939%9e-01 8,94606781186547524400844362104849e-01
9x9 1,87467274267419889821235462351880e-01 9,13286179588532776020437417774354e-01
17x17 1,86280657987690843810642980680824e-01 9,16308636041013664380905599321289%e-01
33x33 1,85962091397541372037734685245441e-01 9,16949297857603415749161632959661e-01
65x65 1,85881056491764510355759359929910e-01 9,17102072517242345869368807882440e-01
129x129 1,85860710305325364361040548078565e-01 9,17139800951482541796456812464513e-01
257x257 1,85855618286464271474330886831590e-01 9,17149203931135244626681255091502e-01
513x513 1,85854344939639347055099527439316e-01 9,17151552854678044615446901217790e-01
1025x%1025 1,85854026581549794204613010736512e-01 9,17152139971715377443053209152339%9e-01
2049x2049 1,85853946990690925434269521543532e-01 9,17152286743858988952254447864673e-01
4097x4097 1,85853927092892677848243781297467e-01 9,17152323436450156117907385210727e-01

Malha On
3x3 -7,50000000000000000000000000000000e-01
5x5 -1,28133632135605431360096498526268e+00
9x9 -1,62396366839407444925242031102055e+00
17x17 -1,81245292571411632714934172813516e+00
33x33 -1,90949867589729247765051116870470e+00
65x65 -1,95842517064090358783909263092239¢+00
129x129 -1,98294486018645635101438039271584e+00
257x257 -1,99521279791865055226098400665065e+00
513x513 -2,00134800946238532541068546185166e+00
1025x1025 -2,00441582657743037259630213000425e+00
2049x2049 -2,00594977544582935162245432141130e+00
4097x4097 -2,00671675838533232578612532810146e+00

Para atingir o erro de arredondamento de méquina, o tempo maximo de CPU, para a

malha mais fina 8193x8193, em precisao dupla e 50 iteracdes externas, foi de 3h23min22s; ja

para a malha mais fina 4097x4097, em precisdo quadrupla e 20 iteragdes externas, o tempo foi

de 1h57min54s. As iteracdes externas foram suficientes para atingir o erro de arredondamento

de maquina. Na Tab. 5.3 ¢ mostrado que os erros de arredondamento acontecem antes das 20

iteragdes para precisdo dupla, isto €, acontecem em 5 iteragdes externas e, para precisao

quédrupla, acontecem com 11 iteracdes externas.



Tabela 4.3 — Iteracdes Externas para atingir o erro de arredondamento de maquina.

Iteracgdes
Externas

T. Numérico
Real*8 2 132 Malha

T. Numérico
Real*16 - 122 Malha

0,000000000000000e+00

4,02924217877668953826603464619858e-336

1,990890852271615e-01

1,99089097172425334487598593159582e-01

1,992682292048621e-01

1,99268239762687582418254845059863e-01

1,992684110249286e-01

1,99268421580109260231643005665022e-01

1,992684111877541e-01

1,99268421742429006172913394218150e-01

1,992684111875611e-01

1,99268421742572353197178902152227e-01

1,992684111875612e-01

1,99268421742572478123356337765286e-01

1,992684111873360e-01

1,99268421742572478231997710708793e-01

1,992684111876094e-01

1,99268421742572478232092098973490e-01

1,992684111877078e-01

1,99268421742572478232092181008299%e-01

1,992684111877144e-01

1,99268421742572478232092181079552e-01

1,992684111877820e-01

1,99268421742572478232092181079544e-01

1,992684111876669e-01

1,99268421742572478232092181079645e-01

1,992684111873125e-01

1,99268421742572478232092181079602e-01

1,992684111872915e-01

1,99268421742572478232092181079604e-01

1,992684111873638e-01

1,99268421742572478232092181079671e-01

1,992684111877645e-01

1,99268421742572478232092181079533e-01

1,992684111874294e-01

1,99268421742572478232092181079698e-01

1,992684111875337e-01

1,99268421742572478232092181079644e-01

1,992684111875969e-01

1,99268421742572478232092181079543e-01

m&&»b»b»b»b»b»b»b»bwwwwwwwwwwl\)[\)[\)[\)[\)l\)l\)[\)[\)[\)I—‘)—‘I—‘I—‘)—‘I—‘)—‘)—‘I—‘)—‘wm\lo\w%wNH
(@] i) Koo} BN E Ko))l RG21 IF= NOVH N} ol Ken )l iV Ho o}l ENE No)N NG2 1 (= NOSH I} Rl Reoll Aol Ho ol BN Nop) NG 1 (=) ROSH B A I -l IX el BN ieol) RS o) (NG 1N BT BNOVN I ST B e

1,992684111875833e-01 NA
1,992684111874422e-01 NA
1,992684111873862e-01 NA
1,992684111878018e-01 NA
1,992684111876600e-01 NA
1,992684111876467e-01 NA
1,992684111876663e-01 NA
1,992684111874714e-01 NA
1,992684111874343e-01 NA
1,992684111876510e-01 NA
1,992684111878230e-01 NA
1,992684111875913e-01 NA
1,992684111874938e-01 NA
1,992684111877033e-01 NA
1,992684111875016e-01 NA
1,992684111875349e-01 NA
1,992684111875784e-01 NA
1,992684111874276e-01 NA
1,992684111875217e-01 NA
1,992684111876448e-01 NA
1,992684111876495e-01 NA
1,992684111875841e-01 NA
1,992684111875619e-01 NA
1,992684111873080e-01 NA
1,992684111875115e-01 NA
1,992684111876102e-01 NA
1,992684111876973e-01 NA
1,992684111873085e-01 NA
1,992684111873302e-01 NA
1,992684111877090e-01 NA

NA: valor inexistente.
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Para medir o erro com a Eq. (1.1), a solug@o analitica (®) das variaveis T¢, T2, Tm, Qe
e Q, foi obtida com 12 e 30 algarismos para precisao dupla e quadrupla por meio do software
Maple.

Os resultados deste capitulo mostram, com base nas variaveis de interesse, para MER e

para o estimador de Richardson:

(a) O efeito da precisdo dos calculos das solugcdes numéricas como aperfeicoamento para
utilizar MER.

(b) A efetiva redugao do erro de discretizagdo com MER e sua estimativa com Richardson.

(c) Verificacao de ordens de erro e as consequéncias para MER ao adotar as ordens erradas

do erro.

Observacio: para os graficos mostrados neste capitulo estdo disponiveis no apéndice B as

suas respectivas tabelas de dados.

4.4.1 Efeito da Precisao dos Calculos das Solucdoes Numéricas como Aperfeicoamento
para MER

A precisdo dos calculos para variaveis T¢, 1o, T, L, Q. € Q, afeta significativamente
MER. A Tab. 4.4 mostra para 7¢ as diferencas entre os resultados numéricos sem
extrapola¢do obtidos em precisdo dupla e quadrupla. Os valores foram extraidos da Tabs. 4.1
e 4.2 da variavel 7¢ especificamente na malha 513x513. Na Tab. 4.4, os nimeros em negrito
e grifados representam os algarismos onde se inicia-se o erro de arredondamento. O efeito
desta precisao € mostrado na Fig. 4.3. Este grafico mostra, para as variaveis de interesse, o
tamanho da malha 4 versus o modulo do erro numérico com e sem extrapolacdo e com
diferentes precisdes. O erro de arredondamento acumulativo contido nos resultados numéricos
antecipa a dissipacdo dos resultados com MER e promove o aumento do erro numérico a
medida que /4 € reduzido. Neste ponto, o erro de arredondamento se torna a principal fonte de
erro da solugdo apresentada.

Portanto, a precisdo simples, dupla e quadrupla dos célculos para obten¢do da solugdo

numérica promove a dissipacao dos resultados da solucao numérica com MER.
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Tabela 4.4 — Calculo da diferenca entre precisio dupla e quadrupla para a variavel 7.

(a) Tc em precisdo dupla: 1,992693083629209¢-01
(b) Tc em precisdo quadrupla: 1,99269308362910985036797119708079¢-01
Modulo da diferenga | (a) - (b) | : +0,9914963202880291921¢-14

O erro de arredondamento de maquina ocorre na 13* casa decimal para precisao dupla e
30" casa decimal para precisdo quadrupla. O modulo da diferenga entre os resultados ¢ da
ordem de e-14.

A Fig. 4.3 mostra para as variaveis de interesse, Tc, 15, Tm, L, Qe € Qn, 0 moédulo do
erro numérico. Eh € o erro da solu¢ao numérica sem extrapolagao calculada diretamente pela
Eq. (1.1); Emer ¢é o erro da solugdo numérica extrapolada, calculada pela Eq. (3.1) e Eq.(1.1)
em precisdo dupla (real*8) e quadrupla (real*16) para os limites g=[2,13] e m=[1, 12].

O erro da solugdo numérica Eh (real*8) obtido para Laplace 2D ¢ da ordem de 10™ a
10® para o tamanho de malha de aproximadamente 10™*. Observa-se que os erros de
arredondamento ndo interferem nestes resultados e este erro decai monotonicamente quando
h->0.

Para obtencdo do erro numérico com extrapolagdo Emer (real*8) o resultado com MER
¢ mais eficiente do que Eh (real*8). O Emer ¢ da ordem de 10"a10" para um tamanho de
malha de aproximadamente 107. Representa uma redugdo no erro numérico na ordem
(Eh(real*8) /Emer(real*8)) de aproximadamente 100.000 vezes com uma malha 100 vezes
maior. O esforco computacional ¢ menor. Observa-se também que a solucdo numérica, para
as diversas varidveis de interesse, em certo ponto nos graficos mostrados na Fig. 4.3, ¢
contaminada por erros de arredondamento. O efeito ¢ caracterizado quando o modulo do erro
numérico muda de direcdo aumentando o seu valor mesmo com h—>0.

No caso de Emer (real*16) o resultado ¢ mais eficiente do que Emer (real*8) e Eh
(real*8). O Emer (real*16) ¢ da ordem de 107°* a 1072 para um tamanho de malha de
aproximadamente 107. Representa uma reduc¢do no erro numérico na ordem (Eh(real*8)
/Emer(real*16)) de aproximadamente 1x10* vezes com uma malha em torno de 10 vezes
maior. O esfor¢co computacional ¢ menor que Eh(real*8) e maior que Emer(real*8). O
resultado numérico ¢ igualmente contaminado como Emer (real*§), porém neste caso ¢

alcangado o erro de maquina.
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Figura 4.3 - Comparativo entre o médulo do erro em precisido dupla e quadrupla para as
variaveis T¢, T, T,, L, Q., Q, versus tamanho da malha (h) .



90

A perda de acurédcia devido ao erro de arredondamento como mostrado na Tab. 4.4
representa em média (Emer (real*8) /Emer(real*16)) 1x10"° vezes. No entanto, ha um custo

computacional adicional ao se usar real*16.

4.4.2 A Efetiva Reducido do Erro de Discretizacio com MER e sua Estimativa com
Richardson

A Figs. 4.4 ¢ 4.5 mostram o mddulo do erro numérico com ou sem extrapolacao em
funcdo de 4 em precisdo dupla (real*8) e quadrupla (real*16) para as variaveis de interesse.
Uh ¢ a estimativa do erro numérico Eh, calculado pela Eq. (3.19) para os limites g=[2,13] e
m=[0, 11]. Umer ¢ a estimativa do erro de Emer calculado também por meio da Eq. (3.19).

O numerador da Eq. (3.19) ¢ definido por d¢ calculado por

do = ¢g,m - ¢g—1,m' 4.17)

para os seguintes limites g=[2,13] e m=[0, 11].

E possivel verificar nas seis variaveis de interesse que o erro de discretizagio ¢
reduzido efetivamente com o uso de MER. O erro de discretizagdo de Eh ¢ reduzido
monotonicamente quando 2=>0. Entretanto, este erro € reduzido mais rapidamente com o uso
de MER. E possivel verificar o fato apresentado nas curvas das Fig. 4.4 e 4.5, onde Emer
reduz drasticamente o erro de discretizagdo a medida que 2> 0. O erro de discretizagdo
somente deixa de ser reduzido quando o erro de arredondamento contamina o resultado
fazendo com que Emer aumente com a diminuigao de 4.

Para precisao dupla e quadrupla, MER reduz o esfor¢o computacional devido este
método atingir, com malhas mais grosseiras, acurdcia mais elevada do que solugdes
numeéricas sem extrapolacao.

A associacdo de solu¢do numérica sem extrapolagdo com MER torna-se interessante
devido ao tempo de processamento. Para atingir erro numérico desejado sem MER ¢
necessario gastar muito mais tempo na simulacdo numérica utilizando uma malha refinada.
Entretanto, MER exige varias solu¢des numéricas em diferentes malhas diferentemente das
solucdes sem MER, porém estas malhas sio muito mais grosseiras comparadas com

necessidade sem MER.
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O estimador definido pela Eq. (3.19) ¢ extremamente eficiente. Nos graficos
apresentados nas Figs. 4.4 e 4.5 sdo observados, de forma geral, que as curvas de Uh estdao
praticamente sobre a Eh e Umer estdo sobre Emer. A estimativa do erro numérico, tanto para
Eh quanto para Emer, funciona bem. O estimador deixa de ser eficiente quando os erros de
arredondamento também contaminam Umer. O efeito disso ¢ o aumento do erro numérico
estimado quando /% ¢ reduzido.

A reducdo do custo computacional para a variavel 7c com e sem MER ¢ mostrada na
Tab. 4.5. Para esta andlise ¢ entdo fixada a ordem do erro numérico em e-9. Para atingir esta
ordem de erro por meio de solugdo numérica sem extrapolacdo ¢ necessaria uma malha de
4097x4097 que corresponde a um tempo de processamento de 7134s ou 1h58min6s.

Entretanto, para atingir a mesma ordem de erro numérico por meio de solugdo numérica
extrapolada foram necessarias 5 malhas: 3x3, 5x5, 9x9, 17x17, 33x33 e MER. Isto
correspondeu a gastar um tempo de CPU de 0,45 s. Comparativamente, o tempo percentual
com e sem MER ¢ da ordem de e-5 %, isto €, insignificante comparado com a necessidade
de tempo para a solu¢cdo sem MER.

Fica evidenciado que o uso de MER reduz o tempo de processamento mesmo que haja
tempos improdutivos de input de dados. Para o caso sem MER, a memoria RAM foi

extremamente exigida devido a trabalhar com os calculos em uma malha 4097x4907.

Tabela 4.5 — Analise do Custo Computacional para a variavel T..

Método Ordem do Malha Tempo de CPU
erro numérico
Sem MER e-9 4097x4097 7134
3x3
5x5
Com MER e-9 9x9 0,45
17x17 (2 dos tempos parciais sem inputs de
33x33 dados)
MER




93

Modulo do erro

—X ] 1071

g oo

107" q

3 —%—Eh ] S 2]
1 // —@—Emer 1 102 ]
? L A —A—dQ 3 10 ]
1 —v—Uh 3 102
¥ 1 / / —A—U mer 1 10 ]
Ci1e—e ] 10 ]

o
Mbédulo do erro
S S

Modulo do erro

E—]
Mbédulo do erro

(9 EA

el

A 107 A
/ —%-Eh 3 107 5 A/ —X—Eh

L —@— E mer 4 1071 —@— E mer
26 ] A —A—dg ] 162 ] —A—do ]

: —v—Uh 1 e L —v—Uh ]
0] —A—U mer ] 107 ] —A—Umer ]

N — b - -

1-—¢ ] 10°] ]

T T T 10 T T T
10° 10° 10" 10 10° 10"
h h

Modulo do erro

s En S 21« —X—Eh
@ Emer ] 10% —@— E mer
A —A—do

26 ] —A—dOQ h 10 1
2 ] ~v—Uh ] 10* —v—Uh 1
0 —A— U mer ] 10" —A—Umer: ;]

Ja—4— 7 2 ]

P\

o
Modulo do erro

gssss

() ®

Figura 4.5 - Modulo do erro da solu¢do numérica das variaveis T, Ty, T, L, Q., O,
versus tamanho da malha / Real*16.



94

As curvas de Emer mostradas nas Fig. 4.5 (a), (b), (c), (d), (e) e (f) sdo obtidas por

meio da unido dos primeiros pontos de cada extrapolagdo m representados na Fig. 4.6. Esta

figura mostra que, a cada extrapolagdo, a ordem da solu¢do numérica aumenta e assim reduz o

erro de discretizacdo. O mesmo raciocinio equivale para a Fig. 4.4
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4.4.3 Verificacdo de Ordens de Erro e as Consequéncias para MER ao Adotar Ordens
Erradas do Erro

A Fig. 4.7 mostra as ordens efetivas para a varidvel Tc (Pg) em fungdo do tamanho da
malha % calculada a partir da Eq. (3.9). A medida que h->0, as ordens efetivas devem tender
as ordens verdadeiras. Portanto para a variavel Tc¢, as ordens verdadeiras observadas no
grafico sdo 2,4,6,8,10,12,14,16 onde:

p0=2;
p1=4;
p2=6;
p3=8;
p4=10;
p5=12;
po=lde
p7=16.

E confirmado que as ordens verdadeiras formam uma progressao aritmética conforme

Eq.(3.2).

—@—m=]
—v—m=3
—d—m=5
—B—m=7
—X—m=9

Ordem efetiva

Figura 4.7 - Ordem efetiva (pg) para Tc versus o tamanho da Malha (h) e nimero de
extrapolacdes (m).

A Fig. 4.8 mostra em fun¢do de 4 a ordem aparente (pu),m sendo este calculado por
meio da Eq. (3.17) para m=[0, 2] e para g = [3,13]. Para as variaveis de interesse sao
confirmadas a posteriori as ordens dos erros obtidas a priori. Teoricamente, quando a malha ¢
refinada, a ordem aparente (p,) tende a ordem verdadeira (p.). Este efeito ¢ claramente
verificado nos graficos da Fig. 4.8 onde a medida que h-> 0 a ordem aparente tente a ordem

verdadeira.
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No entanto, ¢ verificado que ha diferengas entre os resultados a priori € a posteriori. As

ordens obtidas a posteriori estdo destacadas na Tab. 4.5 bem como sua comparacdo com as

ordens obtidas a priori.

Tabela 4.6 — Comparacio entre as ordens do erro de dicretizacio obtidas a priori e a posteriori.

Varidvel Ordens a priori Ordens a posteriori
Te 2,4,6,... 2,4,6,...
T, 2,4,6,... 2,4,6,...
T, 2,4,6,... 2,4,6,...
I 2,4,6,... 2,3,4,...
0. 2,3,4,... 2,4,6,...
0, 2,3,4,... 2,3,4,...

A utilizacdo de MER com ordens verdadeiras erradas promove um efeito negativo nas

solugdes numéricas. A Fig. 4.9 mostra este efeito. Portanto, ndo h4d uma efetiva redugdo do

erro de discretizacdo se as ordens verdadeiras aplicadas na Eq. (3.1) nao forem as ordens

corretas.
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Figura 4.9 - Efeito da utilizacio da ordem errada de py,.

4.5. CONCLUSAO

MER, para a equacdo de Laplace bidimensional mostrou ser uma ferramenta

extremamente eficiente na reducdo do erro de discretizagdo. Foi possivel obter resultados
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muito precisos chegando ao erro de arredondamento de maquina. O objetivo de testar MER,
em maior nimero de malhas e observar e apreender o seu comportamento, foi atendido, sendo
conclusivo que MER ¢ mais efetivo em precisao quadrupla.

O estimador de erro de Richardson funciona para resultados numéricos obtidos com
MER.

Os procedimentos propostos nos capitulos anteriores desta tese funcionam bem.

MER ¢ sensivel a qualquer tipo de erro inclusive o de arredondamento.
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5 EQUACAO DE POISSON UNIDIMENSIONAL

No Cap. 4 foi desenvolvido, aperfeicoado e generalizado o uso de MER utilizando a
equagao de Laplace 2D; as varidveis de interesse foram a temperatura no centro do dominio,
x=y=Y5, a temperatura em x=%2 ¢ y=%, a média do campo de temperaturas, as taxas de
transferéncia de calor nos contornos de Lx=1 e Ly=1, concluindo-se que MER ¢ eficiente para
a reducdo do erro de discretizacdo. As malhas utilizadas, para o problema de Laplace 2D,
foram as malhas 5x5, 9x9, 17x17, 33x33,..., 8193x8193. No entanto, todas essas malhas
numéricas possuiam algo em comum: havia solu¢des numéricas no ponto de interesse das
variaveis estudadas. Por exemplo, para o caso da temperatura em x=" e y=%4, as Figs. 5.1 ¢
5.2 mostram duas malhas distintas, a 5x5 ¢ a 9x9, sendo o ponto branco as coordenadas x=" ¢
y=%4, 0 qual é o ponto de interesse. Observa-se que, com o refino da malha, 5x5 para 9x9, o
ponto branco sempre serd um n6 existente da malha e sempre havera a solugdo numérica para
esse ponto. Esse raciocinio ¢ valido para outras malhas do capitulo 4, isto é, para as malhas

17x17, 33x33 até 8193x8193.

ylcooo

D o ®

®
®
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\
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9o o o o .

X

Figura 5.1 — Malha 5x5 - Laplace 2D
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Figura 5.2 - Malha 9x9 - Laplace 2D

Marchi et al. (2009) aborda o escoamento dentro de uma cavidade quadrada cuja
tampa tem velocidade constante, modelado pela equag¢do de Navier-Stokes. Os resultados
obtidos com 10 malhas, utilizando MER para velocidade méaxima para u € v entre outras
variaveis, mostram serem elas ineficientes na redugado do erro de discretizagao.

O capitulo 5 procura investigar ¢ tornar MER eficiente para problemas de maximo e
minimo em que estes pontos sdo indefinidos no dominio estudado.

Portanto, a diferenca entre a metodologia aplicada para as equagdes de Laplace e de
Poisson nesta tese consiste em haver nas malhas em que ¢ aplicada a equacao de Laplace um
nd sempre no ponto de maximo devido este ser conhecido. Para as malhas em que € aplicada a
equagdo de Poisson, o ponto de maximo ¢ desconhecido e ndo haverd um ndé na malha que
coincidira com este ponto.

Observa-se que no estudo de Marchi et al. (2009) as variaveis da velocidade eram
incognitas do problema e, por isso, as coordenadas destes pontos de interesse ndo eram
conhecidas a priori, como no caso de Laplace 2D.

As hipoéteses consideradas no estudo do problema de Poisson 1D sao:

Hipotese 1: as malhas com diferentes /4 utilizadas para formar o banco de dados de
entrada para MER foram obtidas aleatoriamente, respeitando uma razdo de refino definida

pelo analista.
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Hipoétese 2: a frequéncia com que sdo obtidos os dados ndo coincide com o ponto de
maximo e, portanto, pode haver um deslocamento entre o n6 e o real ponto de maximo como

ja tratado no item 3.5 desta tese.

No capitulo anterior foi constatado, demonstrado e analisado que MER ¢ sensivel a
qualquer outro tipo de erro, seja de arredondamento, de programacao ou de usuéario, inibindo
sua eficiéncia. MER ¢ exclusivamente eficiente para erros de discretizagao.

Neste capitulo, os dados base sdao aquelas informacdes que estdo nos nos de interesse
obtidos por meio da solu¢do numérica sem extrapolacdo. Para resolver o problema de Poisson
1D com alta acuracia ¢ introduzido por esta tese o erro de posi¢do da variavel de interesse.
Esse erro ¢ maior que o erro de discretizagao, contaminando os dados base e tornando MER
ineficiente para a reducao do erro de discretizagao.

Justifica-se o estudo de MER associado a uma equagao unidimensional em virtude desta

equacao ter ponto de maximo indefinido possibilitando avaliar, aperfeicoar e generalizar o

uso MER em variaveis de campo.

A equacao utilizada ¢ a de transferéncia de calor unidimensional por meio de uma
parede plana com geragdo interna de calor. Essa equagdo ¢ conhecida como equagdo de
Poisson 1D. A geracdo interna de energia ¢ introduzida na equacdo como um termo fonte,
sendo esta uma fung¢do senoidal e assimétrica. Esta formulacdo com o termo fonte desloca o
ponto de temperatura maxima do centro do dominio, isto €, T max € Xmax €M X# 1/2 no
dominio definido por [0,L]. Este ponto de maior temperatura ¢ posicionado em um local onde
nem sempre haverd um né definido. A equacdo de Poisson ¢ numericamente simples e

possibilita grande nimero de testes para avaliar MER.

5.1. MODELO MATEMATICO

O modelo matematico utilizado ¢ a equacdo de Poisson 1D definida no intervalo de
[0,1] com condi¢cdes de contorno de Dirichlet , desenvolvida a partir da equacdo da

conservacao da energia definida por

1
T(0)=0eT(1)=?, G-D
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d2T+S—0' 5.2
dxz - ) (')

onde 7 ¢ atemperatura em °C, x ¢ a coordenada espacial para 0 < x <1 em metros e

S ¢ o termo fonte definido por

5= (5) sen ((5)%): 6

portanto, resolvendo a equagdo diferencial, a soluc¢do analitica se resume a
0= o ()
(x) = sen 7 )% 5.4)

Seja T(x) uma funcdo continua limitada e derivavel no intervalo de interesse e

possuindo um unico ponto de maximo neste intervalo, definido pela equacao

am _,

ax TV 5:3)
o valor da coordenada de maximo definido X mix, no intervalo de [0,1] é
2
X = 3 = 6,666666666e¢ — 01. (5.6)
substituindo x na Eq. (5.4) resulta em
Tnax = 1. 5.7

O campo de temperatura resultante da Eq. (5.4) com alguns pontos destacados ¢

mostrado na Fig. 5.3. Observa-se que o ponto de méaximo estd deslocado do centro do

dominio.
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Figura 5.3 -Temperatura T em funcéo do x.

5.2. MODELO NUMERICO

A Eq. (5.2) ¢ aproximada pelo método de diferencas finitas utilizando esquema CDS
(Central Difference Scheme), malha uniforme, a partir da série de Taylor.
Expandindo a série de Taylor para os nds p-1 e p+1 da Fig. 6.7, sendo p ond e h o

tamanho da malha, obtém-se

oo (dT) - d*T\ h* (d®T h3+ d*T\ h* (d°T\ h® N
p1= '~ \dx/, ax?) 2 \ax®) 6 " \ax*) 247 \ax®) 1207 7 (58

. _T+<dT) - d*T h2+ d3T h3+ d*T h4+ d°T h5+ _
P17 T ), dx?) 2 " \dx®) 6 " \ax*) 247 \axs) 1207 7 B9

somando as Egs. (5.8) e (5.9), resulta

Tpo1 + Tps1 = 2Ty + il h? + a7 h4+ a°r h6+ G R +o
p-1 T fpr1 = L0p T gy , dx*) 127 \dx®) 360" \dx®) 20160" (3.10)

. da?T
isolando o termo (— ) ,
dx? p
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AT\  Tpy— 2T, +Tpey (d*T\ k% (dST\ h*  (d®T\ A
dx? p_ h2 dx*) 12" \dx®) 360 \dx®) 20160 (5.11)

a aproximagdo da Eq. (5.11) pode ser reescrita na forma de aproximagao numérica e erro de

truncamento, representada por
d>T i i
(W) = Aios +¢(Avs ) (5.12)
p

sendo A¢ps a aproximagdo numérica CDS e S(A‘gD s ) o erro de truncamento.

no p-1 ptl

.
N WS
-
v

Figura 5.4 - Malha unidimensional uniforme.

Igualando-se as Egs. (5.12) e (5.11), obtém-se a aproximag¢do numérica para o esquema CDS

Tpor = 2T, +T

Ccps = - , (5.13)

e o erro de truncamento

(280) d'r\ »* (d°r\ nr* (d’T\ A°
€ =—|—] =-|— — —
cbs ax*) 12 \dx®) 360 \dx*/ 20160 (5-14)

substituindo-se a Eq. (5.13) na Eq. (5.2) resulta a equacao discretizada para Poisson 1D
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Ty y — 2T, + Tpyq
h2

+S =0, (5.15)

sendo o termo fonte S = () ? sen((m)x) , p representa cada né da malha, 4 a distancia entre

dois nos.

5.3. METODOLOGIA

Para as solugdes do modelamento matematico e numérico foi utilizado um
microcomputador com um processador Intel® Xeon Quad Core X5355 com 2,66 GHz e com
16GB memoria RAM e sistema operacional Windows® XP 64 bits. O software utilizado para
a solucdo analitica foi o Maple® 7.00. Para os calculos efetuados com esse software
utilizaram-se precisdes de 50 casas decimais; os valores analiticos de cada variavel de
interesse estao apresentados no apéndice A.

Para as solugdes numéricas, em diferengas finitas, foram elaborados em Fortran® 95,
versao 9.1 da Intel®, usando precisdo quadrupla (Real*16).

As solugdes numéricas sem extrapolagdo do sistema de equacdes resultante da Eq.
(5.15) foram obtidas com TDMA (Tridiagonal Matrix Algorithm). O programa desenvolvido
para as solucdes numéricas sem extrapolacdo ¢ denominado de Poisson 1DP1_64BITS. As
solucdes numeéricas com extrapolacdo foram obtidas por meio do pos-processamento
utilizando MER. O programa atualizado que calcula os resultados numéricos com MER
denomina-se Richardson_3p0.

As interpolacdes polinomiais foram implementadas em Fortran® 95, versao 9.1 da
Intel®, usando precisdo quadrupla (Real*16) em diferencas divididas. O programa

DDivididas.f90 esta disponivel no apéndice D.

5.4. RESULTADOS OBTIDOS

Para todos os resultados numéricos sem e com extrapolagcdo foram utilizados precisao
quadrupla nos calculos. Para os resultados numéricos sem extrapolacdo da temperatura
maxima e da sua coordenada x foram calculados para até 19 malhas com /4 variando de

2,500x107" até 1,907x10°, ou seja:

1 1 1
16 > 32 7" 524288’
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com razao de refino 2 do dominio de [0,1]. O padrdo de refino escolhido foi aleatério, devido
desconhecer os pontos de interesse que sdo a maxima temperatura € a sua coordenada
espacial.

Para os resultados numéricos com extrapolagao a partir da Eq. (3.1) utilizou-se G=19 e
M=18 e pn=2.4,6, ...

MER utiliza solugdo numérica em diferentes malhas para o calculo das extrapolagdes.
Estas solucdes numéricas que MER utiliza sdo obtidas da malha mais grossa até¢ a malha mais
fina para satisfazer a Eq. (3.1).

Os nds que carregam as informagdes da temperatura maxima e a sua coordenada sdo
desconhecidos e as temperaturas méximas numéricas M" obtidas em diversas malhas so
calculadas por meio da Eq.(3.28). Portanto, existe uma oscilagdao entre o ponto de maximo da
funcdo continua® M definida pela Eq.(3.26) e o méaximo discreto M" mostrado na Fig. 5.5.
Nesta figura, mostram-se os no6s em trés malhas com h=0,5; h=0,25 e 0,125 definidos por
circulos cheios. O ponto de méximo continuo, obtido pela derivada da func¢do continua da

equacdo de Poisson, estd mostrado como tridngulos.

h=1/2 o

W e m

z
Il

h=1/4 .

Z
Il

N=4 N=5 N=6 N=7 N=8

g.
®
®

h=1/8 ‘ ‘

Figura 5.5 — Oscilacdo da localizacio do ponto de maximo discreto M” em diversas malhas em
funcio do ponto de maximo continuo M€,

As solugdes numéricas para a temperatura maxima em diversas malhas necessarias para a Eq.

(3.1) sao obtidas para a malha h=0,5 no n6é N=1, para h=0,25 no n6 N=3 e para h=0,125 no

8 A solugao analitica para Poisson 1D ¢é conhecida, porém nesta tese trata-se como se nao fosse. As informagdes
obtidas da Eq. (5.4) sdo basicamente utilizadas na Eq. (1.1) e para fazer analises no experimento numérico.
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ndé N=5. H4 uma oscilagdo na posicdo, como ja comentado, entre 0s ndés que carregam a
informagdo de temperatura maxima numérica € o ponto de maximo M. A coordenada do
ponto de maximo ¢ consequéncia do resultado da temperatura maxima. O valor de Xpax €
obtido pela medicao da distancia entre os ndés N=1, N=2, N=3,... até a origem do sistema
coordenado

A Figs. 5.6 ¢ 5.7 mostram para as varidveis Tz € Xmax 0 resultado de MER ao utilizar
as informagdes em diversas malhas com o procedimento adotado e explicitado na Fig. 5.5.
Nas Figs. 5.6 ¢ 5.7 mostram a varidvel Ty € Xmix em fungdo do tamanho da malha (%) o
modulo do erro. Neste grafico, Eh ¢ o erro da solugdo numérica de ¢ (sem qualquer
extrapolagdo), definido pela Eq. (1.1). d¢ ¢ definido pela Eq. (4.17); Uh ¢ a estimativa de Eh,
definido pela Eq. (3.19). Emer € o erro da solugdo numérica de ¢ com extrapolagdo, definido
pelas Egs. (1.1) e (3.1). E, Umer ¢ a estimativa de Emer. Emer decai assintoticamente quando
h—>0. As ordens do erro de discretizagao a priori calculada pela Eq. (5.15) sdo 2,4,6,....

Para a Fig. 5.6, fixando um tamanho de malha de aproximadamente 10'4, verifica-se
que o ganho na reducdo do erro de discretizagdo ¢ da ordem de 107 para 102, Comparado
estes resultados os obtidos no Cap. 4 para precisdo quadrupla verifica-se que MER aplicado
nestas condigdes resulta em reducdes do erro de discretizagdo muito abaixo do seu potencial.
A estimativa do erro (Umer) ndo funciona para Emer. A estimativa apresentada ¢ sem
confianga e inacurada.

Para Tpax € Xmax comportamento de U coincide com o comportamento de Eh,
mostrando que o estimador de erro de Richardson funciona bem quando associado com o erro
de discretizagdo da solugdo numérica sem extrapolacdo mesmo com erro de posi¢do definido
na Eq. (3.36) e Fig. 5.5.

Foram utilizadas as ordens verdadeiras do erro de discretizacdo para a Eq.(3.1), com
base no estudo a priori, como sendo a ordem assintotica pp=2 e a sua variagdo dp;= 2, isto ¢

Pm= 2,4,6,... tanto para Tpax € Xmax.
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Na Fig. 5.7, fixando um tamanho de malha de aproximadamente 10, verifica-se que

ndo hd o ganho algum na redu¢do do erro de discretizacdo. Além disso, ndo ha parametro

para afirmar que Umer funcione para as condic¢des aplicadas.

10" 3 T T BREHENE R
1 A &K

2 e = o5 f

10 3 A/’A/_ - §/ T

3 A A /—g,, JAN E

1 _A— /gé;%’ 1

Y oA /_%/ N 3

107 A, _/%/%/ -

] A /%/_%—/ A 3

1895 A 1

o 10° . N E
< 3 3
S AN -
] z L
S 104 N :
.§ _i JAN Xma\x -i
S 1074 A 1
z A —@— Emer 7

107 4 A —A—dQ T
1, —v—Uh A

10 -! —A— U mer !

L L

10 4 T T T T ———rrrr]

107 10" 10° 10° 10" 10

Figura 5.7 - Médulo do erro versus h para a variavel x,,, sem interpolagio p;=2 e dp,=2.
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As tendéncias das ordens efetivas para a variavel Ty,.x sdo mostradas na Tab. 5.1.
Observa-se que para m=0 a ordem efetiva tende claramente a 2, comprovando a posteriori a
ordem assintdtica deduzida a priori. Para m=1 a tendéncia da ordem efetiva ¢ 3, mostrando
ser diferente da ordem obtida a priori. Esta ordem deveria ser 4.

Ap0s a primeira extrapolagdo em m=1, ndo se pode afirmar mais sobre as tendéncias
das ordens efetivas apresentadas na Tab. 5.1. Portanto, a partir de m>1 os resultados sdo
incoerentes e inconsistentes com base na Eq. (3.2).

Para as tendéncias das ordens efetivas para a varidvel X, sd0 mostradas na Tab. 5.2.
Observa-se que para m=0 a ordem efetiva tende claramente a 1. A respeito das outras ordens
efetivas m>0 ndo se pode afirmar nada a respeito de suas tendéncias.

Os resultados obtidos na Tab. 5.1 sugerem que as ordens efetivas para a variavel Tpax
sdo para m=0 > Pg=2 e para m=1 - Pg=3. Poderia se pensar que as ordens verdadeiras
fossem pr=2 com dp;=1. Para confirmar esta nova situagdo, foi obtido para a varidvel Tyax
novo resultado utilizando as ordens do erro com sendo 2,3.,4... Entretanto, observa-se que o
novo resultado apresentado para Emer e mostrado na Fig. 5.8 ¢ pior que o mostrado na Fig.

5.6. As ordens usadas com dp;=1 apresentam ser incoerentes nesta simulagdo numérica.
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Figura 5.8 - Mddulo do erro versus h para a variavel T, sem interpolacao p;=2 e dp.=1.



Tabela 5.1 — Tendéncia da Ordem efetiva (Py ) para a variavel T,,, de Eh e Emer em funcéo de h.

h m=0 m=1 m=2 m=3 m=
5,0000000e-01
2,5000000e-01 1,6560263¢-01
1,2500000e-01 2,8998917e+00 2,7437688e+00

6,2500000e-02

1,5272758e+00

3,1592008e+00

3,0237008e+00

3,1250000e-02

2,2288458e+00

2,9296199¢+00

3,0077427¢+00

3,0095331e+00

1,5625000e-02

1,8839621e+00

3,0373066e+00

3,0016829¢+00

3,0023582¢+00

3,0025765e+00

7,8125000e-03

2,0575850e+00

2,9818986e+00

3,0004502¢+00

3,0005873e+00

3,0006410e+00

3,9062500e-03

1,9711029¢+00

3,0091858e+00

3,0001088e+00

3,0001467e+00

3,0001601e+00

1,9531250e-03 2,0144219e+00 2,9954412¢+00 3,0000277¢+00 3,0000367¢+00 3,0000400e+00
9,7656250e-04 1,9927825e+00 3,0022879¢+00 3,0000069¢+00 3,0000092¢+00 3,0000100e+00
4,8828125e-04 2,0036071e+00 2,9988582¢+00 3,0000017e+00 3,0000023e+00 3,0000025¢+00

2,4414063e-04

1,9981960e+00

3,0005714e+00

3,0000004e+00

3,0000006e+00

3,0000006e+00

1,2207031e-04 2,0009019¢+00 2,9997144¢+00 3,0000001e+00 3,0000001e+00 3,0000002¢+00
Tendéncia de Eh Tendéncia de Emer Tendéncia de Emer Tendéncia de Emer Tendéncia de Emer
m092 1’1’1193 1’11293 1’1’1393 1’1’1493
incoerente incoerente incoerente
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Tabela 5.2 — Tendéncia da Ordem efetiva (P ) para a variavel x,,,,; de Eh e Emer em funcéo de h.

111

h

m=0

m=1

m=2

m=3

m=

5,0000000e-01

2,5000000e-01

1,0000000000000e+00

1,2500000e-01

1,0000000000000e+00

1,0000000000000e+00

6,2500000e-02

1,0000000000000e+00

1,0000000000000e+00

1,0000000000000e+00

3,1250000e-02

9,9999999999999¢-01

1,0000000000000e+00

1,0000000000000e+00

1,0000000000000e+00

1,5625000e-02

1,0000000000000e+00

9,9999999999999¢-01

1,0000000000000e+00

1,0000000000000e+00

9,9999999999999¢-01

7,8125000e-03

1,0000000000000e+00

1,0000000000000e+00

1,0000000000000e+00

1,0000000000000e+00

1,0000000000000e+00

3,9062500e-03

1,0000000000000e+00
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O problema da ineficiéncia de MER foi verificado nos ensaios numéricos
desenvolvidos e mostrado nas Figs. 5.6, 5.7 ¢ 5.8.

Para confirmar a teoria do erro de posi¢ao definido pela Eq.(3.34) ¢ desenvolvido um
experimento que fixa em h=2/3 um né. E planejado um refino de malha que possibilita
sempre haver um no neste ponto quando h->0. As malhas utilizadas nesta analise sdo 3, 6, 12,
24,48, 96, 192, 384, 768, 1536, 3072 e 6144. A razdo de refino ¢ 2. O ponto h=2/3 coincide
com o ponto de temperatura maxima M definida pela Eq.(3.26), portanto a coordenada de
MC & igual a coordenada de MD_

Na Fig. 5.9, o ponto de maximo continuo ¢ obtido pela derivada da fun¢do continua da
equacao de Poisson e a sua localizagdo estd mostrada por tridngulos. A localizagdo dos pontos
de maximo numérico em diversas malhas € representada por nds negros nas posicdes a N=2
para a malha h=1/3, N=4 para a malha h=1/6 e N=8 para a malha h=1/12. O ponto de
maximo, nas trés malhas, foi representado com circulo menor para diferenciar do restante dos
nos. Esta diferenciagdo ¢ para enfatizar que agora M*=MP nas trés malhas esquematizadas na

Fig. 5.9 e diferenciando da Fig. 5.5.
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Figura 5.9 — Planejamento para coincidir o ponto de maximo M com um né M” em diversas
malhas.

Na Fig. 5.9 observa-se que ndo ha oscilagdo na posi¢do como havia na Fig. 5.5.
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Na Fig. 5.10 ¢ apresentado o resultado para o experimento conforme descrito na Fig.
5.9. Observa-se que a eficiéncia de MER esta relacionada a haver somente erro de
discretizagdo nas solugdes numéricas sem extrapolacao e a auséncia do erro de posi¢do. Emer
cai até atingir o erro de arredondamento. Umer se comporta muito bem. A solucdo obtida para
Tmax @ partir das malhas 3, 6, 12, 24, 48, 96, 192, 384, 768, 1536, 3072 e 6144 sera definida

como solugdo ideal e impossivel de se obter.
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Figura 5.10 — Mddulo do erro versus h para a variavel T, sem interpolaciao p;=2 e dp;=2 sem
erro de posicao.

As ordens efetivas pg para a varidvel Tp,x sem erro de posicdo sdo apresentadas na Fig.
5.11 e comprovam a posterior as ordens do erro calculadas a priori. Os valores obtidos para a
solucdo da Fig. 5.10 sdo claramente identificados nesta figura como sendo:

p0=2;
pl=4;
p2=6;
p3=8;
p4=10e
pS=12.

As demais ordens ndo sdo identificadas devido a interferéncia do erro de

arredondamento.
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Figura 5.11 — Ordem efetiva (pg) para T,,., versus o tamanho da Malha (h) e nimero de
extrapolacdes (m).

5.4.1 Interpolac¢io polinomial em Poisson 1D com MER
A partir das solugdes numéricas obtidas pelo programa Poisson 1Dp 3pl 64BITS
associadas a MER conforme Fig. 5.5 foram investigadas trés situagdes para aumentar a

eficiéncia de MER para as varidveis Tpax € Xmax:

(i) Aplicacdo de MER a partir do tratamento da base de dados por meio de
interpolagdo de segunda ordem dos no6s da malha obtida pelo programa
Poisson 1Dp 3pl 64BITS.

(i) Aplicacio de MER a partir do tratamento da base de dados por meio de
interpolagdo de quarta ordem dos ndés da malha obtida pelo programa
Poisson _1Dp 3pl 64BITS

(iii) Aplicacdo de MER a partir do tratamento da base de dados por meio de
interpolacdo de décima ordem dos n6és da malha obtida pelo programa

Poisson 1Dp 3pl 64BITS.

E conclusivo que MER néo é eficiente devido ao erro de posigdo contido nas solugdes
numeéricas e comprovado nos resultados mostrados nas Figs. 5.6 ¢ 5.7. O resultado observado

na Fig. 5.10 deixa evidente que MER ¢ extremamente eficiente quando a fonte principal de
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erro da solucdo numérica ¢ o erro de discretizacdo. Para minimizar o erro de posi¢do sera
interpolado nos nos da malha um polinémio.

Na Fig. 5.12 ¢ mostrado o esquema de interpolagdo para quais os topicos (i), (ii) €
(iii) estao definidos. O ponto de T,; ¢ indefinido como ja explicado neste capitulo. Os
circulos negros na Fig. 5.12 sdo as solugdes numéricas obtidas pelo programa
Poisson_1Dp 3pl 64BITS. O losango representa o ponto de temperatura maxima da fungao

w(T) interpolada a partir dos nos p-1, p e p+1.

T(X) Tmax

D
Xp-1 Xp Xp+1 X

Legenda

. nds da malha gerados por meio de Poisson_1Dp 3pl 64BITS.
funcdo interpolada w(T)

<> maximo da fungdo w(T)

Figura 5.12 - Esquema de interpolacao dos dados obtidos por Poisson_1Dp_3p1_64BITS .

Para determinar T, ¢ executada a interpolacdo polinomial a partir dos pontos da
malha. Neste caso, para a interpolacdo de segunda ordem utiliza-se 3 pontos da malha. Para
interpolagdo de quarta e décima ordens utilizam-se 5 e 11 nds da malha. Os pontos a serem
interpolados sdo escolhidos a partir do ponto de méaximo discreto definido por M". O né
central ¢ o ponto de méaximo discreto definido por p. Como a interpolagdo nestes casos utiliza
numeros impares de nos, o n6 central é o ponto de maximo discreto.

A geracdo da funcdo continua w(T) € obtida por meio da interpolacdo de segunda

ordem do ponto principal Tp® = M e seus pontos secundarios definidos nesta ordem por
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Tp_lD e TpHD; para interpolagdo de quarta ordem foram utilizados o ponto principal TpD =MP
e seus pontos secundarios nesta ordem por Tp_zD, Tp_lD, TPHD e Tp+2D ; para interpolagdo de
décima ordem foram utilizados o ponto principal TpD = MP ¢ seus pontos secundarios Tp_sD,
Tpa”, Tps®, Tp2"s Tpt”, Tper s T, Tpia”, Tpea™s Tpes™

Foram desenvolvidos trés programas computacionais que fazem interpolacdo de
segunda, quarta e décima ordens nos pontos discretos da solugdo numérica.

Para interpolagao de segunda ordem foi utilizada interpolacdo polinomial quadratica,
definida pelas Egs. (3.39), (3.40), (3.41) ¢ (3.42).

Para interpolagdo de quarta e décima ordens foi utilizada interpola¢do polinomial de
Newton, definida pelas Egs. (3.43), (3.44), (3.45), (3.46) ¢ (3.47).

Para a interpolacdo de quarta ordem s3o necessarios 5 pontos; portanto, / inicia-se
1 . . ~ ;.
h = 5 sendo as malhas anteriores a 4£=0,125 descartadas. Para a interpolagdo de décima

ordem sdo necessarios 11 pontos; sendo descartadas as malhas anteriores a #=0,0626.
Para localizar o ponto de temperatura maxima Tpax € Xmax da fungdo interpolada w(T)

foi seguido o seguinte procedimento:
Obter os coeficientes dos polindmios:

(a) Polinomio de segundo graus = Egs. (3.39), (3.40), (3.41) e (3.42).

(b) Polinomio de quarto e décimo graus > Egs. (3.43), (3.44), (3.45), (3.46) ¢ (3.47) —

programa numérico disponivel no apéndice D.

Derivar a fun¢ao interpolada w(T).
Utilizar o método de Newton Raphson para obter as raizes do polindmio derivado — fungao
w(T). O critério de parada utilizado foi diferenca da solu¢do atual e anterior menor que
1.0x107°,
Verificar se o zero da funcao wi(T), que corresponde a Ty, €std no intervalo desejado, sendo:

(a) [p-1,pt1] = interpolagdo de segundo grau.

(b) [p-2,pt2] = interpolagdo de quarto grau.

(c) [p-5,pt5] = interpolagdo de décimo grau.

Utilizar Ty, na fungdo w(T) e calcular Xax.
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5.4.2 Aplicacio de MER por meio de interpolacio de segunda ordem

A solugdo numérica foi interpolada com um polindmio de grau 2. Foi utilizado o
procedimento descrito em 5.4.1 para obter Tp,.x. Os resultados obtidos com esta interpolacao
sdo melhor que os obtidos sem qualquer interpolagdo. O polindmio interpolado de grau 2
limita a redu¢do do erro numérico devido a ordem do polindomio interpolador. Pode-se
observar que nos trés primeiros pontos do grafico Emer coincide com Umer divergindo logo

apods. Foram utilizados nos célculos, Eq.(3.1), as ordens verdadeira com sendo 2,4,6...
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Figura 5.13 - Mddulo do erro versus h para a variavel T,;, para interpolacdo de ordem 2 com
pL=2 e dp.=2.

Como os valores de xmax s30 obtidos diretamente a partir da equacdo interpolada das
solucdes numéricas em diversas malhas, ¢ previsivel que os valores da variavel de interesse
Xmax associados com MER também apresentem melhora na redugdo do erro numérico. E
verificado este fato na Fig. 5.14 onde ¢ mostrado que houve realmente a reducdo do erro
numérico com h->0 como esperado.

Foram utilizados nos calculos, Eq.(3.1), as ordens verdadeira com sendo 2,4,6...
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As ordens efetivas da variavel Ty,x sdo mostradas na Fig. 5.15 (a) onde fica claro que

as ordens efetivas sdo 2 e 4 para solucdo numérica com a extrapolagdo apresentada. A partir

da extrapolacdo m>1 nao se pode afirmar a ordem efetiva da solugao.

T T

—_
eSS, e e
b AL e e~

._.
S

H__

S S S
[r

°

PYS

Modulo do erro
_ =
S S
S S <
2oL 3
e voond somd vl o vl omd vl ool vomd somd vomd o vl sl vl vl ol ool ol ol vl ol vl ol ol ool ol ol sl sl und

—
(=]

Ju—
S,

&) Y
N} G

—_
(=]

S
3

—_
(=]

5

—_
(=]

o
by

»
\
[ ]

T

o X

o» X

[ 133

T

i | T

e

8

>

X

max

—¥—Eh
—@— E mer
—A—d0Q
—v—Uh
—A— U mer

1 (ROl [Vl (AL WAL (AL (D SAALE (NE (AR SALE (LD (AR (IS (LA (AR (A0 [RAR (AR FRASE FRARS AR (U JRUSH [RAE [RE (R (S [ [0 [P [ |

—
[w]

T LR

10° 10"

T TT

10

Figura 5.14 - Mo6dulo do erro versus h para a variavel x,,;, para interpolacio de ordem 2 com

pL=2 e dp =2.

As ordens efetivas da variavel xy,.x s30 mostradas na Fig. 5.15 (b) onde a unica ordem

claramente definida ¢ pg=2 para m=0. A partir da extrapolacdo m> 0 ndo se pode afirmar a

ordem efetiva da solucao.
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Figura 5.15 - Ordem efetiva (pg) para Ty,.x (2) € Xyax (D) versus o tamanho da Malha (h) e nimero
de extrapolacdes (m) para interpolacao de ordem 2.
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5.4.3 Aplicacio de MER por meio de interpolacio de quarta ordem

Para este item, a solu¢do numérica foi interpolada com um polindmio de quarta ordem.
Foi utilizado o procedimento descrito em 5.4.1 para obter Tp,.x. Os resultados obtidos para
MER associado a esta interpolagdo sdo bons. O erro numérico decai significativamente para
Emer. O polindmio interpolado de grau 4 ainda limita a redugdo do erro numérico devido a
ordem do polindmio interpolador. Entretanto, mostra-se claramente que a interpolagdao de
ordem 4 na solu¢do numérica sem extrapolacao torna MER mais efetivo do que o apresentado
no item 5.4.2.

Na Fig. 5.16, observa-se que a estimativa de MER (Umer) ndo ¢ efetiva a partir do
quarto nd. Isto acontece quando sua estimativa (Umer) do erro de discretizagdo ¢ inferior ao
erro de discretizacdo alcangado por Emer. Foram utilizados nos célculos, Eq.(3.1), as ordens

verdadeira com sendo 2,4.6...
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Figura 5.16 - Mo6dulo do erro versus h para a variavel T,;x para interpolacao de ordem 4 com
pL=2 e dp.=2.

Como no item 5.4.2, os valores de Xmax S30 obtidos diretamente a partir da equagao

interpolada das solucdes numéricas em diversas malhas, ¢ previsivel que os valores da
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variavel de interesse Xpmx associados com MER também apresentem melhora na redugdo do
erro numérico. E verificado este fato na Fig. 5.17 onde é mostrado que houve realmente a
redu¢do do erro numérico com h->0 como esperado.

As ordens efetivas da variavel Tp,x sdo mostradas na Fig. 5.18 (a) onde fica claro que
as ordens efetivas sdo 2, 4 e 6 para solugdo numérica com a extrapolagdo apresentada. A partir

da extrapolagdo m>2 ndo se pode afirmar a ordem efetiva da solugdo.
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Figura 5.17 - Moédulo do erro versus h para a variavel x,,;, para interpolacio de ordem 4 com
pL=2 e dp.=2.

As ordens efetivas da varidvel Xp.,x sdo mostradas na Fig. 5.18 (b) onde as ordens
definidas sdo pg=2 para m=0 e pgp=4 para m=1. A partir da extrapolacdo m> 1 ndo se pode

afirmar a ordem efetiva da solucao.
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Figura 5.18 - Ordem efetiva (pg) para T,,.x (2) € Xyax (D) versus o tamanho da Malha (h) e nimero
de extrapolacdes (m) para interpolacio de ordem 4.

5.4.4 Aplicacao de MER por meio de interpolacao de décima ordem

A Fig. 5.19 mostra o modulo do erro da solugdo numérica interpolada com um
polindmio de décima ordem. Foi utilizado o procedimento descrito em 5.4.1 para obter Tax.
Os resultados obtidos para MER associado a esta interpolagdo s3o otimos. Emer decai
significativamente quando h—>0. O polindmio interpolado de grau 10 ndo limita a redugdo
do erro, mostrando-se que Emer atinge o erro de maquina. Neste ponto, o erro de
arredondamento torna-se a principal fonte de erro. Verifica-se que ao atingir o erro de
maquina, o erro numérico aumenta com a redu¢do do tamanho da malha. Entretanto, mostra-
se claramente que MER associado com a interpolagdao de ordem 10 ¢ muito mais efetivo.

A estimativa de MER (Umer) ¢ efetiva.

Foram utilizados nos calculos, Eq.(3.1), as ordens verdadeira com sendo 2,4,6
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Figura 5.19 - Mo6dulo do erro versus h para a variavel T, ;x para interpolacio de ordem 10 com
pL=2 e dp.=2.

Como no item 5.4.2, os valores de Xmax Sa0 obtidos diretamente a partir da equagao
interpolada das solugdes numéricas em diversas malhas. A reducdo do erro de discretizacao
da variavel de interesse Tk associados com MER apresentou a melhor na redu¢do do erro
numérico dos experimentos efetuados. E verificado este fato na Fig. 5.20 onde é mostrado que
houve realmente a redugdo do erro numérico com h->0 como esperado.

As ordens efetivas da variavel Tp,.x sdo mostradas na Fig. 5.18 (a) onde fica claro que
as ordens efetivas sdo 2, 4, 6 e 8 para solucdo numérica com a extrapolacao apresentada.

Nas Figs. 5.19 e 5.20 observa-se que existem descontinuidades nas curvas discretas de
Umer devido ao zeramento dos valores promovidos pelo sofiware de MER. O software

identifica que estes valores sdo pequenos fazendo-os assumir como zero.
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Figura 5.20 - Mo6dulo do erro versus h para a variavel x,; para interpolacio de ordem 10 com

pL=2 e dp.=2.

Para a variavel T, € Xma, Fig. 5.21, sdo apresentadas, em funcdo do tamanho da

malha (%), as ordens efetivas (pg) para cada numero de extrapolagdo. As ordens efetivas sao

respectivamente 2, 4, 6 e 8, tanto para x quanto para T, isto ¢é:

Sdo confirmadas a posteriori as ordens calculadas a priori.

As inclinagdes das curvas de Emer e Umer aproximam-se uma da outra a medida que o

grau do polindmio aumenta.
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Figura 5.21 - Ordem efetiva (pg) para T,,.x (2) € Xyax (D) versus o tamanho da Malha (h) e niimero
de extrapolacdes (m) para interpolacao de ordem 10.

5.4.5 Comparacio dos resultados

Nas Figs. 5.22 e 5.23 mostram-se a eficiéncia de MER para as varidveis de interesse
Tmax € Xmax @ medida que a ordem do polindmio interpolador da solu¢do numérica sem
extrapolagdo ¢ aumentada. A interpolagdo de segundo ordem associada a MER ¢ a mais
simples e a que menos ¢ eficiente. Nao apresenta ganhos significativos na redu¢do do erro
numérico. MER se torna eficiente utilizando interpolag¢do de 10# ordem.

Portanto, a partir das solugdes numéricas obtidas pelo programa
Poisson 1Dp 3pl 64BITS associadas a MER com e sem interpolacdo conforme Figs. 5.22 e
5.23 foram investigadas quatro situacdes para aumentar a eficiéncia de MER para as variaveis

Tméx € Xmax-

(0) Aplicagdo de MER a partir do tratamento da base de dados sem qualquer
interpolacdo obtida pelo programa Poisson 1Dp 3pl 64BITS.

(i) Aplicacido de MER a partir do tratamento da base de dados por meio de
interpolagdo de segunda ordem dos nd6s da malha obtida pelo programa
Poisson_1Dp 3pl 64BITS.

(i) Aplicacio de MER a partir do tratamento da base de dados por meio de
interpolagdo de quarta ordem dos ndés da malha obtida pelo programa

Poisson 1Dp 3pl 64BITS
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(iii) Aplicacdo de MER a partir do tratamento da base de dados por meio de

pelo

programa

interpolacdo de décima ordem dos n6és da malha obtida
Poisson 1Dp 3pl 64BITS.
- T T T T T T
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5 _ .
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Figura 5.22 - Mo6dulo do erro versus h para a variavel T, ;, para diversas interpolacdes com
pL=2 e dp =2.
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Figura 5.23 - Mo6dulo do erro versus h para a variavel x,;, para diversas interpolacées com
pL=2 e dp =2.
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Conclui-se que quanto maior a ordem do polindmio interpolado maior ¢ a estabilidade

das solu¢des obtidas com MER ¢ maior a eficiéncia na reducao do erro de discretizagao.

5.4.6 Reducio e estimativa do erro

Com base nos dados da Fig. 5.19, as Tabs. 5.4 ¢ 5.5 foram desenvolvidas para
mostrar o ganho de eficiéncia na utilizagdo de MER. Na Tab. 5.4 foram fixadas trés malhas
com 64, 256 ¢ 1024 noés. A razdo de Eh e Emer mostra a eficiéncia de MER em relagdo a
solugdo numérica sem extrapolacdo. Para uma malha de 256 nos, a eficiéncia de MER ¢
1.6248x10" vezes maior que a solu¢do numérica sem extrapolacdo. A medida que a malha é
refinada, a eficiéncia ¢ cada vez maior. Esse comportamento ¢ demonstrado para as duas

variaveis de interesse estudadas neste capitulo.

Tabela 5.3 — Reducio do erro para malhas fixas para a variavel x,,,, com interpolagao de 10 *

ordem.
Malha 64 256 1024
h 1.5625e-2 | 3.9062¢-3 9.7656e-4
Eh 1.4385e-5 | 8.9913e-7 5.6196e-8
Emer 2.5994e-9 | 3.5338e-20 1.7976e-26
m para Emer 2 4 6
Eh / Emer 5533.96 1.6248e13 3.1261el8

A Tab.5.5 mostra para um nivel fixo de erro para a variavel xms com interpolacdo de
10* ordem. Observa-se que o erro numérico na ordem de -8x10"" precisa ser calculado com

uma malha de 15 nds. Para MER sdo necessarios somente 3 nos.

Tabela 5.4 — Reducio de n6s de malha para erros fixos para a variavel x,,,, com interpolacio de
10 * ordem.

Nivel do erro -2e-5 -3e-9 -8e-11
Eh 1.4385e-5 3.5122¢-9 8.574e-13
Emer 5.7534e-5 2.59942-9 1.848e-14
m para Emer 2 2 3
Numero de nos para Eh 3 9 15
Numero de nos para Emer 2 2 4
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Para diminuir o efeito do erro de programacdo sobre os resultados ¢ relevante

executar testes iniciais de sua eficiéncia. Estes testes iniciais com respostas de polindmios

. 1 ~ ;. . ..
conhecidos € com malhas 7 =1, —e sd0 necessarios para analisar a efetividade do

100 100000

polindmio gerado com interpolacdo. Verifica-se a interceptacdo dos pontos dos polindomios
teste. Devem-se fazer testes na programacao executada com um polindmio conhecido para
aferir o resultado antes da homologa¢ao do programa computacional. Os resultados dos testes

de polindmio e os respectivos polindmios de teste estdo descritos no apéndice C.

5.5. CONCLUSAO

Para a equacdo de Poisson, MER funciona muito bem associado com interpolacao de
10* ordem e melhora significativamente os resultados.

A ordem do polinomio interpolador afeta os resultados de MER. Polindomio
interpolado de grau 10 produz resultados melhores do que os de graus 2 ¢ 4.

A técnica de multiplas extrapola¢des de Richardson (MER) tornou-se eficiente para
os pontos de maximo, reduzindo o erro de discretizagdo.

Umer mostra-se adequado na estimativa do erro de discretizagdo com MER.

Mostra-se que o aumento de eficiéncia de MER esta relacionado com o aumento da

ordem do polindmio interpolado, podendo se concluir:

Interpolacdo de > Interpolacdo de > Interpolacdo de
grau 10. melhor que grau 4. melhor que grau 2.
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6 CONCLUSOES E RECOMENDACOES

Neste capitulo apresentam-se as conclusdes referentes ao desenvolvimento da tese a
respeito de MULTIPLAS EXTRAPOLACOES DE RICHARDSON PARA REDUZIR E
ESTIMAR O ERRO DE DISCRETIZACAO EM CONDUCAO DE CALOR, tendo em vista
0s objetivos descritos no capitulo 1 e as recomendacdes para futuros trabalhos relacionados ao

tema tratado.

6.1. METODOLOGIA DA PESQUISA

A metodologia apresentada neste trabalho engloba as etapas de revisdo bibliografica,
avalia¢do, aperfeicoamento e generalizacdo das multiplas extrapolacdes de Richardson
aplicada a redugdo do erro de discretizagdo, estudo de dois problemas praticos sendo eles com
a equacao de Laplace bidimensional e Poisson unidimensional e apresentagdo de conclusodes e
recomendacoes.

O capitulo 2 apresenta uma revisdo bibliografica sobre a base teorica das solucdes de
problema em engenharia e os fundamentos desta tese.

O capitulo 3 concentra-se basicamente no desenvolvimento da metodologia para
aplicacdo do MER e o desenvolvimento do erro de posigao.

Nos capitulos 4 e 5 foram desenvolvidos os estudos de caso para testar a metodologia

desenvolvida. Para isso foi preciso avaliar, aperfeicoar e generalizar o uso de MER.

6.2. CONCLUSAO GERAL

Comprovou-se que o uso de multiplas extrapolagdes de Richardson para estimar e
reduzir o erro de discretizagdo em transferéncia de calor computacional durante uma
aplicacdo numérica ¢ eficiente. Foi mostrado nesta tese que este erro numérico ¢ reduzido e a
acuracia dos célculos ¢ aumentada quando o parametro de malha / tende a um valor pequeno
com a aplicagdo de MER.

Portanto, MER ¢ uma ferramenta capaz de melhorar a acuracia das solugdes numéricas
diminuindo o seu custo computacional. Esta ferramenta foi empregada eficientemente na
reducdo do erro de discretizacdio nas equagdes de Laplace bidimensional e Poisson
unidimensional. O método foi avaliado, aperfeigoado e generalizado para o uso em problemas
de conducao de calor. Foram resolvidos, por meio do entendimento do erro de posicao, os
problemas de convergéncia de MER em situagdes onde as solugdes apresentam extremos

locais e/ou globais. Os resultados obtidos para varidveis principais e secundarias como a
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temperatura no centro do dominio, média do campo de temperaturas, taxa de transferéncia de
calor em dois contornos ¢ norma do erro de discretizagdo foram todos satisfatorios e que
aprovam o método.

Foi definido nesta tese o erro de posicao que associado a interpolacao e extrapolacao de
Richardson resulta em resultados numéricos extremamente acurados para problemas de
maximos e minimos. Mostra-se, portanto, que MER reduz significativamente o erro de
discretizagdo, o estimador de erro de Richardson funciona para resultados numéricos obtidos
com MER. As respostas apresentaram serem mais efetivas quando os calculos utilizaram
precisdo quadrupla.

Em relacdo aos objetivos firmados no capitulo 1 conclui-se que:

O objetivo geral:

O objetivo geral foi cumprido, pois MER foi avaliado, aperfeicoado e generalizado.
Verificou-se que MER ¢ capaz de reduzir e estimar o erro de discretizacdo em condugdo de
calor e que MER ¢ capaz de diminuir o consumo da memoria computacional € o tempo de

CPU necessarios para resolver problemas de CHT.

Os objetivos especificos:

MER foi desenvolvido melhorando o entendimento do método numérico para as
varidveis de campo que possuem maximos € minimos e suas coordenadas.

Foi desenvolvido um estimador de erro para solugdes obtidas com MER. Todas as
respostas de problemas apresentados nesta tese estdo associadas a estimativa de seu erro.

A ferramenta MER estd disponivel nos softwares utilizados para o desenvolvimento
desta tese bem como sua metodologia detalhada neste trabalho.

Portanto, confirma-se a justificativa deste trabalho, demonstrado pelos resultados desta
tese, na qual o tema tem relevancia, tendo-se em vista que este material poderd trazer

beneficios a sociedade, a industria e a ciéncia.

6.3. RECOMENDACOES PARA TRABALHOS FUTUROS

As recomendagdes para os trabalhos futuros baseiam-se em:
e Aplicar a mesma metodologia para situagdes de maximo e minimo bi e

tridimensionais.

e Implementar um estimador de erro associado a sistemas 2D e 3D.
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Analisar a relacao entre custo vesus tempo de processamento para sistemas 2D e

3D.

Desenvolver a mesma teoria para outras equagdes utilizadas na engenharia

mecanica.
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APENDICE A

VALORES DOS CALCULOS ANALITICOS DAS VARIAVEIS DE INTERESSE
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VALORES DOS CALCULOS ANALITICOS DAS VARIAVEIS DE INTERESSE DA
EQUACAO DE LAPLACE 2D

As variaveis de interesse mostrado neste apéndice foram calculadas por meio do Maple
com 50 casas decimais. Estes valores s3o a base da Eq. (1.1).
As variaveis de interesse para este problema sdo:

(a) Variavel  primaria  local, temperatura @ 7C  definida no  ponto
X=y= le
=y= 5 é

Tc=0,19926840766919334021681127064217158485299165190291

(b) Variavel primaria local, a temperatura 7, definida no ponto

X = % e y= %é
T,=0,45268767117792042438520668109180785113614015381703

(c) Variavel secundaria global, a temperatura média 7m o valor calculado ¢
T, =0,18585392046028583705427884380360863978099867236075

(d) Variavel secundaria local, taxa de transferéncia de calor Q. o valor calculado ¢
0.~ 0,91715233566727434637309292144261877536792714860104

(e) Variavel secundaria local, taxa de transferéncia de calor O, o valor calculado ¢

0,=-2,0074837463946425764031053823896000349249048459918
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VALORES DOS CALCULOS ANALITICOS DAS VARIAVEIS DE INTERESSE DA
EQUACAO DE POISSON 1D

As variaveis de interesse para este problema sao:

(a) Variavel priméria local, temperatura 7).,

Tpax=1,0000000000000000000000000000000000000000000000000

(b) Variavel primaria X max €

T,=10,66666666606666666606066666606666666606666666666666
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APENDICE B

TABELAS DOS GRAFICOS DOS CAPITULOS 4E 5
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As tabelas do apéndice B sdo apresentadas de forma que as figuras aparecem no texto.
Estas tabelas sdo necessarias para o leitor que ird verificar mais profundamente a informagdes
apresentadas nesta tese possa estabelecer uma analise quantitativa. As tabelas que mostram
extrapolagdes de Richardson sdo identificadas com a existéncia de m=1,2,3,.. Estes valores
sdo representados com um numero razoavel de algarismos significativos e, por isso, a tabela ¢
extensa e ¢ representada em duas partes. Para o método de Richardson, como explicado no
Cap. 2, ¢ observado que ha uma reducao do nimero de solugdes numéricas a medida que o
numero de extrapolagdo aumenta.

Os valores numéricos apresentados neste apéndice sdao obtidos por meio das equacdes

dos Caps. 2 e 3.
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TABELAS DOS GRAFICOS DOS CAPITULOS 4
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Tabela B.1 — Ordem aparente (py) de T¢ versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapolacdes (m) Fig. 4.3 (a)

Mz;llha m=0 m= m= m= m= m=5 m=6
5,000000000e-1 NA NA NA NA NA NA NA
2,500000000e-1 NA NA NA NA NA NA NA
1,250000000¢-1 1,80561102509819529 NA NA NA NA NA NA
6,250000000¢-2 1,94119915674493553|3,59943404963908330 NA NA NA NA NA
3,125000000¢-2 1,98441284068900465|3,87837765537820915 [4,70035301118763619 NA NA NA NA
1,562500000¢-2 1,99604201066971232|3,96775238917588046 | 5,64374060757641911|7,39328119155035486 NA NA NA
7,812500000¢-3 1,99900657632733074|3,99181140987329753 |5,46274124630425524|7,81745346687807868 | 9,34778455378728184 NA NA
3,906250000¢-3 1,99975139705138308|3,99794473118451795(5,83860629739788420|7,95169191296055861 9,80339521617964666|11,3167886285995717 NA

1,953125000e-3

1,99993783379770510

3,99948567193799928

5,95731529215489611

7,98773872792142152

9,94793443822885925

11,7935998075531982

13,2943076988417746

9,765625000e-4

1,99998445748245203

3,99987138600424107

5,98916786067718433

7,99692286178093616

9,98678237313531238

11,9452978932438871

13,7863686348583289

4,882812500e-4

1,99999611431017081

3,99996784450148583

5,99728164195051716

7,99922997166057191

9,99668255745740542

11,9860688020593255

13,9421016414089404

2,441406250e-4

1,99999902857376496

3,99999196100038542

5,99931976104422229

7,99980745486923079

9,99918910785141157

12,0544686561954786

NA: valor inexistente
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Tabela B.1 - Ordem aparente (py) de T versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapolagoes (m) Fig. 4.3 (a) (continuacio)

Malha m=7 m=8 m=9
h

5,000000000e-1 NA NA NA
2,500000000e-1 NA NA NA
1,250000000¢-1 NA NA NA
6,250000000¢-2 NA NA NA
3,125000000¢-2 NA NA NA
1,562500000e-2 NA NA NA
7,812500000¢-3 NA NA NA
3,906250000¢-3 NA NA NA
1,953125000¢-3 NA NA NA
9,765625000e-4 15,2772901253925105 NA NA
4,882812500e-4 15,7535464845409921 (16,4099875156848093 NA
2,441406250e-4 - - -

NA: valor inexistente
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Tabela B.2 — Ordem aparente (py) de T, versus tamanho da malha (h) e niimero de extrapolacées (m) Fig. 4.3 (b)

Ma;llha m=0 m=1 m=2 m=3 m=4 m=5 m=6
5,000000000e-1 NA NA NA NA NA NA NA
2,500000000¢-1 NA NA NA NA NA NA NA
1,250000000¢-1 NA NA NA NA NA NA NA
6,250000000e-2 NA NA NA NA NA NA NA
3,125000000e-2 NA NA NA NA NA NA NA
1,562500000e-2 1,99477765368005858 NA NA NA NA NA NA
7,812500000¢e-3 1,99868910162793487|3,99087640448343902 NA NA NA NA NA
3,906250000e-3 1,99967194122287440(3,99771018665772813 5,98866803658852027 NA NA NA NA
1,953125000e-3 1,99991796438460896 |3,99942698589984900 |5,99715618288063703 | 7,9874128375706054 1 NA NA NA
9,765625000e-4 1,999979489788041143,99985671137030896 |5,99928836461925017|7,99684103884794069 [9,98656221301316748 NA NA
4,882812500e-4 1,99999487236524487|3,99996417564764609 | 5,999822048515761457,99920949392466868 | 9,99662730449553752 | 11.9859328325610892 NA
2,441406250¢e-4 1,99999871808620074 [3,99999104377471440 5,99995550946287525|7,99980232621991352{9,99907729393392831 | 11.8502578836183042 | 8,62570884306446527

NA: valor inexistente
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Tabela B.3 — Ordem aparente (py) de T,, versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapolacdes (m) Fig. 4.3 (c)

Mz;llha m=0 m=1 m=2 m=3 m=4 m=5 m=6
5,000000000e-1 NA NA NA NA NA NA NA
2,500000000e-1 NA NA NA NA NA NA NA
1,250000000¢-1 1,89718660458196738 NA NA NA NA NA NA
6,250000000¢-2 1,97497958361860972|3.70281934049543840 NA NA NA NA NA
3,125000000¢-2 1.99378507243910636(3.90724755262891979 |5.48721773906463455 NA NA NA NA
1,562500000¢-2 1.99844874199503859|3.97522083165470754 |5.84572249691572335|7.40618760966479879 NA NA NA
7,812500000¢-3 1.99961233954353815(3,99369561027411173 5,95917394642418269|7,821053113682165129,35334093282260024 NA NA
3,906250000¢-3 1,99990309450475769|3,99841687394932795 (5,98963791053715755|7,95262613782933056 |9,80506776463263356|11,3201966894186844 NA

1,953125000e-3

1,99997577422722964

3,99960377631598851

5,99739949832366679

7,98797468163698139

9,94837725408486834

11,7946367158002076

13,2964602901440395

9,765625000e-4

1,99999394359437024

3,99990091639788521

5,99934924674902635

7,99698200449671363

9,98689478403964141

11,9455737790542658

13,7870419947722353

4,882812500e-4

1,53193902259079235

3,99997522736869096

5,99983727238279439

7,99924476717895996

9,99671086477551413

11,9861771893403433

13,9437813819773206

2,441406250e-4

1,89718660458196738

3,99999380673398785

5,99995931563803177

7,99981113811392698

9,99913470073485638

11,9913607932572459

NA: valor inexistente
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Tabela B.3 - Ordem aparente (py) de T,, versus tamanho da malha (h) e niimero de extrapolacées (m) Fig. 4.3 (¢)

(continuacao)
Malha m=7 m=8 m=9
h

5,000000000e- 1 NA NA NA
2,500000000¢-1 NA NA NA
1,250000000¢- 1 NA NA NA
6,250000000e-2 NA NA NA
3,125000000e-2 NA NA NA
1,562500000¢-2 NA NA NA
7,812500000e-3 NA NA NA
3,906250000e-3 NA NA NA
1,953125000e-3 NA NA NA
9,765625000e-4 15,2787717322315360 NA NA
4,882812500e-4  [15,8166665118868904 |17,4708296375147235 NA
2,441406250e-4 - - -

NA: valor inexistente
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Tabela B.4 — Ordem aparente (py) de L versus tamanho da malha (h) e niimero de extrapolacdes (m) Fig. 4.3 (d)

Mz;llha m= m= m=. m= m= m= m=6
5,000000000e-1 NA NA NA NA NA NA NA
2,500000000e-1 NA NA NA NA NA NA NA
1,250000000e-1 -0,26201722736106442 NA NA NA NA NA NA
6,250000000e-2 1,34613321610851498|2,46513473155389564 NA NA NA NA NA
3,125000000e-2 1,736848605749272292,86492200613489183 |4,65813720324935319 NA NA NA NA
1,562500000e-2 1,88217064697232876|2,97030215357312865|5,10347597330922587 |4,11270223293087249 NA NA NA
7,812500000e-3 1,94430986188316479|2,99475684492061254|5,48440537050370254 |4,83802204320740599 [6,95089210371530771 NA NA
3,906250000e-3 1,972936088715639122,99974290937883580|7,34733700121628510(4,99561496969982861 | 10,1246424933118188 5,98522416235947212 NA

1,953125000e-3

1,98666025948278462

3,00045393821916785

5,01826611608083771

6,82360799668083348

8,95744084724740057

9,765625000e-4

1,99337780106496168

3,00037125081311311

3,29051437136921339

5,01441250464725486

5,35819178103935133

7,00005514700958329

4,882812500e-4

1,99670077063944007

3,00022151214583956

3,74530476369050295

5,00854673355442476

5,76535952970852965

7,02375341217325492

-1,73874841563154146

2,441406250e-4

1,99835334688526929

3,00011970377936474

3,88808771232761091

5,00461108875999491

5,89684611680995710

7,01803898965806612

7,41791933221595280

NA: valor inexistente
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Tabela B.4 - Ordem aparente (py) de L versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapolacdes (m) Fig. 4.3 (d)

(continuacio)
Malha m=7 m= m=9
h

5,000000000e-1 NA NA NA
2,500000000¢- 1 NA NA NA
1,250000000¢- 1 NA NA NA
6,250000000e-2 NA NA NA
3,125000000e-2 NA NA NA
1,562500000¢-2 NA NA NA
7,812500000e-3 NA NA NA
3,906250000e-3 NA NA NA
1,953125000e-3 NA NA NA
9,765625000e-4  |7,91262992863556994 NA NA
4,882812500e-4  |8,81984411614499878(10,9928131999290692 NA
2,441406250e-4  |9,00697326695633804 - 9,87169115757828350

NA: valor inexistente
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Tabela B.5 — Ordem aparente (py) de Q. versus tamanho da malha (h) e niimero de extrapolacées (m) Fig. 4.3 (e)

Mz;llha m=0 m=1 m=2 m=3 m=4 m=5 m=6
5,000000000e-1 NA NA NA NA NA NA NA
2,500000000e-1 NA NA NA NA NA NA NA
1,250000000¢-1 2,95261531082530456 NA NA NA NA NA NA
6,250000000¢-2 2,62765453323765662|3,40681247792551076 NA NA NA NA NA
3,125000000e-2  |2,23808663966074430(3,841077699471650455,53353056646082774 NA NA NA NA
1,562500000¢-2 2,06815774161549553|3,95916201639587959(5,86113909230704342|7,45119890507570316 NA NA NA
7,812500000¢-3 2,01768113338114186(3,98971134979052985|5,96333970162549682 |7,83410750881734010(9,37658128014050189 NA NA
3,906250000¢-3 2,00446232724834622|3,99742271644886833 5,99070044740432121|7,95604170558301418 |9,81185480108127664 |11,3327580979535543 NA

1,953125000e-3

2,00111824149505157

3,99935535625051523

5,99766647954683975

7,98883900079801676

9,95016178181981751

11,7984808432721415

13,3045750775442952

9,765625000e-4

2,00027972710986578

3,99983881883969852

5,99941607669956177

7,99719875241708441

9,98734703561025903

11,9465985846063437

13,7895971472446287

4,882812500e-4

2,00006994220640507

3,99995970344530151

5,99985398516791520

7,99929899615720969

9,99682433372642787

11,9864360774816202

13,9435447755026101

2,441406250e-4

2,00001748620353397

3,99998992578227564

5,99996349416569788

7,99982470822608401

9,99922510020271659

12,0220533452237294

NA: valor inexistente
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Tabela B.5 - Ordem aparente (py) de Q. versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapolacoes (m) Fig. 4.3 (e)

(continuacio)
Malha m=7 m= m=9
h

5,000000000e-1 NA NA NA
2,500000000e-1 NA NA NA
1,250000000e-1 NA NA NA
6,250000000e-2 NA NA NA
3,125000000e-2 NA NA NA
1,562500000e-2 NA NA NA
7,812500000e-3 NA NA NA
3,906250000e-3 NA NA NA
1,953125000e-3 NA NA NA
9,765625000e-4 6.35297168713470537 NA NA
4,882812500e-4 7.63810986748570092(9.25551421510294219 NA
2,441406250e-4 7.9101482055289371819.78760884663601624 | 7.88149937564022150

NA: valor inexistente
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Tabela B.6 — Ordem aparente (py) de Q, versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapolacdes (m) Fig. 4.3 (f)

Mz;llha m=0 m=1 m=2 m=3 m=4 m=5 m=6
5,000000000e-1 NA NA NA NA NA NA NA
2,500000000e-1 NA NA NA NA NA NA NA
1,250000000¢-1 0,63298503093937520 NA NA NA NA NA NA
6,250000000¢-2 0,86215800425382869|2,78745988504271333 NA NA NA NA NA
3,125000000e-2  |0,95774536037119594(2,16373440917325126|0 ,46759552182687098 NA NA NA NA
1,562500000¢-2 0,98804910896495673|2,61628265792463117(2,33111031246413692|3,48780283864183679 NA NA NA
7,812500000¢-3 0,9966752144593258412,79493624898078345 |2,73814522124560222 |3,89854809758785479 6,03635046547854550 NA NA
3,906250000¢-3 0,99904796343986348|2,83815096382694645 |2,88534054738303607 |4,00475462300345901 NR 4,93836750697826414 NA

4,01867943978194164 |2,03765927814991888|5,73647451080901873|7,37809114765131633

1,953125000e-3

0,99970775474619516

2,80203428506231059

2,94659884436717282

9,765625000e-4

0,99990060872410028

2,70321526489182087

2,97426694603638028

4,01374440808588146

4,45882295551894049

5,93745057546841568

7,91372865722776165

4,882812500e-4

0,99996208669863983

2,55579264939367051

2,98737362591247564

4,00801709039555379

4,78857847985050805

5,98683699672094559

8,21075969418190321

2,441406250e-4

0,99998400143397848

2,39034648538105714

2,99374663966726963

4,00430045193967112

4,90475055222772403

5,99803283085138593

8,73473557958095861

NA: valor inexistente
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Tabela B.6 - Ordem aparente (py) de Q, versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapola¢des (m) Fig. 4.3 (f)

(continuacao)
Malha m=7 m=8 m=9
h

5,000000000e- 1 NA NA NA
2,500000000e-1 NA NA NA
1,250000000¢- 1 NA NA NA
6,250000000e-2 NA NA NA
3,125000000e-2 NA NA NA
1,562500000e-2 NA NA NA
7,812500000¢-3 NA NA NA
3,906250000e-3 NA NA NA
1,953125000e-3 NA NA NA
9,765625000e-4  [15,2844887142148941 NA NA
4,882812500e-4  |15,7665672670181327 | 17,2192246618942117 NA
2,441406250e-4 - - -

NA: valor inexistente



Tabela B.7 — Médulo do erro da solucio numérica da Variavel Tc versus tamanho da malha /& Fig

152

4.4 (a)

Malha Eh Emer do Uh Umer
h
5,000000000e-1| 5,0731592330806700e-2 NA NA NA NA

2,500000000e-1

1,4119939979125100e-2

1,4119939979125100e-2

3,6611652351681602e-2

1,2203884117227200E-2

1,2203884117227200E-2

1,250000000e-1

3,6468158526342404e-3

1,5577447713729901e-4

1,7602813847605598¢-3

3,4910413754969398E-3

1,1735209231736299E-4

6,250000000e-2

9,1961529485814998¢-4

8,66706608038114830e-7

3,7555678211898001e-5

9,0906685259203911e-4

5,96121876389466010e-7

3,125000000e-2

2,3040891621176103e-4

1,6071097785896900e-9

2,6897762187005902e-7

2,2973545954879700e-4

1,0548142082011900e-9

1,562500000e-2

5,7633968425341304¢-5

8,4973694747247899¢-13

5,5144583344102195e-10

5,7591649262139811e-5

5,3904103403112903e-13

7,812500000e-3

1,4410478510140702e-5

1,3877787807814501e-16

3,1083469131942800e-13

1,4407829971724300e-5

8,3266726846886716e-17

3,906250000e-3

3,6027438113650501e-6

1,2434497875801801e-14

1,2212453270876700e-14

3,6025782329251995¢e-6

NA

1,953125000e-3

9,0069372754575394e-7

1,8457457784393202e-14

3,089195566019500e-14

9,0068336128235092¢-7

NA

9,765625000e-4

2,2517389805520897¢-7

2,9087843245179101e-14

4,7545301029572291e-14

2,2517327649684800e-7

NA

4,882812500e-4

5,6293531558449001e-8

4,1133763062361999¢-14

7,0221606307541202e-14

5,6293455508171801e-8

NA

2,441406250e-4

1,407347044457550e-8

1,2115308756222001e-13

8,0019324499858196e-14

1,4073353704624500e-8

NA

1,220703125e-4

3,5185156455064301e-9

2,0453083671156903e-13

8,3377749149349294e-14

3,5183182756082203e-9

NA

NA: valor inexistente



153

Tabela B.8§ — Moédulo do erro da solu¢do numérica da Variavel 72 versus tamanho da malha / Fig. 4.4 (b)

Malha Eh Emer do Uh Umer
h
5,000000000e-1 NA NA NA NA NA
2,500000000e-1 NA NA NA NA NA
1,250000000e-1 NA NA NA NA NA
6,250000000e-2| 1,0930041348349900e-3 1,09300413483499000e-3 NA NA NA

3,125000000e-2

2,7404332371727702e-4

1,05638667802221000e-6

8,1896081111770803e-4

2,7298693703925502¢-4

2,7298693703925502¢e-4

1,562500000e-2

6,8560648158910706e-5

4,2539244349271102e-10

9,8996370523352105e-7

6,8494225186121999¢-5

6,5997580345200606¢-8

7,812500000e-3

1,7143280324094502¢-5

4,9182879990894397¢-14

4,1869729905386102¢-10

1,7139122611586899¢-5

6,6459615588598800e-12

3,906250000e-3

4,2860150371581999¢-6

1,5043521983670896¢-14

6,3948846218409004¢-14

4,2857550956454399¢-6

2,7755575615628899¢-16

1,953125000e-3

1,0715159670104899¢-6

3,2029934260435804¢-14

4,7017945092875398e-14

1,0714996900307301e-6

5,5511151231257802e-17

9,765625000e-4

2,6787973700370697¢-7

2,6478819137310002e-14

5,8508753397745699¢-14

2,6787874335409999¢-7

NA

4,882812500e-4

6,6969995160537405¢e-8

2,1316282072803002e-14

4,7795101210112995¢e-14

6,6969913947723101e-8

NA

2,441406250e-4

1,6742602859665099¢-8

1,4521717162097002e-13

1,2390088954816702e-13

1,6742464081786998¢-8

NA

1,220703125e-4

4,1860384047964805e-9

5,5055959791161493e-13

4,0534242629064501e-13

4,18552148495621e-9

NA

NA: valor inexistente
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Tabela B.9 — Médulo do erro da solu¢do numérica da Variavel Tm versus tamanho da malha i Fig. 4.4 (c¢)

Malha Eh Emer do Uh Umer
h
5,000000000e-1| 1,6460795397141598e-3 1,646079539714159800e-3 NA NA NA

2,500000000e-1

5,0447423720923505¢-3

6,17762998288506980e-3

3,3986628323781905¢-3

1,1328876107927200e-3

1,1328876107927200e-3

1,250000000e-1

1,6133538071340702¢-3

8,90194612099549070e-5

5,7080723640704194e-3

1,1437961883194200e-3

3,8053815760469300e-4

6,250000000e-2

4,2673752740515802¢e-4

5,93183484776104960e-7

8,7044617135712015e-5

3,9553875990963605¢-4

1,3816605894667600e-6

3,125000000e-2

1,0817093725576401e-4

1,17940446298093010e-9

5,89691564384375970e-7

1,0618886338312199¢-4

2,3125159287484803¢-9

1,562500000e-2

2,7136031478858202¢e-5

6,5139560412319497e-13

1,1776019326337200e-9

2,7011635258977799¢-5

1,1511347430825899¢-12

7,812500000e-3

6,7898450396564101e-6

1,9428902930940202e-16

6,5103478164019200e-13

6,7820621464098601¢e-6

1,6653345369377299¢-16

3,906250000e-3

1,6978261743461099¢-6

5,9952043329758501e-15

6,1894933622852509¢-15

1,6973396217700998e-6

NA

1,953125000e-3

4,2447936124401205¢e-7

1,3239409568655001e-14

1,9234613901630802¢-14

4,2444893769144599e-7

NA

9,765625000e-4

1,0612126705167300e-7

6,10622663543836e00-16

1,262878690511120e-14

1,0611936474003201e-7

NA

4,882812500e-4

2,6530416669112701e-8

1,5570877920367802e-14

1,496025525682400e-14

2,6530283470105302¢-8

NA

2,441406250e-4

6,6326461545251902e-9

5,1569859493838502e-14

3,5998981573470701e-14

6,6325901715291702e-9

NA

1,220703125e-4

1,6582539508203098e-9

1,2931322679321503e-13

7,7743367299376599¢-14

1,6581307438201500e-9

NA

NA: valor inexistente



Tabela B.10 — Modulo do erro da solucio numérica da Varidvel L versus tamanho da malha & Fig

155

. 4.4 (d)

Malha Eh Emer d¢ Uh Umer
h
5,000000000e-1| 5,6368435923118600e-3 5,6368435923118600e-3 NA NA NA

2,500000000e-1

3,6687497202486201e-3

3,0127184295608701e-3

1,96809387206325040e-3

6,5603129068774997¢-4

6,5603129068774997¢-4

1,250000000e-1

1,3087016227754399¢-3

1,6620470848298599¢-4

2,49069950594314970e-3

7,8668269915772404e-4

3,5581421513473498e-4

6,250000000e-2

3,8038873947167503¢e-4

4,1332708493729100e-6

1,59691855624087020e-4

3,0943762776792301e-4

1,06461237082724000e-5

3,125000000e-2

1,0187229044399500e-4

1,07755721675000000e-7

3,89971777995734920e-6

9,28388163425601 14e-5

1,2579734774056002¢-7

1,562500000e-2

2,6317670076544804¢e-5

8,3201219225104903e-10

1,06891050525574990e-7

2,5184873455816804¢e-5

1,6966833416757999¢-9

7,812500000e-3

6,6856297044832198e-6

6,5941324598268201e-12

8,1896948119910301e-10

6,5440134573538696¢-6

6,4485785921189200e-12

3,906250000e-3

1,6846798872597801e-6

1,9123303155827099¢-14

6,5874227326584907e-12

1,6669832724078099¢-6

2,5833030324150998e-14

1,953125000e-3

4,2282863230292100e-7

1,15612526930503990e-14

3,0624625075735096e-14

4,2061708498562096e-7

5,9930773142339104e-17

9,765625000e-4

1,0591445554503700e-7

1,04129158047988980e-14

2,195270934892560e-14

1,0563805891929500e-7

2,1459148923681602e-17

4,882812500e-4

2,6504537072946503¢e-8

2,3704403849651200e-14

3,4100660806962602e-14

2,6469972824030102e-8

1,6658847487525299¢-17

2,441406250e-4

6,6294209144157202e-9

7,7419895533896592¢-14

5,370237755053340e-14

6,6250387195102704e-9

1,3114133711973102e-17

1,220703125e-4

1,6578275612652101e-9

9,6575716701715900e-14

1,9153482810743200e-14

1,6571977843835000e-9

2,3383570761551500e-18

NA: valor inexistente
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Tabela B.11 — Moddulo do erro da solucio numérica da Variavel Qe versus tamanho da malha /& Fig. 4.4 (e)

Malha Eh Emer d¢ Uh Umer
h
5,000000000e-1| 1,6715233566727400e-1 1,6715233566727400e-1 NA NA NA

2,500000000e-1

2,2545554480726700e-2

2,5656705914789201e-2

1,4460678118654799¢-1

4,8202260395515902¢-2

4,8202260395515902e-2

1,250000000e-1

3,8661560787414100e-3

8,0721699795138812¢-4

2,3296395859535499¢-2

6,2264661339951300e-3

1,5530930573023302¢-3

6,250000000e-2

8,4369962626029693¢-4

4,8133544806594503¢e-6

7,8986608654152402¢-4

1,0074854841604099¢-3

1,2537556929204099¢-5

3,125000000e-2

2,0303780967079202¢-4

8,7003024784593208e-9

4,7858859978378004e-6

2,1355393886313099¢-4

1,8768180343187202¢-8

1,562500000e-2

5,0263150029206103e-5

4,5959902550407597e-12

8,06872146143335305¢e-9

5,0924886547232303e-5

8,4918738707529006e-12

7,812500000e-3

1,2534715789991300e-5

1,8873791418627701e-15

4,5929926528742702e-12

1,2576144746367903¢e-5

1,1102230246251601e-15

3,906250000e-3

3,1317361600669003e-6

3,1086244689504402¢-14

3,2973623831367099¢-14

3,134326543308140e-6

NA

1,953125000e-3

7,8281257953616301e-7

3,4638958368304903¢e-14

6,5725203057809305¢e-14

7,8297452688058698e-7

NA

9,765625000e-4

1,9569557263565700e-7

2,8532731732866498¢e-14

6,3171690101171395e-14

1,9570566900384300e-7

NA

4,882812500e-4

4,8923308626491700e-8

1,6209256159527298e-13

1,9062529332813900e-13

4,892408800305500e-8

NA

2,441406250e-4

1,2230370827204200e-8

6,0629279374779799¢-13

4,4420023215252508e-13

1,2230979229421700e-8

NA

1,220703125e-4

3,0573592546545602e-9

2,8499425042127799¢-13

3,2129854332652000e-13

3,0576705611906602¢-9

NA

NA: valor inexistente
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Tabela B.12 — Moddulo do erro da solucio numérica da Varidvel On versus tamanho da malha & Fig. 4.4 ()

Malha Eh Emer d¢ Uh Umer
h
5,000000000e-1| 1,6460795397141598e-3 1,6460795397141598¢-3 NA NA NA

2,500000000e-1

5,0447423720923505¢-3

6,1776299828850698¢-3

3,3986628323781905¢e-3

1,1328876107927200e-3

1,1328876107927200e-3

1,250000000e-1

1,6133538071340704¢-3

8,9019461209954907e-5

5,7080723640704194e-3

1,1437961883194200e-3

3,8053815760469300e-4

6,250000000e-2

4,2673752740515802¢e-4

5,9318348477610496e-7

8,7044617135712015¢e-5

3,9553875990963605¢e-4

1,3816605894667600e-6

3,125000000e-2

1,0817093725576401e-4

1,1794044629809301e-9

5,8969156438437597e-7

1,0618886338312199¢-4

2,3125159287484803¢-9

1,562500000e-2

2,7136031478858202e-5

6,5139560412319497¢-13

1,1776019326337200e-9

2,7011635258977799¢-5

1,1511347430825899¢-12

7,812500000e-3

6,7898450396564101e-6

1,9428902930940202¢-16

6,510347816401920e-13

6,7820621464098601e-6

1,6653345369377299¢-16

3,906250000e-3

1,6978261743461097¢e-6

5,9952043329758501e-15

6,1894933622852509¢-15

1,6973396217700998e-6

NA

1,953125000e-3

4,2447936124401205¢e-7

1,3239409568655001e-14

1,9234613901630802¢-14

4,2444893769144599¢e-7

NA

9,765625000e-4

1,0612126705167300e-7

6,1062266354383600e-16

1,262878690511120e-14

1,0611936474003201e-7

NA

4,882812500e-4

2,6530416669112701e-8

1,5570877920367802¢-14

1,496025525682400e-14

2,6530283470105302¢e-8

NA

2,441406250e-4

6,6326461545251902e-9

5,1569859493838502e-14

3,5998981573470701e-14

6,6325901715291702e-9

NA

1,220703125e-4

1,6582539508203098e-9

1,2931322679321503e-13

7,7743367299376599¢-14

1,658130743820150e-9

NA

NA: valor inexistente
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Tabela B.13 — Modulo do erro da solucio numérica da Varidvel 7c versus tamanho da malha i Fig. 4.5 (a)

Malha Eh Emer do Uh Umer
h
5,000000000e-1| 5,0731592330806700e-2 NA NA NA NA

2,500000000e-1

1,4119939979125100e-2

1,41199399791251000e-2

3,6611652351681602e-2

1,2203884117227200e-2

1,2203884117227200e-2

1,250000000e-1

3,6468158526343007e-3

1,55774477137371050e-4

1,7602813847605399¢-3

3,4910413754969303¢-3

1,1735209231737001e-4

6,250000000e-2

9,1961529485812016¢-4

8,66706607971024000e-7

3,7555678212030402¢-5

9,0906685259206101e-4

5,9612187638143593e-7

3,125000000e-2

2,3040891621178706e-4

1,60710981373757010e-9

2,6897762177585101e-7

2,2973545954877805¢e-4

1,0548142030425501e-9

1,562500000e-2

5,7633968423666605¢e-5

8,4728113713245913e-13

5,5144832955788209¢-10

5,7591649262706706e-5

5,3905017552090206e-13

7,812500000e-3

1,4410478509770804¢e-5

1,2081907701471400e-16

3,0811014253454298e-13

1,4407829971298602¢-5

7,5240572047507313e-17

3,906250000e-3

3,602743819843010e-6

4,5369311968924087¢e-21

4,5573968036010303e-17

3,6025782299759197¢-6

2,7817840466343301e-21

1,953125000e-3

9,0069371764482001e-7

4,4196445379040903e-26

1,7551029538126996e-21

9,0068336739939597¢-7

2,6781154403070703e-26

9,765625000e-4

2,2517391458925799¢-7

9,8342797785273198e-32

1,7415192633172400e-26

2,2517326768518702e-7

6,6444583081359604e-32

4,882812500e-4

5,6293508971103802e-8

1,0180947168517001e-31

1,3370768638908402¢-31

5,6293468539384801e-8

NA

2,441406250e-4

1,4073379138015303e-8

7,048903596457281e-32

3,1320435720597401e-32

1,4073376611029503¢e-8

NA

NA: valor inexistente
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Tabela B.14 — Moddulo do erro da solucio numérica da Variavel 72 versus tamanho da malha 4 Fig. 4.4 (b)

Malha Eh Emer do Uh Umer
h
5,000000000e-1 NA NA NA NA NA
2,500000000e-1 NA NA NA NA NA
1,250000000e-1 NA NA NA NA NA
6,250000000e-2 1,09300413483482¢-3 NA NA NA NA

3,125000000e-2

2,7404332371765405¢e-4

2,7404332371765405¢e-4

8,1896081111716798e-4

2,7298693703905601e-4

2,7298693703905601e-4

1,562500000e-2

6,8560648156853907e-5

6,6422969920421608e-8

9,8996370867803792e-7

6,8494225186933511e-5

6,5997580578535896¢-8

7,812500000e-3

1,7143280325811905e-5

6,6985008058302402e-12

4,1869084107984603¢-10

1,71391226103473000e-5

6,6458863663467598e-12

3,906250000e-3

4,2860150481007898e-6

2,0732082966933397e-16

5,2407118653809404¢-14

4,2857550925703596¢e-6

2,0551811236787998e-16

1,953125000e-3

1,07151594859336000e-6

1,7769281613953198e-21

1,8009403732924600e-18

1,0714996998358099¢-6

1,7604500227688000e-21

9,765625000e-4

2,67879748826864010e-7

4,0623345168196003e-27

1,6474076292006799¢-23

2,6787873325550002¢e-7

4,0229734680259305e-27

4,882812500e-4

6,6969984811905199¢-8

1,0650392592461401e-31

3,9467552719592901e-29

6,6969921338319704¢-8

2,4074124304840404¢e-33

2,441406250e-4

1,6742499178305000e-8

1,6500404798537602¢e-31

5,60927096302782¢-32

1,6742495211200099¢-8

NA

NA: valor inexistente
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Tabela B.15 — Modulo do erro da solucio numérica da Varidvel 7m versus tamanho da malha /2 Fig. 4.5 (¢)

Malha Eh Emer do Uh Umer
h
5,000000000e-1| 1,6460795397141598e-3 NA NA NA NA

2,500000000e-1

5,0447423720923106¢-3

5,0447423720923106¢-3

3,3986628323781501e-3

1,13288761079272000e-3

1,132887610792720e-3

1,250000000e-1

1,6133538071340498¢-3

4,6955761881463300e-4

5,7080723640703900e-3

1,14379618831942000e-3

3,8053815760469300e-4

6,250000000e-2

4,2673752740500704e-4

1,97484407403750970e-6

8,7044617135902902¢-5

3,9553875990968202¢-4

1,3816605894587801e-6

3,125000000e-2

1,0817093725553500e-4

3,49192010946491000e-9

5,8969156446927398e-7

1,0618886338315701e-4

2,3125159390951900e-9

1,562500000e-2

2,7136031478673301e-5

1,8023866717473997¢e-12

1,1776017836979701e-9

2,7011635258953899¢-5

1,1511258882678098e-12

7,812500000e-3

6,7898450395273096¢-6

2,5467631957742299¢-16

6,5100610716001605¢e-13

6,7820621463819995¢e-6

1,5897585034432601e-16

3,906250000e-3

1,6978261784344199¢-6

9,5119211233394796e-21

9,5690957311973298e-17

1,6973396203642997¢-6

5,8408690296022288e-21

1,953125000e-3

4,2447935351000101e-7

9,2346123606519495e-26

3,6709597476136398e-21

4,2444894164147297e-7

5,6015255179780303e-26

9,765625000e-4

1,0612126395715000e-7

2,1435600281029904¢e-31

3,6330654070736398e-26

1,0611936318428298e-7

1,38594733622966e-31

4,882812500e-4

2,6530405088380000e-8

2,5350052892997003e-32

1,0111132208033001e-31

2,6530286289590101e-8

NA

2,441406250e-4

6,6326068407939605¢e-9

5,3564926578270008e-32

2,821487368527300e-32

6,6325994158620099¢-9

NA

NA: valor inexistente
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Tabela B.16 — Moédulo do erro da solucio numérica da Variavel L versus tamanho da malha 2 Fig. 4.5 (d)

Malha Eh Emer d¢ Uh Umer
h
5,000000000e-1| 5,6368435923118505¢e-3 NA NA NA NA

2,500000000e-1

3,6687497202486101e-3

3,6687497202486101e-3

1,9680938720632504¢e-3

6,5603129068774900e-4

6,5603129068774900e-4

1,250000000e-1

1,3087016227754601e-3

5,2201892361774301e-4

2,4906995059431098e-3

7,8668269915771504¢e-4

3,5581421513473005¢e-4

6,250000000e-2

3,8038873947166500e-4

6,5128528588759496¢-6

1,59691855624137e-4

3,0943762776793103e-4

1,0646123708275802e-5

3,125000000e-2

1,0187229044406401e-4

2,3355306929482598e-7

3,8997177801050099¢-6

9,2838816342533714e-5

1,2579734774532299¢-7

1,562500000e-2

2,6317670075884003¢e-5

8,6467231379854306e-10

1,06891049235704e-7

2,5184873456060102e-5

6,9668332120164995¢-10

7,812500000e-3

6,6856297044092899¢-6

1,3043139611380200e-11

8,18967867791729¢-10

6,5440134571582397e-6

6,4485658881238500e-12

3,906250000e-3

1,6846798910769700e-6

1,3238863334115500e-14

6,5813348599222291e-12

1,6669832711107700e-6

2,5809156313420499¢-14

1,953125000e-3

4,2282862749978801e-7

5,2067374423959499¢-17

1,25182256048811e-14

4,2061708785905895¢e-7

2,4497506076088202e-17

9,765625000e-4

1,0591445885175399¢-7

1,35213484299488000e-20

2,75563469994413e-17

1,0563805621601098e-7

2,6936800585964100e-20

4,882812500e-4

2,6504525448572098e-8

1,43122265592252000e-23

1,3401139929456099¢-20

2,6469977801060801e-8

6,5467219977801991e-24

2,441406250e-4

6,6293700738586399¢-9

9,3909673869884200e-28

7,7645654647062581e-24

6,6250517915711410e-9

1,8961087825900502¢e-27

NA: valor inexistente



Tabela B.17 — Moddulo do erro da solucio numérica da Variavel Qe versus tamanho da malha / Fig.

162

4.5 (e)

Malha
h

Eh

Emer

d¢

Unh

Umer

1,250000000e-1

3,8661560787415701e-3

2,3603100552535101e-3

2,3296395859535499¢-2

6,2264661339950806¢-3

1,5530930573023701e-3

6,250000000e-2

8,4369962626068204¢-4

1,73509114093542020e-5

7,8986608654179203¢e-4

1,0074854841603000e-3

1,2537556929234799¢-5

3,125000000e-2

2,0303780967093101e-4

2,74684827723718990e-8

4,7858859973469999¢-6

2,1355393886325001e-4

1,8768180381752903¢-8

1,562500000e-2

5,0263150032000505¢-5

1,30837411775430990e-11

8,6872186494413815e-9

5,0924886546310006¢-5

8,4919048381636195¢e-12

7,812500000e-3

1,2534715791804601e-5

1,7800812462235600e-15

4,5900562581332394e-12

1,2576144746732002e-5

1,1208928591290000e-15

3,906250000e-3

3,1317361391017502e-6

6,5151004224594802¢-20

6,5912323609033895¢e-16

3,1343265509009400e-6

4,0232145278052798e-20

1,953125000e-3

7,8281259630175803e-7

6,2436048165682004¢e-25

2,4918234586060296€-20

7,8297451426666306e-7

3,8022788715456804¢e-25

9,765625000e-4

1,9569555896893001e-7

1,5297661548267797¢e-30

2,4413106473609704e-25

1,9570567911094299¢-7

9,3128342460844807¢-31

4,882812500e-4

4,8923415357420803¢e-8

1,6745960866447003e-31

7,6594233888280414¢-31

4,8924047870503106e-8

NA

2,441406250e-4

1,2230824190255201e-8

2,7444501707518100e-32

1,9490411037198803e-31

1,2230863722388601e-8

NA

NA: valor inexistente
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Tabela B.18 — Médulo do erro da solucio numérica da Variavel On versus tamanho da malha 4 Fig. 4.5 (f)

Malha Eh Emer do Uh Umer
h
5,000000000e-1| 1,6715233566727400e-1 NA NA NA

2,500000000e-1

2,2545554480726801e-2

2,2545554480726801e-2

1,4460678118654799¢-1

4,8202260395515797¢-2

2,0438279433268003¢-1

1,250000000e-1

3,8661560787415701e-3

2,3603100552535101e-3

2,3296395859535499¢-2

6,2264661339950806¢-3

2,2208523502623503¢-2

6,250000000e-2

8,4369962626068204¢-4

1,7350911409354202e-5

7,8986608654179203¢-4

1,0074854841603000e-3

7,7637498522558301e-4

3,125000000e-2

2,0303780967093101e-4

2,7468482772371899¢-8

4,7858859973469999¢-6

2,1355393886325001e-4

3,8263381698501297¢-6

1,562500000e-2

5,0263150032000505¢-5

1,3083741177543099¢-11

8,6872186494413815¢e-9

5,0924886546310006¢-5

2,3574345927097901e-7

7,812500000e-3

1,2534715791804601e-5

1,7800812462235600e-15

4,5900562581332394e-12

1,2576144746732002e-5

6,9468842863799195e-10

3,906250000e-3

3,1317361391017502e-6

6,5151004224594802e-20

6,5912323609033895¢e-16

3,1343265509009400e-6

2,3446846766806900e-12

1,953125000e-3

7,8281259630175803e-7

6,2436048165682004¢e-25

2,4918234586060296¢€-20

7,8297451426666306e-7

3,9778648357454399¢-15

9,765625000e-4

1,9569555896893001e-7

1,5297661548267797¢-30

2,4413106473609704e-25

1,9570567911094299¢-7

1,2210603550913901e-18

4,882812500e-4

4,8923415357420803¢e-8

1,6745960866447003¢e-31

7,6594233888280414¢e-31

4,8924047870503106e-8

1,0226497798287198e-21

2,441406250e-4

1,2230824190255201e-8

2,7444501707518100e-32

1,9490411037198803e-31

1,2230863722388601e-8

4,5854269601061394e-26

NA: valor inexistente
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Tabela B.19 — Erro (E) das variaveis T¢ versus tamanho da malha (h) e niimero de extrapola¢cdes (m) em Real*16 Fig. 4.6 (a)

Ma;llha m=0 m= m=. m=. m= m= m= m=7 m= m= m=10 m=11
5,000000000e-1 | 5,073e-02 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
2,500000000e-1 1,412e-02 1,916e-03 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
1,250000000e-1 | 3,647e-03 1,558e-04 8,422e-06 NA NA NA NA NA NA NA NA NA
6,250000000e-2 | 9,196e-04 1,055e-05 8,667e-07 2,706e-07 NA NA NA NA NA NA NA NA
3,125000000e-2 | 2,304e-04 6,735e-07 1,512e-08 1,607e-09 5,523e-10 NA NA NA NA NA NA NA
1,562500000e-2 | 5,763e-05 4,232e-08 2,433e-10 7,122e-12 4,728e-14 3,082¢-13 NA NA NA NA NA NA
7,812500000e-3 | 1,441e-05 2,649e-09 3,830e-12 2,876e-14 9,481e-16 1,208e-16 4,558e-17 NA NA NA NA NA
3,906250000e-3 | 3,603e-06 1,656e-10 5,996e-14 1,133e-16 5,990e-20 3,403e-20 4,537e-21 1,755e-21 NA NA NA NA
1,953125000e-3 | 9,007e-07 1,035e-11 9,373e-16 4,436e-19 9,460e-22 8,630e-24 3,211e-25 4,420e-26 1,742e-26 NA NA NA
9,765625000e-4 | 2,252e-07 6,469¢e-13 1,465¢e-17 1,734e-21 9,260e-25 2,127e-27 2,037e-29 7,727e-31 9,834e-32 3,190e-32 NA NA
4,882812500e-4 | 5,629e-08 4,043e-14 2,289¢-19 6,773e-24 9,047e-28 4,188e-31 1,005e-31 1,018e-31 1,018e-31 1,018e-31 1,018e-31 NA
2,441406250e-4 | 1,407e-08 2,527e-15 3,576e-21 2,646e-26 8,132e-31 7,037e-32 7,049¢-32 7,049¢e-32 7,049¢-32 7,049¢-32 7,049¢e-32 7,049¢e-32

NA: valor inexistente



Tabela B.20 — erro (e) das variaveis T, versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapolacoes (m) em Real*16 Fig. 4.6 (b)
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Mz;llha m= m= m=. m=. m= m= m=6 m=7 m= m= m=10 m=11 m=I12
5,000000000e-1 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
2,500000000e-1 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
1,250000000e-1 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
6,250000000e-2 | 1,093e-03 |NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
3,125000000e-2 | 2,740e-04 1,056e-06 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
1,562500000e-2 | 6,856e-05 6,642e-08 4,254e-10 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
7,812500000e-3 1,714e-05 4,158e-09 6,699¢e-12 5,261e-14 NA NA NA NA NA NA NA NA NA
3,906250000e-3 | 4,286e-06 2,600e-10 1,049¢-13 2,073e-16 1,803e-18 NA NA NA NA NA NA NA NA
1,953125000e-3 1,072e-06 1,625e-11 1,639¢-15 8,116e-19 1,777e-21 1,648e-23 NA NA NA NA NA NA NA
9,765625000e-4 | 2,679¢-07 1,016e-12 2,562e-17 3,172e-21 1,739e-24 4,062e-27 3,936e-29 NA NA NA NA NA NA
4,882812500e-4 | 6,697e-08 6,347¢e-14 4,003e-19 1,239¢-23 1,699¢-27 8,853e-31 1,065e-31 1,089¢-31 NA NA NA NA NA
2,441406250e-4 | 1,674e-08 3,967e-15 6,255e-21 4,841e-26 1,495e-30 1,648e-31 1,650e-31 1,650e-31 1,650e-31 NA NA NA NA

NA: valor inexistente



Tabela B.21 — erro (e) das variaveis T,, versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapola¢des (m) em Real*16 Fig. 4.6 (¢)
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Mz;llha m=0 m= m=. m=. m= m= m=6 m=7 m= m= m=10 m=11 m=I12
5,000000000e-1 1,646¢e-03 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
2,500000000e-1 | 5,045e-03 6,178e-03 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
1,250000000e-1 1,613e-03 4,696e-04 8,902e-05 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
6,250000000e-2 | 4,267e-04 3,120e-05 1,975e-06 5,932e-07 NA NA NA NA NA NA NA NA NA
3,125000000e-2 | 1,082e-04 1,982¢-06 3,429e-08 3,492e-09 1,179e-09 NA NA NA NA NA NA NA NA
1,562500000e-2 | 2,714e-05 1,244e-07 5,510e-10 1,544e-11 1,802e-12 6,513e-13 NA NA NA NA NA NA NA
7,812500000e-3 | 6,790e-06 7,783e-09 8,671e-12 6,230e-14 2,015e-15 2,547e-16 9,570e-17 NA NA NA NA NA NA
3,906250000e-3 1,698e-06 4,866e-10 1,357e-13 2,454e-16 2,03%9e-18 7,169¢-20 9,512e-21 3,671e-21 NA NA NA NA NA
1,953125000e-3 | 4,245e-07 3,041e-11 2,122e-15 9,606e-19 2,009e-21 1,817e-23 6,729¢e-25 9,235e-26 3,633e-26 NA NA NA NA
9,765625000e-4 | 1,061e-07 1,901e-12 3,316e-17 3,754e-21 1,967e-24 4,480e-27 4,269e-29 1,623e-30 2,144e-31 7,576e-32 NA NA NA
4,882812500e-4 | 2,653e-08 1,188e-13 5,181e-19 1,467e-23 1,922e-27 1,071e-30 2,273e-32 2,533e-32 2,535e-32 2,535e-32 2,535e-32 NA NA
2,441406250e-4 | 6,633e-09 7,425e-15 8,095e-21 5,729¢-26 1,823e-30 5,330e-32 5,356e-32 5,356e-32 5,356e-32 5,356e-32 5,356e-32 5,356e-32 NA

NA: valor inexistente



Tabela B.22 — erro (e) das variaveis L versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapolacdes (m) em Real*16 Fig. 4.6 (d)
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Mz;llha m=0 m= m=. m=. m= m= m=6 m=7 m= m= m=10 m=11 m=I12
5,000000000e-1 | 5,637e-03 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
2,500000000e-1 | 3,669e-03 3,013e-03 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
1,250000000e-1 1,309¢-03 5,220e-04 1,662e-04 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
6,250000000e-2 | 3,804e-04 7,095e-05 6,513e-06 4,133e-06 NA NA NA NA NA NA NA NA NA
3,125000000e-2 | 1,019e-04 9,033e-06 1,881e-07 2,336e-07 1,078e-07 NA NA NA NA NA NA NA NA
1,562500000e-2 | 2,632e-05 1,133e-06 4,128e-09 8,136e-09 8,647¢e-10 8,320e-10 NA NA NA NA NA NA NA
7,812500000e-3 | 6,686e-06 1,416e-07 1,905e-11 2,549¢-10 6,712e-13 1,304e-11 6,595e-12 NA NA NA NA NA NA
3,906250000e-3 1,685e-06 1,770e-08 6,184e-12 7,866e-12 1,028e-13 1,150e-13 1,324¢-14 1,257e-14 NA NA NA NA NA
1,953125000e-3 | 4,228e-07 2,212e-09 6,147e-13 2,434e-13 2,490e-15 8,986e-16 1,497e-19 5,207e-17 2,757e-17 NA NA NA NA
9,765625000e-4 | 1,059¢-07 2,764e-10 4,551e-14 7,562e-15 4,570e-17 6,906e-18 1,153e-19 1,152e-19 1,352e-20 1,342e-20 NA NA NA
4,882812500e-4 | 2,650e-08 3,455e-11 3,065e-15 2,356e-16 7,666e-19 5,328e-20 6,735e-22 2,239e-22 1,094e-24 1,431e-23 7,766e-24 NA NA
2,441406250e-4 | 6,629¢-09 4,318e-12 1,985e-16 7,350e-18 1,238e-20 4,132e-22 3,057e-24 4,283e-25 8,987e-27 7,927e-27 9,391e-28 9,570e-28 NA

NA: valor inexistente



Tabela B.23 — erro (e) das variaveis Q. versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapolacdes (m) em Real*16 Fig. 4.6 (e)
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Mz;llha m=0 m= m= m= m= m= m=6 m=7 m= m=9 m=10 m=11 m=12
5,000000000e-1 1,672e-01 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
2,500000000e-1 | 2,255e-02 | 2,566e-02 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
1,250000000e-1 | 3,866e-03 2,360e-03 8,072¢-04 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
6,250000000e-2 | 8,437¢-04 1,638e-04 1,735e-05 4,813e-06 NA NA NA NA NA NA NA NA NA
3,125000000e-2 | 2,030e-04 1,052e-05 2,981e-07 2,747e-08 8,700e-09 NA NA NA NA NA NA NA NA
1,562500000e-2 | 5,026e-05 6,617¢-07 | 4,777e-09 1,203¢-10 1,308e-11 4,592e-12 NA NA NA NA NA NA NA
7,812500000e-3 | 1,253e-05 4,143e-08 7,512e-11 4,845¢-13 1,456e-14 1,780e-15 6,592e-16 NA NA NA NA NA NA
3,906250000e-3 | 3,132¢-06 2,590e-09 1,176e-12 1,907e-15 1,471e-17 | 4,997e-19 6,515e-20 2,492¢-20 NA NA NA NA NA
1,953125000e-3 | 7,828e-07 1,619¢-10 1,838e-14 7,465e-18 1,450e-20 1,266e-22 4,601e-24 6,244e-25 2,441e-25 NA NA NA NA
9,765625000e-4 | 1,957e¢-07 1,012e-11 2,872e-16 2,918e-20 1,419¢-23 3,120e-26 | 2,919¢-28 1,106e-29 1,530e-30 5,985¢-31 NA NA NA
4,882812500e-4 | 4,892e-08 6,325e-13 4,487e-18 1,140e-22 1,386e-26 7,468e-30 1,495¢-31 1,673e-31 1,675e-31 1,675e-31 1,675e-31 NA NA
2,441406250e-4 | 1,223e-08 3,953e-14 | 7,011e-20 | 4,452e-25 1,357e-29 2,927e-32 2,744e-32 2,744e-32 2,744e-32 2,744e-32 2,744e-32 2,744e-32 NA

NA: valor inexistente



Tabela B.24 — erro (e) das variaveis Q, versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapolacoes (m) em Real*16 Fig. 4.6 (f)
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Mz;llha m=0 m= m=. m=. m= m= m=6 m=7 m= m= m=10 m=11 m=I12
5,000000000e-1 | 1,257e+00 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
2,500000000e-1 | 7,261e-01 1,948e-01 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
1,250000000e-1 | 3,835e-01 4,089e-02 1,041e-02 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
6,250000000e-2 | 1,950e-01 6,542¢-03 4,909e-03 4,122e-03 NA NA NA NA NA NA NA NA NA
3,125000000e-2 | 9,799e-02 9,393e-04 9,281e-04 3,594e-04 1,085e-04 NA NA NA NA NA NA NA NA
1,562500000e-2 | 4,906e-02 1,321e-04 1,370e-04 2,399e-05 1,623e-06 1,826e-06 NA NA NA NA NA NA NA
7,812500000e-3 | 2,454e-02 1,920e-05 1,843e-05 1,493e-06 6,192e-09 5,874e-08 3,069e-08 NA NA NA NA NA NA
3,906250000e-3 1,227e-02 3,011e-06 2,385e-06 9,215e-08 1,258e-09 1,099¢-09 1,841e-10 5,606e-11 NA NA NA NA NA
1,953125000e-3 | 6,136e-03 5,254e-07 3,031e-07 5,706e-09 5,669¢-11 1,793e-11 7,630e-13 6,809¢e-13 4,637e-13 NA NA NA NA
9,765625000e-4 | 3,068e-03 1,027e-07 3,819e-08 3,547e-10 2,045e-12 2,826e-13 2,573e-15 3,415e-15 7,583e-16 1,477e-16 NA NA NA
4,882812500e-4 | 1,534e-03 2,208e-08 4,794e-09 2,211e-11 6,820e-14 4,422e-15 6,016e-18 1,419¢e-17 8,57%-19 6,244e-19 4,807e-19 NA NA
2,441406250e-4 | 7,670e-04 5,070e-09 6,004¢e-10 1,380e-12 2,198e-15 6,908e-17 8,865e-21 5,631e-20 8,635e-22 8,137e-22 2,041e-22 3,060e-23 NA

NA: valor inexistente
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Tabela B.25 — Ordem efetiva (p.) versus o tamanho da Malha (h) e nimero de extrapola¢des (m). Fig. 4.7

Mz;llha m=0 m= m= m= m= m=5 m=6 m=7 m= m=9 m=10 m=11
5,000000000¢-1 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
2,500000000e-1 1,845¢0 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
1,250000000¢-1 1,953¢0 3,6206¢0 NA NA NA NA NA NA NA NA NA NA
6,250000000e-2 1,987¢0 3,884¢0 5,469¢0 NA NA NA NA NA NA NA NA NA
3,125000000e-2 1,996e0 3,969¢0 5,840e0 7,395¢0 NA NA NA NA NA NA NA NA
1,562500000e-2 1,999¢0 3,992¢0 5,957¢0 7,818¢0 9,349¢0 NA NA NA NA NA NA NA
7,812500000e-3 1,999¢0 3,998¢0 5,989¢0 7,951e0 9,800e0 1,131el NA NA NA NA NA NA
3,906250000¢e-3 1,999¢0 3,999¢0 5,997¢0 7,987¢0 9,949¢0 1,179l 1,329¢1 NA NA NA NA NA
1,953125000e-3 1,999¢0 3,999¢0 5,999¢0 7,996¢0 9,987¢0 1,194el 1,378el 1,527el NA NA NA NA
9,765625000e-4 1,999¢0 3,999¢0 5,999¢0 7,999¢0 9,996¢0 1,198el 1,394el 1,580el 1,743el NA NA NA
4,882812500e-4 1,999¢0 3,999¢0 5,999¢0 7,999¢0 9,999¢0 1,231el 7,662¢0 2,924e0 -4,998e-2 -1,674¢e0 NA NA
2,441406250e-4 1,999¢0 3,999¢0 5,999¢0 7,999¢0 1,0119el 2,573e0 5,122e-1 5,3005¢-1 5,304e-1 5,304e-1 5,304e-1 NA

NA: valor inexistente



NA: valor inexistente
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Tabela B.26 — Ordem Aparente (p,) versus o tamanho da Malha (h) e niimero de extrapolacdes (m). Fig. 4.8 (a)

Malha m=0 m=1 m=2
h

5,000000000e-1 NA NA NA
2,500000000e-1 NA NA NA
1,250000000e-1 1,80561102509820000e0 NA NA
6,250000000e-2 1,94119915674494000e0 NA NA
3,125000000e-2 1,9844128406890000e0 3,7466019264687103¢0 NA
1,562500000e-2 1,9960420106697101¢0 3,9244478348690199¢0 NA

7,812500000e-3

1,9990065763273299¢0

3,9801000821079198e0

5,7353871104177294¢e0

3,906250000e-3

1,9997513970513801€0

3,9949560053352497¢0

5,9256823468083697¢0

1,953125000e-3

1,9999378337977101e0

3,9987345863306198e0

5,9806531025192298e0

9,765625000e-4

1,9999844574824501e0

3,9996833690075997¢0

5,9951094110423702e0
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Tabela B.27 — Ordem Aparente (p,) versus o tamanho da Malha (h) e niimero de extrapolacées (m). Fig. 4.8 (b)

Malha m=0 m= m=
h

5,000000000¢-1 NA NA NA
2,500000000e-1 NA NA NA
1,250000000¢-1 NA NA NA
6,250000000e-2 NA NA NA
3,125000000e-2 NA NA NA
1,562500000e-2 1,9947776536800601¢0 NA NA
7,812500000e-3 1,9986891016279298¢0 NA NA
3,906250000¢e-3 1,9996719412228701e0 3,9954471628033401¢0 NA
1,953125000e-3 1,9999179643846099¢0 3,9988581193331099¢0 NA
9,765625000e-4 1,9999794897880401¢0 3,9997142989963801¢0 5,9954999999999998¢0

NA: valor inexistente



NA: valor inexistente
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Tabela B.28 — Ordem Aparente (p,) versus o tamanho da Malha (h) e niimero de extrapolacées (m). Fig. 4.8 (¢)

Malha m=0 m=1 m=2
h
5,000000000e-1 1,5319390225907901¢0 NA NA
2,500000000e-1 1,8971866045819699¢0 NA NA
1,250000000e-1 1,9749795836186101¢0 4,5422942221705203e0 NA
6,250000000e-2 1,9937850724391102¢0 4,1058183698912503¢0 NA
3,125000000e-2 1,9984487419950399¢0 4,0250656172096297¢0 6,2586630980441100¢0

1,562500000e-2

1,9996123395435399¢0

4,0061847356884002¢0

6,0656374570076501€0

7,812500000e-3

1,99990309450476¢e0

4,0015411540510399¢0

6,0164954240078696¢0

3,906250000e-3

1,9999757742272299¢0

4,0003849752871998e0

6,0041296645976301€0

1,953125000e-3

1,9999939435943701e0

4,0000962242629496¢0

6,0010327860623702¢0

9,765625000e-4

1,5319390225907901e0

NA

NA




NA: valor inexistente

Tabela B.29 — Ordem Aparente (p,) versus o tamanho da Malha (h) e nimero de extrapolacdes (m). Fig. 4.8 (d)

174

Malha m= m= m=
h

5,000000000e-1 NA NA NA
2,500000000e-1 NA NA NA
1,250000000e-1 9,8212328456596498¢-1 NA NA
6,250000000e-2 1,8300043439576799¢0 NA NA
3,125000000e-2 1,9618048819342198¢e0 5,6156561262768099¢0 NA
1,562500000e-2 1,9907190838404398¢0 4,2894670885647104¢0 NA

7,812500000e-3

1,9976965432567499¢0

4,0718833382809603e0

6,1155853392177297¢0

3,906250000e-3

1,9994251847601898e0

4,0180293346855196e0

5,9357070956067801e0

1,953125000e-3

1,9998563617605298e0

4,0045125044678098e0

5,9743522306389796e0

9,765625000e-4

1,9999640945384702e0

4,0011284736720398e0

5,9928905054641204¢€0




NA: valor inexistente
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Tabela B.30 — Ordem Aparente (p,) versus o tamanho da Malha (h) e niimero de extrapolacdes (m). Fig. 4.8 (e)

Malha m=0 m=1 m=2
h

5,000000000e-1 NA NA NA
2,500000000e-1 NA NA NA
1,250000000e-1 9,8212328456596498e-1 NA NA
6,250000000e-2 1,8300043439576799¢0 NA NA
3,125000000e-2 1,9618048819342198e0 5,6156561262768099¢0 NA
1,562500000e-2 1,9907190838404398e0 4,2894670885647104€0 NA
7,812500000e-3 1,9976965432567499¢0 4,0718833382809603¢0 6,1155853392177297¢0
3,906250000e-3 1,9994251847601898e0 4,0180293346855196€0 5,9357070956067801e0
1,953125000e-3 1,9998563617605298e0 4,0045125044678098e0 5,9743522306389796€0
9,765625000e-4 1,9999640945384702¢0 4,0011284736720398e0 5,9928905054641204e0




NA: valor inexistente
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Tabela B.31 — Ordem Aparente (p,) versus o tamanho da Malha (h) e niimero de extrapolacées (m). Fig. 4.8 (f)

Malha m=0 m= m=
h

5,000000000¢-1 NA NA NA
2,500000000e-1 NA NA NA
1,250000000¢-1 1,1839083258226100e0 NA NA
6,250000000e-2 1,5893531816288800e0 NA NA
3,125000000e-2 1,8085569971861399¢0 3,1442280949089101¢0 NA
1,562500000e-2 1,9100307615332701e0 3,2176054016115998¢0 NA
7,812500000e-3 1,9567501875619899¢0 3,1585731795457002¢0 NA

3,906250000e-3

1,9788457818291700e0

3,0956308424980601e0

2,9900000000000002¢0

1,953125000e-3

1,9895451527424100e0

3,0526945732587198e0

3,5806649288768897¢0

9,765625000e-4

1,99480371265394000e0

3,0276975700191602¢0

3,7899601536872396€0




Tabela B.32 — EEfeito da utilizacido da ordem errada de p,,. Fig. 4.9
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Mz;llha Eh Emer do Uh Umer

2,5200e-1 3,6687497202486201e-3 | 3,6687497202486201¢-3 NA NA NA

1,2500e-1 1,3087016227754399¢-3 5,22018923617721e-4 2,3600480974731702¢-3 | 7,8668269915772404¢-4 | 7,8668269915772404¢-4
6,2500e-2 3,8038873947167503e-4 | 4,0879924242821002e¢-5 | 4,5106781191396909¢-4 | 3,0943762776792301e-4 | 3,0071187460931303¢-5
3,1250e-2 1,0187229044399500e-4 | 4,3346110763884992e-6 | 3,5974292648207003e-5 | 9,2838816342560114e-5 | 5,7102051822550792¢-7
1,5625¢-2 2,6317670076544804¢e-5 | 5,2294870785648602¢-7 | 3,7967730624049395¢-6 | 2,5184873455816804¢-5 | 1,4889306127078102¢-8
7,8125¢e-3 6,6856297044832198¢e-6 | 6,48228143233466070e-8 | 4,5767850496523595¢-7 | 6,5440134573538696¢-6 | 4,4738856790345204¢-10
3,9062¢-3 1,6846798872597801e-6 | 8,08606773308826060e-9 | 5,6722894845485303¢-8 | 1,6669832724078099¢-6 | 1,38517447730118e-11
1,9531e-3 4,2282863230292100e-7 | 1,01024567199417000e-9 | 7,0753901871889906e-9 | 4,2061708498562096e-7 | 4,3187390509612201e-13
9,7656e-4 1,0591445554503700e-7 | 1,2625604801075602¢-10 |8,8397613537220897e-10| 1,056380589192950e-7 | 1,3488611205802198e-14
4,8828e-4 2,6504537072946503¢e-8 | 1,5801043388597998e-11 |1,1045458326975400e-10| 2,6469972824030102¢-8 | 4,2135240410602303¢-16
2,4414e-4 6,6294209144157202¢-9 | 2,0408861369776702¢-12 | 1,376014412891180e-11 | 6,6250387195102704¢-9 | 1,3122708560567901e-17
1,2207e-4 1,6578275612652101e-9 | 3,3885796862438999¢-13 |1,7020277625581398e-12| 1,6571977843835¢-9 4,0579513748298303¢-19

NA: valor inexistente
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TABELAS DOS GRAFICOS DOS CAPITULOS 5




Tabela B.33 — Moddulo do erro versus h para a variavel T, sem interpolacao p;2 e dp,=2, Fig. 5.6

179

Mz;llha Eh Emer d¢ Uh Umer
2,5000e-01 5,9608e-03 NA NA NA NA
1,2500e-01 7,9863¢-04 7,9863e-04 5,1621e-03 1,7207e-03 1,7207e-03
6,2500e-02 2,7707e-04 1,0322e-04 1,0253e-03 1,7385e-04 6,8353¢-05
3,1250e-02 5,9107e-05 2,1331e-05 1,9290e-04 7,2655e-05 3,0619¢-06
1,5625e-02 1,6014e-05 3,0442¢-06 2,7438e-05 1,4364e-05 1,0760e-07
7,8125¢-03 3,8470e-06 3,9380e-07 3,5456¢-06 4,0558e-06 3,4659¢-09
3,9062¢-03 9,8120e-07 4,9652e-08 4,4692e-07 9,5525e-07 1,0914e-10
1,9531e-03 2,4286e-07 6,2200e-09 5,5982¢-08 2,4611e-07 3,4171e-12
9,7656e-04 6,1019¢-08 7,7792e-10 7,0014e-09 6,0613e-08 1,0683e-13
4,8828e-04 1,5217e-08 9,7254e-11 8,7529¢-10 1,5268e-08 3,3390e-15
2,4414e-04 3,8089¢-09 1,2157e-11 1,0941e-10 3,8026e-09 1,0435e-16
1,2207e-04 9,5164e-10 1,5197e-12 1,3677e-11 9,5244¢-10 3,2608e-18
6,1035¢-05 2,3798e-10 1,8996e-13 1,7096e-12 2,3789%¢-10 1,0190e-19
3,0518e-05 5,9487e-11 2,3745e-14 2,1370e-13 5,9499¢-11 3,1844e-21
1,5259¢-05 1,4873e-11 2,9681e-15 2,6713e-14 1,4871e-11 9,9513e-23

NA: valor inexistente



Tabela B.34 — Modulo do erro versus h para a variavel x,,, sem interpolacido p;2 e dp; =2, Fig. 5.7
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Mz;llha Eh Emer d¢ Uh Umer
5,0000e-1 1,6667e-01 NA NA NA NA
2,5000e-1 8,3333e-02 8,3333e-02 2,5000e-01 8,3333¢-02 8,3333e-02
1,2500e-1 4,1667¢-02 8,3333e-02 2,5000e-01 4,1667¢-02 1,6667e-02
6,2500e-2 2,0833e-02 5,0000e-02 1,5000e-01 2,0833e-02 2,3810e-03
3,1250e-2 1,0417e-02 2,6190e-02 7,8571e-02 1,0417e-02 3,0812e-04
1,5625¢-2 5,2083¢-03 1,3249¢-02 3,9748¢-02 5,2083e-03 3,8854¢-05
7,8125¢e-3 2,6042¢-03 6,6441e-03 1,9932¢-02 2,6042¢-03 4,8675¢-06
3,9062¢-3 1,3021e-03 3,3245¢-03 9,9734e-03 1,3021e-03 6,0877e-07
1,9531e-3 6,5104e-04 1,6625e-03 4,9876e-03 6,5104e-04 7,6106e-08
9,7656¢-4 3,2552e-04 8,3131e-04 2,4939¢-03 3,2552¢-04 9,5136e-09
4,8828e-4 1,6276e-04 4,1566e-04 1,2470e-03 1,6276e-04 1,1892e-09
2,4414e-4 8,1380e-05 2,0783e-04 6,2349¢-04 8,1380e-05 1,4865e-10
1,2207e-4 4,0690e-05 1,0392e-04 3,1175e-04 4,0690e-05 1,8581e-11
6,1035e-5 2,0345e-05 5,1958e-05 1,5587e-04 2,0345e-05 2,3227e-12
3,0518e-5 1,0173e-05 2,5979¢-05 7,7936e-05 1,0173e-05 2,9034e-13
1,5259¢-5 5,0863¢-06 1,2989¢-05 3,8968e-05 5,0863e-06 3,6292e-14

NA: valor inexistente



Tabela B.35 — Moddulo do erro versus h para a variavel T, sem interpolacao p;2 e dp, =1, Fig. 5.8
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Mz;llha Eh Emer d¢ Uh Umer
2,5000e-1 8,3333e-02 8,3333e-02 2,5000e-01 8,3333¢-02 8,3333e-02
1,2500e-1 4,1667¢-02 5,9524e-02 2,5000e-01 4,1667¢-02 3,5714e-02
6,2500e-2 2,0833e-02 3,5714e-02 1,7857e-01 2,0833e-02 1,1905e-02
3,1250e-2 1,0417e-02 3,5714e-02 1,0714e-01 1,0417e-02 3,4562e-03
1,5625¢-2 5,2083¢-03 1,9585e-02 5,8756e-02 5,2083e-03 9,3263e-04
7,8125¢-3 2,6042¢-03 1,0259¢-02 3,0777e-02 2,6042¢-03 2,4234e-04
3,9062¢-3 1,3021e-03 5,2506e-03 1,5752e-02 1,3021e-03 6,1772e-05
1,9531e-3 6,5104e-04 2,6562e-03 7,9686¢-03 6,5104¢-04 1,5594e-05
9,7656e-4 3,2552e-04 1,3359¢-03 4,0077e-03 3,2552e-04 3,9176e-06
4,8828e-4 1,6276e-04 6,6991e-04 2,0097e-03 1,6276e-04 9,8179¢-07
2,4414e-4 8,1380e-05 3,3545e-04 1,0063e-03 8,1380e-05 2,4575e-07
1,2207e-4 4,0690e-05 1,6785e-04 5,0354¢-04 4,0690e-05 6,1474e-08
6,1035¢-5 2,0345e-05 8,3954¢-05 2,5186e-04 2,0345e-05 1,5373e-08
3,0518e-5 1,0173e-05 4,1984e-05 1,2595e-04 1,0173e-05 3,8439¢-09
1,5259¢-5 5,0863e-06 2,0994e-05 6,2982¢-05 5,0863¢-06 9,6105e-10

NA: valor inexistente
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Tabela B.36 — Modulo do erro versus h para a variavel T, sem interpolacdo p;2 e dp;=2, Fig. 5.10

Mz;llha Eh Emer d¢ Uh Umer
3,3333e-01 2,8031e-02 NA NA NA NA
1,6667e-01 6,8457e-03 6,8457e-03 2,1185e-02 7,0618e-03 7,0618e-03
8,3333¢-02 1,7015¢-03 1,3195e-05 2,0288e-04 1,7147e-03 1,3525e-05
4,1667¢-02 4,2477e-04 5,0440e-09 3,2477e-07 4,255%¢-04 5,1550e-09
2,0833e-02 1,0615e-04 4,2520e-13 1,1064e-10 1,0620e-04 4,3388e-13
1,0417¢-02 2,6536e-05 8,3137¢-18 8,6702e-15 2,6539¢-05 8,4753¢-18
5,2083e-03 6,6338e-06 3,8725e-23 1,6156e-19 6,6340e-06 3,9453e-23
2,6042¢-03 1,6585e-06 4,3867¢-29 7,2793e-25 1,6585e-06 4,4432¢-29
1,3021e-03 4,1461e-07 2,3882e-32 5,8856e-31 4,1461e-07 0,0000e+00
6,5104e-04 1,0365¢e-07 1,2145e-30 1,1906e-30 1,0365e-07 0,0000e+00
3,2552e-04 2,5913e-08 4,1985e-31 7,9464e-31 2,5913e-08 0,0000e+00
1,6276e-04 6,4783¢-09 3,2385¢-30 2,8186e-30 6,4783e-09 0,0000e+00

NA: valor inexistente
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Tabela B.37 — Ordem aparente (pg) de T,,,, versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapolacdes (m) Fig. 5.11

Mz;llha m=0 m= m= m= m= m=5 m=6
3,33330e-01 2,80310e-02 NA NA NA NA NA NA
1,66670e-01 6,84571e-03 2,16072¢-04 NA NA NA NA NA
8,33330e-02 1,70153¢-03 1,31953e-05 3,29812e-07 NA NA NA NA
4,16670e-02 4,24768¢-04 8,19979¢-07 5,04398e-09 1,11064e-10 NA NA NA
2,08330e-02 1,06154¢-04 5,11752e-08 7,83936e-11 4,25199¢-13 8,67851e-15 NA NA
1,04170e-02 2,65360e-05 3,19730e-09 1,22327e-12 1,65265e-15 8,31367¢-18 1,61598e-19 NA
5,20830e-03 6,63384¢-06 1,99813e-10 1,91073e-14 6,44762¢-18 8,08013e-21 3,87249¢-23 7,27972e-25
2,60420e-03 1,65845¢-06 1,24881e-11 2,98527¢e-16 2,51782¢-20 7,88135e-24 9,41046e-27 4,38673¢-29
1,30210e-03 4,14612¢-07 7,80500e-13 4,66438¢-18 9,83445¢-23 7,69436e-27 2,27086e-30 2,65778e-32
6,51040e-04 1,03653e-07 4,87812e-14 7,28806e-20 3,84150e-25 8,72658¢-30 1,21372e-30 1,21449¢-30
3,25520e-04 2,59133e-08 3,04882e-15 1,13876e-21 1,50016e-27 4,28134e-31 4,20045¢-31 4,19853¢-31
1,62760e-04 6,47831e-09 1,90551e-16 1,77931e-23 2,63785¢e-30 3,23479¢-30 3,23749¢-30 3,23826e-30

NA: valor inexistente
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Tabela B.38 — Ordem aparente (pg) de T,,,, versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapolacdes (m) Fig. 5.11

(continuacao)

Ma;llha m=7 m=8 m=9 m=10 m=I1
3,33330e-01 NA NA NA NA NA
1,66670e-01 NA NA NA NA NA
8,33330e-02 NA NA NA NA NA
4,16670e-02 NA NA NA NA NA
2,08330e-02 NA NA NA NA NA
1,04170e-02 NA NA NA NA NA
5,20830e-03 NA NA NA NA NA
2,60420e-03 5,64683¢-31 NA NA NA NA
1,30210e-03 2,38815¢e-32 2,38815e-32 NA NA NA
6,51040e-04 1,21449¢-30 1,21449¢-30 1,21449¢-30 NA NA
3,25520e-04 4,19853¢-31 4,19853¢-31 4,19853¢-31 4,19853¢-31 NA
1,62760e-04 3,23845e-30 3,23845¢-30 3,23845e-30 3,23845e-30 3,23845¢-30

NA: valor inexistente
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Tabela B.39 — Moédulo do erro versus h para a variavel T,,,, com interpolacio de segunda ordem com p;2 e dp,=2, Fig. 5.13

Mz;llha Eh Emer d¢ Uh Umer
2,5000e-01 1,4075e-02 NA NA NA NA
1,2500e-01 3,7480e-03 3,7480e-03 1,0327e-02 3,4424e-03 3,4424¢-03
6,2500e-02 9,5062¢-04 1,8156e-05 2,8749¢-04 9,3246e-04 1,9166e-05
3,1250e-02 2,3853e-04 3,2955e-08 1,0430e-06 2,3736e-04 1,6555e-08
1,5625e-02 5,9686e-05 1,5325e-09 5,1042¢-08 5,9614e-05 2,0016e-10
7,8125¢-03 1,4925¢-05 5,3966¢-11 1,7866e-09 1,4920e-05 1,7465¢-12
3,9062¢-03 3,7314e-06 1,7394e-12 5,7452e-11 3,7312e-06 1,4030e-14
1,9531e-03 9,3287e-07 5,4783e-14 1,8082e-12 9,3286e-07 1,1037e-16
9,7656e-04 2,3322e-07 1,7153e-15 5,6609¢-14 2,3322e-07 8,6379¢-19
4,8828e-04 5,8305e-08 5,3630e-17 1,7698e-15 5,8305e-08 6,7513e-21
2,4414e-04 1,4576e-08 1,6761e-18 5,5313e-17 1,4576e-08 5,2750e-23
1,2207e-04 3,6441e-09 5,2381e-20 1,7286e-18 3,6441e-09 4,1212e-25
6,1035¢-05 9,1101e-10 1,6369e-21 5,4018e-20 9,1101e-10 3,2197e-27
3,0518e-05 2,2775e-10 5,1154e-23 1,6881e-21 2,2775e-10 2,5154e-29
1,5259e-05 5,6938e-11 1,5984e-24 5,2752e-23 5,6938e-11 1,9654e-31
7,6294¢-06 1,4235¢-11 4,9999¢-26 1,6484e-24 1,4235¢-11 1,5407e-33
3,8147¢-06 3,5586e-12 3,3963e-27 5,3395e-26 3,5586e-12 NA
1,9073e-06 8,8966¢-13 3,2849¢-28 3,0678e-27 8,8966¢-13 NA

NA: valor inexistente
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Tabela B.40 — Modulo do erro versus h para a variavel x,,,, com interpolacio de segunda ordem com p;2 e dp; =2, Fig. 5.14

Mz;llha Eh Emer d¢ Uh Umer
2,5000e-01 2,4535¢-03 NA NA NA NA
1,2500e-01 1,0974¢-03 1,0974e-03 1,3561e-03 4,5203¢-04 4,5203e-04
6,2500e-02 2,0976e-04 8,6123e-05 7,3151e-04 2,9588e-04 4,8768e-05
3,1250e-02 6,0193e-05 1,6767e-05 1,5166e-04 4,9856¢-05 2,4073e-06
1,5625e-02 1,4061e-05 2,3920e-06 2,1567e-05 1,5377e-05 8,4575¢-08
7,8125¢-03 3,6375e-06 3,0941e-07 2,7860e-06 3,4746e-06 2,7234e-09
3,9062¢-03 8,9403¢-07 3,9011e-08 3,5114e-07 9,1449¢-07 8,5749¢-11
1,9531e-03 2,2542e-07 4,8869¢-09 4,3984e-08 2,2287e-07 2,6847¢e-12
9,7656e-04 5,6116e-08 6,1120e-10 5,5008¢-09 5,6435e-08 8,3937¢-14
4,8828e-04 1,4059¢-08 7,6410e-11 6,8769¢-10 1,4019e-08 2,6233e-15
2,4414e-04 3,5110e-09 9,5515¢-12 8,5964e-11 3,5160e-09 8,1982¢-17
1,2207e-04 8,7822e-10 1,1940e-12 1,0746e-11 8,7759e-10 2,5619¢-18
6,1035¢-05 2,1950e-10 1,4924e-13 1,3432e-12 2,1957e-10 8,0061¢-20
3,0518e-05 5,4881e-11 1,8656e-14 1,6790e-13 5,4871e-11 2,5019e-21
1,5259e-05 1,3719e-11 2,3319e-15 2,0988e-14 1,3721e-11 7,8185e-23
7,6294¢-06 3,4300e-12 2,9149¢-16 2,6234e-15 3,4298e-12 2,4433¢-24
3,8147¢-06 8,5748e-13 3,6437e-17 3,2793e-16 8,5749¢-13 7,6352e-26
1,9073e-06 2,1437¢-13 4,5546e-18 4,0991e-17 2,1437e-13 2,3860e-27

NA: valor inexistente
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Tabela B.41 — Ordem aparente (pg) de T,,,, versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapolacées (m) Fig. 5.15 (a)

Malha m=0 m= m=. m= m= m= m=6
h

2,50000e-01 1,90895e+00 NA NA NA NA NA NA
1,25000e-01 1,97919e+00 4,07334e+00 NA NA NA NA NA
6,25000e-02 1,99470e+00 3,96125e+00 4,93773e+00 NA NA NA NA
3,12500e-02 1,99870e+00 4,01857e+00 5,05159¢+00 5,01373e+00 NA NA NA
1,56250e-02 1,99967e+00 3,99055e+00 4,97949¢+00 5,00370e+00 5,00482e+00 NA NA
7,81250e-03 1,99988e+00 4,00460e+00 5,01146e+00 5,00079¢+00 5,00111e+00 5,00121e+00 NA
3,90620e-03 1,99998e+00 3,99765e+00 4,99455e+00 5,00023e+00 5,00030e+00 5,00033e+00 5,00033e+00
1,95310e-03 2,00002e+00 4,00123e+00 5,00288e+00 5,00013e+00 5,00015e+00 5,00016e+00 5,00016e+00
9,76560e-04 2,00000e+00 3,99941e+00 4,99862e+00 5,00001e+00 5,00002¢+00 5,00002e+00 5,00002e+00
4,88280e-04 2,00000e+00 4,00029e+00 5,00070e+00 5,00000e+00 5,00000e+00 5,00001e+00 5,00001e+00
2,44140e-04 2,00000e+00 3,99985e+00 4,99965e+00 5,00000e+00 5,00000e+00 5,00000e+00 5,00000e+00
1,22070e-04 2,00000e+00 4,00007e+00 5,00017e+00 5,00000e+00 5,00000e+00 5,00000e+00 5,00000e+00
6,10350e-05 2,00005e+00 4,00006e+00 5,00003e+00 5,00012e+00 5,00012e+00 5,00012e+00 5,00012e+00
3,05180e-05 2,00000e+00 4,00002e+00 5,00021e+00 5,00011e+00 5,00010e+00 5,00010e+00 5,00010e+00
1,52590e-05 1,99996e+00 3,99992e+00 4,99736e+00 4,99828e+00 4,99847e+00 4,99852e+00 4,99853e+00
7,62940e-06 2,00000e+00 4,00001e+00 3,38596e+00 3,75180e+00 3,84756e+00 3,87177e+00 3,87784e+00
3,81470e-06 1,99992e+00 3,99988e+00 2,81140e+00 3,19727e+00 3,32390e+00 3,35822e+00 3,36698e+00

NA: valor inexistente
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Tabela B.42 — Ordem aparente (pg) de X, versus tamanho da malha (h) e niimero de extrapolacées (m) Fig. 5.15 (b)

Mz;llha m=0 m= m= m= m= m=5 m=6
2,500000e-01 1,160727e+00 NA NA NA NA NA NA
1,250000e-01 2,387288e+00 2,905696e+00 NA NA NA NA NA
6,250000e-02 1,801086e+00 3,058635e+00 3,008069¢+00 NA NA NA NA
3,125000e-02 2,097859e+00 2,973714e+00 3,002234e+00 3,002884e+00 NA NA NA
1,562500e-02 1,950709¢+00 3,013878e+00 3,000528e+00 3,000718e+00 3,000784e+00 NA NA
7,812500e-03 2,024513e+00 2,993192¢+00 3,000080e+00 3,000124e+00 3,000140e+00 3,000145e+00 NA

3,906200e-03

1,987702e+00

3,003423e+00

3,000033e+00

3,000045e+00

3,000049¢+00

3,000050e+00

3,000050e+00

1,953100e-03

2,006173e+00

2,998345e+00

3,000053e+00

3,000056e+00

3,000057e+00

3,000057e+00

3,000057e+00

9,765600e-04

1,996927e+00

3,000853e+00

3,000002e+00

3,000003e+00

3,000003e+00

3,000003e+00

3,000003e+00

4,882800e-04

2,001536e+00

2,999574e+00

3,000001e+00

3,000001e+00

3,000001e+00

3,000001e+00

3,000001e+00

2,441400e-04

1,999232¢+00

3,000213e+00

3,000000e+00

3,000000e+00

3,000000e+00

3,000000e+00

3,000000e+00

1,220700e-04

2,000384e+00

2,999894e+00

3,000000e+00

3,000000e+00

3,000000e+00

3,000000e+00

3,000000e+00

6,103500e-05

1,999855e+00

3,000124e+00

3,000071e+00

3,000071e+00

3,000071e+00

3,000071e+00

3,000071e+00

3,051800e-05

2,000096e+00

2,999973e+00

3,000000e+00

3,000000e+00

3,000000e+00

3,000000e+00

3,000000e+00

1,525900e-05

1,999914e+00

2,999957e+00

2,999943e+00

2,999943e+00

2,999943e+00

2,999943e+00

2,999943e+00

7,629400e-06

2,000024e+00

2,999993e+00

3,000000e+00

3,000000e+00

3,000000e+00

3,000000e+00

3,000000e+00

2,500000e-01

1,160727e+00

NA: valor inexistente
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Tabela B.43 — Médulo do erro versus h para a variavel T,,,, com interpola¢ao de quarta ordem com p;2 e dp; =2, Fig.5.16

Malha Eh Emer do Uh Umer
h
1,2500e-01 3,8383e-03 NA NA NA NA
6,2500e-02 9,5642¢-04 9,5642¢-04 2,8819¢-03 9,6064¢-04 9,6064¢-04
3,1250e-02 2,3889¢-04 2,8747e-07 3,9283e-06 2,3918e-04 2,6189¢-07
1,5625¢-02 5,9709¢-05 4,1337e-10 2,5173e-08 5,9727¢-05 3,9958e-10
7,8125e-03 1,4926e-05 8,2140e-14 1,3875e-11 1,4927e-05 5,4412e-14
3,9062¢-03 3,7315e-06 1,0690e-15 1,3762e-13 3,7316e-06 1,3453e-16
1,9531e-03 9,3288e-07 9,4090e-18 1,2129¢-15 9,3288e-07 2,9619¢-19
9,7656e-04 2,3322e-07 7,5836e-20 9,7810e-18 2,3322e-07 5,9702e-22
4,8828¢-04 5,8305¢-08 5,9716e-22 7,7030e-20 5,8305¢-08 1,1754e-24
2,4414e-04 1,4576e-08 4,6746e-24 6,0301e-22 1,4576e-08 2,3003e-27
1,2207¢-04 3,6441e-09 3,6537e-26 4,7134e-24 3,6441e-09 4,4951e-30
6,1035e-05 9,1101e-10 3,1784e-28 3,6859¢-26 9,1101e-10 8,7630e-33
3,0518e-05 2,2775e-10 3,3457¢-29 2,8439¢-28 2,2775e-10 NA
1,5259e-05 5,6938e-11 1,0831e-28 1,4177e-28 5,6938e-11 NA
7,6294e-06 1,4235e-11 4,4034e-29 6,4275e-29 1,4235e-11 NA
3,8147¢-06 3,5586e-12 1,8352e-27 1,8792e-27 3,5586e-12 NA
1,9073e-06 8,8966e-13 7,3143e-24 7,3125e-24 8,8966e-13 1,7333e-33
9,5367¢-07 2,2242¢-13 2,4151e-24 9,7294¢-24 2,2242¢-13 5,7778e-34

NA: valor inexistente
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Tabela B.44 — Moédulo do erro versus h para a variavel x,,, com interpolagdo de quarta ordem com p;2 e dp;=2, Fig.5.17

Malha Eh Emer do Uh Umer
h

1,2500e-01 9,2191e-04 NA NA NA NA
6,2500e-02 2,2990e-04 2,2990e-04 6,9201e-04 2,3067e-04 2,3067¢e-04
3,1250e-02 5,7538e-05 8,3969¢-08 8,5484¢-07 5,7454e-05 5,6989¢-08
1,5625¢-02 1,4385¢-05 4,2889¢-09 1,4525e-07 1,4384e-05 2,3055e-09
7,8125e-03 3,5965¢-06 2,0677e-10 6,8012¢-09 3,5963¢-06 2,6672e-11
3,9062¢-03 8,9913e-07 7,3031e-12 2,4075e-10 8,9912¢-07 2,3534e-13
1,9531e-03 2,2478e-07 2,3565e-13 7,7741e-12 2,2478e-07 1,8984e-15
9,7656e-04 5,6196e-08 7,4239e-15 2,4497e-13 5,6196e-08 1,4953e-17
4,8828¢-04 1,4049¢-08 2,3247e-16 7,6713e-15 1,4049¢-08 1,1706e-19
2,4414e-04 3,5122e-09 7,2683e-18 2,3985e-16 3,5122e-09 9,1497e-22
1,2207¢-04 8,7806e-10 2,2716e-19 7,4964¢-18 8,7806e-10 7,1491e-24
6,1035e-05 2,1951e-10 7,0991e-21 2,3427e-19 2,1951e-10 5,5855e-26
3,0518e-05 5,4879¢-11 2,2185e-22 7,3210e-21 5,4879¢-11 4,3637¢-28
1,5259e-05 1,3720e-11 6,9329¢-24 2,2878e-22 1,3720e-11 3,4091e-30
7,6294e-06 3,4299¢-12 2,1676e-25 7,1496e-24 3,4299¢-12 2,6674e-32
3,8147¢-06 8,5748e-13 6,8833e-27 2,2365e-25 8,5748¢-13 1,9259¢-34
1,9073e-06 2,1437e-13 5,2514e-27 1,2135e-26 2,1437e-13

NA: valor inexistente
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Tabela B.45 — Ordem aparente (pg) de T,,,, versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapolacées (m) Fig. 5.18 (a)

Mz;llha m=0 m= m= m= m= m=5 m=6
2,5000e-01 2,0048¢+00 NA NA NA NA NA NA
1,2500e-01 2,0013e+00 3,8743e+00 NA NA NA NA NA
6,2500e-02 2,0003e+00 3,9692e+00 5,9518e+00 NA NA NA NA
3,1250e-02 2,0001e+00 3,9925e+00 6,0182¢+00 7,3916e+00 NA NA NA
1,5625e-02 2,0000e+00 3,9980e+00 5,9893e+00 6,7866e+00 6,9969¢+00 NA NA
7,8125¢-03 2,0000e+00 3,9995e+00 6,0049¢+00 7,1015e+00 6,9992¢+00 7,00e+00 NA
3,9062¢-03 2,0000e+00 3,9999¢+00 5,9975e+00 6,9482e+00 6,9999¢+00 7,00e+00 7,00e+00
1,9531e-03 2,0000e+00 4,0000e+00 6,0013e+00 7,0257e+00 7,0000e+00 7,00e+00 7,00e+00
9,7656e-04 2,0000e+00 4,0000e+00 5,9994¢+00 6,9871e+00 7,0000e+00 7,00e+00 7,00e+00
4,8828e-04 2,0000e+00 4,0000e+00 6,0003e+00 7,0065e+00 7,0001e+00 7,00e+00 7,00e+00
2,4414e-04 2,0000e+00 4,0000e+00 5,9998e+00 6,7347¢+00 6,8200e+00 6,84¢+00 6,84¢+00
1,2207e-04 2,0000e+00 4,0001e+00 5,9980e+00 2,4941e+00 3,0280e+00 3,19e+00 3,23e+00
6,1035¢-05 2,0000e+00 4,0000e+00 6,5086e+00 1,6444e+00 1,6783e+00 1,69¢+00 1,69¢+00
3,0518e-05 2,0000e+00 3,9999¢+00 2,6556e+00 1,2777e+00 1,2933e+00 1,30e+00 1,30e+00
1,5259e-05 2,0000e+00 4,0000e+00 5,4977e+00 5,3627e+00 5,3765e+00 5,38e+00 5,38e+00
7,6294¢-06 1,9999¢+00 2,6014e+00 1,1961e+01 1,1960e+01 1,1960e+01 1,20e+01 1,20e+01
3,8147e-06 2,0001e+00 2,9490e+00 1,6927e+00 1,6216e+00 1,6044¢+00 1,60013e+00 1,60e+00

NA: valor inexistente
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Tabela B.46 — Ordem aparente (pg) de X, versus tamanho da malha (h) e niimero de extrapolacées (m) Fig. 5.18 (b)

Malha m=0 m= m=. m= m= m= m=6
h

2,5000e-01 2,0036e+00 NA NA NA NA NA NA
1,2500e-01 1,9984¢+00 3,1985e+00 NA NA NA NA NA
6,2500e-02 1,9999¢+00 6,0964¢+00 5,0385e+00 NA NA NA NA
3,1250e-02 1,9999¢+00 2,5838e+00 4,9734e+00 4,9951e+00 NA NA NA
1,5625¢e-02 2,0000e+00 4,5357e+00 5,0115e+00 4,9988e+00 4,9984e+00 NA NA
7,8125e-03 2,0000e+00 3,7062¢+00 4,9937e+00 4,9996e+00 4,9995e+00 4,9995e+00 NA
3,9062e-03 2,0000e+00 4,1391e+00 5,0030e+00 4,9999¢+00 4,9999¢+00 4,9999¢+00 4,9999¢+00
1,9531e-03 2,0000e+00 3,9288e+00 4,9985e+00 5,0001e+00 5,0000e+00 5,0000e+00 5,0000e+00
9,7656e-04 2,0000e+00 4,0352¢+00 5,0008e+00 5,0000e+00 5,0000e+00 5,0000e+00 5,0000e+00
4,8828e-04 2,0000e+00 3,9823e+00 4,9996e+00 5,0000e+00 5,0000e+00 5,0000e+00 5,0000e+00
2,4414e-04 2,0000e+00 4,0088e+00 5,0002e+00 5,0000e+00 5,0000e+00 5,0000e+00 5,0000e+00
1,2207e-04 2,0000e+00 3,9956e+00 4,9999¢+00 5,0000e+00 5,0000e+00 5,0000e+00 5,0000e+00
6,1035e-05 2,0000e+00 4,0023e+00 5,0001e+00 5,0001e+00 5,0001e+00 5,0001e+00 5,0001e+00
3,0518e-05 2,0000e+00 3,9989¢+00 4,9987e+00 4,9991e+00 4,9992e+00 4,9993e+00 4,9993e+00
1,5259¢-05 2,0000e+00 4,0005e+00 4,9604e+00 4,9730e+00 4,9759e+00 4,9766e+00 4,9767e+00
7,6294e-06 2,0000e+00 3,9882¢+00 3,8094e-01 1,7375e-01 3,3437e-01 3,7626e-01 3,8685e-01
3,8147e-06 1,9999¢+00 4,2877e+00 4,7421e-01 4,7314e-01 4,7085¢e-01 4,7009¢-01 4,6989¢-01

NA: valor inexistente
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Tabela B.47 — Moddulo do erro versus h para a variavel T, com interpolacio de décima ordem com p;2 e dp;=2, Fig.5.19

Mz;llha Eh Emer d¢ Uh Umer
6,2500e-02 9,5645¢-04 NA NA NA NA
3,1250e-02 2,3889¢-04 2,3889¢-04 7,1756e-04 2,3919¢-04 2,3919¢-04
1,5625¢-02 5,9709¢-05 1,8487e-08 2,7753e-07 5,9727¢-05 1,8502e-08
7,8125¢-03 1,4926¢-05 2,3066e-13 1,4543e-11 1,4927e-05 2,3084e-13
3,9062¢-03 3,7315e-06 7,0875e-19 1,7981e-16 3,7316e-06 7,0514e-19
1,9531e-03 9,3288e-07 5,1795e-25 3,6080e-21 9,3288e-07 3,5269¢-24
9,7656e-04 2,3322e-07 7,2764e-28 3,0082¢-24 2,3322e-07 7,3460e-28
4,8828¢-04 5,8305¢-08 1,0491e-30 8,0070e-30 5,8305¢-08 5,7778e-34
2,4414e-04 1,4576e-08 4,0185e-30 2,9688e-30 1,4576e-08 0,0000e+00
1,2207¢-04 3,6441e-09 1,5470e-30 5,5655¢-30 3,6441e-09 0,0000e+00
6,1035¢-05 9,1101e-10 3,0163e-29 2,8616e-29 9,1101e-10 0,0000e+00
3,0518e-05 2,2775e-10 2,6426e-27 2,6124e-27 2,2775e-10 5,7778e-34
1,5259¢-05 5,6938e-11 9,2537e-26 8,9894¢-26 5,6938e-11 5,3926e-33
7,6294e-06 1,4235e-11 2,6049¢-20 2,6049¢-20 1,4235e-11 3,8816e-28
3,8147¢-06 3,5586e-12 1,3417e-18 1,3157e-18 3,5586e-12 4,9013e-27
1,9073e-06 8,7094e-13 2,7187e-14 2,7188e-14 8,9590e-13 2,5321e-23
9,5367¢-07 3,6664e-12 5,6389¢-12 5,6117e-12 1,5124e-12 1,3066e-21

NA: valor inexistente
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Tabela B.48 — Médulo do erro versus h para a variavel x,,, com interpolacio de décima ordem com p,2 e dp; =2, Fig.5.20

Mz;llha Eh Emer d¢ Uh Umer
6,2500e-02 2,3001e-04 NA NA NA NA
3,1250e-02 5,7534e-05 5,7534e-05 1,7248e-04 5,7493e-05 5,7493e-05
1,5625¢-02 1,4385¢-05 2,5995e-09 3,8974¢-08 1,4383e-05 2,5983¢-09
7,8125¢-03 3,5965e-06 1,8483e-14 1,1635e-12 3,5963¢-06 1,8468e-14
3,9062¢-03 8,9913e-07 3,5340e-20 1,5230e-17 8,9912¢-07 5,9726e-20
1,9531e-03 2,2478e-07 1,2337e-23 2,4398e-20 2,2478e-07 2,3850e-23
9,7656e-04 5,6196e-08 1,7977e-26 3,6205e-23 5,6196e-08 8,8413¢-27
4,8828¢-04 1,4049¢-08 1,4094e-29 2,6832e-26 1,4049¢-08 1,6378e-30
2,4414e-04 3,5122e-09 1,3559¢-31 1,5867e-29 3,5122e-09 2,8889¢-34
1,2207¢-04 8,7806e-10 6,2558¢-30 6,3917¢-30 8,7806e-10 NA
6,1035¢-05 2,1951e-10 7,7148¢-30 1,3971e-29 2,1951e-10 NA
3,0518e-05 5,4879%¢-11 1,1942e-26 1,1934e-26 5,4879-11 2,8889¢-33
1,5259¢-05 1,3720e-11 4,9351e-25 4,8157e-25 1,3720e-11 2,8696¢e-32
7,6294e-06 3,4299¢-12 1,9186e-20 1,9186e-20 3,4299¢-12 2,8589¢-28
3,8147¢-06 8,5748e-13 5,8695¢-18 5,8503¢-18 8,5748e-13 2,1794e-26
1,9073e-06 2,3225¢e-13 2,5975e-14 2,5980e-14 2,0841e-13 2,4196e-23
9,5367¢-07 4,9282¢-12 7,0710e-12 7,0450e-12 1,5653e-12 1,6403e-21

NA: valor inexistente
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Tabela B.49 — Ordem aparente (pg) de T ., versus tamanho da malha (h) e nimero de extrapolacées (m) Fig. 5.21 (a)

Malha m=0 m= m=. m= m= m= m=6
h

2,5000e-01 2,0013e+00 NA NA NA NA NA NA
1,2500e-01 2,0003e+00 4,0011e+00 NA NA NA NA NA
6,2500e-02 2,0001e+00 4,0003e+00 6,0011e+00 NA NA NA NA
3,1250e-02 2,0000e+00 4,0000e+00 6,0002¢+00 7,9925e+00 NA NA NA
1,5625¢e-02 2,0000e+00 4,0000e+00 6,0001e+00 7,9997¢+00 1,2766e+01 NA NA
7,8125e-03 2,0000e+00 4,0001e+00 6,0001e+00 8,0001e+00 1,1194e+01 1,201390e+01 NA
3,9062e-03 2,0000e+00 4,0000e+00 6,0000e+00 8,0000e+00 7,2614e+00 9,212618e+00 2,7296e+00
1,9531e-03 2,0000e+00 4,0000e+00 6,0000e+00 8,0354e+00 1,4782¢+00 1,711827e+00 1,9375e+00
9,7656e-04 2,0000e+00 4,0000e+00 6,0000e+00 6,2184e+00 1,3827e+00 1,378525e+00 1,3775e+00
4,8828e-04 2,0000e+00 4,0000e+00 6,0008e+00 3,7948e+00 4,2902¢+00 4,286508e+00 4,2856e+00
2,4414e-04 2,0000e+00 4,0001e+00 4,8886e+00 6,4527¢+00 6,4531e+00 6,453145e+00 6,4532e+00
1,2207e-04 2,0000e+00 4,0000e+00 5,6793e+00 5,1301e+00 5,1300e+00 5,130017e+00 5,1300e+00
6,1035e-05 2,0000e+00 4,4375e-01 1,8102e+01 1,8102e+01 1,8102e+01 1,810241e+01 1,8102e+01
3,0518e-05 2,0000e+00 5,7538e+00 5,6873e+00 5,6869¢+00 5,6868e+00 5,686737e+00 5,6867e+00
1,5259¢-05 2,0306e+00 1,4304e+01 1,4305e+01 1,4306e+01 1,4306e+01 1,430598e+01 1,4306e+01
7,6294e-06 2,0738e+00 7,6972e+00 7,6967¢+00 7,6966¢e+00 7,6966e+00 7,696581e+00 7,6966e+00

NA: valor inexistente
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Tabela B.5S0 — Ordem aparente (pg) de X, versus tamanho da malha (h) e niimero de extrapolacées (m) Fig. 5.21 (b)

Mz;llha m=0 m= m= m= m= m=5 m=6
2,500e-01 1,999¢+00 NA NA NA NA NA NA
1,250e-01 2,000e+00 3,999¢+00 NA NA NA NA NA
6,250e-02 2,000e+00 4,000e+00 5,999¢+00 NA NA NA NA
3,125¢-02 2,000e+00 4,000e+00 6,000e+00 8,755e+00 NA NA NA
1,563e-02 2,000e+00 4,000e+00 6,000e+00 7,877e+00 1,095e+01 NA NA
7,813e-03 2,000e+00 4,000e+00 6,000e+00 8,014e+00 1,103e+01 1,097e+01 NA
3,906e-03 2,000e+00 4,000e+00 6,000e+00 7,998e+00 1,056e+01 1,086e+01 1,089e+01
1,953e-03 2,000e+00 4,000e+00 6,000e+00 8,021e+00 4,933e+00 6,196e+00 6,709¢+00
9,766e-04 2,000e+00 4,000e+00 6,000e+00 4,851e-01 5,605e+00 5,563e+00 5,537e+00
4,883e-04 2,000e+00 4,000e+00 6,003e+00 2,884e-01 3,009¢-01 3,021e-01 3,023e-01
2,441e-04 2,000e+00 4,000e+00 1,471e+00 1,060e+01 1,060e+01 1,060e+01 1,060e+01
1,221e-04 2,000e+00 4,000e+00 5,378e+00 5,369e+00 5,369e+00 5,369e+00 5,369e+00
6,104¢-05 2,000e+00 2,885e+00 1,525e+01 1,525e+01 1,525e+01 1,525e+01 1,525e+01
3,052e-05 2,000e+00 8,270e+00 8,257e+00 8,257e+00 8,257e+00 8,257e+00 8,257e+00
1,526e-05 1,884¢+00 1,211et01 1,211e+01 1,211et01 1,211et01 1,211e+01 1,211e+01
7,629¢-06 4,407e+00 8,089¢+00 8,089¢+00 8,089¢+00 8,089¢+00 8,089¢+00 8,089¢+00

NA: valor inexistente
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APENDICE C

TESTE DE POLINOMIOS
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Para verificar a validade dos métodos e programas de interpolacdo do Cap. 5, estes

foram submetidos aos seguintes procedimentos:

Procedimento 1 - Obtencao dos pares ordenados (x,T) por meio por meio de um
polindmio analitico teste.

Caso 1: polinomio teste de grau 2:

1
_ 2 _
T(x) = > x° + 7x—3. (C1)

Caso 2: polindmio teste de grau 1:

T(x)=+7x-3.
(C2)

Caso 3: polinomio teste de grau O:

T(x) = 3.
(C3)

Para o caso 1, sdo escolhidos dentro de intervalo de interesse Xi, X» € X3 € calculados
por meio da Eq. (C1) os valores de T, T, e T;. Sdo obtidos trés pares ordenados (x;,T)),
(x2,T2) e (x3,T3) que sdo denominados os dados de entrada.

Para o caso 2, sdo escolhidos dentro de intervalo de interesse X; € X, € X3 € calculados
por meio da Eq. (C2) os valores de T;, T, e T3. Sdo obtidos trés pares ordenados (x;,T;),
(x2,T2) e (x3,T3). Observa-se que os trés pares ordenados formam um reta.

Para o caso 3, sdo escolhidos dentro de intervalo de interesse X; € X; € X3 € calculados
por meio da Eq. (C3) os valores de Tj, T, e T3. Sdo obtidos trés pares ordenados (x;,T;),

(x2,T2) e (x3,T3). Observa-se que os trés pares ordenados resultam em T,=T,=Tj.

Procedimento 2 - Obtengado dos coeficientes A, B, C, ... do polindomio interpolado. O
programa numeérico, por meio dos dados de entrada, calcula para os casos 1, 2 e 3 os valores

dos coeficientes A, B e C da equacdo

Ax%> + Bx +C.
(Cq

Para os trés casos, sdo observadas trés situagoes distintas:
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a) O teste de interpolacdo obtido pelos pares ordenados (x,T) do caso 1 devem resultar
em coeficientes A, B e C diferentes.

b) O teste de interpolacao obtido pelos pares ordenados (x,T) do caso 2 devem resultar
em coeficientes A =0, B e C diferentes de zero.

¢) O teste de interpolacdo obtido pelos pares ordenados (x,T) do caso 3 devem resultar

em coeficientes A=0, B=0 e C diferente de zero.

Procedimento 3 - Obtencao de Xpax € Tmax por meio do polindmio interpolado.
Para todos os polindmios de graus maiores que 1, os resultados obtidos Xmax € Tmax

por meio do polindmio interpolado devem convergir para 0 Xmax € Tmax Obtido analiticamente.

Procedimento 4 - Para os casos 1, 2 e 3, foram executados em diferentes passos de x
sendo eles h=1, 0,001 ¢ 0,0000001.

Por exemplo, para os casos estudados foram obtidos dados de entrada para diferentes
passos de x como exemplificado e esquematizado a seguir:

para h =1, os pontos de x foram determinados da seguinte maneira:

X)= inteiro qualquer no intervalo de interesse.

Xo= Inteiro qualquer no intervalo de interesse + h.

x3= inteiro qualquer no intervalo de interesse + 2h.

Os valores de T sdo obtidos diretamente em T(x)=f(x).

para h =0,001, os pontos de x foram determinados da seguinte maneira:

x;= decimal qualquer no intervalo de interesse.

xo= decimal qualquer no intervalo de interesse.+ h.

x3= decimal qualquer no intervalo de interesse.+ 2h.

Os valores de T sdo obtidos diretamente em T(x)=f(x).

para h =0,00001, os pontos de x foram determinados da seguinte maneira:

x1= decimal qualquer no intervalo de interesse.

x,= decimal qualquer no intervalo de interesse.+ h.

x3= decimal qualquer no intervalo de interesse.+ 2h.

Os valores de T sao obtidos diretamente em T(x)=f(x).

Procedimento 5 - Testar o comportamento dos programas verificando os

procedimentos de 1 a 4.
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Os procedimentos descritos valem para testar a interpolagdo polinomial de graus 4 e
10.

Os procedimentos adotados para testes de polindmios sdo necessario devido os
nimeros serem na maioria representados com precisdo quadrupla e usarem malhas com h—>0.

Observou-se que as respostas obtidas para uma interpolagdo simples de segundo grau
podem ser erradas devido a problemas no equacionamento matematico. Nesta tese, foram
obtidas inicialmente respostas erradas até mesmo para interpolagdo de segunda ordem. Estas
respostas promoveram custos desnecessarios de tempo devido os retrabalhos de programacgao
e entendimento deste tipo de erro.

Entretanto, aprendeu-se que existe um erro pouco considerado nas programacdes
numéricas que € intrinseco do equacionamento matematico. Este erro ¢ dificil de ser detectado
devido um determinado programa funcionar bem para malhas grossas e erroneamente para
malhas finas. A medida que a malha é refinada, os erros de arredondamento comegam a
aparecem e interferem substancialmente nos resultados.

Este erro definido como sendo o erro de equacionamento matematico ¢ devido as
rotinas prontas do FORTRAN como € o caso da utiliza¢do de rotina de poténcia. Esta rotina ¢
uma composicdo de multiplicagdes como, por exemplo: e? = e. e. Estes erros sdo internos do
software de programacdo e muitas vezes ndao sdao considerados. Devem-se utilizar
multiplicagdes em vez de potencias devido esta operagdo ser fungdo primaria. Portanto, a
forma de minimizar este erro ¢ utilizando de rotinas primarias.

O erro de arredondamento nas rotinas dos softwares de programagdo ¢ inevitavel.

Este erro fica mais evidente quando utilizados em programas com grande nimero de calculos
como ¢ o caso do apresentado no apéndice D.

Para as solugdes analiticas dos polindmios e para a interpolacdo numeérica foi utilizado

um microcomputador com um processador Intel® Xeon Quad Core X5355 com 2,66 GHz e

com 16GB memoria RAM e sistema operacional Windows® XP 64 bits. O software utilizado

para a solucdo analitica foi o Maple® 7.00. Para os célculos efetuados com esse software
utilizaram-se precisdes de 40 casas decimais.

Para as solugdes numéricas, os programas foram elaborados em Fortran® 95, versao

9.1 da Intel®, usando precisao quadrupla (Real*16).
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C1. Polindmio numérico na forma: Ax> + Bx +C

1
T(x) = Exz + 7x-3

Xmax ‘ Tmax

Resultado

ANALITICO 7.0000000000000000000000000000000000000000E-+00 -2,75000000000000000000000000000000000000E+02

Teste 1: os pontos (x,T) sdo baseados em um polinémio de ordem 2. Utiliza-se h=1.

TESTE DE POLINOMIO
h=1

DADOS DE ENTRADA

x1= -8.0000002499999999999999999999999995560000E+00
x2=-7,0000002500000000000000000000000003260000E+00
x3= -6,0000002500000000000000000000000003260000E+00

T1= -2,6999999749999968750000000000000000360000E+01
T2= -2,7499999999999968749999999999999999920000E+01
T3= -2,7000000249999968749999999999999999470000E+01

Ponto critico e coordenada:

Xmax
-7,0000000000000000000000000000000000000000E+00

Tmax
-2,7500000000000000000000000000000000000000E+01

Conclusdo: O polindmio interpolado se comporta como esperado.

Teste 2: os pontos (x,T) sao baseados em um polinémio de ordem 2. Utiliza-se h=0,001.

TESTE DE POLINOMIO
h=0,001

DADOS DE ENTRADA

x1= -7,0010002500000000000000000000000003080000E+00
x2=-7,0000002500000000000000000000000003260000E+00
x3= -6,9990002500000000000000000000000003450000E+00

T1= -2,7499999499749968750000000000000000820000E+01
T2=-2,7499999999999968749999999999999999920000E+01
T3= -2,7499999500249968750000000000000000790000E+01

DADOS DE SAIDA
Ponto critico e coordenada:
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Xmax
-7,0000000000000000000000000000000000000000E+00

Tmax
-2,7500000000000000000000000000000000000000E+01

Conclusdo: O polindmio interpolado se comporta como esperado.

Teste 3: os pontos (x,T) sdo baseados em um polindmio de ordem 2. Utiliza-se
h=0,000001.

TESTE DE POLINOMIO
h=0,000001

DADOS DE ENTRADA

x1= -7,0000012500000000000000000000000000910000E+00
x2=-7,0000002500000000000000000000000003260000E+00
x3=-6,9999992499999999999999999999999997910000E+00

T1= -2,7499999999999218750000000000000001050000E+01
T2= -2,7499999999999968749999999999999999920000E+01
T3= -2,7499999999999718749999999999999999270000E+01

DADOS DE SAIDA
Xmax
-7,0000000000000000000000000007068 193710000E-+00

Tmax
-2,7500000000000000000000000000000000000000E+01

Conclusdo: O polindmio interpolado se comporta como esperado.
C2. Polinémio numérico de quarta ordem na forma: Ax* + Bx® +C x> + Dx+E
O polindmio testado € de quarto grau. Os pares ordenados (x,T) sdo obtidos em polindmio de
terceiro e segundo graus com precisao de:

(@ 1;

(b) 0,001;

(c) 0,000001

1 - Testes com pares ordenados obtidos de uma fung¢do do terceiro grau.

1 1
T(x) = —§x3 +E x? + 42x

‘ Xmax ‘ Tmax

Resultado

ANALITICO | 6-0000000000000000000000000000000000000000E+00 | ¢540000000000000000000000000000000000000E-+02

Teste 1: os pontos (x,T) sao baseados em um polinémio de ordem 3. Utiliza-se h=1.

TESTE DE POLINOMIO
h=1,0000000000000000000000000000000000000000E-+00



Funcdo : POLINOMIO GRAU 4

DADOS DE ENTRADA:

x(0)=
x(1)=
X(2)y=
xX(3)=
xX(4)=

4,0000002500000000000000000000000003260000E+00
5,0000002500000000000000000000000003260000E+00
6,0000002500000000000000000000000003260000E+00
7,0000002500000000000000000000000003260000E+00
8,0000002499999999999999999999999995560000E+00

T(0)= 1,3866667216666638541666145833333333400000E+02
T(1)= 1,5583333633333298958332812500000000290000E+02
T(2)= 1,6199999999999959374999479166666667890000E+02
T(3)= 1,5516666316666619791666145833333333720000E+02
T(4)= 1,3333332583333280208332812500000000260000E+02

DADOS DE SAIDA
Coeficientes A, B, C, D, E:

E= 4,9303806576313237838233035330174139350000E-32
D= 4,1999999999999999999999999999999975350000E+01
C=-4,9999999999999999999999999999999614810000E-01
B= -3,3333333333333333333333333333333331730000E-01
A= 0,0000000000000000000000000000000000000000E+00
Ponto critico e coordenada:

Xmax

6,0000000000000000000000000000000000000000E+00

Tmax

1,6200000000000000000000000000000000000000E+02

Conclusio:

confirmado. Os valores para Tx € Xmax S30 acurados.

Teste 2: os pontos (x,T) sao baseados em um polinémio de ordem 3. Utiliza-se h=0,001.

TESTE DE POLINOMIO

h= 9

,9999999999999999999999999999999994280000E-04

Funcdo : POLINOMIO GRAU 4

DADOS DE ENTRADA:

x(0)=
x(1)=
xX(2)=
X(3)=
X(4)=

5,9980002500000000000000000000000003630000E+00
5,9990002500000000000000000000000003450000E+00
6,0000002500000000000000000000000003260000E+00
6,0010002500000000000000000000000003080000E+00
6,0020002500000000000000000000000002890000E+00

T(0)y=
T(1)=
T(2)=
T3)=
T(4)=

1,6199997400916526054166145833333333460000E+02
1,6199999350358267714582812500000000210000E+02
1,6199999999999959374999479166666667890000E+02
1,6199999349641601035416145833333334050000E+02
1,6199997399083192695832812500000001170000E+02

DADOS DE SAIDA
coeficientes A, B, C, D, E:
E= -1,3298765982413991714401861771868305420000E-18
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O polinémio interpolado se comporta como esperado. O zeramento de A ¢



D= 4,2000000000000000000886805388921525330000E+01
C= -5,0000000000000000022175660151556360470000E-01
B= -3,3333333333333333330868757085867474390000E-01
A= -1,0271626370065257882965215693786280120000E-21

Ponto critico e coordenada:

Xmax

6,0000000000000000000000000000000000000000E+00

Tmax

1,6200000000000000000000000000000000000000E+02

Conclusdo:

confirmado. Os valores para Tpx € Xmax S30 acurados.
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O polindmio interpolado se comporta como esperado. O zeramento de A ¢

Teste 3: os pontos (x,T) sdo baseados em um polinomio de ordem 3, Ultiliza-se
h=0,000001.

TESTE DE POLINOMIO
h="9,9999999999999999999999999999999992960000E-07
Funcgao : POLINOMIO GRAU 4

DADOS DE ENTRADA:

x(0)=
x(1)=
X(2)=
X(3)=
X(4)=

5,9999982500000000000000000000000000260000E+00
5,9999992499999999999999999999999997910000E+00
6,0000002500000000000000000000000003260000E+00
6,0000012500000000000000000000000000910000E+00
6,0000022499999999999999999999999998560000E+00

T(0)=
T(1)=
TQ)=
T(3)=
T(4)=

1,6199999999998009375178645833333334040000E+02
1,6199999999999634375014062500000000200000E+02
1,6199999999999959374999479166666667890000E+02
1,6199999999998984374934895833333333850000E+02
1,6199999999996709374620312499999999760000E+02

DADOS DE SAIDA

Coeficientes A, B, C, D, E:

E= 2,8248513449187014894528489535149077090000E-13
D= 4,1999999999999858757460748747730468720000E+01
C=-4,9999999999997645958145724060528509930000E-01
B= -3,3333333333333464113410427636454358830000E-01
A= 0,0000000000000000000000000000000000000000E+00

Ponto critico e coordenada:

Xmax

6,0000000000000000000000000009087677630000E+00

Tmax

1,6200000000000000000000000000000000000000E+02

Conclusio:

O polindmio interpolado se comporta como esperado. O zeramento de A ¢

confirmado. Os valores para Tpax € Xmax S0 acurados. Verificou-se que a precisao nao afeta

os calculos de Tiax € Xmax-
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2 - Testes com pares ordenados obtidos de uma fun¢ao do segundo grau.

1
T(x) = Exz + 7x-3

Xmax ‘ Tmax

Resultado
ANALITICO | -7-00000000000000000000000000000000000E+00 -2,75000000000000000000000000000000000E+01

Teste 1: os pontos (x,T) sao baseados em um polindomio de ordem 2. Utiliza-se h=1.

TESTE DE POLINOMIO
h= 1,0000000000000000000000000000000000000000E+00
Funcdo : POLINOMIO GRAU 4

DADOS DE ENTRADA:

x(0)=-9,0000000000000000000000000000000000000000E+00
x(1)= -8,0000000000000000000000000000000000000000E+00
x(2)= -7,0000000000000000000000000000000000000000E+00
x(3)= -6,0000000000000000000000000000000000000000E+00
x(4)= -5,0000000000000000000000000000000000000000E+00

T(0)= -2,5500000000000000000000000000000000000000E+01
T(1)= -2,7000000000000000000000000000000000000000E+01
T(2)= -2,7500000000000000000000000000000000000000E+01
T(3)= -2,7000000000000000000000000000000000000000E+01
T@4)= -2,5500000000000000000000000000000000000000E+01

DADOS DE SAIDA

coeficientes A, B, C, D, E:

E= -3,0000000000000000000000000000000000000000E+00
D= 7,0000000000000000000000000000000000000000E+00
C=5,0000000000000000000000000000000000000000E-01
B=0,0000000000000000000000000000000000000000E+00
A= 0,0000000000000000000000000000000000000000E+00

Ponto critico e coordenada:

Xmax
-7,0000000000000000000000000000000000000000E-+00

Tmax
-2,7500000000000000000000000000000000000000E+01

Conclusdo: O polindmio interpolado se comporta como esperado. O zeramento de A e B sdo

confirmados. Os valores para Tyax € Xmax $30 acurados.

Teste 2: os pontos (x,T) sdo baseados em um polinémio de ordem 2. Utiliza-se h=0,001.

TESTE DE POLINOMIO

h=9,9999999999999999999999999999999994280000E-04



Fungdo : POLINOMIO GRAU 4

DADOS DE ENTRADA:

x(0)=
x(1)=
X(2)y=
X(3)=
X(4)=

-7,0020002500000000000000000000000002890000E+00
-7,0010002500000000000000000000000003080000E+00
-7,0000002500000000000000000000000003260000E+00
-6,9990002500000000000000000000000003450000E+00
-6,9980002500000000000000000000000003630000E+00

T(0)= -2,7499997999499968750000000000000000420000E+01
T(1)= -2,7499999499749968750000000000000000820000E+01
T(2)= -2,7499999999999968749999999999999999920000E+01
T(3)= -2,7499999500249968750000000000000000790000E+01
T(4)= -2,7499998000499968750000000000000000360000E+01

DADOS DE SAIDA
coeficientes A, B, C, D, E:

E= -
D=
C=
B=
A

2,9999999999999999990754327595915160410000E+00
7,0000000000000000005283619277075674170000E+00
5,0000000000000000011322850665222794670000E-01
1,0784437701776754760219424698494147530000E-20
3,8518598887744717061119558851698546370000E-22

Ponto critico e coordenada:

Xmax

-6,9999999999999999999999999999977019800000E+00
Tmax
-2,7499999999999999999999999999999993840000E+0 1

Conclusdo:
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O polindmio interpolado se comporta como esperado. Nao hd o zeramento

completo de A e B devido aos erros de arredondamento. Os valores para Tp.x € Xmax ainda

sdo acurados.

Teste 3: os pontos (x,T) sdo baseados em um polindmio de ordem 2. Utiliza-se
h=0,000001.

TESTE DE POLINOMIO
h= 9,9999999999999999999999999999999992960000E-07
Fungdo : POLINOMIO GRAU 4

DADOS DE ENTRADA:

x(0)=
x(1)=
X(2)=
X(3)=
X(4)=

-7,0000022499999999999999999999999998560000E+00
-7,0000012500000000000000000000000000910000E+00
-7,0000002500000000000000000000000003260000E+00
-6,9999992499999999999999999999999997910000E+00
-6,9999982500000000000000000000000000260000E+00

T(0)= -2,7499999999997468749999999999999999580000E+01
T(1)= -2,7499999999999218750000000000000001050000E+01

T(2)=
TG3)=
T(4)=

-2,7499999999999968749999999999999999920000E+01
-2,7499999999999718749999999999999999270000E+01
-2,7499999999998468749999999999999999100000E+01

DADOS DE SAIDA
Coeficientes A, B, C, D, E:
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E= -2,9999990751683966657597905499176894550000E+00
D= 7,0000005284751956139399705486319076830000E+00
C=5,0000011324468342626917583586889879960000E-01
B=1,0785207816963850402929200015540790110000E-08
A= 3,8518598887744717061119558851698546370000E-10

Ponto critico e coordenada:

Xmax
-6,9999999999999999999999999984993793280000E-+00

Tmax
-2,7500000000000000000000000000000000000000E+01

Conclusdo: O polindmio interpolado se comporta como esperado. Nao ha o zeramento
completo de A e B devido aos erros de arredondamento. Estes erros crescem a medida que
h—>0 devido a quantidade de calculos executados no método de diferengas divididas. O

programa DDivididas,f90 que estd disponivel no apéndice D para consulta. Os valores para

Tmax € Xmax ainda sdo acurados.

C3, Polinomio numérico de quarta ordem na forma:

Ax'® + Bx? + Cx® + Dx” + Ex® + Fx5 + Gx* + Hx® +Ix* +Jx + K

T(x) = — x10 — 7x° + 477x8 + 2373x7 — 88641x° — 282933x° + 7893103x* + 14251447x% — 335485578x2
—257826240x + 5448643200

O polinémio testado ¢ de décimo grau. Os pares ordenados (x,T) sdo obtidos em polindmio
de décimo com precisdo de:

(@ 1;

(b) 0,001;

(c) 0,000001.

Os testes executados para os polindmios de terceiro e segundo graus valem aqui devido ser
utilizado a mesma programagdo para obtencdo do polindmio interpolado pelo método de
diferencas divididas. Portanto, o teste somente foi executado para o polindmio de décimo

grau.

Xmax Tmax

Resultado
ANALITICO -3,7773922774304365840709668282908229946899¢-01 5,4975593647818534632186337584272058794206¢+09
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Teste 1: os pontos (x,T) sdo baseados em um polinémio de ordem 10. Utiliza-se h=1.

TESTE DE POLINOMIO
h=1,0000000000000000000000000000000000000000E~+00
Funcgdo : POLINOMIO GRAU 10

DADOS DE ENTRADA:

x(0)= -5,3777000250000000000000000000000002910000E+00
x(1)= -4,3777000250000000000000000000000002910000E+00
x(2=) -3,3777000249999999999999999999999999060000E+00
x(3)= -2,3777000249999999999999999999999999060000E+00
x(4)= -1,3777000249999999999999999999999999060000E+00
x(5)= -3,7770002500000000000000000000000000200000E-01
x(6)=  6,2229997499999999999999999999999999800000E-01
x(7=)  1,6222999750000000000000000000000000940000E+00
x(8)=  2,6222999750000000000000000000000000940000E+00

x(9)=3,6222999750000000000000000000000000940000E+00

x(10)= 4,6222999749999999999999999999999997090000E+00

T(0)= 6,7766958703331816038772968949507134400000E+08
T(1)= 1,6750326982117945739622506582169842180000E+09
T(2)= 2,9593337188859776949980406165304590780000E+09
T(3)= 4,2306917509428313045593935138890955320000E+09
T@4)= 5,1590306389388761332021681565054626550000E+09
T(5)= 5,4975593642520181420066634024431672820000E+09
T(6)= 5,1628654287700623513589543574246564710000E+09
T(7)= 4,2582404696228441870906013808047635000000E+09
T(8)= 3,0349361296884533684526437111599758060000E+09
T(9)= 1,8047718296782884172657895209434485550000E+09
T(10)= 8,3325574653066292245471420965574731680000E+08

DADOS DE SAIDA
Coeficientes A, B, C, D, E:
K= 5,4486432000000000000000000000000090990000E+09
J= -2,5782623999999999999999999999998650660000E+08
= -3,3548557799999999999999999999999307240000E+08
= 1,4251447000000000000000000000003478360000E-+07
= 7,8931030000000000000000000000014483740000E+06
= -2,8293299999999999999999999999975629880000E+05
= -8,8640999999999999999999999999974529260000E+04
= 2,3730000000000000000000000000169194890000E+03
= 4,7700000000000000000000000000325626990000E+02
B= -7,0000000000000000000000000002006803590000E+00
A= -1,0000000000000000000000000000573291570000E+00

Ponto critico e coordenada:
Xmax
-3,7773922774304365840709668282906855590000E-01
-3,7773922774304365840709668282908229946899E-01 Resultado analitico
Tmax
5,4975593647818534632186337584272104960000E+09
5.4975593647818534632186337584272058794206E+09 Resultado analitico

Conclusdo: O polindmio interpolado se comporta como esperado. Os valores para Ty €

Xmax alnda sdo acurados.

Teste 2: os pontos (x,T) sdo baseados em um polinémio de ordem 10. Utiliza-se h=0,001.
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TESTE DE POLINOMIO
h= 9,9999999999999999999999999999999994280000E-04
Fungdo : POLINOMIO GRAU 10

DADOS DE ENTRADA:

x(0)= -3,8270002500000000000000000000000000580000E-01
x(1)= -3,8170002499999999999999999999999997620000E-01
x(2)= -3,8070002499999999999999999999999999470000E-01
x(3)= -3,7970002500000000000000000000000001320000E-01
x(4)= -3,7870002499999999999999999999999998350000E-01
x(5)= -3,7770002500000000000000000000000000200000E-01
x(6)= -3,7670002500000000000000000000000002050000E-01
x(7)= -3,7570002499999999999999999999999999080000E-01
x(8)= -3,7470002500000000000000000000000000930000E-01
x(9)= -3,7370002499999999999999999999999997960000E-01
x(10)= -3,7270002499999999999999999999999999810000E-01

T(0)= 5,4975508803374025746180588361957083250000E+09
T(1)= 5,4975539562022130685316432278703212260000E+09
T(2)= 5,4975563425145531962223959001993560450000E+09
T(3)= 5,4975580392858508135602163778558403210000E+09
T(4)= 5,4975590465277314184851527277427052660000E+09
T(5)= 5,4975593642520181420066634024431672820000E+09
T(6)= 5,4975589924707317391359228247228640120000E+09
T(7)= 5,4975579311960905797511752303350960040000E+09
T(8)= 5,4975561804405106393961413063148887620000E+09
T(9)= 5,4975537402166054900114821818808519110000E+09
T(10)= 5,4975506105371862905993253489958151270000E+09

DADOS DE SAIDA

Coeficientes A, B, C, D, E:

K= 5,4486431999961022480428449352193367290000E+09
= -2,5782624010320910967869407551721900980000E+08
= -3,3548557922978719614971647756681153780000E+08

= 1,4251438316521735197190059667852757130000E+07
= 7,8930627632953594013458445440285344960000E+06
= -2,8306084681424616806125265239942961100000E+05
= -8,8923091863771214254900846011584821990000E+04
= 1,9461944529317658041961084102750474420000E+03
= 5,3225787054776227746321376235014193610000E+01
B= -2,5633938610093066257959297974493819050000E+02
A= -6,7016947776286964399303944959372018300000E+01

Ponto critico e coordenada:

Xmax
-3,7773922774304365840709668281929874660000E-01
-3,7773922774304365840709668282908229946899E-01 Resultado analitico

Tmax
5,4975593647818534632186337584272038780000E+09
5.4975593647818534632186337584272058794206E+09 Resultado analitico

Conclusdo: O polindmio interpolado se comporta como esperado. Os valores para T, €

Xmax alnda sdo acurados.

Teste 3: os pontos (x,T) sdo baseados em um polinomio de ordem 10. Utiliza-se
h=0,000001.
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DE POLINOMIO

h="9,9999999999999999999999999999999992960000E-07
Fung¢do : POLINOMIO GRAU 10

DADOS DE ENTRADA:

x(0)=
x(1)=
xX(2)=
xX(3)=
X(4)=
xX(5)=
X(6)=
X(7)=
x(8)=
x(9)=
x(10)=

-3,7770502499999999999999999999999998260000E-01
-3,7770402499999999999999999999999997690000E-01
-3,7770302500000000000000000000000001930000E-01
-3,7770202500000000000000000000000001350000E-01
-3,7770102500000000000000000000000000770000E-01
-3,7770002500000000000000000000000000200000E-01
-3,7769902499999999999999999999999999620000E-01
-3,7769802499999999999999999999999999050000E-01
-3,7769702499999999999999999999999998470000E-01
-3,7769602499999999999999999999999997890000E-01
-3,7769502500000000000000000000000002130000E-01

T(0)y=
T(1)=
T2)y=
T3)=
T(4)=
T(5)=
T(6)=
T(7)=
T®)=
TO)=
T(10)=

5,4975593643785519207195205703330911370000E+09
5,4975593643546241762288531132593583010000E+09
5,4975593643300069261001146960414388270000E+09
5,4975593643047001703454241917639420410000E+09
5,4975593642787039089769006711263806200000E+09
5,4975593642520181420066634024431672820000E+09
5,4975593642246428694468318516435982410000E+09
5,4975593641965780913095256822718507270000E+09
5,4975593641678238076068647554869705810000E+09
5,4975593641383800183509691300628623220000E+09

5,4975593641082467235539590623882825340000E+09

DADOS DE SAIDA

Coeficientes A, B, C, D, E:

K= -1

,3467467817197845044718905641016714570000E+27

-3,5656694762438132295752467862150295260000E+28
-4,2482369688941394403073594030279113770000E+29

= -2,9993876783082159405708277012966708980000E+30

-1,3897151388285250966488991200508705080000E+31
-4,4153198660520847776912142055233820310000E+31
-9,7417294047364091117219253225259062500000E+31
-1,4738495394796788774546285285470301560000E+32
-1,4633208292415139550555152415609662500000E+32

= -8,6095841934812718381523072433252953120000E+31

-2,2794880196015974285477532299106132810000E+31

Ponto critico e coordenada:
Xmax
-3,7773922773857144821522659569722438780000E-01

-3,7773922774304365840709668282908229946899E-01 Resultado analitico

Tmax
5,4975593647816121578216552734375000000000E+09

5,4975593647818534632186337584272058794206E+09 Resultado analitico

Conclusio:

O polindbmio interpolado se comporta como esperado.
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Os erros de

arredondamento crescem a medida que h->0 devido a quantidade de calculos que o método de

diferencas divididas executa. O programa DDivididas.f90 esta disponivel no apéndice D para

consulta.
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APENDICE D

PROGRAMA DDIVIDIDAS.F90
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O programa DDvididas.f90 tem a finalidade de mostrar a extensdo e a quantidade de
calculos envolvidos para fazer a interpolacdo de décimo grau por diferencas divididas. A
programacao ¢ complexa e teve que ser plancjada e testada varias vezes para evitar todos os
erros de programag¢do bem como minimizar os erros de arredondamento.

Para a interpolacdo numérica foi utilizado um microcomputador com processador
Intel® Xeon Quad Core X5355 com 2,66 GHz ¢ com 16GB memoéria RAM e sistema
operacional Windows® XP 64 bits. Para a interpolagdo numérica, o programa foi elaborado

em Fortran® 95, versao 9.1 da Intel®, usando precisao quadrupla (Real*16).



! DDivididas .£90
[
FUNCTIONS:

! DDivididas - Entry point of console application.
|

!****************************************************************************
-

ULTIMA VERSAO 01.06.10 -APROVADA E TESTADA

1

O programa interpola onze pontos pelo método de Diferencas Divididas.

! Para localizar os zeros das funcdes utiliza-se o matodo da bissecédo

! Objetivo: testar o polinomio de Diferencas Divididas para o décimo grau

I

AR AR AR AR A AR A AR A AR A A A A A A A AR A AR A A A A A A A A A A A A AR AR AR AR AR AR AR AR AR AR AR AR AR AR AR AR AR AR AR R K
program DDivididas

USE PORTLIB

! variaveis auxiliares

real*l6 :: EO, E1, E2, E3, E4, E5, E6, E7, E8, E9, E10

real*1l6 :: fx0, fx1l, fx2, fx3, fx4, fx5, fxo6, fx7, fx8, £fx9, fx10
real*1l6 :: fxAOQ, fxAl, fxA2, fxA3, fxA4, fxA5, fxAe6, fxA7, fxA8, fxA9, fxAl0
real*1l6 :: fx0A, fx0B, fx0C, £fx0D, fx0E, fxO0F, £fx0G, fxO0H, fx0I, £fx0J, fxOK
real*l6 :: fx1B, fx1C, fx1D, fx1E, fx1F, fx1G, fx1H, fx1I, fx1J, fx1K
real*1l6 :: fx2C, fx2D, fx2E, fx2F, fx2G, fx2H, fx2I, fx2J, fx2K
real*1l6 :: fx3D, fx3E, fx3F, fx3G, fx3H, fx3I, fx3J, fx3K

real*1l6 :: fx4E, fx4F, fx4G, fx4H, fx4I, fx4J, fx4K

real*1l6 :: fx5F, fx5G, fx5H, fx5I, fx5J, fx5K

real*1l6 :: fx6G, fx6H, fx6I, fx6J, fx6K

real*1l6 :: fx7H, fx7I, fx7J, fx7TK

real*1l6 :: fx8I, fx8J, fx8K

real*1l6 :: fx9J, fx9K

real*1l6 :: fx10K

real*1l6 :: h

real*1l6 :: R, fx

integer :: P

real*16,dimension(0:10) :: T ! incdgnita

real*16,dimension(0:10) :: x ! incdognita

! variaveis da interpolacao

real*1l6 :: wa, wb, wc, DELTAX, ERRO

real*1l6 :: 7

!'Dados

P=5 ! Ponto central

! Dados de T
h= 9.53674316406250g-07
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x(0) =6.6666221618652343750000000000000000000000g-01
x(l) =6.6666316986083984375000000000000000000000g-01
x(2) =6.6666412353515625000000000000000000000000g-01
x(3) =6.6666507720947265625000000000000000000000g-01
x(4) =6.6666603088378906250000000000000000000000g-01
x(5) =6.6666698455810546875000000000000000000000g-01
x(6) =6.6666793823242187500000000000000000000000g-01
x(7) =6.6666889190673828125000000000000000000000g-01
x(8) =6.6666984558105468750000000000000000000000g-01

x(9) =6.6667079925537109375000000000000000000000g-01
x(10) =6.6667175292968750000000000000000000000000g-01
T(0) =9.9999999994524225503466650313981018130000g-01

T(1l) =9.9999999996628058188667969458105564690000g-01
T(2) =9.9999999998226971022620989532794383840000g-01
T(3) =9.9999999999320964005317637309601157780000g-01
T(4) =9.9999999999910037136752389000641502450000g-01
T(5) =9.9999999999994190416922270258593092770000g-01
T(6) =9.9999999999573423845826856176695595220000g-01
T(7) =9.9999999998647737423468271288750677450000g-01
T(8) =9.9999999997217131149851189569122027540000g-01
T(9) =9.9999999995281605024982834432735325150000g-01
T(10) =9.9999999992841159048872978735078164430000g-01
! INTERPOLACAO

!Método de Newton-Gregory
!Geracdo do polindémio de 10 ordem

'Definicédo:

1P10(x) = f(x)+ (A(1l))f(x)/h) (x-x0)+ (A(2)f(x)/2'h2) (x-x0) (x-x1)...

'h = h2-hl (tamanho da malha)

!Escrevendo os termos A (b)*f(x)/b! * h**(b) onde b é a poténcia ou expoente : 1,2,3,...,10

fxA0 = ( T(P-5))

fxAl = ((-T(P-5)) + T(P-4) )/ h

fxA2 = ( T(P-5) - 2*T(P-4) + T(P-3) ) / (2*(h**2))

fxA3 = ((-T(P-5)) + 3*T(P-4) - 3*T(P-3) + T(P-2) ) / (6*(h**3))

fxA4 = ( T(P-5) - 4*T(P-4) + 6*T(P-3) - 4*T(P-2) + T(P-1) ) / (24*(h**4))

fxA5 = ((-T(P-5)) + 5*T(P-4) - 10*T(P-3) + 10*T(P-2) - 5*T(P-1) + 1*T(P) ) /(120* (h**5))

fxA6 = ( T(P-5) - 6*T(P-4) + 15*T(P-3) - 20*T(P-2) + 15*T(P-1) - 6*T(P) + 1*T(P+1) ) /(720* (h**6))

fxA7 = ((-T(P-5)) + 7*T(P-4) - 21*T(P-3) + 35*T(P-2) - 35*T(P-1) + 21*T(P) - 7*T(P+1) + 1*T(P+2) ) /(5040%* (h**7))
fxA8 = (T(P-5) - 8*T(P-4) + 28*T(P-3) - 56*T(P-2) + 70*T(P-1) - 56*T(P) + 28*T(P+1) - 8*T(P+2) + 1*T(P+3) )

/ (40320* (h**8))

fxA9 = ((-T(P-5)) + 9*T(P-4) - 36*T(P-3) + 84*T(P-2) -126*T(P-1) + 126*T(P) - 84*T(P+1) + 36*T(P+2) - 9*T(P+3)

1*T(P+4) ) /
(362880* (h**9))
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fxA10= (T (P-5) - 10*T(P-4) + 45*T(P-3) - 120*T(P-2) +210*T(P-1) - 252*T(P) + 210*T(P+1) - 120*T(P+2) + 45*T(P+3) -
10*T (P+4) + 1* T
(P+5)) /(3628800* (h**10))

!0 - Escrevendo termo independente
fx0A=1

!'1- Escrevendo (x-x0)

fx0B= - x(P-5)

fx1B= 1

12— Escrevendo (x-x0) (x-x1)
fx0C = +(x(P-5)* x(P-4))

fx1C = - (x(P-5)+ x(P-4))

fx2C = + 1

13- Escrevendo (x-x0) (x-x1) (x—-x2

fx0D = - (x(P-5)* x(P-4)* x(P-3))

fx1D = + ((x(P-5)*x(P-4)) + (x(P-5)*x(P-3)) &

+ (x(P-4)*x(P-3)) )

fx2D = - (x(P-5)+ x(P-4)+ x (P-3))

fx3D = + 1

'4- Escrevendo (x- xO)(x x1) (x-x2) (x-x3)

fx0E = + (x(P-5)* x(P-4)* x(P-3)* x(P-2))

fx1E = - ((x(P-5)* ( 4)*x (P-3)) +( x(P-5)*x(P-4)*x(P-2)) &

+( x(P-5)*x(P-3) *x (P-2)) &

+( x(P-4)*x(P-3) *x (P )) )

fx2E = + ((x(P=-5)*x(P-4)) + (x(P-5)*x(P-3)) + (x(P-5)*x(P-2)) &
+ (x(P-4)*x(P-3)) + (x(P-4)*x(P-2)) &

+ (x(P-3)*x(P-2)) )

fx3E= - (x(P-5)+x(P-4)+x(P-3)+x(P-2))

fx4E= + 1

I5- Escrevendo (x-x0) (x-x1) (x-x2) (x-x3) (x—-x4)

fx0F= - ( x(P-5)* x(P-4)* x(P-3)* x(P-2) * x(P-1))

fx1F= + ((x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P-1)) &
+ (x(P-5)*x(P-4)*x(P-2)*x(P-1)) &

+ (X (P-5)*x(P-3)*x(P-2)*x(P-1)) &

+ (X (P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P-1)) )

fx2F= - ((x(P=-5)*x (P-4)*x(P-3)) +( x(P-5)*x(P-4)*x(P-2)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-1)) &
+( x(P-5)*x(P-3)*x(P-2)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P-1)) &

+ (x(P-5)*x(P-2)*x(P-1)) &

+( x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)) + (x(P-4)*x(P-3)*x(P-1)) &

+ (x(P-4)*x(P-2)*x(P-1)) &

+ (x(P-3)*x(P-2)*x(P-1)) )

fx3F= + ((x(P-5)*x(P-4)) + (x(P-5)*x(P-3)) + (x(P-5)*x(P-2)) + (x(P-5)*x(P-1)) &
+ (x(P-4)*x(P-3)) + (x(P-4)*x(P-2)) + (x(P-4)*x(P-1)) &

+ (x(P-3)*x(P-2)) + (x(P-3)*x(P-1)) &
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(x(P-2)*x(P-1))

+

- (X (P-5)+ x(P-4)+ x(P-3)+ x(P-2)+ x(P-1)

fx5F= + 1

fx4F

(x-x0) (x-x1) (x-x2) (x-x3) (x-x4) (x-x5)

!6- Escrevendo
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fx6G= + 1
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!7- Escrevendo

fx0H

&
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(x(P-5) *x(P-4) *x
(x(P-5) *x (P-4) *x

fx1H= +
+
+
+
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(x(P-5) *x (P-4) *x (P-3) *x (P-
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(x(P=5) *x(P))

&

+

(x(P-5)*x(P+1))

(x(P-5)*x (P-4)*

+ (x(P=-5)*x(P-1)*x(P)) + (x(P-5)*x(P-1)*x(P+1)) &

+ (x(P-5)*x(P) *x(P+1l)) &

+( x(P-4)*x(P-3) *x(P-2)) + (x(P-4)*x(P-3)*x(P-1)) + (x(P-4)*x(P-3)*x(P)) + (x(P-4)*x(P-3)*x(P+1)) &
+ (X (P-4)*x(P-2)*x(P-1)) + (x(P-4)*x(P-2)*x(P)) + (x(P-4)*x(P-2)*x(P+1)) &

+ (x(P-4)*x(P-1)*x(P)) + (x(P-4)*x(P-1)*x(P+1)) &

+ (x(P-4)*x(P) *x(P+1l)) &

+ (X (P-3)*x(P-2)*x(P-1)) + (x(P-3)*x(P-2)*x(P)) + (x(P-3)*x(P-2)*x(P+1)) &

+ (x(P-3)*x(P-1)*x(P)) + (x(P-3)*x(P-1)*x(P+1)) &

+ (x(P-3)*x(P) *x(P+1l)) &

+ (x(P-2)*x(P-1)*x(P)) + (x(P-2)*x(P-1)*x(P+1)) &

+ (X (P-2)*x(P) *x(P+1l)) &

+ (x(P-1)*x(P) *x(P+1)) )

fx5H= + (( x(P-5)*x(P-4)) + (x(P-5)*x(P-3)) + (x(P-5)*x(P-2)) + (x(P-5)*x(P-1)) +

+ (x(P-4)*x(P-3)) + (x(P-4)*x(P-2)) + (x(P-4)*x(P-1)) + (x(P-4)*x(P)) + (x(P-4)*x(P+1))
+ (X (P-3)*x(P-2)) + (x(P-3)*x(P-1)) + (x(P-3)*x(P)) + (x(P-3)*x(P+1)) &

+ (X (P=-2)*x(P-1)) + (x(P-2)*x(P)) + (x(P-2)*x(P+1)) &

+ (x(P-1)*x(P)) + (x(P-1)*x(P+1)) &

+ (x(P)* x(P+1)) )

fx6H= - (x(P-5)+ x(P-4)+ x(P-3)+ x(P-2)+ x(P-1) + x(P) + x(P+1))

fx7H= + 1

18- Escrevendo (x-x0) (x-x1) (x-x2) (x-x3) (x-x4) (x-x5) (x-x6) (x—-x7)

fx0I= + (x(P-5)* x(P-4)* x(P-3)* x(P-2) * x(P-1) * x(P) * x(P+1) * x(P+2))

fx1I= - ( (x(P-5)* x(P-4)* x(P-3)* x(P-2)* x(P-1) * x(P) * x(P+1))&

+ (x(P=-5)* x(P-4)* x(P-3)* x(P-2)* x(P-1) * x(P) * x(P+2))&

+ (X (P-5)* x(P-4)* x(P-3)* x(P-2)* x(P-1) * x(P+2) * x(P+1))&

+ (x(P-5)* x(P-4)* x(P-3)* x(P-2)* x(P+2) * x(P) * x(P+1))&

+ (x(P-5)* x(P-4)* x(P-3)* x(P+2)* x(P-1) * x(P) * x(P+1))&

+ (x(P-5)* x(P-4)* x(P+2)* x(P-2)* x(P-1) * x(P) * x(P+1))&

+ (X (P-5)* x(P+2)* x(P-3)* x(P-2)* x(P-1) * x(P) * x(P+1l))&

+ (x(P+2)* x(P-4)* x(P-3)* x(P-2)* x(P-1) * x(P) * x(P+1)))

fx2I= + ((x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P-1)*x(P)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P-1)*x(P+1))
3)*x (P-2) *x (P-1) *x

(P+2)) &

+ (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x (P) *x(P+1)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P) *x
(P+2)) &

+ (X (P-5)*x(P-4)*x(P-3) *x (P-2) *x (P+1) *x (P+2)) &

+ (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3) *x(P-1)*x (P) *x(P+1)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P-1)*x(P) *x
(P+2)) &

+ (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P-1)*x (P+1) *x (P+2)) &

+ (X (P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x (P) *x(P+1)*x(P+2)) &

+ (x(P-5)*x(P-4)*x(P-2)*x(P-1)*x(P) *x(P+1)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-2)*x(P-1)*x(P) *x
(P+2)) &

+ (X (P-5)*x(P-4)*x(P-2)*x (P-1)*x (P+1) *x (P+2)) &
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+ (X (P-5)*x(P-2)*x (P-1) *x (P+1) *x (P+2) ) &

+ (X (P-5)*x(P-2)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) &

+ (x(P=-5)*x(P-1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) &

+ (x(P-4)*x(P-3) *x (P-2)*x(P-1) *x(P)) + (x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P-1)*x(P+1)) + (x(P-4)*x(P-
3)*x (P-2) *x (P-1) *x (P+2)) &

+ (X (P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P) *x(P+1)) + (x(P-4)*x(P-

3)*x (P-2) *x (P) *x(P+2)) &

+ (x(P-4)*x(P-3) *x (P-2) *x (P+1) *x (P+2) ) &

+ (x(P-4)*x(P-3)*x(P-1)*x(P) *x(P+1)) + (x(P-4)*x(P-

3)*x (P-1) *x (P) *x(P+2)) &

+ (x(P-4)*x(P-3)*x(P-1) *x (P+1) *x (P+2)) &

+ (x(P-4)*x(P-3)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) &

+ (X (P-4)*x(P-2)*x(P-1)*x(P) *x(P+1)) + (x(P-4)*x(P-

2)*x (P-1)*x(P) *x(P+2)) &

+ (x(P-4)*x(P-2)*x(P-1) *x (P+1) *x (P+2)) &

+ (x(P-4)*x(P-2)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) &

+ (x(P-4)*x(P-1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) &

+ (x(P-3)*x(P-2)*x (P-1)*x(P) *x(P+1)) + (x(P-3)*x(P-

2)*x (P-1)*x(P) *x(P+2)) &

+ (x(P-3)*x(P-2) *x (P-1) *x (P+1) *x (P+2) ) &

+ (x(P-3)*x(P-2)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) &

+ (x(P-3)*x(P-1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) &

+ (X (P-2)*x(P-1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) )

fx4I= + ((x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P-1)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P)) + (x(P-5)*x(P-
4)*x(P 3)*x (P+1)) +

(x (P ) x(P-4) *x (P-3) * (P+2)) &

+ (x ( 5)*x (P-4)*x (P-2) *x (P-1)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-2)*x(P)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-2)*x(P+1)) +
(x (P ) x(P-4) *x (P-2) * (P+2)) &

+ (x ( 5)*x (P-4)*x (P-1) *x (P)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-1)*x(P+1)) +
(x (P ) x(P-4)*x (P-1)* (P+2)) &

+ (x(P-5)*x(P-4)*x(P) *x(P+1)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P) *x(P+2)) &
+ (x(P-5)*x(P-4)*x (P+1)* (P+2)) &

+ (x( 5) *x (P-3) *x (P-2) * )) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P-2)*x(P)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P-2)*x(P+1)) +
(x (P ) x(P-3) *x(P-2) * (P+2)) &

+ (x( 5)*x (P-3)*x (P-1) *x (P)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P-1)*x(P+1)) +
(x (P ) x(P-3)*x(P-1)* (P+2)) &

+ (x(P-5)*x(P-3)*x(P) (P+1)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P) *x(P+2)) &
+ (x(P-5) x(P—3)*x(P+1) (P+2)) &

+ (x( 5)*x (P-2)*x (P-1) * (P)) + (x(P-5)*x(P-2)*x(P-1)*x(P+1)) +
(x (P ) X (P-2) *x (P-1) * (P+2)) &

+ (x(P-5)* (P 2)*x(P) *x(P+1)) + (xX(P-5)*x(P-2)*x(P) *x(P+2)) &
+ (x(P-5)*x (P )*X(P+l) x(P+2)) &

+ (x(P-5)*x (P-1) *x (P) *x(P+1)) + (x(P-5)*x(P-1)*x(P) *x(P+2)) &



x (P+1) *x (P+2)

)
)
)
)
x (P+1) *x (P+2))
)
)
)
)
)

+ (x(P-5)*x(P-1)
+ (x(P-5)*x(P) *
+ (X (P-4)*x (P-3)
(x (P-4)*x (P-3) *x
+ (x(P-4)*x (P-3)
(x (P-4)*x (P-3) *x
+ (x(P-4)*x (P-3)
+ (X (P-4)*x (P-3)
+ (x(P-4)*x(P-2)
(x (P=4) *x (P-2) *x
+ (x(P-4)*x(P-2)
+ (x(P-4)*x(P-2)
+ (x(P-4)*x(P-1)
+ (x(P-4)*x(P-1)
+ (x(P-4)*x(P) *
+ (x(P-3)*x(P-2)
(x (P-3) *x (P-2) *x
+ (x(P-3)*x(P-2)
+ (x(P-3)*x(P-2)
+ (x(P-3)*x(P-1)
+ (x(P-3)*x(P-1)
+ (x(P=-3)*x(P) *
+ (x(P-2)*x(P-1)
+ (x(P-2)*x(P-1)
+ (X (P-2)*x(P) *
+ (x(P-1)*x(P) *
fx5I= - ((x(P-5)*
4) *x (P+1)) + (x(
5)*x (P-4) *x (P+2)
+( x(P-5)*x(P-3)
5)*x (P-3) *x (P+2)
+ (x(P-5)*x(P-2)
5)*x (P-2) *x (P+2)
+ (x(P-5)*x(P-1)
5)*x (P-1) *x (P+2)
+ (X (P-5)*x(P) *
+ (x(P-5)*x (P+1)
+( x(P-4)*x(P-3)
4) *x (P=-3) *x (P+2)
+ (x(P-4)*x(P-2)
4) *x (P=-2) *x (P+2)
+ (x(P-4)*x(P-1)
4) *x (P-1) *x (P+2)

*x (P+1) *x (P+2)) &

x (P+1) *x (P+2)) &
*x(P-2)*x(P-1)) + (x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P)) +
(P-2) *x (P+2)) &
*x(P-1)*x(P)) + (x(P-4)*x(P-3)*x(P-1)*x(P+1)) +
(P-1)*x (P+2)) &
*x(P) *x(P+1)) + (x(P-4)*x(P-3)*x(P) *x(P+2)) &

*x (P+1) *x (P+2)) &
*x(P-1)*x(P)) + (x(P-4)*x(P-2)*x(P-1)*x(P+1)) +
&

*x(P) *x(P+1l)) + (x(P-4)*x(P-2)*x(P) *x(P+2)) &
*x (P+1) *x (P+2)) &
*x(P) *x(P+1l)) + (x(P-4)*x(P-1)*x(P) *x(P+2)) &
*x (P+1) *x (P+2)) &

)

&
*x (P-1)*x(P)) + (x(P-3)*x(P-2)*x(P-1)*x(P+1)) +

(P-1)*x (P+2)) &

*x(P) *x(P+1)) + (x(P-3)*x(P-2)*x(P) *x(P+2)) &
*x(P+1) *x (P+2)) &
*x(P) *x(P+1)) + (x(P-3)*x(P-1)*x(P) *x(P+2)) &
*x(P+1) *x (P+2)) &

&
*x(P) *x(P+1l)) + (x(P-2)*x(P-1)*x(P) *x(P+2)) &

*x (P+1) *x (P+2

+

(x (P=5)*x (P-3) *x (P+1))

(x (P-

(x(P-4) *x (P-3) *x (P+1))

(x (P-

x (P+1) *x (P+2)) &

x (P+1) *x (P+2)) )

x (P-4)*x(P-3)) +( x(P-5)*x(P-4)*x(P-2)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-1))
P_

) &

*x(P-2)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P-1)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P))
) &

*x(P-1)) + (x(P-5)*x(P-2)*x(P)) + (x(P-5)*x(P-2)*x(P+1))
) &

*x(P)) + (x(P-5)*x(P-1)*x(P+1)) + (x(P-

) &

x(P+1)) + (x(P-5)*x(P) *x(P+2)) &

*x (P+2)) &

*x(P-2)) + (x(P-4)*x(P-3)*x(P-1)) + (x(P-4)*x(P-3)*x(P))
) &

*x(P-1)) + (x(P-4)*x(P-2)*x(P)) + (x(P-4)*x(P-2)*x(P+1))
) &

*x(P)) + (x(P-4)*x(P-1)*x(P+1)) + (x(P-

) &
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1) *x(P) *x(P+3)*x(P+4) &
1) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+3) + x(P-5)*x(P-4)*x(P-2) *x(P-1) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+4)

*x (P+2)

&

&

&

&

+ x(P-5)

*x (P-
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X (P=5) *x (P-4) *x (P-2) *x (P-1) *x (P+1) *x (P+3) *x (P+4)
x(P—5)*X(P—4)*x(P—Z)*X(P—l) X (P+2) *x (P+3) *x (P+4)
X (P=5) *x (P-4) *x (P-2) *x (P) *x (P+1)*x (P+2) *x (P+3)
X (P=-5)*x (P-4) *x (P-2) *x (P) *x(P+1)*x(P+3) *x (P+4)
X (P=5) *x (P-4) *x (P-2) *x (P) *x (P+2) *x (P+3) *x (P+4)
X (P=5)*x (P-4) *x (P-2) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+3) *x (P+4)
X (P=-5) *x (P-4) *x (P-1) *x (P) *x (P+1)*x (P+2) *x (P+3)
X (P=-5) *x (P-4) *x (P-1) *x (P) *x (P+1)*x (P+3) *x (P+4)
X (P=-5)*x (P-4) *x (P-1) *x (P) *x(P+2)*x(P+3) *x (P+4)
X (P=5) *x (P-4) *x (P-1) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+3) *x (P+4)
X (P=5)*x (P-4) *x (P) *x(P+1)*x(P+2) *x (P+3) *x (P+4)
X (P=5) *x (P-3) *x (P-2) *x (P-1) *x (P) *x(P+1) *x (P+2)
*x(P) *x(P+1)*x(P+3) + x(P-5)*x(P-3)*x(P-2)*x (P~
X (P=5) *x (P-3) *x (P-2) *x (P-1) *x (P) *x(P+2)*x(P+3)
X (P=-5) *x (P-3) *x (P-2) *x (P-1) *x (P) *x(P+3) *x (P+4)
X (P=5) *x (P-3) *x (P-2) *x (P-1) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+3)
X (P=-5) *x (P-3) *x (P-2) *x (P-1) *x (P+1) *x (P+3) *x (P+4)
X (P=5) *x (P-3) *x (P-2) *x (P-1) *x (P+2) *x (P+3) *x (P+4)
X (P=-5) *x (P-3) *x (P-2) *x (P) *x (P+1)*x(P+2) *x (P+3)
X (P=5) *x (P-3) *x (P-2) *x (P) *x(P+1) *x (P+3) *x (P+4)
X (P=-5) *x (P-3) *x (P-2) *x (P) *x (P+2)*x (P+3) *x (P+4)
X (P=5) *x (P-3) *x (P-2) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+3) *x (P+4)
X (P=-5) *x (P-3) *x (P-1) *x (P) *x (P+1)*x(P+2) *x (P+3)
X (P=5) *x (P-3) *x (P-1) *x (P) *x(P+1) *x (P+3) *x (P+4)
X (P=-5) *x (P-3) *x (P-1) *x (P) *x (P+2)*x (P+3) *x (P+4)
X (P=5) *x (P-3) *x (P-1) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+3) *x (P+4)
X (P=-5) *x (P-3) *x (P) *x(P+1)*x(P+2)*x (P+3) *x (P+4)
X (P=5) *x (P-2) *x (P-1) *x (P) *x (P+1)*x (P+2) *x (P+3)
X (P=-5) *x (P-2) *x (P-1) *x (P) *x (P+1)*x(P+3) *x (P+4)
X (P=5) *x (P-2) *x (P-1) *x (P) *x (P+2)*x (P+3) *x (P+4)
X (P=-5) *x (P-2) *x (P-1) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+3) *x (P+4)
X (P=5) *x (P-2) *x (P) *x(P+1)*x (P+2)* (P+3) x (P+4)
X (P=-5)*x (P-1) *x (P) *x(P+1)* x(P+2) X (P+3) *x (P+4)
X (P-4) *x (P-3) *x (P-2) *x (P-1) *x (P) *x(P+1) *x (P+2)
*x(P) *x(P+1)*x(P+3) + x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x (P-
X (P-4) *x (P-3) *x (P-2) *x (P-1) *x (P) *x(P+2) *x (P+3)
X (P-4) *x (P-3) *x (P-2) *x (P-1) *x (P) *x(P+3) *x (P+4)
X (P-4) *x (P-3) *x (P-2) *x (P-1) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+3)
X (P-4) *x (P-3) *x (P-2) *x (P-1) *x (P+1) *x (P+3) *x (P+4)
x(P—4)*x(P—3)*x(P—2)*x(P—l)*x(P+2) X (P+3) *x (P+4)
X (P-4) *x (P-3) *x (P-2) *x (P) *x(P+1) *x(P+2) *x (P+3)
X (P-4) *x (P-3) *x (P-2) *x (P) *x (P+1)*x (P+3) *x (P+4)
X (P-4) *x (P-3) *x (P-2) *x (P) *x(P+2) *x (P+3) *x (P+4)
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&
&
+ x(P-5)*x(P-4) *x (P-2) *x (P) *x(P+1) *x(P+2) *x (P+4) &
&
&
&
+ x(P-5)*x(P-4) *x (P-1) *x(P) *x(P+1)*x(P+2) *x(P+4) &
&
&
&
&
+ x(P-5)*x(P-3) *x (P-2) *x (P-
1) *x(P) *x(P+1)*x(P+4) &
+ x(P-5)*x (P-3) *x (P-2) *x (P-1) *x (P) *x(P+2)*x(P+4) &
&
+ x(P-5)*x (P-3) *x(P-2) *x (P-1) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+4)
&
&
+ x(P-5)*x(P-3)*x (P-2) *x (P) *x(P+1)*x(P+2) *x(P+4) &
&
&
&
+ x(P-5)*x(P-3)*x (P-1) *x (P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+4) &
&
&
&

&
+ x(P-5)*x(P-2) *x (P-1) *x (P) *x(P+1) *x(P+2) *x (P+4) &
&

&
&
&
&
+ X (P-4)*x(P-3) *x(P-2) *x (P-
1)*x (P) *x(P+1)*x(P+4) &
+ X (P-4)*x(P-3)*x(P-2) *x(P-1) *x (P) *x(P+2)*x(P+4) &
&
+ X (P-4)*x(P-3)*x(P-2) *x (P-1) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+4)
&
&
+ x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x (P+4) &
&
&

&

&
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+ x(P-4)*x(P-3) *x (P-2) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+3) *x (P+4) &

+ x(P-4)*x(P-3) *x (P-1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2) *x (P+3) + x(P-4)*x(P-3)*x(P-1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+4) &
+ X (P-4)*x(P-3) *x (P-1) *x (P) *x(P+1)*x(P+3)*x(P+4) &

+ X (P-4)*x(P-3)*x(P-1)*x (P) *x(P+2)*x(P+3)*x(P+4) &

+ x(P-4)*x(P-3) *x (P-1) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+3) *x (P+4) &

+ X (P-4)*x(P-3)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3)*x(P+4) &

+ x(P-4)*x(P-2)*x (P-1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3) + x(P-4)*x(P-2)*x(P-1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+4) &
+ X (P-4)*x(P-2)*x (P-1) *x (P) *x(P+1)*x(P+3)*x(P+4) &

+ X (P-4)*x(P-2)*x(P-1)*x (P) *x(P+2)*x(P+3)*x(P+4) &

+ x(P-4)*x(P-2) *x (P-1)*x (P+1) *x (P+2) *x (P+3) *x (P+4) &

+ X (P-4)*x(P-2)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3)*x(P+4) &

+ x(P-4)*x(P-1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3)*x (P+4) &

+ X (P-3)*x(P-2)*x(P-1)*x (P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3) + x(P-3)*x(P-2)*x(P-1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+4) &
+ x(P-3)*x(P-2) *x (P-1)*x (P) *x(P+1)*x(P+3)*x(P+4) &

+ X (P-3)*x(P-2)*x(P-1) *x (P) *x(P+2)*x(P+3)*x(P+4) &

+ x(P-3)*x(P-2) *x (P-1) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+3) *x (P+4) &

+ X (P-3)*x(P-2)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3)*x(P+4) &

+ x(P-3)*x(P-1) *x (P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3)*x(P+4) &

+ x(P-2)*x(P-1) *x (P) x(P+l)*x(P+2)*x(P+3)*x(P+4) )

fx4K = +((x(P=-5)*x(P-4) *x (P-3) *x (P-2) *x (P-1) *x (P)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P-1)*x(P+1)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-
3)*x (P-2) *x (P-1) *x

(P+2)) + (X(P—S)*X(P—4)*X(P—3)*X(P—2) x (P )*X(P+3)) + (x(P=-5)*x(P-4)*x(P-3) *x (P-2) *x (P-1) *x (P+4)) &
+ (x(P-5)*x(P-4) *x (P-3)*x (P-2) *x (P) *x(P+1)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P) *x

(P+2)) + (x(P=-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P) *x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P) *x(P+4)) &

+ (X (P-5)*x(P-4)*x (P-3) *x (P-2) *x (P+1) *x (P+2) ) + (xX(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P+1)*x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P-
2) *x (P+1) *x (P+

4)) &

+ (x(P-5)*x(P-4) *x (P-3) *x (P-2) *x (P+2) *x (P+3)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P+2) *x (P+4)) &

+ (X (P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x (P-2) *x (P+3) *x (P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-4)*x (P-3)*x (P-1) *x (P) *x(P+1)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P-1)*x(P) *x

(P+2)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P-1)*x(P) *x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P-1)*x(P) *x(P+4)) &

+ (X (P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x (P-1) *x (P+1) *x (P+2)) + (xX(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P-1)*x(P+1)*x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P-
1) *x (P+1) *x (P+

4)) &

+ (x(P-5)*x(P-4) *x (P-3) *x (P-1) *x (P+2) *x (P+3)) + (xX(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P-1)*x(P+2) *x(P+4)) &

+ (X (P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x (P-1) *x (P+3) *x (P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3) *x(P) *x(P+1)*x(P+2)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P) *x(P+1)*x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P)
*x (P+1) *x (P+

4)) &

+ (x(P-5)*x(P-4) *x (P-3)*x(P) *x(P+2)*x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P) *x(P+2)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P) *x(P+3)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-4) *x (P-3) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+3)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P+1)*x(P+2) *x (P+4)) &

+ (X (P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x (P+1) *x (P+3) *x (P+4)) &



+ (X (P=-5)*x(P-4) *x (P-3) *x (P+2) *x (P+3) *x (P+4)
+ (X (P-5)*x(P-4)*x(P-2)*x(P-1)*x(P) *x(P+1))
(P+2)) + (x(P=-5)*x(P-4)*x(P-2)*x(P-1)*x(P) *
+ (X (P-5)*x(P-4)*x(P-2)*x (P-1) *x (P+1) *x (P+2)
1) *x (P+1) *x (P+

4)) &

+ (X (P=-5)*x(P-4) *x(P-2)*x (P-1) *x (P+2) *x (P+3)
+ (X (P=-5)*x(P-4) *x (P-2)*x (P-1) *x (P+3) *x (P+4)
+ (X (P-5)*x(P-4)*x(P-2)*x(P) *x(P+1l)*x(P+2))
*x (P+1) *x (P+

4)) &

+ (X (P=-5)*x(P-4)*x(P-2)*x(P) *x(P+2)*x(P+3))
+ (X (P-5)*x(P-4)*x(P-2)*x (P) *x(P+3)*x(P+4))
+ (X (P=5)*x(P-4) *x (P-2) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+3)
+ (X (P-5)*x(P-4) *x(P-2) *x (P+1) *x (P+3) *x (P+4)
+ (X (P=5)*x(P-4)*x(P-2) *x (P+2) *x (P+3) *x (P+4)
+ (X (P-5)*x(P-4)*x(P-1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2))
*x (P+1) *x (P+

4)) &

+ (X (P=-5)*x(P-4)*x(P-1)*x(P) *x(P+2)*x(P+3))
+ (X (P-5)*x(P-4)*x(P-1)*x(P) *x(P+3)*x(P+4))
+ (X (P=-5)*x(P-4)*x(P-1) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+3)
+ (X (P-5)*x(P-4) *x(P-1) *x (P+1) *x (P+3) *x (P+4)
+ (X (P=-5)*x(P-4)*x(P-1) *x (P+2) *x (P+3) *x (P+4)
+ (X (P-5)*x(P-4)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3))
+ (X (P-5)*x(P-4)*x(P) *x(P+1)*x(P+3)*x(P+4))
+ (X (P-5)*x(P-4)*x(P) *x(P+2)*x(P+3)*x(P+4))
+ (X (P-5)*x(P-4)*x (P+1) *x (P+2) * (P+3) X (P+4)
+ (X (P-5)*x(P-3)*x(P-2) *x(P-1) *x (P ) X (P+1))
(P+2)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P-2)*x(P-1)*x(P) *
+ (X (P-5)*x(P-3) *x(P-2) *x (P-1) *x (P+1) *x (P+2)
1) *x (P+1) *x (P+

4)) &

+ (X (P-5)*x(P-3) *x(P-2) *x (P-1) *x (P+2) *x (P+3)
+ (X (P-5)*x(P-3)*x(P-2)*x (P-1) *x (P+3) *x (P+4)
+ (X (P-5)*x(P-3) *x(P-2) *x (P) *x(P+1)*x(P+2))
*x (P+1) *x (P+

4)) &

+ (x(P-5)*x(P-3)*x(P-2)*x(P) *x(P+2)*x(P+3))
+ (X (P-5)*x(P-3) *x(P-2)*x (P) *x(P+3)*x(P+4))
+ (X (P-5)*x(P-3)*x(P-2) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+3)
+ (X (P-5)*x(P-3) *x(P-2) *x (P+1) *x (P+3) *x (P+4)
+ (X (P-5)*x(P-3)*x(P-2) *x (P+2) *x (P+3) *x (P+4)

)
x
)

)
)

)
)
)

)
)
)

)

x
)

)
)

)
)
)

&
(P=5)*
) +

+
( )
x (P

(x
P+3
+

+ (x
&

+

+ (x(P-5)*x
&

+
&
&
+ (x(P-5)
+ (x(P-5)
&
+
&
&
+ (x(P-5)
&
&
&
(x (P-5)*
P+3)) +
+ (x(P-

+
(

+ (x
&

+

x (P-5) *x

*x (P-4) *x (P)

x (P-5) *x

% (P-4) *x (P-2) *x (P-1)
(x(P-5) *x (P-4) *x (P-2) *x (P-1) *x (P)
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*x (P) *x

5) *x (P-4) *x (P-2) *x (P-1) *x (P+1) *x (P+3))

(P-4) *x (P-2) *x (P)

(P-4)*x (P-2) *x (P)

*x(P-4)*x (P-1) *x (P)

*x (P-4)*x (P-1) *x (P)

*x (P+1)

x (P-3) *x(P-2) *x (P-1)
(x (P-5) *x (P-3) *x (P-2) *x (P-1) *x (P)
*x (P-1) *x (P+1) *x (P+3))

5) *x (P-3) *x (P-2)

(P-5) *x (P-3) *x (P-2) *x (P-1) *x (P+2)

(P-3) *x (P-2) *x (P)

*x (P+1) *x (P+3))

x (P+2) *x (P+4))

*x (P+1) *x (P+3))

*x (P+2) *x (P+4))

*x (P+2) *x (P+4))

*x (P) *x

*x (P+1) *x (P+3))

(P-5) *x (P-4) *x (P-2) *x (P-1) *x (P+2) *x (P+4) )

+

&

(x(P-5) *x(P-4) *x (P-2) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+4) )

+

&

(x(P-5) *x(P-4) *x (P-1) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+4) )

&

*x (P+4))

+

+ (x(P-5)*x(P-3)*x(P-2)*x(P) *x(P+2)*x(P+4)) &
&

+
&
&

(x (P-5)*x (P-3) *x (P-2) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+4) )

*x(P+4)) &
+ (x(P-5)*x(P-4) *x (P-2) *x

*x (P+4)) &

&

(x(P-5) *x (P-4) *x (P-2) *x (P)
&
(x(P-5)*x(P-4) *x (P-1) *x (P)
&

+ (x(P-5)*x(P-3)*x(P-2)*x (P
&

(x (P-5) *x (P-3) *x (P-2) *x (P)

&

(P
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+ (x(P-5)*x(P-3) *x (P-1) *x (P) *x(P+1)*x(P+2)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P-1)*x(P) *x(P+1)*x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P-1)*x(P)
*x (P+1) *x (P+

4)) &

+ (x(P-5)*x(P-3) *x (P-1) *x(P) *x(P+2)*x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P-1)*x(P) *x(P+2)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-3) *x (P-1) *x (P) *x(P+3)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-3) *x (P-1) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+3) ) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P-1)*x(P+1)*x(P+2) *x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-3) *x (P-1) *x (P+1) *x (P+3) *x (P+4) ) &

+ (x(P-5)*x(P-3) *x (P-1) *x (P+2) *x (P+3) *x (P+4) ) &

+ (x(P-5)*x(P-3) *x (P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-3) *x (P) *x(P+1)*x(P+3)*x(P+4)) &

+ (x(P-5) *x(P-3) *x(P) *x(P+2)*x(P+3) *x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-3) *x (P+1) *x (P+2) x (P+3) *x (P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-2)*x(P-1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) + (x(P-5)*x(P-2)*x(P-1)*x(P) *x(P+1)*x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-2)*x(P-1)*x(P)
*x (P+1) *x (P+

4)) &

+ (x(P-5)*x(P-2) *x (P-1)*x(P) *x(P+2)*x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-2)*x(P-1)*x(P) *x(P+2)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-2)*x(P-1)*x(P) *x(P+3)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-2) *x (P-1) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+3)) + (x(P-5)*x(P-2)*x(P-1)*x(P+1)*x(P+2) *x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-2)*x(P-1)*x (P+1) *x (P+3) *x (P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-2) *x (P-1) *x (P+2) *x (P+3) *x (P+4) ) &

+ (x(P-5)*x(P-2) *x (P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-2)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-2) *x (P) *x(P+1)*x(P+3)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-2)*x(P) *x(P+2)*x(P+3)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-2) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+3) *x (P+4) ) &

+ (x(P-5)*x(P-1)*x (P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-1) *x (P) *x(P+1)*x(P+3)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-1)*x(P) *x(P+2)*x(P+3)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-1) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+3) *x (P+4) ) &

+ (x(P-5)*x(P) *x(P+l)*x(P+2)*x(P+3)*x(P+4)) &

+ (x(P-4)*x(P-3) *x (P-2) *x (P 1)* (P) x(P+1)) + (x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P-1)*x(P) *x

(P+2)) + (x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P-1)*x(P) *x(P+3)) + (x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P-1)*x(P) *x(P+4)) &
+ (x(P-4)*x(P-3) *x (P-2) *x (P-1) *x (P+1) *x (P+2) ) + (x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P-1)*x(P+1)*x(P+3)) + (x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P-
1) *x (P+1) *x (P+

4)) &

+ (x(P-4)*x(P-3) *x (P-2) *x(P-1) *x (P+2) *x (P+3) ) + (x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P-1)*x(P+2) *x(P+4)) &

+ (x(P-4)*x(P-3)*x(P-2) *x (P-1) *x (P+3) *x (P+4)) &

+ (x(P-4)*x(P-3) *x (P-2) *x (P) *x(P+1)*x(P+2)) + (x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P) *x(P+1)*x(P+3)) + (x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P)
*x (P+1) *x (P+

4)) &

+ (x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x (P) *x(P+2)*x(P+3)) + (x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P) *x(P+2)*x(P+4)) &

+ (x(P-4)*x(P-3) *x (P-2)*x (P) *x(P+3)*x(P+4)) &

+ (x(P-4)*x(P-3)*x(P-2) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+3) ) + (x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P+1)*x(P+2)*x(P+4)) &

+ (x(P-4)*x(P-3) *x (P-2) *x (P+1) *x (P+3) *x (P+4) ) &
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+ (x(P-4)*x(P-3)*x(P-1)*x (P)
*x (P+1) *x (P+

4)) &

+ (x(P-4)*x(P-3) *x(P-1) *x

+ (X (P-4)*x(P-3)*x(P-1)*x

+ (X (P-4)*x(P-3) *x(P-1) *x

+ (x(P-4)*x(P-3) *x(P-1) *x

+ (x(P-4)*x(P-3)*x(P-1) *x

+ (X (P-4)*x(P-3)*x(P) *x(
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+ (X (P-4)*x(P-2)*x(P) *x(

+ (X (P-4)*x(P-2)*x(P) *x

+ (X (P-4)*x(P-2)*x (P

+ (x(P-4)*x(P-1)*x (P

+ (x(P-4)*x(P-1)*x (P

+ (x(P-4)*x(P-1)*x (P

+ (x(P-4)*x(P-1)*x (P

+ (x(P-4)*x(P) *x(P

+ (X (P-3)*x(P-2)*x(P-1) *x (P)
*x (P+1) *x (P+

4)) &

+ (X (P-3)*x(P-2)*x(P-1) *x (P
+ (x(P-3)*x(P-2)*x(P-1) *x (P
+ (X (P-3)*x(P-2)*x(P-1) *x (P
+ (x(P-3)*x(P-2)*x(P-1) *x (P
+ (X (P-3)*x(P-2) *x (P-1) *x(
+ (x(P-3)*x(P-2)*x(P) *x (P
+ (X (P-3)*x(P-2)*x(P) *x(

+ (x(P-3)*x(P-2)*x (P

+ (X (P-3)*x(P-2) *x (P

+ (x(P-3)*x(P-1)*x (P

(P) *x(P+2) *x (P+3)
(P) *x(P+3) *x (P+4)
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P+2) *x (P+3) *x (P+4)
(P+2) *x (P+3) *x (P+4
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)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
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)
)
)

)

)

+

&
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*x (P+1) *x (P+3))

+

+ (x(P-4)*x(P-3)*x(P-1)*x(P) *x(P+2)*x(P+4)) &
&

+
&
&

+

+
&
&

&

&

(x(P-4) *x (P-3) *x (P-1) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+4) )

(x(P-4) *x (P-3) *x (P)

(x(P-4) *x (P-2) *x (P-1) *x (P)

(x (P-4) *x(P-2) *x (P-1) *x (P)

*x (P+1) *x (P+2) *x (P+4))

*x (P+1) *x (P+3))

*x (P+2) *x (P+4))

&

+

&

(x(P-4) *x (P-2) *x (P-1) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+4) )

(x(P-4) *x (P-1) *x (P)

*x (P+1) *x (P+2) *x (P+4) )

*x (P+1) *x (P+2) *x (P+4) )

&
+ (x(P-3)*x(P-2)*x(P-1)*x(P) *x(P+1)*x(P+3))

(x (P-3) *x(P-2) *x (P-1) *x (P)

*x (P+2) *x (P+4))

+

&

(x (P-3) *x (P-2) *x (P-1) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+4) )

(x(P-3) *x (P-2) *x (P)

(x(P-3) *x (P-1) *x (P)

*X (P+1) *x (P+2) *x (P+4))

*x (P+1) *x (P+2) *x (P+4))

&

&

(x(P-4)*x (P-3) *x (P-1) *x (P)

&

(x(P-4)*x(P-2) *x (P-1) *x (P)

&

(x(P-3) *x (P-2) *x (P-1) *x (P)

&
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(P+1) *x (P+4))

(P+1) *x (P+4))

(P+4)) &

+ (x(P=-3)*x(P-1)*x(P) *x(P+1)*x(P+3)*x(P+4)) &

+ (X (P-3)*x(P-1)*x(P) *x(P+2)*x(P+3)*x(P+4)) &

+ (X (P=-3)*x(P-1) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+3) *x (P+4)) &

+ (X (P-3)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3)*x(P+4)) &

+ (X (P=-2)*x(P-1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3)) + (x(P-2)*x(P-1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+4)) &

+ (X (P-2)*x(P-1)*x(P) *x(P+1)*x(P+3)*x(P+4)) &

+ (x(P-2)*x(P-1)*x(P) *x(P+2)*x(P+3)*x(P+4)) &

+ (x(P—Z)*x(P—l)*x(P+1) X (P+2) *x (P+3) *x (P+4)) &

+ (X (P-2)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3)*x(P+4)) &

+ (x(P-1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x (P+3)*x(P+4)) )

fx5K = —((x(P—5)*X(P—4)*x(P—3)*X(P—2)*x(P—l)) + (X (P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P-
2)*x (P+1)) + (x(P-5)*x(P-

4) *x (P-3) *x (P-2) *x (P+2)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P+4)) &
+ (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P-1)*x(P)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P-1)*x(P+1)) + (x(P-5)*x(P-

4)*x (P-3) *x (P-1) *x (P+2)) + (x (P 5)*x(P-4)*x (P-3) *x (P-1) *x (P+3)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P-1)*x(P+4)) &
+ (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P) *x(P+1)) + (x(P-5)*x(P-

4) *x (P-3) *x (P) *x(P+2)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P) *x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P) *x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x (P+1) *x (P+2)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P+1)*x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x
+ (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x (P+2) *x (P+3)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P+2)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x (P+3) *x (P+4)) &

+ (X (P-5)*x(P-4)*x(P-2)*x(P-1)*x(P)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-2)*x(P-1)*x(P+1)) + (x(P-5)*x(P-

4) *x (P-2)*x (P-1) *x (P+2)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-2)*x(P-1)*x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-2)*x(P-1)*x(P+4)) &
+ (x(P-5)*x(P-4) *x (P-2) *x (P) *x(P+1l)) + (x(P-5)*x(P-

4) *x (P=-2)*x(P) *x(P+2)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-2)*x(P) *x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-2)*x(P) *x(P+4)) &

+ (X (P-5)*x(P-4)*x(P-2)*x (P+1) *x (P+2)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-2)*x(P+1)*x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-2)*x(P+1)*x(P+4))
+ (X (P-5)*x(P-4)*x(P-2)*x (P+2)*x (P+3)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-2)*x(P+2)*x(P+4)) &

+ (X (P-5)*x(P-4)*x(P-2) *x (P+3) *x (P+4) ) &

+ (x(P-5)*x(P-4)*x(P-1)*x(P) *x(P+1)) + (x(P-5)*x(P-

4) *x (P-1) *x(P) *x(P+2)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-1)*x(P) *x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-1)*x(P) *x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-4)*x(P-1)*x(P+1)*x(P+2)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-1)*x(P+1)*x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-1)*x
+ (x(P-5)*x(P-4)*x(P-1)*x (P+2)*x (P+3)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-1)*x(P+2)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-4)*x (P-1) *x (P+3) *x (P+4)) &

+ (X (P-5)*x(P-4)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P) *x(P+1)*x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P) *x(P+1)*x
+ (X (P-5)*x(P-4)*x(P) *x(P+2)*x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P) *x(P+2)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-4)*x(P) *x(P+3)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-4)*x(P+1) *x (P+2) *x (P+3)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P+1)*x(P+2)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-4)*x (P+1) *x (P+3) *x (P+4) ) &

+ (X (P-5)*x(P-4) *x (P+2) *x (P+3) *x (P+4) ) &

+ (x(P-5)*x(P-3)*x(P-2)*x(P-1)*x(P)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P-2)*x(P-1)*x(P+1)) + (x(P-5)*x(P-

3)*x (P-2) *x (P-1) *x (P+2)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P-2)*x(P-1)*x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P-2)*x(P-1)*x(P+4)) &
+ (x(P-5)*x(P-3)*x(P-2)*x(P) *x(P+1)) + (x(P-5)*x(P-

3)*x (P-2) *x (P) *x(P+2)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P-2)*x(P) *x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P-2)*x(P) *x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-3)*x(P-2)*x (P+1) *x (P+2)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P-2)*x(P+1)*x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P-2)*x(P+1)*x(P+4))

&

&

&

&
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*

+ (x(P-5)*x(P-3) *x (P-2) *x (P+2) *x (P+3)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P-2)*x(P+2) *x(P+4)) &

+ (x(P-5) *x(P-3)*x(P-2) *x (P+3) *x (P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-3) *x (P-1) *x(P) *x(P+1l)) + (x(P-5)*x(P-

3) *x (P-1) *x (P) *x(P+2)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P-1)*x(P) *x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P-1)*x(P) *x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-3) *x (P-1) *x (P+1) *x (P+2)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P-1)*x(P+1)*x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P-1)*x(P+1)*x(P+4)) &
+ (x(P-5)*x(P-3) *x (P-1) *x (P+2) *x (P+3)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P-1)*x(P+2)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-3) *x (P-1) *x (P+3) *x (P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-3) *x(P) *x(P+1)*x(P+2)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P) *x(P+1l)*x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P) *x(P+1l)*x(P+4)) &
+ (x(P-5)*x(P-3) *x(P) *x(P+2)*x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P) *x(P+2)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-3) *x (P) *x(P+3)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-3) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+3)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P+1)*x(P+2)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-3) *x (P+1) *x (P+3) *x (P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-3) *x (P+2) *x (P+3) *x (P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-2) *x (P-1)*x(P) *x(P+1l)) + (x(P-5)*x(P-

2)*x (P-1) *x(P) *x(P+2)) + (x(P-5)*x(P-2)*x(P-1)*x(P) *x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-2)*x(P-1)*x(P) *x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-2) *x (P-1) *x (P+1) *x (P+2)) + (x(P-5)*x(P-2)*x(P-1)*x(P+1)*x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-2)*x(P-1)*x(P+1)*x(P+4)) &
+ (x(P-5)*x(P-2) *x (P-1) *x (P+2) *x (P+3)) + (x(P-5)*x(P-2)*x(P-1)*x(P+2)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-2) *x (P-1) *x (P+3) *x (P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-2)*x(P) *x(P+1l)*x(P+2)) + (x(P-5)*x(P-2)*x(P) *x(P+1)*x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-2)*x(P) *x(P+1l)*x(P+4)) &
+ (x(P-5)*x(P-2) *x (P) *x(P+2)*x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-2)*x(P) *x(P+2)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-2)*x(P) *x(P+3)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-2) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+3)) + (x(P-5)*x(P-2)*x(P+1)*x(P+2) *x (P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-2) *x (P+1) *x (P+3) *x (P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-2) *x (P+2) *x (P+3) *x (P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-1)*x(P) *x(P+1l)*x(P+2)) + (x(P-5)*x(P-1)*x(P) *x(P+1)*x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-1)*x(P) *x(P+1l)*x(P+4)) &
+ (x(P-5)*x(P-1)*x(P) *x(P+2)*x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-1)*x(P) *x(P+2)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-1)*x(P) *x(P+3)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-1) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+3)) + (x(P-5)*x(P-1)*x(P+1)*x(P+2)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-1)*x (P+1) *x (P+3) *x (P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-1) *x (P+2) *x (P+3) *x (P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3)) + (x(P-5)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P) *x(P+1)*x(P+3)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P) *x(P+2)*x(P+3)*x(P+4)) &

+ (x(P-5) *x(P+1) *x (P+2) *x (P+3) *x (P+4)) &

+ (x(P-4)*x(P-3) *x (P-2)*x(P-1) *x (P)) + (x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P-1)*x(P+1)) + (x(P-4)*x(P-

3)*x (P-2) *x (P-1) *x (P+2)) + (x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P-1)*x(P+3)) + (x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P-1)*x(P+4)) &

+ (x(P-4)*x(P-3) *x (P-2)*x(P) *x(P+1l)) + (x(P-4)*x(P-

3)*x (P-2) *x (P) *x(P+2)) + (x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P) *x(P+3)) + (x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P) *x(P+4)) &

+ (x(P-4)*x(P-3) *x (P-2) *x (P+1) *x (P+2)) + (x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P+1)*x(P+3)) + (x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P+1)*x(P+4)) &
+ (x(P-4)*x(P-3)*x(P-2) *x (P+2) *x (P+3) ) + (x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)*x(P+2)*x(P+4)) &

+ (x(P-4)*x(P-3) *x (P-2)*x (P+3) *x (P+4)) &

+ (x(P-4)*x(P-3)*x(P-1)*x(P) *x(P+1l)) + (x(P-4)*x(P-

3) *x (P-1) *x (P) *x(P+2)) + (x(P-4)*x(P-3)*x(P-1)*x(P) *x(P+3)) + (x(P-4)*x(P-3)*x(P-1)*x(P) *x(P+4)) &
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+ (x(P-3)*x(P-1) *x(P) *x(P+3)*x(P+4)) &

+ (x(P-3)*x(P-1) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+3)) + (x(P-3)*x(P-1)*x(P+1)*x(P+2)*x(P+4)) &

+ (x(P-3)*x(P-1) *x (P+1) *x (P+3) *x (P+4)) &

+ (x(P-3)*x(P-1) *x (P+2) *x (P+3) *x (P+4)) &

+ (x(P-3)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3)) + (x(P-3)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+4)) &

+ (x(P-3)*x(P) *x(P+1)*x(P+3)*x(P+4)) &

+ (x(P-3)*x(P) *x(P+2)*x(P+3) *x (P+4)) &

+ (x(P-3)*x(P+1) *x (P+2) *x (P+3) *x (P+4)) &

+ (x(P-2)*x(P-1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)) + (x(P-2)*x(P-1)*x(P) *x(P+1)*x(P+3)) + (x(P-2) (P-1) *x (P) *x(P+1) (P+4)) &
+ (x(P-2)*x(P-1)*x(P) *x(P+2)*x(P+3)) + (x(P-2)*x(P-1)*x(P) *x(P+2)*x(P+4)) &

+ (x(P-2) *x(P-1)*x(P) *x(P+3)*x(P+4)) &

+ (x(P-2)*x(P-1) *x (P+1) *x (P+2) *x (P+3)) + (x(P-2)*x(P-1)*x(P+1)*x(P+2)*x(P+4)) &

+ (x(P-2)*x(P-1)*x (P+1) *x (P+3) *x (P+4)) &

+ (x(P-2)*x(P-1) *x (P+2) *x (P+3) *x (P+4)) &

+ (x(P-2)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3)) + (x(P-2)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+4)) &

+ (x(P-2)*x(P) *x(P+1)*x(P+3) *x(P+4)) &

+ (x(P-2)*x(P) *x(P+2)*x(P+3)*x(P+4)) &

+ (x(P-2)*x(P+1) *x (P+2) *x (P+3) *x (P+4)) &

+ (x(P-1)*x(P) *x(P+1)*x(P+2)*x(P+3)) + (x(P-1)*x(P) *x(P+1l)*x(P+2)*x(P+4)) &

+ (x(P-1)*x(P) *x(P+1)*x(P+3)*x(P+4)) &

+ (x(P-1)*x(P) *x(P+2)*x(P+3)*x(P+4)) &

+ (x(P-1)*x(P+1) *x (P+2) *x (P+3) *x (P+4)) &

+ (x(P) *x(P+1)*x(P+2)* (P+3)*X(P+4)) )

fx6K= + ((x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P-2)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P-1)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P)) + (x(P-5)*x(P-
4)*x (P-3) *x (P+1)) +

(x (P-5) *x (P-4)*x (P-3) * (P+2)) + (x(P ) x (P-4) *x (P-3)* (P+3)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-3)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-4)*x(P-2)*x(P-1)) + (x( 5)*x (P-4) *x (P-2) *x(P)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-2)*x(P+1)) +
(x (P-5) *x (P-4) *x (P-2) * (P+2)) + (x(P-5)*x(P-4)* (P 2)* (P+3)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-2)*x(P+4)) &

+ (2 (P=5) *x (P-4) *x (P-1) *x (P)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-1)*x(P+1)) +

(x (P-5) *x (P-4) *x (P-1)* (P+2)) + (x(P-5)*x(P-4) *x (P ) x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P-1)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-4)*x(P) *x(P+1l)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P) *x(P+2)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P) *x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P)
*X(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-4)*x (P+1)*x (P+2)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P+1)*x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P+1)*x(P+4)) &
+ (x(P-5)*x(P-4) *x (P+2) *x (P+3)) + (x(P-5)*x(P-4)*x(P+2)*x(P+4)) &

+ (x(P )*X(P 4) *x (P+3) *x (P+4)) &

+ (x(P-5) *x(P-3) *x(P-2) *x (P-1)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P-2)*x(P)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P-2)*x(P+1)) +
(x (P-5) *x (P-3) *x (P-2) *x (P+2)) + (x(P-5)*x(P-3)* (P 2)* (P+3)) + (x(P-5)*x(P-3) *x (P-2)*x (P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-3)*x(P-1)*x(P)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P-1)*x(P+1)) +

(x(P-5) *x (P-3) *x (P-1) *x (P+2)) + (x(P- 5) (P 3) *x (P ) x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P-1)*x(P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-3)*x(P) *x(P+1)) + (x(P x (P-3) *x(P) *x(P+2)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P) *x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P)
*x (P+4)) &

+ (x(P-5)*x(P-3)*x (P+1) *x (P+2)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P+1)*x(P+3)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P+1)*x(P+4)) &
+ (x(P-5)*x(P-3) *x (P+2) *x (P+3)) + (x(P-5)*x(P-3)*x(P+2)*x(P+4)) &
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x (P-5) *x (P-4) *x (P-2))
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+ (x(P) *x(P+3)*x(P+4)) &

+ (x(P+1)*x(P+2) *x (P+3)) + (x(P+1)*x(P+2)*x(P+4))&

+ (x(P+1)*x(P+3) *x (P+4)) &

+ (X(P+2)*X(P+3) x(P+4)))

fx8K= + ((x(P-5)*x(P-4)) + (x(P-5)*x(P-3)) + (x(P-5)*x(P-2)) + (x(P-5)*x(P-1)) + (x(P-5)*x(P)) + (x(P-5)*x(P+1))
5)*x (P+2)) + (x(P

-5)*x (P+3)) + (x(P-5)*x(P+4))&

+ (x(P-4)*x(P-3)) + (x(P-4)*x(P-2)) + (x(P-4)*x(P-1)) + (x(P-4)*x(P)) + (x(P-4)*x(P+1)) + (x(P-4)*x(P+2)) + (x(P
-4)*x (P+3)) + (x(P-4)*x(P+4))&

+ (x(P-3)*x(P-2)) + (x(P-3)*x(P-1)) + (x(P-3)*x(P)) + (x(P-3)*x(P+1)) + (x(P-3)*x(P+2)) + (x(P

-3)*x (P+3)) + (x(P-3)*x(P+4))&

+ (x(P-2)*x(P-1)) + (x(P-2)*x(P)) + (x(P-2)*x(P+1)) + (x(P-2)*x(P+2)) + (x(P

-2)*x(P+3)) + (x(P-2)* (P+4))

+ (x(P-1)*x(P)) + (x(P-1)*x(P+1)) + (x(P-1)*x(P+2)) + (x(P

-1)*x (P+3)) + (x(P-1)%* (P+4))

+ (x(P)* x(P+1)) + (x(P) *x(P+2)) + (x(P) *x(P+3)) + (x(P) *x(P+4))s&

+ (X (P+1)*x(P+2)) + (x (P+l)*x(P+3)) + (x(P+1)*x(P+4)) &

+ (X (P+2)*x(P+3)) + (x(P+2)*x(P+4)) &

+ (x(P+3)*x(P+4)) )

fx9K= - (x(P-5)+x(P-4)+x (P-3)+x (P-2)+x (P-1)+x (P) +x (P+1) +x (P+2) +x (P+3) +x (P+4))

fx10K= 1

S S

'Polinémio P10

fx0= (fxA0*fx0A) + (fxAl1*fx0B) + (fxA2*fx0C) + (fxA3*fx0D) + (fxA4*fx0E) + (fxA5*fx0F) (fxA6*fx0G) + (fxA7*fx0H)
(fxA8*fx0I) + (fxA9*

fx0J) + (fxA10*£fx0K)

fxl= (fxAl1*fx1B) + (fxA2*fx1C) + (fxA3*fx1D) + (fxA4*fx1E) + (fxAS5*fx1F) + (fxA6*fx1G) (fxA7*fx1H) + (fxA8*fx1TI)
(fxA9*

fx1J) + (fxA10*fx1K)

fx2= (fxA2*fx2C) + (fxA3*fx2D) + (fxA4*fx2E) + (fxAS5*fx2F) + (fxA6*fx2G) + (fxA7*fx2H) (fxA8*fx2I) + (fxA9*
fx2J) + (fxA10*fx2K)

fx3= (fxA3*fx3D) + (fxA4*fx3E) + (fxA5*fx3F) + (fxA6*fx3G) + (fxA7*fx3H) + (fxA8*fx3I) (fxA9*

fx3J) + (fxA10*fx3K)

fxd= (fxA4*fx4E) + (fxA5*fx4F) + (fxA6*fx4G) + (fxA7*fx4H) + (fxA8*fx4I) + (fxA9*

fx4J) + (fxA10*fx4K)

fx5= (fxA5*fx5F) + (fxA6*fx5G) + (fxA7*fx5H) + (fxA8*fx5I) + (fxA9*

fx5J) + (fxA10*fx5K)

fx6= (fxA6*fx6G) + (fxA7*fx6H) + (fxA8*fx6I) + (fxA9*

fx6J) + (fxA10*fx6K)

fx7= (fxA7*fx7TH) + (fxA8*fx7I) + (fxA9*

fx7J) + (£fxA10*fx7K)

fx8= (fxA8*fx8I) + (f£xA9*

fx8J) + (fxA10*fx8K)

+

(x (P-

+

+
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fx9= (fxA9*
fx9J) + (fxA10*£fx9K)

fx10=
(fxA10*fx10K)
| e e e e
E10= fx10

E9 = fx9

E8 = fx8

E7 = fx7

E6 = fx6

E5 = fx5

E4 x4

E3 = fx3

E2 = fx2

El = fx1

EO0O = fx0

'método de newton rapson
'DELTAX=1.0qg12
'ERRO=1.0g-16

1'Z2= x(P-3)

DELTAX=1.0ql2
ERRO=1.0g-12

Z= X (P-3)

(DO WHILE QABS (DELTAX) > ERRO)

wa =( 10*E10*( Z**9)) + (9% EO9* (Z2**8)) + ( 8* E8* (Z**7)) + ( 7*E7* (Z2**6)) + ( 6*E6* (Z**5)) + (5% ES*( Z**4)) + (4*
E4* (z*

*3)) + (3*E3 *(Z**2)) + (2*E2* Z) + (E1)

wbh =( 90*E10* ( Z**8)) + (72* E9* (Z**7)) + (56* E8* (Z**6)) + ( 42*E7* (Z**5)) + (30*E6* (Z**4)) + (20*ES5*( z2**3)) +
(12*E4* (Z*

*2)) + (6*E3 *(Z)) + (2*E2 )

wc =(720*E10* ( Z**7)) + (504* EO9* (Z**6)) + (336* E8* (Z**5)) + ( 210*E7* (Z**4)) + (120*E6* (Z**3)) + (60*ES5*( Z2**2)) +
(24*E4*

(Z)) + (6*E3 )

DELTAX = (wa*wb) / ((wb**2)-(wa*wc))

Z2=7Z-DELTAX

ENDDO

R= 2

fx = (E10* (R**10)) + (E9* (R**9)) + (E8* (R**8)) +( E7*( R**7)) + (E6* (R**6)) + (E5*( R**5)) + (E4* (R**4)) +( E3 *(
R**3)) + (E2*( R**

2)) + (E1* R) + EO

open(l, file="saida.txt")

10 format ( 1lpe50.40)



20 format ( 1pe50.40)
Write(l,*) "TESTE DE POLINOMIO"
Write (1, *) "LEANDRO ALBERTO NOVAK"
Write(1,*) "h="
Write(l 10) h
Write(1l,*) "Funcdo : POLINOMIO GRAU
Write(1,*) "P4 n= "
Write(l 20) n
Write (1, *)
Write (1, *)
Write ( )
Write ( )
Write (
Write (1
Write (
Write (1
Write (
Write (1
Write (
Write (1
Write (
Write (1
Write (
(1
(
(1
(
(1
(
(1
(
(1
(
(1
(1
(1
(
(1
(
(1
(
(1
(

r

"DADOS DE ENTRADA:"
"y ( 0 ) _n
0) x
) "
l 10)
) "
l 10)
) "
l 10)
) "
l 10)
) "
l 10)
) "
l 10)
) "
l 10)
) "
l
l
l
1
1
1
1

’

1
1~
1
1,

Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write
Write

10)
) "
)

)

) T

10
*)
10
*)
*)
*)
10) T
*)
10
*)
10)
*)
10

)

10
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Write (1
Write(l
Write (1
Write(l
Write (1
Write(l
Write (1
Write(l
Write (1
Write(l
Write (1
Write(l
Write (1l
Write(l
Write (1l
Write (1
Write (1l
Write(l
Write (1l
Write(l
Write (1l
Write(l
Write (1l
Write(l
Write (1l
Write(l
Write (1l
Write(l
Write (1l
Write(l
Write (1l
Write(l
Write (1l
Write(l
Write (1
Write(l
Write (1
Write(l
Write (1
Write (1
Write (1
Write(l
Write (1
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*) "T(4)="
10) T (4)
*) "T(5)="
10) T(5)
*) "T(6)="
10) T(6)
*) "T(7)="
10) T(7)
*) "T(8)="
10) T(8)
*) "T(9)=
10) T(9)
*) "T(10)=
10) T(10)
) L n
*) "coeficientes A, B, C, D, E:"
*) "K"
10) £x0
*) "J"
10) fx1
*) "I1v
10) fx2
*) "H"
10) £x3
*) "Gg"
10) fx4
*) "E"
10) f£x5
*) "E"
10) fx6
*) "D"
10) f£x7
*) "c"
10) fx8
*) "B"

10) f£x9
*) "A"
10) £x10
) ___________________________________________________________________________
*) "Ponto critico e coordenada:"
*) "Xmax"
10) z
*) "Tmax"



248

Write(1,10) fx

close (1)

VER = SYSTEM("Notepad saida.txt")
end program DDivididas



