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RESUMO

A principal motivacdo deste trabalho consiste no aperfeicoamento de métodos adotados para
reduzir e estimar erros de discretizacdo em CFD. Com esse proposito, analisa-se 0
desempenho de Multiextrapolagdo de Richardson (MER) e propde-se a classificagdo em cinco
tipos de variaveis de acordo com as suas localizacbes em malhas distintas. Desses tipos, 0
emprego de MER ¢ abordado com sucesso na literatura apenas em variaveis globais ou que
possuem localizacdo nodal fixa em malhas distintas (primeiro tipo). Para os demais casos,
MER néo e empregada ou é considerada como de baixo desempenho. Nesse contexto, busca-
se 0 desenvolvimento de estratégias, aplicaveis a variaveis com coordenadas mével ou fixa,
porém nao coincidentes com um ponto nodal. Propbe-se um conjunto de procedimentos
numéricos que, juntamente com MER, permitem reduzir o erro de discretizagdo. Para isso,
considera-se o uso de funcdes de interpolacdo polinomial, em dominios uni e bidimensionais
e, em alguns casos, também o emprego de técnicas de otimizacdo. Com o emprego da
metodologia proposta, MER tem seu desempenho melhorado: a magnitude dos erros de
discretizacdo reduz-se progressivamente com o refinamento de malha, com um concomitante
aumento das suas ordens efetiva e aparente. Com relacdo as estimativas para o erro de
discretizacdo, analisa-se 0 desempenho de alguns estimadores disponiveis na literatura, sendo
que suas expressdes sdo adaptadas para MER. Uma nova proposta de estimador para MER é
apresentada. Tal abordagem baseia-se na ordem de acuracia pratica, calculada a posteriori das
solugbes numéricas, e mostrou-se acurada e confidvel. Como problemas-modelo séo
considerados: equacdo de Poisson, equacdo de adveccao-difusdo e equacdes de Burgers. A
discretizacdo dessas equacOes é realizada utilizando-se 0 Método de Diferencas Finitas ou o
Método de Volumes Finitos.

Palavras-chave: Erro de discretizagdo. Multiextrapolacdo de Richardson (MER). Interpolacéo

polinomial. Dindmica dos fluidos computacional (CFD).



ABSTRACT

The main motivation for this work consists on the improvement of adopted methods to reduce
and estimate the discretization error in CFD. With this purpose, the performance of the
Repeated Richardson Extrapolation (RRE) is analyzed, especially proposed for five types of
variables, which are classified according to their location in different grids. For all these types
of variables, the use of RRE is successful, in literature, only for global variables or the ones
which preserve their fixed nodal location in distinct grids (first type of variable). For all
remaining cases, RRE is not used or presents low performance. Based on these facts, the
development of applicable strategies is sought for cases, in which variables do not present
fixed coordinates or, even when they are fixed, they are not coincident to any nodal point. A
set of numerical procedures is proposed, and associated to RRE, allow the reduction of the
discretization error. To achieve these objectives, the use of polynomial interpolation
functions, for both one- and two-dimensional problems, is analyzed; for some cases, also
optimization techniques are employed to search for extreme points. Based on the use of the
proposed methodology, RRE presents its performance improved: the magnitude of the
discretization error progressively reduces with the grid refinement, until the achievement of
the round-off error, associated to a concomitant increasing of effective and apparent error
orders. Regarding to the discretization error estimates, the performance of some estimators
available in literature is analyzed, by adapting their expressions for RRE. Also a new
estimator for RRE is presented. Such approach is based on the practical accuracy order,
evaluated a posteriori and based on the numerical solutions. The considered model problems
are: the Poisson-type, the advection-diffusion and the Burgers equations. Such equations are

discretized by using the Finite Difference or the Finite Volume Methods.

Key-words: Discretization error. Repeated Richardson Extrapolation (RRE). Polynomial
interpolation. Computational fluid dynamics (CFD).
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1 INTRODUCAO

Na resolucdo de problemas em engenharia podem-se considerar trés tipos de métodos:
experimentais, analiticos e numéricos. Desses, cada um possui vantagens e desvantagens que
dependem das particularidades do problema. Tannehill et al. (1997), em uma discussdo a esse
respeito, ressaltam que o emprego de métodos numéricos esta livre de algumas restricbes
impostas aos métodos experimentais. Entre elas pode-se destacar a repeticdo de simulagdes ao
se considerar a variacao de parametros e de geometrias de calculo.

Maliska (2004) classifica os métodos analiticos e numéricos por métodos teoricos.
Quanto a aplicacdo de métodos tedricos, problemas que tém solugdo analitica conhecida sao
aqueles que envolvem equacges, geometrias e condigdes de contorno e iniciais muito simples,
ou seja, sdo as exce¢des. Para os demais problemas utilizam-se métodos numéricos cujas
solugdes sdo obtidas com o0 emprego de computadores.

A Dinamica dos Fluidos Computacional (em inglés, Computational Fluid Dynamics —
CFD) esta inserida nesse contexto. CFD consiste, basicamente, na aplicacdo de métodos
numeéricos para resolver equacdes que representam problemas envolvendo fluidos em
movimento, com ou sem troca de calor, onde o interesse principal é obter as distribuicdes de
velocidade, pressao e temperatura na regido de escoamento (FORTUNA, 2000).

As demandas atuais em CFD requerem o uso de métodos que fornecam solucGes
numeéricas acuradas. Entretanto, de modo geral, as solu¢es numéricas podem ser afetadas por
erros numéricos, cujas fontes sdo: erros de truncamento, erros de iteracdo, erros de
arredondamento e erros de programacgdo. Quando as demais fontes sd0 minimizadas ou
inexistentes, o erro de truncamento passa a ser denominado erro de discretizagdo (MARCHI,
2001). Dentre as fontes de erro numérico, a decorrente do emprego dos métodos de
discretizacdo, ou erro de discretizacdo, € considerada a mais significativa (ROY e
OBERKAMPF, 2011). Segundo Roy e Blottner (2006), o erro de discretizacdo pode ser
definido como a diferenca entre a solucdo analitica para as equagdes diferenciais (modelo
matematico) e a solucdo numérica obtida para as equacOes discretizadas (equacdes algébricas
resultantes do método numérico empregado).

As alternativas disponiveis para se reduzir o erro de discretizacdo sao: refinamento de
malha, cuja desvantagem é o aumento de memdria e tempo computacionais; emprego de
métodos de alta ordem, cuja desvantagem é o aumento da complexidade do modelo numérico;

e por ultimo, mas ndo menos importante, a utilizacdo de técnicas de extrapolagéo.
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Segundo Brezinski e Zaglia (2009), qualquer transformacéo aplicada a uma sequéncia
de escalares ou vetores pode ser entendida como um método de extrapolagdo. Nos ultimos
anos a importancia desses métodos, como ferramentas computacionais eficazes, vem sendo
cada vez mais reconhecida no ambito cientifico. Porém, um bom método de extrapolacdo
geralmente leva em consideracdo o comportamento assintético de uma sequéncia convergente
(SIDI, 2003). Dentre esses métodos, a extrapolacdo de Richardson (ER) é um dos mais
conhecidos.

Ao se considerar a aplicagdo da ER de forma recursiva, em que cada aplicagéo
representa um nivel de extrapolacdo, é possivel potencializar a sua eficacia. Esse processo €
denominado Multiextrapolacdo de Richardson (MER) ou em inglés por Repeated Richardson
Extrapolation (RRE) (DAHLQUIST e BJORCK, 2008).

MER pode ser entendido como um pdés-processamento sendo aplicavel a codigos ja
existentes, ou em resultados ja obtidos. Basta, apenas, a disposicao de solu¢cbes numéricas em
malhas distintas, estabelecidas por um processo de refinamento. Com MER, mesmo
considerando-se a aplicacdo de esquemas numéricos de baixa ordem, é possivel obter
solucBes numéricas de alta ordem.

Nesta tese, considera-se o emprego de MER sobre cinco tipos de variaveis
classificadas de acordo com a sua localizagdo em malhas distintas (detalhamento apresentado
no capitulo 3). Tal localizacdo pode ser fixa e coincidir ou ndo com um ponto nodal, ou ainda
ser mével devido ao processo de refinamento de malha. Nesse contexto, sdo exploradas as
limitagdes do emprego de MER e propostas estratégias para contorna-las.

1.1 DELIMITACAO DO PROBLEMA

Marchi et al. (2009) verificaram a eficacia de MER em variaveis dependentes
primarias e secundarias, com o objetivo de melhorar a acuracia dos resultados numéricos
disponiveis na literatura, para um problema classico em CFD: o escoamento laminar dentro de
uma cavidade quadrada de tampa mdvel com velocidade constante. No entanto, na literatura
vigente em CFD, ndo é comum se encontrar o emprego de MER com varios niveis de
extrapolagdo. Cogita-se que essa falta de aplicacdo seja impulsionada por alguns relatos,
pouco explorados (exemplos descritos na sequéncia), disponiveis na literatura.

No ambito da resolucdo numérica de equacGes diferenciais parciais, Burg e Erwin
(2009) relatam algumas dificuldades encontradas na utilizagdo de MER, inerentes ao processo
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de refinamento de malha. Em CFD, Marchi et al. (2008) também descrevem algumas dessas
dificuldades, dentre elas: a eficAcia de MER é bem mais modesta no caso de valores
extremos (valores maximos ou minimos); e para a determinacdo das coordenadas de
pontos extremos (pontos de maximo ou de minimo) o desempenho de MER é totalmente
prejudicado.

Nesses casos, ao se considerar a resolucdo em malhas distintas, a coordenada da
variavel de interesse é alterada. Como exemplo: o ponto de maximo pode apresentar diferente
localizagdo nodal em duas malhas, fina e grossa. E, como MER necessita da solucdo para a
variavel de interesse em malhas distintas, essa mudanca de localizacdo caracteriza uma
limitacdo para o seu emprego efetivo. Tal limitacdo é identificada até mesmo para ER. O
baixo desempenho da ER em variavel com coordenada mével com a malha é mencionado por
Nicolas et al. (2011) em um problema de escoamento termo-convectivo, devido a ocorréncia
de extremo local no funcional que descreve o gradiente de temperatura, em que 0 ponto
extremo tem a sua localizacdo alterada ao se considerar malhas distintas.

Para melhor ilustrar o problema em questdo considera-se a resolucdo numérica (por
Diferencas Finitas) da equacdo de Poisson, no enfoque de difusdo de calor unidimensional,
discretizada considerando-se o espacamento h entre os pontos (n6s) da malha. Adota-se a
resolucdo em diversas malhas, estabelecidas por um processo de refinamento. Primeiramente,
como variavel de interesse analisa-se a temperatura no ponto central do dominio de calculo
(Tc), o que corresponde a uma variavel dependente primaria com coordenada fixa e
coincidente com um ponto nodal, em todas as malhas consideradas. Pode-se observar na
Fig. 1.1 o resultado obtido com o0 emprego de MER nesse caso. Nessa figura, com 0 processo
de refinamento de malha, ou seja, com a diminuicdo de h, é possivel identificar a queda do
erro de discretizacdo (Eh) sem o emprego de MER, e com o0 seu emprego (Em). Observa-se
que os valores de Em sdo muito inferiores a Eh, e tornam-se progressivamente menores com o
processo de refinamento de malha até que se atinja o nivel de erro de maquina em precisao
quadrupla (10). Tal situacdo caracteriza o caso ideal para utilizacdo de MER, ou seja, devido
a localizacdo fixa e nodal da variavel de interesse (em malhas distintas), MER resulta no seu
desempenho teérico esperado. Isto é, obtém-se uma reducdo progressiva do erro de
discretizagdo com uma concomitante elevacdo da sua ordem de acuracia, o que é
caracterizado pelo aumento do declive do grafico em escala bilogaritmica (Fig. 1.1). Percebe-
se que o grafico de Eh possui uma inclinagcdo constante, o que, nesse caso, corresponde ao
emprego de um método de segunda ordem de acuracia. Em contrapartida, o gréafico de Em

possui uma inclinacdo variavel, sendo aumentada progressivamente com a diminuicédo de h,
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isto €, a solucdo numérica sofre uma elevacdo sucessiva da sua ordem de acurécia, até que se

atinja o nivel de erro de méaquina em precisdo quadrupla.

[EE
S
&

e
10™]
101
107
107
1023
107
10% 4

Erro de Discretizacio

Figura 1.1: Desempenho de MER sobre Eh em variavel com a mesma localizagao
coordenada em malhas distintas (Tc), e coincidente com um ponto nodal.

Esse comportamento de Em (Fig. 1.1) pode ser analisado sob dois aspectos:
primeiramente ao se considerar um determinado valor fixo de h (eixo horizontal), ou a adog¢éo
de uma malha especifica, como exemplo, h =10% nota-se que a magnitude de Em é
significativamente menor que a de Eh; por outro lado, ao se adotar como foco a magnitude do
erro de discretizacdo (eixo vertical), ou o alcance de determinada precisdo desejada, por
exemplo, a obtencdo de um erro de discretizagdo com magnitude inferior a 107, tal nivel de
acurécia so é permitido com o emprego de MER (no computador utilizado).

No entanto, para 0 mesmo problema (Poisson 1D), esse comportamento (desejavel)
ndo é alcancado ao se considerar como variavel de interesse a temperatura maxima (Tmax) do
dominio de célculo. Nesse caso, a coordenada (nodal) da variavel de interesse é alterada
com o processo de refinamento de malha, o que corresponde a uma variavel com mudanga
de localizagdo ao se considerar a sua resolucdo em malhas distintas. Em outras palavras, o
ponto nodal que contém a temperatura maxima em malhas distintas ndo possui a mesma
localizacdo coordenada. Observa-se na Fig. 1.2 que, nesse caso, MER perde seu efeito teorico,
isto é, ndo ocorre a reducdo progressiva da magnitude de Em com a diminuicdo de h, o que
pode ser observado no grafico de Em (Fig. 1.2).
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Figura 1.2: Desempenho de MER sobre Eh em variavel que apresenta mudanca de
localizacdo coordenada (Tmax), ao se considerar a sua resolugdo em malhas distintas.

O presente trabalho propde-se, entdo, em: analisar 0 desempenho de MER para
variaveis que possuem diferentes caracteristicas com relacdo a sua localizacdo coordenada,
em malhas distintas; estabelecer a metodologia adequada, para o emprego de MER para
reduzir Eh, em cada tipo de variavel identificada; e fornecer uma expressdo confiavel e
acurada para se estimar o valor do erro de discretizagdo obtido com a aplicagdo de MER, em
cada caso.

Com os mecanismos propostos, busca-se contribuir com a superacdo das dificuldades
do emprego de MER em CFD, especialmente para variaveis que possuem localizagdo néo
nodal.

Os modelos matematicos considerados na realizacdo deste estudo sdo: equacbes de
Poisson e de advcgdo-difusdo com dominio unidimensional e equacgdes de Burgers (SHIH et

al., 1989) com dominio bidimensional.

1.2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Atualmente a computacdo cientifica desempenha um papel crescente na predicao do

comportamento de sistemas naturais e artificiais. Muitas vezes, ela é baseada em modelos
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matematicos representados por equacdes diferenciais. A aplicacdo de um método numeérico,
para resolver tais modelos pode ser definida como uma simulacdo numérica (ROY e
OBERKAMPF, 2011).

De modo geral, as simula¢gdes numéricas em CFD destacam-se pela sua robustez e
abrangéncia. Como exemplos de areas de aplicacdo: aerodindmica de avibes e veiculos,
engenharia biomédica (escoamento de sangue por artérias e veias), meteorologia (previsdo do
tempo), entre outras. Entretanto, um dos grandes desafios encontrados diz respeito ao nivel de
acurcia das solucdes numericas (KARIMI et. al, 2012).

Tipicamente a identificacdo desse nivel de acuracia é realizada exclusivamente pela
comparacdo dos resultados numéricos com dados experimentais. No entanto, essa abordagem
ndo considera os erros inerentes as solu¢cdes numéricas. Embora 0s erros numéricos ndo
possam ser totalmente eliminados, eles devem ser minimizados ou delimitados (KARIMI et.
al, 2012).

Para Mariani et al. (2002), a credibilidade de uma simulagcdo numérica em CFD esta
condicionada ao emprego de rigorosos processos de Verificacdo e Validagdo numérica
(V&V). As palavras verificacdo e validacdo, em algumas situacdes cotidianas, sdo tratadas
como sinbnimos. No entanto, no presente contexto elas tém significados distintos.
Verificacdo € um processo puramente matematico, e se ocupa em avaliar o qudo bem um
método numérico resolve determinado modelo matematico — avalia a resolu¢cdo numérica de
equacdes. Validacdo, por sua vez, trata da adequacdo do modelo mateméatico em reproduzir a
realidade — avalia se as equacdes descrevem corretamente o fenémeno fisico estudado (ROY,
2005).

Em CFD, V&YV dedica-se a avaliacdo da acuracia de simula¢cdes numéricas. Para V&V
0 objetivo final é a Validacdo, entretanto ela deve ser precedida pela Verificacdo. A
Verificagdo é constituida pelos processos de verificacdo do cédigo computacional adotado, e
de verificacdo da solu¢do numérica obtida (ASME, 2009).

A verificacdo do cddigo computacional pode ser realizada pela comparacdo dos
resultados obtidos com a solucdo analitica do modelo matematico, com solucdes de referéncia
(benchmarks, disponiveis na literatura), ou com o emprego do método das solucGes fabricadas
(ROACHE, 1998). Uma vez que a confianca do codigo é verificada, a acuracia das soluces
numeéricas deve ser investigada (ROY e BLOTTNER, 2006).

A verificacdo da solugcdo numérica tem como objeto de estudo o erro numérico e suas
fontes. Os trabalhos de Roache (1998), Marchi e Silva (2002) e Roy (2005) tratam do erro de

solucBes numéricas, e denominam o processo que o quantifica de Verificagdo Numérica.
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No ambito da Verificacdo Numérica em CFD, quando a solucdo analitica para
determinada variavel de interesse é desconhecida, ela pode ser estimada considerando-se as
solugBes numéricas obtidas em duas ou mais malhas (dominio de calculo discretizado) (ROY
e OBERKAMPF, 2011). Uma maneira de se obter essa estimativa é com o emprego de
métodos de extrapolacao.

De acordo com Brezinski e Zaglia (2002), estimar o erro numérico para uma sequéncia
convergente € equivalente a acelerar a sua convergéncia. E em se tratando do erro de
discretizacdo (Eh) de uma solucdo numérica, ‘acelerar a convergéncia’ resume-se em
aumentar a sua ordem de acuréacia (pa). O valor de pa teérica para Eh pode ser encontrado a
partir de uma analise sobre as ordens do erro de truncamento das equacOes diferenciais
discretizadas (analise a priori). Entretanto, se estiverem disponiveis as solu¢des numéricas em
malhas distintas, pa pode ser estimada (ROY e BLOTTNER, 2006).

Muitas vezes pa € tratada na literatura, apenas, por ordem do erro ou ordem da
solugdo numérica e as discussdes sobre os resultados obtidos sdo baseadas nessa ordem.
Falcéo et al. (2006) e Matheou et al. (2008) sdo exemplos dessa abordagem. Simonsen e Stern
(2003) destacam, ainda, a importancia de se monitorar pa durante um processo de
refinamento de malha. “Um comportamento monotonico e convergente — existéncia de
uma faixa assintética — inerente ao processo de refinamento de malha, para pa estimada
é essencial para a obtencdo de uma ‘boa’ estimativa de erro”, ou seja, para obtencdo de
uma estimativa de Eh confiavel e acurada.

De modo geral, segundo Simonsen e Stern (2003) as técnicas de Verificacdo Numérica
em CFD contam essencialmente com os topicos: convergéncia de malha (devido ao processo
de refinamento de malha), ordem de acurécia, extrapolacdo de Richardson e comparacao
com solugdes de referéncia.

A técnica denominada extrapolacdo de Richardson (ER), (em inglés, Richardson
Extrapolation - RE) (Richardson, 1910), foi concebida com o objetivo de aperfeicoar as
aproximagdes numericas (aumentar sua ordem de acurécia) envolvidas na resolugdo de
equacdes diferenciais pelo método de Diferencas Finitas. As necessidades da época, em
engenharia, demandavam métodos rapidos, faceis de serem entendidos e aplicaveis as
equacdes estudadas. Richardson e Gaunt (1927) ja consideraram a aplicacdo de ER de
maneira repetida (MER) com dois niveis de extrapolacéo.

Ainda hoje, a busca por métodos numéricos de alta ordem (pa elevada) para resolucéo
de equacdes diferenciais parciais (EDP) é um tema de pesquisa ativo, onde a eficiéncia
computacional é a questdo principal. Nesse cenario pode-se citar: Xiu e Hesthaven (2005),
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Dumbser et al. (2008), Zhang e Shu (2012), Nonomura et al. (2012) e Leonenkoa e Phillips
(2012). Em andlise numérica, ‘esquemas de alta ordem’ normalmente sdo elaborados
formalmente com base em preceitos tedricos, como é o caso de Wang e Yao (2012). No
entanto, resultados semelhantes também podem ser obtidos a partir de esquemas de baixa
ordem considerando-se o emprego de métodos de extrapolacdo, dos quais ER é bastante
utilizada. Tecnicamente, tal abordagem nédo caracteriza a obtencdo de um novo esquema
numeérico. Pelo contrario, ¢ uma forma de melhorar o desempenho de esquemas ja
existentes eliminando-se cuidadosamente o termo principal do erro de discretizacio
(termo de ordem mais baixa) — termo que caracteriza pa. Quando possivel, esse enfoque pode
ser um poderoso instrumento para aumentar o valor de pa sem alterar a complexidade do
algoritmo adotado (CHU, 2011).

Em Joyce (1971) é possivel identificar a semelhanga entre ER e outros métodos de
extrapolagédo existentes. Esse trabalho contempla uma pesquisa sobre o desenvolvimento dos
métodos de extrapolacdo no contexto da analise numérica.

Sidi (2010) traz uma andlise sobre a convergéncia e estabilidade de ER, e enfoca a sua
aplicacdo na aceleracdo da convergéncia de uma grande classe de sequéncias numéricas com
diferentes graus de complexidade, incluindo casos divergentes. Afirma, ainda, que a
aplicacdo de ER nas proximidades de pontos de singularidade pode trazer resultados
benéficos, isto é, pode melhorar a acurécia de solugdes numéricas singularmente perturbadas
(onde pa pode sofrer degeneracao).

Zlatev et. al (2010) e Farag6 et al. (2013) consideram a aplicacdo de ER para melhorar
a acuracia de solucbes numéricas, obtidas por métodos de passos multiplos (métodos 6 e de
Runge-Kutta), em sistemas de equac¢des diferenciais ordinarias (EDO). Nesse sentido, um
método de passos mdaltiplos é combinado com ER e sdo analisadas as propriedades
relacionadas a estabilidade e eficacia do processo computacional. Tais resultados (aplicacdo
de ER) sdo testados na resolucdo de um sistema de EDO néo-lineares de primeira ordem,
onde a melhoria da acuracia das solucGes € verificada e, também, é obtida uma grande
economia de tempo de computacdo para se atingir determinado nivel de acuracia pré-
estabelecido. Em perspectiva e resultados semelhantes, Zhang et al. (2011) propde um método
de passo variavel com base em ER para o célculo do erro de truncamento local em modelos
que envolvem acoplamento de EDO resolvidas paralelamente (computagéo paralela).

Pomeranz (2011) considera a aplicacdo de ER com o mesmo objetivo — melhorar a
acurécia de solucGes numéricas — sobre a resolucdo da equacdo de Laplace em dois problemas
teste, com solu¢des analiticas fabricadas. O modelo numérico utilizado consiste do método de



26

Elementos de Contorno e as varidveis de interesse consideradas sdo dos tipos primaria
(variavel dependente) e secundaria (fluxo normal no contorno). Nesse trabalho, pa € utilizada
como parametro para avaliacdo da eficacia de ER, isto é, os valores obtidos para pa
(estimada) devem ser numeros positivos (reais), e resultados imaginarios, negativos, ou
‘muito  pequenos’ (em relacdo aos valores obtidos em pontos ou noés vizinhos) sdo
interpretados como indicadores de que ER ndo fornecerd resultados acurados e confidveis.
Nos casos em que pa pode ser obtida a priori da solugdo numérica, essa informacéo pode ser
usada para determinar um valor aceitavel para pa a posteriori — indica um valor de corte para
0 emprego efetivo de ER (onde ER pode ser considerada com sucesso). Ainda, segundo
Pomeranz (2011), “o tempo de computacdo adicional para a utilizacdo de ER é
insignificante em comparacdo ao tempo necessario para obtencdo da solucdo na malha
mais fina (com mais pontos) adotada”.

Xing e Stern (2010) tratam de aspectos tedricos (baseados em conceitos estatisticos)
sobre a aplicacdo de ER como estimador de Eh. O método proposto é avaliado em 17
problemas envolvendo mecénica de fluidos e transferéncia de calor. Como principal
contribuicdo propbe-se a utilizacdo de um fator de seguranca envolvendo pa teorica
(obtida a priori) e estimada (obtida a posteriori), no calculo de estimativas de Eh, o que
garante um limite de confianca superior a 95%. Tal proposta € empregada por Castiglione et
al. (2011) no processo de V&V de um modelo matematico, através da execucao de um codigo
computacional baseado em aproximacfes numéricas de segunda ordem, em Diferencas
Finitas, para simular o escoamento em alto mar ao redor de um navio multicasco. Essa
investigacdo inclui a avaliagdo dos movimentos do navio, e os efeitos de inclinacdo,
frequéncia e resisténcia das ondas. Nesse trabalho, verificou-se (na pratica) que Eh realmente
representa a principal fonte de erro numérico. A validacdo do modelo proposto foi alcangada
para todas as variaveis de interesse adotadas (campo de velocidades). Segundo os autores, 0s
resultados obtidos demonstram que, no @mbito de CFD, a metodologia proposta (emprego
de ER) é um instrumento valido para a simulacdo de problemas de escoamentos
envolvendo modelos matematicos complexos.

No entanto, ainda sobre o trabalho de Xing e Stern (2010), Roache (2011) critica a
utilizacdo do fator de seguranca proposto (envolvendo o calculo de pa tedrica e estimada) na
obtencdo de estimativas de Eh, e afirma que tais estimativas (com base em ER) devem ser
realizadas considerando-se o fator de seguranca FS. Essa é a perspectiva do estimador GClI
(Grid Convergence Index), proposto originalmente no trabalho de Roache (1994). Tal

argumentacdo leva em conta a necessidade de convergéncia de malha, o que requer niveis de
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refinamento elevados para obtencdo de valores razoaveis para pa estimada — limite de 5% de
diferenca entre pa teorica e estimada (ROACHE, 2011). Nesse enfoque, presume-se que 0
valor de pa estimada ndo pode ser considerado no céalculo do fator de seguranca de uma
estimativa de Eh em uma malha qualquer.

A escolha da magnitude de FS depende da acurécia desejada, e um valor maior pode
ser escolhido se um nivel mais conservador de confianga é desejado. Na pratica recomenda-se
0 uso de FS = 3, de modo geral (KARIMI et al, 2012). Entretanto, a Unica variacdo admitida
como sendo correta por Roache (2011) sobre o valor de FS é: para pa estimada pertencente a
uma faixa assintotica de valores, é possivel relaxar esse parametro e admitir, no minimo, FS =
1,25, ou ainda, 1,25 < FS < 3. O autor enfatiza que é imprudente e ndo recomendada a
utilizacéo de pa estimada com valores superiores a pa tedrica, independentemente do valor
de FS adotado, e indica (quando possivel) o0 emprego do valor minimo entre pa estimada e pa
tedrica no célculo da estimativa de Eh com o estimador GCI. Contudo, é importante
mencionar que o estimador GCI despreza o sinal de Eh e fornece, apenas, uma previsdo para o
seu valor absoluto (magnitude). Em algumas situacdes praticas isso pode representar uma
limitagdo para a sua utilizagao.

Marchi e Silva (2002; 2005) consideram a aplicacdo de ER para obtencdo de
estimativas de Eh em dominios uni e multidimensional. Nesses trabalhos verificou-se que,
para a situacdo em que pa estimada pertence a uma faixa assintética de valores, com o
refinamento de malha, é possivel se estimar um intervalo que contém Eh verdadeiro. Com
isso, € possivel delimitar a magnitude de Eh em problemas préticos.

Simonsen e Stern (2003) tratam da V&V de um modelo matematico proposto para
simular o escoamento ao redor do casco de um navio petroleiro, considerando a interacdo de
forcas hidrodindmicas e manobras simples (determinacdo de forgcas durante movimentos
prescritos por hélice, leme e casco em funcgdo da velocidade e aceleracdo). Nesse trabalho, ER
é considerada para estimar Eh resultante em todo dominio de calculo. Como conclusdo, com
base nos resultados obtidos (V&YV), os autores afirmam que o método proposto apresenta
nivel de concordancia condizente com o problema real. Entretanto, destacam que esse nivel de
concordancia é reduzido em algumas regides da malha e sugerem, como trabalho futuro, o
refinamento da malha nessas regides, ou seja, tal efeito pode estar relacionado com a
magnitude de Eh local. Porém, nesse trabalho ER ndo foi empregada na reducdo de Eh, o que
poderia representar uma alternativa viavel para solucionar a imprecisdo identificada.

Wang e Zhang (2009) e Wang et al. (2011) consideram a aplicacdo de ER, com o

objetivo de reduzir Eh, na resolucdo numérica da equacdo de Poisson em dominio
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bidimensional. Como resultado, obtém uma solugdo numérica de sexta ordem de acuracia a
partir da solucdo obtida pelo esquema compacto de quarta ordem proposto por Zhang (2002),
em Diferencas Finitas. Segundo os autores, um esquema compacto de sexta ordem explicito
pode ser impossivel de ser desenvolvido em uma Unica malha, e afirmam que essa
metodologia envolvendo ER (e duas malhas) requer baixo custo computacional.
Sugerem, ainda, a extensdo do trabalho para as equacdes de Poisson e de adveccdo-difuséo
em dominio tridimensional. Nessa perspectiva, Ma e Ge (2010) e Wang e Zhang (2010)
aplicam ER na resolucdo da equacao de advec¢do-difusdo em dominio tridimensional e obtém
resultados semelhantes, isto é, solu¢cbes numéricas de sexta ordem a partir de solucdes
numeéricas de quarta ordem. Contudo, nesses trabalhos ER ndo é empregada como estimador
de Eh.

Rahul e Bhattacharyya (2006) analisam a pa de solugdes resultantes de aproximagdes
numeéricas unilaterais, em Diferencas Finitas, empregadas quando as condi¢des de contorno
envolvem o calculo de derivadas. Para elevacdo dessa ordem, aplicam ER duas vezes, isto é,
consideram MER com trés malha distintas e dois niveis de extrapolacdo. Dessa forma,
passam pelas ordens: dois, trés e atingem a ordem quatro. Esse resultado é comparado com
um esquema de quarta ordem, que envolve cinco pontos da malha, na resolu¢do numérica de
um problema de conducdo de calor em dominio bidimensional. Para o caso considerado,
ambas as solugcdes tém comportamento semelhante, ou seja, resultam em mesmo valor de pa.
Entretanto, a aproximacdo proposta (com o emprego de MER) envolve um nimero menor de
pontos da malha e, consequentemente, acarreta em um melhor condicionamento para a matriz
de coeficientes do sistema de equacdes algébricas (gerado pelo processo de discretizacdo).

Ashraf et al. (2011) realizam um estudo numerico sobre os efeitos da variagdo do
namero de Reynolds (Re) (baseado na velocidade de inje¢cdo) em um problema de escoamento
laminar bidimensional, em regime permanente, de fluido incompressivel em um canal com
parede porosa. O modelo numérico envolve a aplicacdo de aproximacgdes de segunda ordem
de acuracia em Diferencas Finitas. Nesse trabalho ER é considerada a partir de solucGes
numeéricas obtidas em trés malhas distintas, isto é, considera-se a aplicacdo de MER com dois
niveis de extrapolacdo. Segundo os autores "o uso de dois niveis de extrapolacdo melhora
significativamente a acuracia dos resultados"”, e sdo apresentados os resultados numéricos
para os trés niveis de malha e com MER. No entanto, pa ndo é calculada a posteriori da
solucdo numérica, ou seja, nao é identificada a ordem de acuracia (pratica ou real) dos

resultados numéricos obtidos. Além disso, nesse trabalho, ER ndo é utilizada para estimar Eh.



29

Zlatev et al. (2011) consideram a combinacdo de ER com o esquema Crank-Nicolson
na resolucdo da equacdo de adveccdo, nas varidveis x (espaco) e t (tempo). O objetivo
proposto é o aumento de pa. Segundo 0s autores, "esperava-se que a combinacdo de ER e
Crank-Nicolson resultasse em um método de terceira ordem, mas esse ndo foi o resultado
obtido". No entanto, sabe-se (da literatura disponivel) que a aplicacdo de ER com um nivel
de extrapolacdo proporciona a obtencdo da segunda ordem verdadeira de Eh e, ndo
necessariamente eleva em uma unidade o valor de pa. Nesse trabalho, para a aplicacdo de ER,
sdo considerados dois niveis de malha — fina e grossa. E, para obten¢cdo do mesmo ndmero
de pontos em ambas as malhas considerou-se o emprego de interpolagdo polinomial
envolvendo dois casos: interpolacdo linear e cubica. Com a utilizacdo de interpolacdo
linear e ER obtém-se pa com valor dois, ja com o uso de interpolacdo cubica e ER obtém-se
pa com valor quatro. Esses resultados podem ser atribuidos a ordem do erro do método de
interpolacdo adotado — a interpolacdo linear possui um erro de ordem limitada inferiormente
pelo valor dois, e a interpolacdo cubica possui um erro de ordem limitada inferiormente pelo
valor quatro. Nesse caso, a ordem resultante depende da combinacgédo de ER, Crank-Nicolson
e também ¢ afetada pela ordem do polinémio interpolador empregado.

Prange et al. (2011) consideram a abordagem em Diferencas Finitas, com
aproximacdes numéricas de segunda ordem no dominio espacial e de primeira ordem no
dominio temporal, na resolucdo de um problema de escoamento em meio poroso. Nesse
trabalho ER € considerada como estimador e, também, para reduzir Eh. Segundo os autores, 0
tempo de simulacéo foi significativamente reduzido com uso de ER, atingindo niveis de
um segundo, em comparacdo com mil segundos necessarios para obter a mesma acuracia nas
solucBes, sem o uso de ER, o que evidencia a sua eficacia para o problema estudado.

Mukherjee e Natesan (2011) propdem a utilizagdo de uma técnica de pods-
processamento, baseada em ER, em um problema advectivo-difusivo singularmente
perturbado — utilizacdo de um parédmetro ¢ tendendo a zero — em regime transiente. Com a
ocorréncia de singularidade, os métodos numéricos classicos (Diferencas Finitas ou
Volumes Finitos), aplicados com malhas uniformes, normalmente resultam em solugdes
numéricas inacuradas (baixa ordem de acuracia). Essa deficiéncia tem motivado o
desenvolvimento de métodos numéricos que busquem garantir uma convergéncia uniforme
em todo dominio de célculo. Nessa perspectiva, 0 emprego de ER é considerado a partir de
aproximagdes numericas de primeira ordem. Ao final, sdo obtidas solu¢gBes numéricas de

segunda ordem com suas respectivas estimativas de Eh.
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Também com esse enfoque, Feng e Li (2010) consideram ER para obtengdo de um
esquema de segunda ordem de acuracia, em Diferencas Finitas, na resolucdo da equacdo de
Poisson com coeficientes descontinuos em dominio bidimensional. Segundo os autores
existem poucos metodos de alta ordem, disponiveis na literatura, tais como os métodos de
fronteira imersa para resolucdo desse tipo de problema. Apesar de a deducdo de esquemas
consistentes em problemas de interface (fronteira imersa) ser relativamente simples, a
verificacdo de sua estabilidade ndo é uma tarefa facil. Além disso, a aplicacdo desses métodos
torna-se complexa devido a alteracdo dos coeficientes das aproximagcfes numéricas e por ndo
resultarem em matrizes positivo definidas. Nesse sentido, os autores propdem a aplicagédo de
aproximacdes de primeira ordem, convergentes (estaveis e consistentes) (ocorréncia de matriz
positivo definida), e entdo aplicam ER para obtencdo de solugcdes numéricas de segunda
ordem de acurécia. A confirmacdo da obtencdo de segunda ordem ¢é feita através do célculo de
pa a posteriori da solu¢cdo numérica. No entanto, os autores consideram a aplicacdo de ER,
novamente, sobre os resultados obtidos (segunda ordem) e afirmam que: “0 erro torna-se
menor do que o obtido com apenas um nivel de extrapolacdo, porém a ordem continua a ser a
mesma (de segunda ordem)”. Tal efeito pode estar relacionado com a localizacdo da
descontinuidade analisada, em malhas distintas, ou seja, tal localizacdo pode ser
alterada devido, apenas, ao processo de refinamento de malha (variavel com coordenada
movel, com a malha). Com isso, ER perde o seu efeito tedrico sobre o aumento de pa.

Ertuk et al. (2005) utilizam MER na resolugcdo numérica do escoamento permanente
bidimensional de fluido incompressivel em uma cavidade com tampa movel (na formulacéo
funcdo corrente x vorticidade), para nimeros de Reynolds (Re) de até Re = 21.000. Nesse
trabalho considerou-se 0 emprego de MER a partir das solu¢ées numéricas disponiveis em
trés malhas distintas (dois niveis de extrapolacdo). Com isso, a ordem de acuracia obtida
passou de segunda para sexta ordem. As solucGes numéricas encontradas concordam com 0S
resultados de referéncia disponiveis na literatura; entretanto, ndo sao apresentadas estimativas
de Eh considerando-se ER.

Em Analise Numérica o emprego (tedrico) de MER, considerando varios niveis de
extrapolacdo, pode ser encontrado em livros-texto e em artigos cientificos, como: Burden e
Faires (2008) e Christiansen e Petersen (1989). Por outro lado, um exemplo préatico do
emprego de MER (com diversos niveis) é detalhado em Chang et al. (2011), na area de
finangas, para a predicdo de opgdes do mercado financeiro americano onde, segundo o0s
autores, o desempenho de MER superou os resultados disponiveis na literatura envolvendo a
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aplicacdo de métodos estocésticos. No entanto, em CFD ndo é comum se encontrar a
utilizacdo de MER com mais do que dois ou trés niveis de extrapolagéo.

Em Marchi et al. (2013), verifica-se a eficacia de MER, para reduzir o erro de
discretizacdo em malhas triangulares e quadrangulares, na resolucdo numérica (por volumes
finitos) da equacdo de Laplace em dominio bidimensional. A metodologia empregada envolve
diversas variaveis, duas geometrias de célculo, e até onze niveis de extrapolacdo. Dessa
forma, verificou-se que MER é eficaz na reducdo do erro de discretizacdo do problema
investigado, entretanto, constatou-se que a reducdao do erro numérico (com MER) depende,
entre outros fatores, da variavel de interesse e da geometria de célculo. Segundo o0s autores,
embora o erro numérico tenha sido reduzido, o comportamento tedrico de MER nao foi
alcancado para todas as variaveis — particularmente em varidveis localizadas nos contornos
do dominio de célculo ao se considerar uma geometria triangular. Segundo os autores, a razao
pela qual MER nédo € eficaz para este tipo de variavel de interesse, no segundo tipo de
geometria empregado, ainda ndo esta clara e requer estudos complementares, que estdo em
andamento.

Nesse contexto, dentre as dificuldades sobre o emprego de MER relatadas na
literatura, Burg e Erwin (2009) destacam: a vulnerabilidade a efeitos de dispersdo causados
pela localizag&o de caracteristicas fisicas, que pode variar com o refinamento de malha; a
execucdo indevida de um algoritmo de forma que pa tedrica ndo seja alcancada; e o
refinamento de malha resultando em uma sequéncia de malhas que ndo sejam
geometricamente semelhantes (razdo de refino variavel). Segundo os autores, uma falha de
MER pode ser erroneamente justificada pelo fato de ‘nédo se estar na faixa assintotica para pa’,
quando, na verdade, a falha pode estar relacionada as causas mencionadas anteriormente. Esse
equivoco de interpretacdo pode ser evitado ao se considerar 0 monitoramento de pa estimada
— identificacdo de comportamento monot6nico e convergente para as ordens a posteriori da
solucdo numérica (ordens efetiva e/ou aparente). Desse modo pode-se, também, identificar o
alcance de pa tedrica.

Das dificuldades apontadas por Burg e Erwin (2009), para se garantir um bom
desempenho de MER ¢é recomendavel se considerar: razdo de refino constante, e analise de pa
a priori (teorica) (quando possivel) e a posteriori (estimativa numérica). Quanto aos efeitos
de dispersdo, as oscilacdes em simulagfes numéricas podem ser inerentes as solucdes
analiticas com descontinuidades. E essas descontinuidades podem ser afetadas pela resolugéo
da malha, devido a sua localizagdo (situacdo encontrada por Feng e Li (2010)). Sobre essa

variagdo de posicdo com a resolugéo da malha, como exemplo: numericamente a localizagéo
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de uma onda de choque pode mudar devido, exclusivamente, a malha adotada. Percebe-se que
essa dificuldade tem semelhanga & encontrada por Marchi et al. (2009) em variaveis com
valores extremos, ou seja, 0 ponto extremo para determinada variavel de interesse pode
apresentar mudanca de coordenada com o processo de refinamento de malha. Esse efeito
caracteriza o que se denomina, neste trabalho, de variavel com coordenada mdvel.

Essa questdo (variavel com coordenada movel) é mencionada, também, por Nicolas et
al. (2011) ao empregar ER na obtengdo de solu¢cdo numérica de referéncia (benchmark) em
um problema de escoamento tridimensional envolvendo convecgdo-mista sobre um canal
retangular horizontal aquecido inferiormente — escoamento termo-convectivo, cujo modelo
matematico € baseado nas equacOes de Navier-Stokes, de conservacdo da massa e da energia.
Nesse trabalho, os métodos numéricos adotados foram: Diferengas Finitas e VVolumes Finitos,
e a acuracia dos resultados é elevada mediante o emprego de ER. Entretanto, sua eficacia é
reduzida nas proximidades do contorno inferior. Nesse contorno detectou-se uma
descontinuidade no funcional que descreve o gradiente de temperatura. Sobre esse fenémeno,
contudo, os autores questionam se todo tipo de singularidade pode afetar o desempenho de ER
e citam como exemplo: “o que ocorre com ER em outras varidveis tais como extremos
locais?”.

De modo geral, com relacdo as dificuldades mencionadas sobre o emprego de MER
em variavel com coordenada movel (com a resolucdo da malha) — dentre as quais esta a
localizacdo de pontos extremos — ndo foram encontradas, na bibliografia atualmente
disponivel, pesquisas sobre alternativas que busquem contorna-las. Tais estudos sdo Uteis no
contexto de Verificacdo e Validacdo em CFD para obtencdo de solugdo numérica com ordem
elevada mesmo nos casos em que ndo se conhece a priori a localizacdo exata da variavel de
interesse — caso em que, comprovadamente, MER perde o seu efeito tedrico sobre a elevacdo
da pa e reducéo de Eh.

1.3 OBJETIVOS

O objetivo geral deste trabalho é contribuir com a superacdo das dificuldades do
emprego de MER em CFD, especialmente para variaveis que ndo possuem localizacdo nodal.
Os objetivos especificos consistem em:
e investigar o desempenho de MER em variaveis que possuem diferentes

caracteristicas com relacdo a sua localizacdo coordenada, em malhas distintas;
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e estabelecer a metodologia adequada, para o emprego de MER, em cada tipo de
variavel identificada;
e apresentar uma expressao confiavel e acurada para se estimar o valor do erro

de discretizacdo obtido com a aplicagdo de MER, em cada caso.

1.4 ORGANIZACAO DO TEXTO

A continuidade do presente texto esta organizada da seguinte forma: no capitulo 2 sdo
tratados conceitos e aspectos tedricos sobre erros numéricos, ER e MER, bem como séo
abordados os métodos numéricos utilizados; no capitulo 3 é apresentada a metodologia
proposta para o emprego de MER em cinco tipos de variaveis classificadas de acordo com a
sua localizacdo em malhas distintas; no capitulo 4 sdo propostos estimadores para Eh e Em,
com base em MER; no capitulo 5 sdo apresentados detalhes sobre os problemas-teste
adotados, isto é, sdo apresentados os modelos mateméticos e numericos empregados com o
objetivo de se testar a metodologia proposta; o capitulo 6 traz os resultados obtidos e no
capitulo 7 séo tratadas as conclusdes, contribuicfes e as sugestdes de trabalhos futuros.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo sdo tratados alguns fundamentos que constituem a base tedrica do
presente trabalho. Primeiramente sdo abordados conceitos e defini¢cbes sobre erros numéricos
e suas fontes. Em seguida sdo tratados aspectos envolvendo os topicos: métodos de
discretizacdo; resolucdo de sistemas de equacOes; interpolacdo polinomial; métodos de
otimizacdo; Extrapolacdo de Richardson (ER) e Multiextrapolacdo de Richardson (MER). A
abordagem considerada esta focada no problema definido na se¢do 1.1.

2.1 ERRO NUMERICO

Segundo Ferziger e Peric (2002), o erro numérico é definido como a diferenca entre a

solucdo analitica exata (®) de uma variavel de interesse e a sua solugdo numérica (¢), ou seja,

E(¢)=D—9. (2.1)

O erro numérico é causado por diversas fontes, que sao (MARCHI, 2001): erros de

truncamento (E;), erros de iteracdo (E,), erros de arredondamento (E_) e erros de

programacéao (E, ). Simbolicamente, tem-se:

E(¢)=E(E;.E,,E, . Ey). (2.2)

Cada uma dessas quatro fontes de erro € explicada a seguir, separadamente.

2.1.1 Erro de Truncamento

O erro que ocorre ao se truncar um processo infinito é chamado erro de truncamento
(E,), ou seja, é proveniente do fato de se aproximar um modelo matematico continuo, com
informagdo em um conjunto infinito, por um modelo numérico discreto com informagdo em
um conjunto finito (ROACHE, 1998).

Segundo Tannehill et al. (1997) e Ferziger e Peric (2002) o erro de truncamento de
uma equacdo diferencial é o residuo obtido quando se substitui a solu¢do analitica exata de
uma variavel dependente na equacéo discretizada, que é resultante da aplicacdo de um método
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numérico sobre a equacdo diferencial. Tal fonte de erro € igual ao oposto do valor
correspondente ao operador numérico aplicado a solucdo analitica da variavel dependente.

Ao se considerar a divisdo de um dominio continuo em pontos com espagamento h, o
erro de truncamento de uma equacdo diferencial ou de uma aproximagdo numérica qualquer

pode ser representado genericamente por (FERZIGER e PERIC, 2002):

E, =C,h* +Ch™ +C,h™ +C,h™» + ..., (2.3)

onde os coeficientes reais C,,C,,C,,C;,... podem ser positivos ou negativos e podem ser
funcdo da variavel dependente e de suas derivadas, mas independem de h. Por definicdo, as
ordens verdadeiras (p,), sdo os expoentes de h dos termos ndo-nulos na Eq. (2.3) e sdo
numeros reais que seguem a relagdo: 1< p, < p, < p, < p,.... Geralmente, p, constitui uma
progressdo aritmética. O menor expoente de h (p,),é chamado ordem assintética.

Quando h—0, o E, é dominado pela primeira parcela da Eq. (2.3), isto ¢, C,h™
torna-se a principal componente de E., com a diminuigdo de h. Nesse caso, ao se considerar
o grafico bilogaritmico de E, versus h, a sua inclinagdo em relacdo ao eixo das abscissas
tende ao valor de p, (com a diminui¢&o de h). Quanto maior for esse valor, maior sera a taxa

de reducdo de E, com a diminuigéo de h.

Neste trabalho, o parametro h esta relacionado a subdivisdo de um dominio continuo
em N ‘partes’, elementos ou volumes de mesmo tamanho. A esse processo denomina-se
discretizacdo (uniforme) do dominio de calculo, ou seja, da determinagdo, ao longo do
dominio, sobre quais pontos (igualmente espacados) se deseja conhecer a variavel
dependente. Ou ainda, h corresponde ao espacamento entre esses pontos (ou nés). Aqui, essa
consideracao é estendida aos métodos: Diferencas Finitas e Volumes Finitos em dominios uni

e bidimensional.

2.1.2 Erro de Iteracéo

De modo geral, o erro de iteracdo (E,) tem como causas: 0 emprego de meétodos
iterativos para resolucdo do sistema de equacBes algébricas resultantes do processo de
discretizacdo; a resolucdo de problemas ndo lineares em que a matriz dos coeficientes é
funcdo da varidvel dependente do problema; e o tratamento de modelos matematicos
constituidos por mais de uma equacdo, sendo cada uma resolvida separadamente. Como
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exemplo: com a aplicagdo de determinado método numérico sobre um modelo mateméatico
obtém-se um sistema de equacOes algébricas; ao se considerar a resolucdo desse sistema com
0 emprego de métodos iterativos, tem-se uma das causas de E,. De acordo com Ferziger e
Peric (2002), neste caso, considerando-se a solugdo numérica (¢) para determinada variavel de

interesse, E, é definido pela diferenca entre a solugéo exata (¢,, ), para o sistema de equagdes

algébricas, e a solugdo numérica em uma dada iteracio | (¢("). Admitindo-se que a solucéo

exata do sistema seja Unica, tem-se:

E, =4, —¢". (2.4)

Usualmente os efeitos de E,, em simulag¢des numéricas, sdo controlados pelo aumento
do nimero de iteragBes, isto é, para | — o obtém-se E, - 0. Um detalhamento sobre o

controle e estimativa desse tipo de erro, em CFD, é apresentado em Martins e Marchi (2008).

2.1.3 Erro de Arredondamento

Os erros de arredondamento (E_) ocorrem principalmente devido a representacéo
finita dos numeros reais nas computacgdes. Eles dependem do compilador (software) usado
para gerar o codigo computacional e do computador (hardware) empregado em sua execucao.

Quanto maior é a precisdo utilizada para representar as variaveis, menores séo os E_;

entretanto, maior é a memoria computacional necessaria para 0 armazenamento dessas

variaveis (MARCHI, 2001). De modo geral, a magnitude de E_ tende a crescer com o

aumento do nimero de operacGes matematicas realizadas, através do processo de propagacdo

de erros.

2.1.4 Erro de Programacao

Muitos erros podem ocorrer durante o desenvolvimento de um programa
computacional. Esses erros podem ser ocasionados por um mau entendimento dos elementos
da linguagem utilizada ou até mesmo por descuido. Na categoria de erros de programacao
(Ep,) incluem-se basicamente (ROACHE, 1998): os erros resultantes do uso incorreto de um
modelo numérico na aproximacdo de um modelo matematico; os erros gerados na
implementacdo do modelo numérico em um programa computacional; os erros cometidos no

uso do programa computacional durante a obtencdo da solugdo numérica; e qualquer outra
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eventual fonte de erro, como por exemplo: usar uma solucdo analitica com precisdo inferior a
da solugdo numérica.

Uma maneira de se evitar esse tipo de erro é efetuar testes para detectar erros no
programa. As obras de Maliska (2004) e Roache (1998) sdo exemplos de trabalhos que
apresentam procedimentos para se detectar E,, dentre eles: implementar um programa
especifico, para depois generaliza-lo; implementar o programa em maodulos; a partir de uma
malha pequena, verificar se a solugdo converge, isto é, se E, atinge o nivel do erro de
maquina ou do erro de arredondamento; e resolver um problema ‘fabricado’ (com solucéo

analitica conhecida) para verificar se com h — 0 as ordens efetiva (p.) e aparente (p,)

(detalhadas na proxima subse¢do) tendema p,.

2.1.5 Erro de Discretizacéo

Quando as demais fontes de erro sdo minimizadas ou inexistentes, o erro de
truncamento passa a ser denominado erro de discretizacdo (FERZIGER e PERIC, 2002), e €
representado aqui por Eh. Neste contexto, Eh corresponde ao erro de discretizagdo associado a

¢ na malha uniforme com um espagamento h sobre o dominio real Q, ou apenas referenciada

como malha Q".

Neste trabalho as simulacGes numéricas sdo realizadas em precisdo quadrupla, apos a
verificacdo dos codigos computacionais com base nos testes de coeréncia estabelecidos no
protocolo de Marchi (2007), minimizando-se assim os efeitos de E,, e E_. Por sua vez, E, é
controlado considerando-se o emprego de métodos multigrid (BRIGGS et al., 2000)
associados a um grande numero de iteracfes (até que se atinja o erro de maquina) e 0
monitoramento de um parametro de controle baseado no residuo das equacgdes algébricas
(conforme seré detalhado na se¢do 2.3).

Consta na literatura sobre Verificacdo e Validacdo numérica (V&V) em CFD que Eh
representa a principal fonte de erro numérico (ROY e OBERKAMPF, 2011). Nesta proposta,

Eh representa o objeto de estudo e, por analogia a forma geral de E,, considera-se:

Eh=c,h™ +ch™ +c,h™ +c,h™ +..., (2.5)

onde os coeficientes c¢;, com j=0,1,2,3,..., e os expoentes p, ={p,, Py, P,, P3,-..} (ordens

verdadeiras) seguem as defini¢Oes apresentadas anteriormente (na Eq. (2.3)).
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Segundo Szabd e Babuska (1991), Eh pode ser estimado a priori ou a posteriori da
obtencédo da solucdo numérica. As estimativas a priori consistem, basicamente, na estimativa
da ordem de acuracia (pa). Isto é feito considerando-se a definicdo de Er e 0 emprego da série
de Taylor (KREYSZIG, 1999). Com base nesse enfoque, admite-se que Eh tenha a mesma
forma funcional quando h—0 (MARCHI, 2001) e considera-se uma perspectiva

monocoeficiente, ou seja,

Eh=ch™, (2.6)

onde ¢ é um coeficiente admitido ser constante e p, corresponde, basicamente, ao valor de
p,- Com a obtencgdo de pa é possivel avaliar, a priori, o efeito da redugdo de h sobre Eh. Por
exemplo, ao se admitir os erros de discretizagio Eh, e Eh, associados a ¢ nas malhas Q" e

Q" | grossa e fina, respectivamente, tem-se:

Pa Pa
Eh, _ch™ (h —rP 2.7)
Eh, ch™ (h,

onde r =h,/h, representa a razéo de refino de malha. Nessa perspectiva, r®* indica o fator de
reducdo de Eh, com o refinamento de malha.

Por outro lado, segundo Marchi (2001) as estimativas de Eh a posteriori sdo usadas
para estimar efetivamente a sua magnitude. Neste trabalho, essas estimativas sdo realizadas
com base em solu¢des numéricas obtidas em duas ou mais malhas distintas, e considerando-se
0 emprego da ER (conforme detalhado na Secdo 2.4).

A anélise de pa a posteriori da solugdo numérica é baseada no calculo das ordens

efetiva (p.) e aparente (p,), em que p. é definida como a inclinagéo local do gréafico
bilogaritmico de Ehxh. De maneira semelhante, p, é definida como a inclinagéo local do

grafico bilogaritmico da estimativa de Eh, denotada por Uh (em inglés, uncertainty) versus h,

ou seja, Uhxh. As expressdes para o calculo de p. e p, sdo apresentadas na sequéncia

(MARCHI, 2001):



39

(8] ulit

Pe = log(r)  log(r) ' (2:8)
Iogmz:zl}
Py =g (2.9)

onde ¢, ¢, e ¢, correspondem, respectivamente, as solugdes numericas obtidas nas malhas
Q™ (grossa), Q" (fina) e Q" (superfina); com r =h,/h, = h, /h, (razdo de refino constante).
Nos casos em que n&do se conhecem a solucéo analitica (® ) e a ordem assintética (p,)

é possivel se considerar a analise de pa com base no célculo de p, .

2.2 METODOS DE DISCRETIZAGCAO

Ao se considerar a abordagem numérica para solucionar um dado modelo matematico
constituido por equacdes diferenciais é necessario, inicialmente, se expressar de forma
adequada o dominio de calculo, ou seja, determinar em quais pontos (malha) as solucGes
numéricas serdo obtidas (FORTUNA, 2000). As Figs. 2.1 e 5.4 sdo exemplos dessa
representacdo, e constituem as malhas adotadas nos problemas-modelo considerados nesta
tese.

Apos a discretizacdo do dominio de célculo (geracdo da malha), um método numérico
tem como tarefa resolver uma ou mais equacgdes diferenciais, substituindo as derivadas
existentes por expressdes algébricas que envolvem a fungdo incognita (MARCHI, 2001). Esse
processo € denominado discretizacdo das equacbes. Na sequéncia sdo apresentados,
resumidamente, os métodos de discretizacdo adotados.

2.2.1 Método de Diferencgas Finitas

O principio fundamental do Método de Diferencas Finitas (MDF) é aproximar através
de expressdes algébricas cada termo do modelo matematico para cada ponto ou né da malha
(FERZIGER e PERIC, 2002). Para isso, considera-se a substituicdo das derivadas por

aproximacdes em termos dos valores nodais das funcdes. O resultado é uma equacdo
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algébrica por né (ponto) da malha, em que o valor de cada varidvel nodal e de um
determinado nimero de vizinhos aparecem como incognitas.

Para obtencdo das aproximacgdes para as derivadas sdo consideradas expansfes em
séries de Taylor. Nesta proposta, no caso 1 (Poisson 1D, secdo 5.1.1) considera-se a
aproximacao do tipo CDS (Central Differencing Scheme) (BURDEN e FAIRES, 2008), com
pa = 2 (CDS-2), e com pa = 4 através do esquema compacto de quarta ordem proposto por
Pulino e Torres (2006) (cujos detalhes sdo apresentados na se¢ao 5.2.1).

Como exemplo: para as variaveis dependente T (temperatura) e independente X
(coordenada espacial) a aproximacao por CDS-2 para a derivada de segunda ordem é dada por

d°T : T.,—2T,+T,,
(dxz ] ~ (TCDS—Z)i = h? = (2.10)

onde o subscrito i representa a avaliacdo sobre o n6 i (ou ponto i) da malha, com coordenada

X., h & o espagamento (uniforme) entre dois nos vizinhos, conforme ilustrado na Fig. 2.1, e

T. =T(x) indica o valor obtido para a variavel T no ponto i.

i—-1 i i+1
° ® ® >
- - orfe -

h h

Figura 2.1: Representacéo do ponto i sobre a malha unidimensional.

A expressdo para o erro cometido no processo de discretizagdo em ¢ = (TCDS_2 )i , pode

ser obtida considerando-se a expansdo da série de Taylor, para os pontos i—1 e i+1 (Fig.

2.1), avaliada sobre o ponto i, ou seja,

2 2 3 3 4 4 5 5
TS e ST) (ST (ST (T e
dx J, dx® ). 2 dx* ). 6 dx® ) 24 | dx® ) 120

2 2 3 3 4 4 5 5
Ti+1:Ti+(d—Tj h+ d I h—+ d'3|' h—+ d-[ h—+ dl- h—+ (2.12)
dx /. dx ). 2 (dx* ) 6 (dx" ) 24 (dx> ) 120




41

Entdo, utilizando-se as Eqgs. (2.11) e (2.12) para obter uma expressdo para aproximar

2
e comparando-a com a Eqg. (2.10), obtém-se

X2

) dTYh* (dT) h* (d®T) nh®
Eh T | — | — P —_ . 2'13
( CDS_z)I ( dx* 1 12 ( dx’ ]i 360 ( dx® ]i 20160 ( )

e, de acordo com as defini¢des apresentadas anteriormente, tem-se:

1(dT 1 (d°T 1 (d°T
Co=—— ,C, = ——— ,C,p=——— ooy € =2,4,6,... (214
° 12(dx41 ' 360(dx6 1 ? 20160(dx81 P (214)

Analogamente, a aproximacdo por CDS-4 para a derivada de segunda ordem é dada

por
d’T : 16T, +16T,, -T,_, T, — 30T,
(d71 e ) =g (215)
E a expressdo para 0 erro cometido no processo de discretizagdo em ¢:(T(;'DS_4)i,
torna-se

" d°T) h* (d°T) h® (d°T) h
En{Tos ) = (d?] 90 J{ i’ ] 1008 +( ax"” ] 21600 (2.16)

onde, de acordo com as defini¢Ges apresentadas anteriormente, se tem

1(d°T 1 (d°T 1 (deT
C,=— G =——| —1|,C,=——| —|,..., & =4,6,8,.... 2.17
° 90(dx6 1 ' 1008(dx81 ? 21600(dx1°1 P @17)

Os valores p, =4,6,8,... também podem ser obtidos considerando-se o emprego de

um esquema compacto de alta ordem, conforme descrito na se¢éo 5.2.1 (Poisson 1D).



42

2.2.2 Método de Volumes Finitos

A caracteristica basica do Método de Volumes Finitos (MVF) é a integracdo das
equacdes diferenciais (modelo matematico), na forma conservativa, sobre um volume de
controle elementar qualquer (MALISKA, 2004). A representacdo unidimensional do volume
de controle genérico P é dada na Fig. 2.2, e o enfoque bidimensional é abordado na resolucéo
do caso 3 (Burgers 2D, secdo 5.3.3), sendo representado na Fig. 5.4.

Nesse método, as variaveis de interesse sdo armazenadas no centro geométrico do
volume de controle (centroide) e, para a discretizacdo do modelo matematico sdo necessarias
expressdes algébricas envolvendo a variavel dependente e/ou suas derivadas, avaliadas nas
faces dos volumes de controle. Essas expressdes sdo chamadas fungdes de interpolagdo. Em
geral, essas funcdes tém o objetivo de avaliar uma propriedade (genérica) na interface do
volume de controle bem como suas derivadas. Normalmente, para a avaliacdo das derivadas é
suficiente 0 uso de um esquema de diferencas centrais, e na avaliagdo da variavel €
empregado algum mecanismo que considere os efeitos advectivos do problema (VERSTEEG
e MALALASEKERA, 2007).

Como exemplo: para as variaveis dependente T e independente x a aproximacgdo por
CDS-2 para a derivada de primeira ordem na face (e), situada entre os volumes de controle

com centroides P e E (pontos nodais) (Fig. 2.2), € dada por:

dT , T -7
(5] ~(Tins, ), =-E - P (2.18)

em que o indice subscrito e representa a avaliagdo sobre a face e (Fig. 2.2).

| P | E |
— & ——&——>
e X
e
h

Figura 2.2: Representacéo da face e entre os volumes P e E sobre a malha unidimensional
(face e centrada entre os pontos nodais).

A expressdo para o erro cometido no processo de discretizacdo em ¢ = (TCDS_z)e pode

ser obtida considerando-se a expansdo da série de Taylor, para os pontos P e E, avaliada sobre
a face e, ou seja,
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dT) h (d?T) h? (d°T) h® (d‘T) h* (d°T) h°
To=T.~|— | zt|==| = | == | =+ == ~| == +
dx ), 2 \dx?) 8 () 48 |dx*) 384 (dx° ) 3840

(2.19)
d’T) h° d'T h’
+ — +...,
dx® ), 46080 | dx’ ) 645120
dT) h (d°T) h* (d°T) h® (d'T) h* d°T h®
Te=T, +| —| =+ | —+ | =t 7 + 5 +
dx J,2 | dx 8 dx* ) 48 \dx” ) 384 | dx* ) 3840
e e e e (220)

deT h® d'T h'
+ 5 + = +....
dx® ), 46080 | dx’ ) 645120

Entdo, utilizando-se as Egs. (2.19) e (2.20) para a obtencdo de uma aproximagéo para

(;—T e comparando-a com a Eqg. (2.18), obtém-se
X

' d3-|- h2 dST h4 d7T h6
Eh(T, == — | —-— — — 2.21
( cos—z)e ( e ]e 24 ( dx® ]e 1920 ( dx’ 1 322560 @21

Portanto, de acordo com as definigdes apresentadas anteriormente, tem-se

e L(dTy o 1fdT) 1 (dT 5
°o24(dx® )" 1920(dx® )’ * 322560 dx” )

P, =2,4,6..... (2.22)

O emprego do Método de Volumes Finitos sobre o caso 3 (Burgers 2D) é detalhado na
secdo (5.3.3).

2.3 RESOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES ALGEBRICAS

Com a aplicagdo dos métodos numéricos descritos anteriormente, as equacgdes

resultantes levam a um sistema de equaces algébricas do tipo

Ag=B, (2.23)
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onde A é a matriz dos coeficientes, B € o vetor independente e ¢ € o vetor de incognitas

(solucdo numeérica). A estrutura da matriz A depende do método usado para discretizar o
modelo matematico. Entretanto, as matrizes de banda tridiagonais e pentadiagonais sao
frequentes em CFD na discretizacdo de modelos uni e bidimensionais, respectivamente.
Entdo, devido a essas caracteristicas apresentadas por A os métodos iterativos sdo mais
adequados para obtencédo de solugdo (TANNEHILL et al., 1997; BURDEN e FAIRES, 2008).
A busca de um método iterativo (solver) eficiente e preciso para a resolucdo de
sistemas de equacdes algébricas tem tido avancos significativos ao longo dos ultimos anos. Os
metodos iterativos classicos sdo caracterizados por uma baixa taxa de convergéncia iterativa o
que representa um grande obstaculo na resolugdo de problemas em CFD (PAZ et al., 2006).
De modo geral, pode-se dizer que a necessidade de algoritmos de aceleragdo de convergéncia
iterativa, eficientes e confidveis, sobre a reducdo de E,, deu origem ao método multigrid
(BRIGGS et al., 2000; TROTTENBERG et al., 2001; WESSELING e OOSTERLEE, 2001) .

Em geral E, é desconhecido, entretanto, uma forma de se controlar a sua magnitude

envolve o célculo do residuo (R),

R=B-A¢". (2.24)

O residuo mede o quanto ¢, obtido na iteracdo I, é adequado para resolver a Eq.
(2.23). Pode-se deduzir uma importante relagéo entre E, e R denominada equacéo residual

(BURDEN e FAIRES, 2008),

AE, =R. (2.25)

A Eq. (2.25) indica que E, satisfaz a Eq. (2.23) (quando B é substituido por R). Além
de ser utilizado como pardmetro de controle, R tem grande utilidade pratica no seguinte
sentido: dada uma solugdo numérica ¢ (determinada por um método iterativo na iteragao 1),
pode-se calcular R com a Eq. (2.24) e, em sequida, calcular E, com a Eq. (2.25). Entdo, ¢

pode ser melhorada (ou corrigida) considerando-se a defini¢do de E, , isto é, faz-se:

¢p=¢" +E,. (2.26)
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As Eqgs. (2.25) e (2.26) sao de grande importancia no &mbito do método multigrid. Tal
metodo caracteriza-se, basicamente, como uma técnica eficiente utilizada para tornar suaves

as oscilagdes que sdo inerentes ao comportamento de E,, fazendo-se uso de diversas malhas

estabelecidas por um processo de engrossamento. De modo geral, com o emprego de um
método iterativo classico, as iteracdes iniciais tém convergéncia rapida o que caracteriza a
presenca de modos oscilatorios em E, . Entretanto, apds algumas iteracGes o processo torna-se
lento, o que indica que E, est4d composto predominantemente por modos suaves (ap0s a
‘suavizagao’ das iteracgdes iniciais) (BRANDT, 1977).

Os métodos iterativos classicos, dentre eles Gauss-Seidel, tém um forte efeito de
suavizagdo sobre E,, ndo o tornando necessariamente pequeno, mas ‘suave’, e essa

suavizacao constitui um dos principios do método multigrid (ERLANGGA, 2008). Aliado ao
método multigrid, os métodos Gauss-Seidel Lexicografico e Gauss-Seidel Red-black séo
considerados os mais adequados por Singh e Williams (2005), Zhang (1996), Wang e Zhang
(2010).

Existem muitas variagdes do método multigrid, entretanto, a caracteristica mais
representativa e comum a todos eles é a existéncia de uma colecdo hierarquica de malhas,
gerada por um processo de engrossamento. Entdo, considera-se o emprego do solver nao
apenas em uma Unica malha, mas em todas as malhas na sequéncia em que foram geradas, da

mais fina para a mais grossa (onde os modos suaves de E, tornam-se mais oscilatorios).

Sucessivamente, as solu¢des numéricas sao transferidas, de malha em malha, até a malha mais
grossa considerada (processo de restricdo). Na presente proposta, esse processo € repetido até
que a malha mais grossa possivel seja alcancada.

A partir de entdo, o procedimento adotado, conhecido como suavizagdo, transfere
(além de suavizar/corrigir) informagdes de uma malha mais grossa para a malha
imediatamente mais fina (operador de prolongacdo), em um processo que s6 acaba quando se
atinge a malha original. A esta forma de percorrer as malhas, da-se o nome de ciclo V.

Em outras palavras, o método multigrid consiste basicamente na adocdo de trés

passos: suavizagdo, restricdo e correcdo/prolongacdo (BRIGGS et al., 2000). Utiliza-se do
solver para suavizar E, em uma malha Q", entfio se transfere as informagdes (residuo e/ou
solucdo) dessa malha para a malha imediatamente mais grossa, Q™ (operador de restric&o)
com (>1(razdo de engrossamento). Entre os operadores de restricdo conhecidos, um dos

mais utilizados é o operador de restricdo por injecdo (BRIGGS et al., 2000; TROTTENBERG
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et al., 2001; WESSELING e OOSTERLEE, 2001). A Fig. 2.3, retirada de Trottenberg et al.
(2001), ilustra o uso do operador de restricdo por inje¢do no caso de Q2 bidimensional.

Em seguida, transferem-se as informagdes da malha grossa para a malha
imediatamente mais fina (operador de prolongacao), e suaviza-se novamente (corre¢éo). Entre
os operadores de prolongacdo conhecidos, a interpolacdo linear (dominio unidimensional) e a
bilinear (dominio bidimensional) (BRIGGS et al., 2000; FERZIGER e PERIC, 1999;
TANNEHILL et al., 1997; TROTTENBERG et al., 2001; WESSELING, 1992) sdo bastante
utilizadas. A Fig. 2.4, adaptada de Trottenberg et al. (2001) ilustra o comportamento do
operador de prolongacdo por interpolacéo bilinear, no caso de Q bidimensional.

Esse processo (suavizacao, restricdo e corregdo/prolongacao) é desenvolvido até que

E, tenha sido satisfatoriamente minimizado, de acordo com um critério pré-estabelecido

baseado nas Egs (2.24) e (2.25). Mais detalhes sobre operadores de transferéncia entre
malhas, solvers, tipos de ciclos, e esquema de correcdo (CS) (onde se transferem apenas
informacBes sobre o residuo) ou esquema de aproximacdo completa (FAS) (onde se
transferem informacGes sobre o residuo e solucdo) podem ser encontrados nos textos de
Briggs et al. (2000), Trottenberg et al. (2001) e Wesseling e Oosterlee, (2001).

Figura 2.3: Restrigdo por injecdo (TROTTENBERG et al., 2001), abordagem 2D, q = 2.
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2h

Figura 2.4: Prolongacéo bilinear (adaptado de Trottenberg et al. (2001)), g = 2.

2.4 INTERPOLACAO POLINOMIAL

Com a resolucdo de um modelo matematico através do emprego de um método
numérico sdo obtidos valores para ¢ em pontos nodais determinados pela malha adotada.
Entretanto, em alguns casos, pode ocorrer a necessidade de se obter ¢ em locais especificos
que ndo coincidem com os pontos dessa malha. Nessa situacdo, o emprego de interpolagédo
polinomial representa uma ferramenta que pode ser empregada com sucesso.

Os polinbmios algébricos, ou apenas polindmios, representam uma das classes de
fungdes mais conhecidas e Uteis entre as que mapeiam o conjunto dos numeros reais, € se
destacam por resultarem em aproximag6es continuas e diferencidveis (suaves). Para qualquer
funcdo f, definida e continua em um dominio limitado Q, existe um polinémio & que é ‘tdo
proximo’ da fungdo quanto desejado (BURDEN e FAIRES, 2008). Conhecendo-se apenas
alguns pontos avaliados por f, é possivel se encontrar & que a aproxime em determinado

dominio fazendo-se:

é(%q) = f(%l])’ T] :0111"" p1 %17 € Ql (227)

onde p € um numero natural ndo-nulo que esta relacionado com o grau do polindmio a ser

obtido.
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A Eq. (2.27) da origem a um sistema de equacdes algébricas lineares, que é compativel
e determinado devido a estrutura de sua matriz coeficientes (Matriz de Vandermonde). Isso
garante a existéncia e unicidade do polindmio & que aproxima f em Q (DAHLQUIST e
BJORCK, 2008), conforme demonstrado na secdo 2.4.2 para o caso de dominio bidimensional
(o caso com dominio unidimensional pode ser demonstrado, de modo semelhante, e é
detalhado em Burden e Faires (2008)).

Na pratica existem varios métodos para obtencdo de & ; tais métodos sdao denominados
métodos de interpolacdo polinomial. Ao se considerar a aplicacdo desses métodos em
problemas que requeiram grande precisdo, € comum se considerar polindmios de ordem
elevada.

No presente trabalho, considera-se a obtencdo de fungdes continuas a partir de um
conjunto de pontos pertencentes a Q. Nesse contexto, sdo empregados os métodos de

interpolacdo polinomial em dominios uni e bidimensionais.

2.4.1 Abordagem Unidimensional

Sendo a=a,<a, <..<a,=a' um conjunto de p+1 valores reais distintos, e sendo

f uma funcdo cuja imagem é conhecida nesses pontos, busca-se um polindmio &,

pertencente ao espaco vetorial Pp, dos polinémios de uma variavel com grau menor ou igual

que p, tal que

E(a) =Kyt + K8 +..+ k8" = f(a), i=0,..,p, (2.28)

onde x; €, j=0,..., p.
O vetor K = (x, ky,...,k,) pode ser entendido como ‘coordenadas de & em Pp *, com

respeito a base de polindmios de poténcias, {1 x,...,x"}, onde x corresponde a variavel

independente.

Dentre os métodos utilizados para se encontrar tais coordenadas, K, 0s mais
utilizados sdo: Lagrange e Newton, sendo que na abordagem unidimensional adota-se a
notacdo complementar (1D) para especificar o dominio unidimensional.

Considerando-se, entdo, a,,a,..,a, € f de acordo com a descricdo anterior, o

p

polindbmio interpolador de Lagrange (1D) é determinado por:
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() =f(@)L,,(x)+ f(a)L,,(x)+..+ f(a,)L, ,(x), (2.29)

onde

L, (x) = ﬁ[% (2.30)

enquanto que o polinémio interpolador de Newton (1D) é construido a partir das diferencas
divididas de Newton (1D), DDN (1D), determinadas por:

Fla.;a)= f(a;fl):;(a‘) i=0,..,p-1 (2.31)

Mais especificamente, a Eq. (2.31) representa a DDN (1D) de primeira ordem, sendo
que as DDN (1D) de ordem superior séo calculadas recursivamente pela expressao:

F(ai+s;"';ai+1;ai): (a|+sa aa|+1!a|;1) _a(a|+s—1! aa|+1!a|) ’ |:01

wap-1, (232

emque s >1 é um ndamero inteiro.

Entéo, o polinémio interpolador de Newton (1D) fica determinado por:

ép(x) = f(ay) + F(a;a,)(X—ay) + F(az;a;a)) (X —ap)(Xx—a,) +...
+ F(ap;...;az;al; a,)(X—ay)(x—a)...(x— ap_l)

= f(a0)+Zp:F(ai;...;al;ao)ﬁ(x—xj). (2.33)

Independentemente do método adotado, a menos dos efeitos de E_, &, € o mesmo

(principio da unicidade de &). E, ao se interpolar uma funcdo f em [a,a'] por &, comete-se

um erro, que pode ser representado por

E.(x)= f()-&,(X), V x e[a,a]. (2.34)
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Sobre esse erro, de acordo com Steffensen (1950), tem-se que, se f € uma funcéo

com derivadas (f ) até ordem p+1, entdo paratodo x e (a,a'),

f(p+1)(x*)
E.(x)=f(x)-&(X) = (x—a,)-(x—a) - (Xx—a,)-....(x—a,)- w (2.35)
onde x* € (a,a").
Portanto, sobre a magnitude de E,(x) conclui-se que
EL(9]=|(x = a)- (x—) - (x— 8, (x - a,): f((;”)(lf,‘)
<foc-a)-(c-a)- (-2 te-a) - 2.3

onde M(f)= max‘f“’*l)(x)‘, xe[a,a']; isto &, M (f) corresponde & magnitude maxima de f

no dominio estabelecido.

Se além das hipGteses anteriores, 0s pontos a =a, <&, <..<a, =a' forem igualmente
espacados, ou seja, a-a,=a,-a =..=a,—a,,=heR, podem-se considerar alguns

aspectos complementares e a Eq. (2.33) pode ser reescrita como:

g0 = f(ag)+ z{A'f(a)H( - } (2.37)

1
= !h ]0

em que Af(x)=f(x+h)—f(x), A“f(x)=A"(Af(x)), e com as Egs. (2.31) e (2.32),
considerando-se o Processo de Indugéo Finita (IEZZI e MURAKAMI, 2006),

A (%)

o (2.38)

Fa:. a;8)=—5-

Nesse caso, pode-se considerar também (DAHLQUIST e BJORCK, 2008)
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(X—ap).(x—a,)...(x—a,) =O(h**), xe[a,a'], (2.39)

ou seja, esse produto resulta em um termo de ordem p+1. Portanto, com a Eg. (2.36)

conclui-se que
[E.(x|<O(h*™), (2.40)

isto €, com o emprego de interpolagdo polinomial para obtencdo de & (x), em pontos

igualmente espacados, o erro cometido é, no minimo, de ordem p+1 (podendo ser de ordem
mais elevada).

Neste trabalho, ao se considerar dominio unidimensional (1D), ambos os métodos
(Lagrange e Newton) foram empregados com o objetivo de se garantir a implementacao
correta de &,(x), ou seja, de se verificar a unicidade do polindmio interpolador. Entretanto,
sabe-se da literatura disponivel que Newton (1D) apresenta vantagens sobre Lagrange (1D)
com relacdo ao nimero de operagdes realizadas (BURDEN e FAIRES, 2008). Constatou-se,

ainda, que Newton (1D) é menos sensivel aos efeitos de E_, ao se considerar h — 0 (de

acordo com os resultados obtidos).

2.4.2 Abordagem Bidimensional

As aproximacOes para as fungdes com mais do que uma varidvel independente s&o
aproximagdes multidimensionais e, normalmente, apresentam maior dificuldade de
implementacdo do que o caso unidimensional (DAHLQUIST e BJORCK, 2008). Em

particular, considerando-se uma fungéo f(x,y) em que sdo conhecidos os valores f(x,y,)
para i=0,1,..,p e j=0,1,...,p, tem-se um polinbmio de grau, no maximo, p em X €, no

maximo, p em y que interpola esses valores. Tal polindmio tem a forma:

Exn=Y Y Xyl (2.40)

i=0 j=0
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onde os (p+1)® coeficientes «,; devem ser determinados a partir dos valores nodais
f(x;,y;), de acordo com o método estabelecido. Novamente, consideram-se os métodos:

Lagrange e Newton, porém em abordagem bidimensional (2D).

Nesse enfoque, admite-se Q — R?, delimitado por [a,a']x[b,b'], e os valores:

a=3,<a <..<a,,;<a,=a’, (2.42)

b=b, <b <..<b,,<b,=b", (2.43)

e, com isso, obtém-se o conjunto de pontos: Mp = (a;,b;); i=0,...,p; j=0,..., p.
Considerando-se, entdo, f uma funcdo definida em Q e cujas imagens sdo
conhecidas em Mp, o polinémio interpolador de Lagrange (2D) associado a f é dado por

(DAHLQUIST e BJORCK, 2008):

£,(x,y) = 22 f (a,,b,)1, 001, () (2.44)
onde

L (x) = k]j ;‘_Zkk, i=1,...p, (2.45)
e

1,(y) = k_liLg %k’ j=1...p. (2.46)

A menos dos efeitos de E_, o polinbmio interpolador que satisfaz
& (a,b;)=f(a,b;), i=0,.,p, j=0,.,p (Eq. (2.41)) existe e € Gnico (DAHLQUIST e

BJORCK, 2008). Essa afirmacdo pode ser verificada considerando-se a forma de Lagrange
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(2D) (Egs. (2.44) a (2.46)). Para isso, define-se: |, ;(x,y) =L (X)I;(y), i=0,..,p, j=0,...,p,

onde é possivel se constatar que

L@, §) = (k1) (2.47)

|i,,-(ak-bt):{o,(i, NEIGOR

ou seja, o polindmio ¢ satisfaz a condigdo de interpolacdo, o que garante a sua existéncia.
Com relagdo a sua unicidade pode-se considerar, como artificio, um valor de y fixo, b,

e [b,b'], e x variavel na Eqg. (2.41). Logo,

P .
ép(x7 bt) = Z‘,qi,txI ) (2-48)
i-0
em que
° i
Qi = zKi,jbt - (2.49)
-0

E, das condigdes de interpolacédo, os coeficientes do polindmio interpolador devem satisfazer

a equacao
: i
zqi,tak = f(aklbt)1 k :01"'1 p1 (250)
i=0
ou seja,
1 a a’ & . a’|[d] [f(@.h)]
& a12 a-l3 aip Oa¢ f(a,b)
a, a, a .. & |[/U.|=|f(@.h)| (2.51)
1 a, a,’ a’ .. a,” |[dpe] | f(a,0)]
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Como o determinante da matriz coeficiente (matriz de Vandermonde), na Eq. (2.51),

ndo € nulo, o sistema é compativel e determinado. Portanto, para cada valor de t existe uma

unica solugdo q;,, para i=1,..., p. Finalmente, os coeficientes «; ; para i =0,...,p geram o

sistema de equacdes
p .
zKi,jbtJ :qi,t1 t:01--'1p1 (252)
J=0

isto é, resultam na Eq. (2.53) que, analogamente, é um sistema possivel e determinado,

b, b b .. b"|[xio] [dio

b, b* b’ .. b &.| |G
b, bz2 bz3 bzp 1 Kiz |=]| iz |- (2.53)

1 b, b b’ o b xs]| |

Verifica-se, com isso, a unicidade do polinbmio interpolador.
Embora o método de Lagrange (2D) seja bastante Gtil do ponto de vista tedrico, no
estudo das propriedades dos polindmios interpoladores, em aplicacdes praticas tem seu uso

limitado ao se considerar malhas muito refinadas (h— 0), devido aos efeitos de E_. Esses

efeitos foram identificados nos testes numéricos realizados (conforme os resultados obtidos
em teste preliminares).
Nesse sentido, o método de Newton (2D) representa uma alternativa viavel.

Considerando-se, entdo, as funcdes de duas variaveis, f(x,y), denotam-se as DDN (2D) por:

f(a',b)- f(a,b); F(a,b:b) = f(a,b')- f(a,b).

F(a;a',b) =
( ) a'-a b'-b

(2.54)

Assume-se, por questdo de simplicidade, que os dados nodais utilizados na

interpolacdo seguem a representacéo adotada na Tab. 2.1,
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Tabela 2.1: Dados nodais considerados na interpolagéo 2D.

X y=b, y=Db y=Db, y:bp

8, T(ab) (ab) f(auh) ~  f(a.b,)
a4  f(a,b) fa,b) fab) —  f(a,b,)
&  f(a,b,) f(a,b) f(a,b,) f(a,,b,)
a, f(ap’bo) f(ap’bl) f(ap’bZ) f(ap’bp)

Em principio, é intuitivo se admitir a interpolacdo de f(x,y) a partir dos dados da

Tab. 2.1, com um enfoque unidimensional, isto é, com um valor arbitrario de x (ou de y),

interpolam-se sucessivamente:

f(x,by), f(x,0), f(Xb,),.... F(X,b,) . (2.55)

E, em cada uma dessas interpolacdes, consideram-se os dados de uma coluna (ou
linha) especifica da Tab. 2.1. Essas interpolacdes sdo, portanto, interpolagdes com uma
variavel, cuja ordem (p) é determinada pelo nimero de pontos.

Porém, esse conjunto de funcBes (Eq. (2.55)) diz respeito, evidentemente, a tabulacdo

de uma Unica funcdo f(x,y), e ndo é considerada como uma funcdo de x, com um y

constante ou vice-versa, ou seja, como uma funcdo de uma Unica variavel. Em muitos casos, a
interpolagdo de f(x,y), com valores particulares de x e em seguida de y, tratados

separadamente, ndo € satisfatéria, pois, dessa forma, se incorre em uma analise univariada (de
uma unica variavel). Nesse sentido, surge a necessidade da aplicagdo de interpolacdo em
ambas as variaveis, concomitantemente.

Ao se considerar um enfoque bidimensional, os pontos utilizados para a interpolagéo
ndo podem ser escolhidos arbitrariamente. Mas, como ja foi considerado na Tab. 2.1,
pertencem a dois sistemas de linhas paralelas (malha estruturada, ortogonal e
preferencialmente uniforme) das quais, uma é paralela ao eixo das abscissas, € a outra paralela
ao eixo das ordenadas, em um sistema de coordenadas cartesianas. Observa-se, contudo, que
ambas devem ser tratadas simultaneamente, porém as distancias entre essas paralelas podem
ser arbitraria (h quaisquer).
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Se uma tabulacdo para f(x,y) é dada, as DDN (2D) baseadas na Eq. (2.54) podem ser
formadas com relacdo a x e a y. Tais DDN (2D) com respeito a x, sdo formadas com o0s

argumentos a,,a,,...,a,, € Com respeito a y com os argumentos by,b,,...,b,. Adota-se, entdo, a
notagdo F,, =F(a,;..;a,,by;...;b), onde v<p e t<p, e para o seu calculo & mantido

padréo estabelecido na Eq. (2.54) e na Tab. 2.1, ou seja:
Foo = f(ag,by);

f(aO’bl)_ f(aO’bO) .

JOUOERIC:SY .
by) =  For =F(a,,b:0) =
)= 1= Flaobib) == 25—

F(al;a21b0): f(a21b0)_ f(apbo)’ F(ao,bl;bz): f(a01b2)_ f(aO’bl);

a, —q bz_bl

Fl,o =F (ao; a,

F(a;a,,b))—F(a,;a,,hb) .

Fz,o:F(ao;ai;a21bo): a-_a
2 0

Foz = F(ay, byibiib,) = F(a°’b1;bg):b':(a°’b°;bl);
2 0

e assim por diante,

_ F(aja,;...;a,,b) —F(ay;...;a,4,0))

F,,=F(a,a;a,;...;a,,b,) ; (2.56)
p,0 0 2 p*'~o ap_ao
F(a,,b;:b,;....b.)—F(a,,b,;...;b
FO,p = F(ao,bo;bl;bz;-..;bp) = (ao b1 2 bp)_b (ao 0 P 1), (257)
p 0

As DDN (2D) sdo representadas esquematicamente na Tab. 2.2, para a,,...,a, e
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Tabela 2.2: Diferencas Divididas de Newton, enfoque bidimensional.

Fo,o: f(ao’bo) Fo,le(ao’bo;bl) FO,p:F(aO’bO;bl;"';bp)
Fl,o:F(ao;alabo) F1,1:F(ao;aiabo;b1) Fl,p:F(aO;ai’bO;bl;"';bp)
Fz,o:F(ao;al;azabo) F2'1=F(a0;a1;a2,b0;b1) F2,p:F(ao;ai;aZ’bO;bl;"';bp)
vaozF(aO;ai;...;ap,bo) vale(aO;ai;...;ap,bo;bl) Fp'p:F(ao;ai;...;ap,bo;bl;...;bp)

Para obtencdo das DDN (2D) deve-se adotar primeiramente o calculo em x (ou emy),
ou seja, devem-se abordar os dados tabulados percorrendo-se primeiramente as colunas, e em

seguida as linhas (ou ao contrario). Neste trabalho propde-se a obtencéo de F,, atraves do

processo recursivo detalhado no Algoritmo I (Tab. 2.3), apresentado na sequéncia.

Tabela 2.3: Algoritmo I, Diferencas Divididas de Newton (2D)

Entrada:
F,=f(x.y)i=0,.,p;j=0,.,p;
param=0,.., p-1;

parak=1,2,.., p—m;

v=Kk+m;
para t=1,..., p;
F - Fv,t—l - Fv—l,t—l .
o Xv _Xk—l ’

param=0, .., p-1;
paral=1,2,.., p—m;
t=1+m;

Fv—l,t - Fv—l,t—l

para v =1,..., p; FV't =
Yi = Yia

E, por questdo de simplificacdo de notacéo, para representacao da forma interpoladora
de Newton (2D) consideram-se:

X =L X, =(X-a,).(x-a,).....(x—a, ,); (2.58)
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Yo=1 :(y_bo)-(y_bl)-----(y_bt_l)- (2.59)

Entéo, atraves das DDN (2D), o polindmio que interpola f(x,y) em xe[aj,a,] e

y e[b,,b

,b,] fica determinado pela expressao:

p p
S (6y)= X XF, XY,
- (2.60)
p p v-1 t—1
=Foo+ X 2R TT(x-a).[1(y=by).
j=

v=lt=1 i=0

A andlise sobre a ordem do erro do polinémio interpolador para o caso 2D € similar a

considerada na Eq. (2.42), sendo consideradas ambas as dimensoes.
2.5 METODOS DE OTIMIZACAO

Como mencionado anteriormente, em CFD, pode ocorrer a necessidade de se avaliar
determinada varidvel de interesse em uma localizacdo ndo nodal. Nesse caso, 0 emprego de
interpolacdo polinomial, para obtencdo de &, é recomendado. Entretanto, pode ser necessaria
ainda a obtencdo de um ponto extremo (ponto de maximo ou de minimo). Como exemplo: a
obten¢do da velocidade maxima ou da pressdo minima, em determinado campo de variacéo.
Se tal ponto procurado pertence a regido do dominio de calculo na qual & esta definida, surge
uma demanda que envolve o emprego de métodos de otimizacao.

O problema de otimizacdo pode ser posto, genericamente, da seguinte forma: seja
QcR", £:Q—> R busca-se 0 valor maximo de £(x) (ou o valor minimo de £(y) em Q)

| ¥ € Q e denota-se por maé(e:(;() (ou migej(x)). Os problemas que serdo considerados
XE XE

neste trabalho sdo os de maximizagdo (ou minimizagéo) irrestrita (cuja fungdo objetivo nédo
estd sujeita a restricbes) ndo linear diferenciavel, definidos em um conjunto convexo

(BAZARAA et al., 2006). Como & considerada ¢ uma fungdo polinomial definida em
Q=[a,a']x[b,b'] convexo, ela caracteriza uma fungdo convexa (ou cOncava), e tem-se a

garantia da existéncia e unicidade do seu ponto de minimo (ou de méaximo) global
(BAZARAA et al., 2006). Nesses casos os métodos do tipo Gradiente podem ser empregados

satisfatoriamente.
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O método do Gradiente Otimo é uma técnica de otimizago irrestrita (BAZARAA et
al., 2006). Em particular, limita-se a aplicacdo desse método de otimizacdo devido as
caracteristicas das funcdes obtidas, isto é, funcdes polinomiais em que a expressdo analitica

para o gradiente pode ser obtida facilmente. A abordagem considerada é do tipo sequencial,
ou seja, € gerada uma sequéncia de pontos {)((')}e Q onde y" ¢ o ponto obtido na iteragéo

I,
70 = 0D L 50Ogm, (2.61)

com 6% e (0,1) sendo o passo tomado na I-ésima iteracio e d" a direcdo de subida (ou
descida), isto é, d" =+VE(y"'Y) (gradiente de & avaliado em x™). Os pontos y" s&o
gerados de forma que &£(x¥) é uma sequéncia crescente (ou decrescente) de nimeros reais.

Nesse sentido, para | suficientemente grande, y‘" é uma ‘boa’ aproximacéo para a solucio
procurada (ponto de max ou min).

No enfoque unidimensional, y =xe Qc R, a Eq. (2.61) pode ser abordada através
do método de Newton para funcdes ndo lineares (BURDEN e FAIRES, 2008) fazendo-se
9(x)=VE(x)=¢£'(x), isto €

xD = x(D +vg(x' ) g (x"P). (2.62)

J& no enfoque bidimensional, na Eg. (2.61) deve-se utilizar um critério para

determinacdo de 5. Dentre os critérios disponiveis na literatura, a busca linear de Armijo
(BAZARAA et al., 2006) é bastante conhecida pela sua eficiéncia e simplicidade de

implementacdo. A regra de Armijo conta essencialmente com a escolha dos escalares
O<B<le 0>1;eentdosefaz 5 =1/6™ onde m é o primeiro inteiro, ndo negativo, para

0 qual se verifica, no caso de maximizagao:

EG™M) > (7" D)+ BSM 4 0Dg (2.63)

e deve-se considerar a relagdo < para o caso de minimizagéo.
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Resumidamente, a abordagem para esse processo de otimizagdo (considerado no

presente trabalho) é detalhada no Algoritmo Il (Tab. 2.4), apresentado na sequéncia.

Tabela 2.4: Algoritmo 1, Método do Gradiente.

Para & determinado a partir de Mp = (a;,b;);i=0,...,p; j =0,...,p (Algoritmo I).
Inicializagdo: Imax (inteiro); 1=1; y"* =(a,..b,); B~10" 60~2; ¢~0; |V|=1;
p*=p/2 ou p*=(p+1)/2; para p par ou impar, respectivamente.
Enquanto | < Imax e |V|>&>0:
m=0;
inicializar as variaveis auxiliares k, e k;, com k, >k, (ou k, <k, para
minimizagao);

calcular d" =v :(2—5(;("‘1)),%(%"‘“) J(d") = -V, para minimizagio);
X

Ivl= \/@—f(x“‘“)] +(Z—§(z"‘“)] ;

enquanto k, > k; (ou k, <k; para minimizagéo):

o0=1/0";
PO I R IOF
ko =E(x" )+ By Pd;
klzé()((l));
m=m+1;

I=1+1.
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2.6 EXTRAPOLACAO DE RICHARDSON

A metodologia denominada extrapolacéo de Richardson (ER) pode ser empregada
sempre que se saiba que uma técnica de aproximacdo tenha um termo indicativo de erro de
forma previsivel, isto €, uma forma que dependa de um parametro real (como € o caso de h)
(BURDEN e FAIRES, 2008).

Em principio, o objetivo da ER (RICHARDSON, 1910; RICHARDSON e GAUNT,
1927) era combinar aproximacgdes de modo a se aumentar a ordem de acuracia resultante,
considerando-se, exclusivamente, p,=2, p,=4 e r =2 (razéo de refino). Tal procedimento
foi denominado extrapolacdo de Richardson padrdo (OBERKAMPF e ROY, 2010).

Posteriormente a ER passou a ser considerada com valores gerais p,, p,, € r e,
entdo, denominada extrapolacdo de Richardson generalizada (OBERKAMPF e ROY, 2010).
Desta forma, geram-se formulas que combinam resultados de ¢(h) para diferentes malhas
Q", levando-se em considerac&o a razao de refino r.

Considera-se que, para cada valor h=0 é dada uma ¢(h) que aproxima o valor

desconhecido @ pela expresséo:

@ = g(h) + k™ +kh™ +kh*? +kh™ +..., (2.64)

para uma colecdo de constantes reais desconhecidas kg, k;,K,,K,,..., @ nimeros inteiros

1<p, <p<p,<pg<....

Para h — 0, a Eq. (2.64) pode ser reescrita como:

#(h) = +c,h® +O(h™), (2.65)

onde O(h™) representa um termo indicativo de erro de ordem p,, e ¢, = —K,.

Considerando-se, ainda, o namero racional (raz&o de refino) r >1, pode-se fazer:

$(rh) = @ +¢,(rh)™ +O(h™) =@ + ¢, r*h™ + O(h™). (2.66)
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Entdo, ao se adotar uma combinacéo linear sobre ¢(h) e #(rh), com as Egs. (2.65) e
(2.66), é possivel se obter uma aproximacdo cujo erro apresenta ordem p,, ou seja, fazendo-

se

$(h) = g(rh) = c,(h™ —r™h™) = c,h™ :—¢(h1)_‘r¢1§rh), (2.67)

e substituindo-se na Eq. (2.67) o resultado obtido na Eq. (2.67), obtém-se:
¢(h)=®+%+0(h“) :@=¢(h)+%+0(h“), (2.68)

de onde se considera
®=¢ +0(h™). (2.69)

No enfoque considerado, ¢(h) e ¢(rh) correspondem aos valores de ¢ obtidos nas
malhas Q" e Q™ respectivamente; ¢_ = ¢(h,rh) diz respeito a uma combinacio entre ¢(h)
e ¢(rh), de modo que se tenha uma aproximacgdo com O(h"™), isto é, um termo indicativo de
erro de ordem p;.

Como p,>p,, a solugdo ¢, possui pa mais elevada do que ¢(h) e ¢(rh) e,
consequentemente, proporciona a obtengdo de um resultado mais acurado. A solugéo ¢, diz

respeito a solucdo extrapolada para @ com base em ER, ou seja,

g, = p(h) + 2N =9(r). (2.70)

rf -1

Além da obtengdo de ¢, , a ER pode ser abordada na perspectiva de estimador do Eh
envolvido no calculo de ¢(h). Nesse enfoque, sobre a composicéo do erro numérico, quando

apenas os efeitos de truncamento séo considerados, Eh pode ser mensurado por:

Eh=a —¢(h). (2.71)
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Segundo Brezinski e Zaglia (2002), nessa equacdo, quando @ nédo é conhecida ela
pode ser aproximada considerando-se uma estimativa para solucdo analitica, que pode ser
obtida com o emprego de métodos de extrapolacdo. Assim, com as Egs. (2.70) e (2.71), pode-

se obter a estimativa para Eh inerente a ¢(h), denotada por Uh:

Uh=¢_—g¢(h) < Uh zw. (2.72)

Uh, obtida com a Eq. (2.74), caracteriza o estimador Richardson e fornece além da

magnitude da estimativa de Eh, o seu sinal, isto é, se ¢_ é maior ou menor que ¢(h)
(MARCHI, 2001). Observa-se, nesse caso, que o calculo de Uh considera o valor de p,.
Entretanto, pode-se admitir o seu calculo com base no valor de p,, ao inves de p,.

Segundo Marchi (2001), o estimador Richardson é confiavel: se p, — p, de modo
superconvergente e Uh é calculada com p,; ou, se p, — p, de modo subconvergente e Uh
é calculada com p,. Os termos superconvergente e subconvergente, no presente contexto,
referem-se a ocorréncia de convergéncia monotonica, quando h— 0, de p, com valores

superiores ou inferiores a p,, respectivamente.

2.7 MULTIEXTRAPOLACAO DE RICHARDSON

De acordo com a definicdo apresentada anteriormente (Capitulo 1), MER consiste da

aplicacdo recursiva da ER com o objetivo de se elevar a p, de Eh. Nesse sentido, séo

considerados os valores de p, e, com base nas Egs. (2.64) e (2.65) escreve-se
p(h)=® +c,h™ +ch™ +c,hP +...+c, hP +c hP +.., (2.73)

coml<p,<p, <P, << Pry<Pp<...

m

O processo de recursividade € concebido a partir da Eq. (2.70), isto é, considera-se
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d(hy)=¢(h,), g=12,..;

h h (2.74)
A0y = do(ny.) + 2L 9;1) ) g _1p

com h,, =h,/r,emque h>0 e r>1 representam parametros genericos, ou nlmeros reais,

que respeitam as definicOes apresentadas anteriormente. A partir disso, consideram-se 0s

s . - - ~ - - h ,
niveis m, indicando a extrapolacéo, e g indicando a malha 2, com m e g sendo nimeros

naturais ndo nulos,

m 1(h ) ¢m 1(hg 1)
pml _1

$.(hy) =4, ,(h,) + =1,2,..;0=m+1,.... (2.75)

Do ponto de vista tedrico, a Eq. (2.75) pode ser repetida infinitamente. Entretanto, em
aplicacOes praticas considera-se um valor limite para g, isto é, g = G, onde G é um nimero
inteiro positivo. Pode-se, entdo, associar os valores h, ao espacamento entre os pontos nodais
de um conjunto com g =1,...,G malhas arbitréarias. Entretanto, MER torna-se especialmente
simples no caso em que sdo consideradas diversas malhas, com h, h,, h;, .., h;, ..,
representando uma sequéncia geométrica (DAHLQUIST e BJORK, 2008), ou seja, é ideal se
admitir razdo de refino constante, r:hg_l/hg,g =1,...,G, para a geracdo de G malhas

distintas (Q",Q",...,Q",...,Q"),isto é, para geracdo das malhas Q" (grossa), Q™ (fina), e

assim por diante até Q"
Presume-se que o emprego desse processo recursivo (Eq. (2.75)) proporcione a

elevagdo progressiva de p, de Eh, percorrendo os valores de p,. Tal efeito pode ser
analisado considerando-se uma malha Q", com h=h, cuja solugdo numérica é obtida com

diferentes niveis de extrapolacdo, 0,...,m. Entdo, com a Eq. (2.72) admite-se a seguinte

representacéo:

¢y (N) = @ +cOhP +cOnP 4 cONP 4 4+ cOhPrs 4 cORPr 4
0 1 2 m-1 m

h)=® +c™hP +¢c™MhP +¢cMhPz 4 4 cMhPrt 4 cMpPo 4 2.76
m 0 1 2 m-1 m
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em que os indices subscritos, 0,...,m,..., dos coeficientes constantes ‘c’ representam a posicao
do termo na série analitica que descreve o erro numérico, ou seja, correspondem ao termo de

ordem py,..., Pp---; € O indice sobrescrito (m) corresponde ao nimero de vezes em que se

considera o emprego da Eq. (2.75), isto é, ao numero de extrapolacdes realizadas. Em outras
palavras, para cada nivel de extrapolacdo (m) a série que descreve o termo indicativo de erro

para ¢.,(h) sofre alteragdo em seus coeficientes. E essa distingdo dos coeficientes, com a

variacdo de m, é denotada pelo indice sobrescrito entre parénteses.

De acordo com a explanacdo apresentada na secdo anterior (Egs. (2.65) e (2.69)),

#,(h) e ¢, (h) possuem O(h™) e O(h™), respectivamente. Portanto, na Eq. (2.76) para
m =1, obrigatoriamente, deve-se ter ¢’ = 0.

Como a Eq. (2.76) corresponde a uma forma geral para expresséo do erro cometido ao
se aproximar o valor @ por ¢, (h), & intuitivo se esperar que ¢™ =c'™ =...=¢!™ =0, isto ¢,
que ¢, (h) tenha O(h").

Surge, entéo, a proposicéo:
#.(h)y=0+0(h*), m=0,12,.... (2.77)

A validade dessa proposicdo pode ser demonstrada pelo Principio da Inducdo Finita
(IEZZI e MURAKAMI, 2006):

i) Primeiramente considera-se m—-1=0=m=1,
¢ (h) =@ +cPhP +cOhP 4 cOhPe 4
Com base na Eq. (2.74), tem-se

ORP © P
c’hP —c*™(rh)™
Cf)l)hpo :Cf)o)hpo +—0 0

rfo -1

(O Po (1 _ yPo

_cOopr 4 S h*@-r")
0 rpO _1
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Como h=0, c®”h™ =0=c" =0. Portanto, ¢ (h) possui O(h™).

i) Admite-se que ¢.,(h) tenha O(h"*) e verifica-se a extensdo dessa proposicao
para ¢, (h), ou seja, verifica-se se realmente ¢_(h) possui um termo indicativo de erro
de O(h™). Para isso, basta provar que ¢™ =0.

Sabe-se que,

(m_l) Pma _ (m_l) Pm-1
C(m)h Pm — C(m_l)h Pm-1 + Cm—l h Cm—l (rh)
m-1 m-1 r Pm-1 _1

— C(ri_l)h Pm-1 _ C(ri_l)h Pm-1 .

(m_l) Pm-1 — Pm-1
— C(m_l)h Pma + Cm—l h (1 r )
m-1 r Pm-1 _1

c™hP =0=¢™ =0. Logo, ¢,(h) tem O(h™).

Como (i) e (ii) foram verificadas, conclui-se que: ¢ (h)=®+0(h"), m=1 2, ....

De modo geral, pode-se dizer que o processo de MER (em inglés, Repeated
Richardson Extrapolation, RRE), é obtido pela aplicacdo repetida da ER, onde: p, €
considerada apenas na primeira aplicacdo de ER ou primeiro nivel de extrapolacdo; nos
demais niveis, consideram-se o0s valores sequenciais das proximas ordens verdadeiras
(P, Py, Ps,--s Py, ) PAra obtencéo de ¢, (h) com O(h™).

Embora a expressdo apresentada na Eq. (2.75) seja apropriada para o estudo das
propriedades de MER, ao se considerar, entretanto, 0 seu emprego em aplicacGes
computacionais a notacdo adotada por Marchi et al. (2008; 2013) torna-se mais adequada.

Nesse enfoque, a solucdo numérica (¢) em uma malha Q" onde g indica o nivel de malha,

com m aplicacBes de ER é dada por (MARCHI et al., 2008; 2013):

¢g,m—1 - ¢g—1,m—1

2.78
rpm—l -1 ( )

¢g,m = ¢g,m—1 +

A Eq. (2.78) é valida parag = 2,.., Gem =1,..,g —1. Em qualquer malha Q" By 0
representa a solucdo numérica (¢) sem o emprego da ER. O emprego de MER, sobre a

variavel ¢, é detalhado no Algoritmo 111 (Tab. 2.5), apresentado na sequéncia.
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Tabela 2.5: Algoritmo 11, aplicagdo de MER.

Obter solucBes numéricas para a variavel de interesse ¢ em G malhas
distintas: ¢, ¢,,4;,...,¢;.
Fazer: ¢ o =¢, ¢,0 =0, 010 =Py ., P o = D5 -
Param=1,...,G-1
Parag=m+1,.,G
Byns by ans

r Pma _1

¢g,m = ¢g,m—1 +

De acordo com a definigdo apresentada anteriormente, os valores de p, formam uma
progressdo aritmética. Com o emprego de MER, esse comportamento tedrico pode ser
confirmado, a posteriori, considerando-se os célculos de p., quando a solugdo analitica (®)

é conhecida, e de p, que, generalizadas para MER, sdo representadas nas Egs. (2.79) e

(2.80), respectivamente. Teoricamente, a medida que h— 0, os valores de (pg),, € (py)

g,m
devem tender aos valores de p, do respectivo nivel de extrapolagdo (m), ou seja, p,

(MARCHI et al., 2008; 2013).

Eh D -
|Og|: g—l,m:l Iog|: ¢g—1,m:|
Eh, B O-9,

(pE)g,m = |Og(l‘) - Iog(r) (279)
Iog[¢g—1,m _¢g—2,m :I
(Pu)gm = fon ~ by (2.80)
Ven = log(r) |

A Eq. (2.79) é validaparag =2,..., Gem =1,..., g-1, enquanto que a Eq. (2.80) é
valida, somente, parag=3,...,Gem=1,.., Int((g —3)/2), onde Int(z) corresponde a parte

inteira do niimero real 7 .



68

Analogamente ao emprego da ER, nos casos em que ndo se conhece a solugéo

analitica (®) e as ordens verdadeiras ( p, ) é possivel se empregar a Eq. (2.78) considerando-

se (Py)gms NOlugarde p, ;.

Ao se considerar a Eq. (2.78) (e o Algoritmo I, Tab. 2.5), nota-se que a solucdo
numérica com MER diz respeito a solugdo ¢, , envolvendo diversos niveis de malhas e de
extrapolagdo. Teoricamente, quanto maior o valor de m mais proximo ¢, , estara de @

(maior o nivel de acuracia).

Nessa perspectiva, emprega-se 0 maior valor de m permitido. Entretanto, em cada
malha especifica, 0 maior valor de m possivel esta, sobretudo, condicionado ao nimero de
malhas disponiveis. Por exemplo: para m=1 e m=2 sd0 necessarias, respectivamente, as

solucBes numéricas ¢ em duas e trés malhas distintas, como pode ser verificado na Tab. 2.6.

Portanto, é intuitivo se admitir que o valor maximo de m permitido na malha Q" seja
m=g -1. Considera-se, entdo, como foco a sequéncia: @, ={d;, 35, - Byg1s s Do e}
(Tab. 2.6) onde os indices subscritos correspondem, respectivamente, ao nivel de malha (g) e

ao nivel de extrapolacdo (maximo em cada malha) (m= g -1).

Tabela 2.6: Representacdo esquematica do emprego de MER.
m=0 m=1 m=2 .. m=G -2 m=G -1

¢1,0 =¢
\A

¢2,o =t —» ¢2,1

¢3,0 = ¢3 ¢3,1—> ¢3,2
¢G—1,o = ¢G-1 ¢G-1,1 ¢G-1,2 ¢G—1,G—2
\A
Ps0 =9 D1 9.2 P62 —P>Peca

A acurécia das solu¢fes numéricas ¢,, pode ser analisada considerando-se a obtengdo
de p,, a posteriori. Certamente, tal analise pode ser conduzida com base nos conceitos de

Pe € py. No entanto, as expressdes para (Pe),, € (Py)gm. EGS. (2.79) e (2.80) envolvem
as solugdes ¢, , em um mesmo nivel de extrapolagdo, ou seja, ndo envolvem solucGes em

niveis (m) distintos de extrapolagdo e, portanto, ndo fornecem estimativas para p, de @, .
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Dessa necessidade, e por analogia as definicdes de p. e p,, determinam-se para 0 caso

especificoemque m=g-1:

Iogl:q) _¢g—1,m—1:|
Ok m
(Pem)g = = , (2.81)

log|(w,), |
log(r)

,onde (), = ¢g;'m‘1__¢¢g‘2'm‘2 , (2.82)
g.m g-1,m-1

(pU,M)g =
para g =3,...,G.
Entdo, com as Egs. (2.81) (quando a solugdo analitica € conhecida) ou (2.82) é

possivel se analisar, a posteriori das solu¢cbes numéricas ¢,, (m=g-1), o valor da sua

ordem de acuracia. Geometricamente, (pg ), corresponde a inclinagdo local media entre

duas malhas (Qh“ e th), em escala bilogaritmica, do grafico envolvendo o erro de

discretizacdo associado a ¢, , e denotado por Em, versus h. Analogamente, (p, ),

. . ~ O T a h h h
corresponde a inclinagdo local media entre trés malhas (QQ°*, Q™" e Q™), (em escala

bilogaritmica) do grafico envolvendo a estimativa para Em, denotada por Um, versus h.
2.8 RESUMO DO CAPITULO 2

Neste capitulo foram abordados os conceitos de erro de discretizacdo e de sua
estimativa, e os conceitos de ordem de acurdcia a priori (ordens verdadeiras) e a posteriori
(ordens efetiva e aparente) de uma solugdo numérica. Foram descritos os métodos numéricos
utilizados, bem como a forma de se tratar o erro de discretizacdo em cada caso. Foram
discutidos aspectos inerentes a resolucdo de sistemas de equacdes algébricas em CFD,
considerando-se como focos os métodos iterativos basicos, o erro de iteracdo e 0 emprego de
metodos multigrid. Em seguida, foram apresentados os métodos de interpolagdo polinomial e
de otimizacdo, em dominios uni e bidimensional, que atendem as necessidades do problema

definido no presente trabalho. Ao final, foram abordados aspectos tedricos e computacionais
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sobre ER e MER, e definiu-se ¢,, como sendo a solugéo obtida com o emprego de MER, com
o maior nivel de acuracia possivel. Foram definidos, também, Em e Um como sendo o erro de
discretizacdo e a sua estimativa associados a ¢,, , respectivamente. A partir disso, considera-

se a aplicacdo de MER com o maior nimero de extrapolacGes permitido, em cada malha.
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3 METODOLOGIA PARA O EMPREGO DE MER

Este capitulo tem o seguinte aspecto principal: o emprego de MER requer a
obtencdo de solugdes numéricas, para determinada variavel de interesse, em uma
colecdo de malhas distintas. Nesse cenario, inicialmente sdo apresentados os diferentes tipos
de variaveis, que sdo classificadas de acordo com a sua localizacdo. A partir disso, propde-se
um conjunto de procedimentos para a aplicagéo efetiva de MER.

3.1 CLASSIFICACAO DAS VARIAVEIS

A classificacdo adotada no presente estudo € motivada pelo problema descrito na
secdo 1.1. Nessa situacdo, percebe-se que o desempenho de MER é totalmente prejudicado no
caso de variaveis que apresentam alteracdo de coordenadas, ao se considerar a sua resolucao
em malhas distintas. Entdo, com o objetivo de abranger diversos casos que podem ocorrer ao
se aplicar MER, sdo considerados cinco tipos de variaveis. Cabe ressaltar que tal classificacdo
leva em conta o processo de refinamento de malha.

Inicialmente, por questdo didatica, busca-se ilustrar os tipos de variaveis identificadas

com uma abordagem unidimensional, nas Figs. 3.1 a 3.5. Nessas figuras, ¢ com coordenada
a,, ¢, com coordenada a,, e ¢, com coordenada a,, correspondem, respectivamente, as
solugBes numéricas obtidas nas malhas Q™ (grossa), Q" (fina) e Q™ (superfina); com
r=h/h, =h,/h, (razdo de refino constante). Porém, a classificagdo adotada é extensiva a

dominios multidimensionais. Em seguida sdo abordados, separadamente, os aspectos que

caracterizam cada tipo de variavel.

Figura 3.1: Variavel com mesma localizagdo nodal em malhas distintas.



Figura 3.2: Variavel com localizacdo pré-estabelecida, e situada no ponto médio entre
pontos nodais em malhas distintas.

Figura 3.3: Variavel com localizacdo pré-estabelecida, porém néo situada em um nd especifico
ou no ponto médio entre pontos nodais em malhas distintas.

Figura 3.4: Variavel com valor pré-estabelecido e com localizagdo dependente da malha adotada.

72
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Figura 3.5: Variavel com localizacdo indeterminada e que apresenta alteracdo de
coordenadas ao se considerar malhas distintas.

3.1.1 Variavel do tipo |
A classe denominada tipo | consiste de variaveis locais, cuja localizacdo coordenada
(a) é mantida em todas as malhas (Q") consideradas e coincide com um ponto nodal (Fig.

3.1) ou, ainda, é caracterizada por uma variavel global.

3.1.2 Variavel do tipo Il
O tipo Il é constituido por variaveis locais em que a situa-se no ponto médio entre
pontos nodais de Q", ou seja, suas coordenadas coincidem com a média aritmética das

coordenadas dos pontos nodais vizinhos (Fig. 3.2).

3.1.3 Variavel do tipo Il

As variaveis do tipo Il sdo variaveis locais onde a ndo é dada por um ponto nodal de
Q", nem coincide com o ponto médio entre nds vizinhos; entretanto, possui uma localizagio
fixa pré-estabelecida (Fig. 3.3). Como exemplo, cita-se uma varidvel com coordenada
irracional, cuja localizacdo ndo coincide com pontos nodais nem com a média aritmética das

coordenadas de pontos nodais vizinhos.

3.1.4 Variavel do tipo IV

O tipo IV é caracterizado basicamente pela identificacdo de a para um valor especifico
de ¢ (=0, peR), ou seja, pela localizacdo coordenada de variaveis cujos valores sdo
estabelecidos previamente. Essa classe de varidveis envolve grandezas locais cujo valor é

conhecido e busca-se identificar a sua localizagdo (Fig. 3.4). Como exemplo: em um
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escoamento objetiva-se encontrar a coordenada onde se tem o nimero de Mach com valor

unitario (Mach critico).

3.1.5 Variavel do tipo V
As variaveis do tipo V representam a principal motivacao para o desenvolvimento do

presente trabalho. Nesse ambito, ¢ corresponde a variaveis locais em que a ndo é conhecida

previamente e sua determinacdo depende da malha adotada, isto €, sdo variaveis que podem
apresentar mudanca de coordenadas em malhas distintas (Fig. 3.5). Como exemplo desse tipo
de variavel tem-se: a obtencdo de pontos extremos (ponto de maximo ou de minimo). Nesse

caso, ao se empregar MER sobre as ¢ obtidas em malhas distintas, o seu desempenho pode

ser totalmente prejudicado devido ao efeito de alteracdo de coordenadas, com o refinamento
de malha (conforme ilustrado na secéo 1.1).

3.2 PROCEDIMENTOS PARA O EMPREGO DE MER

De acordo com a classificacdo apresentada na secédo anterior, séo tratados na sequéncia
0s procedimentos para 0 emprego de MER em cada caso.

3.2.1 MER em variavel do tipo |
Em variaveis do tipo | o emprego de MER ocorre diretamente, isto €, através da Eq.
(2.78) e da sequéncia de passos apresentada no Algoritmo 111 (secdo 2.7). Dessa forma, pode-

se obter ¢,, € Em (quando @ é conhecida).

3.2.2 MER em variavel do tipo 11

Ao se considerar uma variavel do tipo Il, MER ndo pode ser aplicada diretamente
como no caso anterior. Como a localizacdo da variavel de interesse ndo é coincidente com as
coordenadas nodais, torna-se necessario o emprego de um método que possibilite o seu
célculo, previamente a aplicacdo de MER.

Entdo, com o objetivo de identificar a metodologia mais adequada para essa
finalidade, a partir dos valores nodais obtidos, considerou-se o emprego de diversas técnicas
de aproximacdo (Minimos Quadrados e Transformada de Fourier, com varias ordens,
interpolacdo por Spline Cubica e interpolagdo polinomial 1D, conforme abordado na se¢do
241, comp=1,2, 3,4,5 6,8¢e 10 (Eq. (2.33)) e detalhado no Apéndice A. O melhor
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resultado, enfim, foi obtido com interpolagéo polinomial, com p =1 (interpolacdo linear). Tal

resultado pode ser atribuido a localizacdo da variavel de interesse (ponto médio entre
coordenadas nodais).
Portanto, para esse tipo de varidvel indica-se, primeiramente, 0 emprego de

interpolacdo linear no caso unidimensional (Eqg. (2.33), com p=1) ou bilinear no caso
bidimensional (Eq. (2.60), com p =1, Algoritmo | da sec¢do 2.4.2). Dessa forma é possivel se
obter ¢ em malhas distintas e, de modo analogo ao célculo de Eh (Eq. (2.71)), obtém-se o
erro numérico denotado por Ep (quando ® € conhecida).

A partir desses valores obtidos para ¢, aplica-se MER como no caso anterior (Eq.
(2.78), Algoritmo 111 da segéo 2.7). Denota-se, entdo, a solugdo equivalente a ¢,, por ¢, ,

devido ao emprego de interpolacdo polinomial. Analogamente, denota-se por Epm o erro
numerico que equivale a definicdo de Em (quando @ é conhecida).

3.2.3 MER em variavel do tipo Il

Assim como no caso anterior, para a avaliacdo de variaveis do tipo Il foram
considerados varios métodos. Dentre esses métodos, ao se considerar o emprego de MER
como pdés-processamento, os resultados mais promissores foram obtidos com interpolacao
polinomial. Considerou-se, entdo, para o caso unidimensional, a Eq. (2.33) comp =1, 2, 3, 4,
5, 6, 8 e 10 (detalhes apresentados no Apéndice A); e para o caso bidimensional a Eq. (2.60)

comp =1,2, 3, 4e 6 (detalhes apresentados no Apéndice C). Em seguida, calculou-se ¢, ,
de modo semelhante a ¢, , com a Eq. (2.78). Observou-se, assim, que ¢,, apresentou
resultados mais acurados (menor magnitude para Epm) com p =10, no caso unidimensional,

e com p =6, no caso bidimensional.

Para esse tipo de variavel indica-se, portanto, o emprego de interpolacdo polinomial
1D (Eq. (2.33)) ou 2D (Eg. (2.60)) com o maior valor de p (pmax) que esteja disponivel

(no presente trabalho p=10,1D; e p=6, 2D) para obtencdo de ¢ em malhas distintas.
Em seguida, sobre os valores obtidos para ¢, considera-se o emprego de MER (Eq.

(2.78)), ou seja, analogamente a notacdo empregada na segdo anterior, obtém-se ¢,, e Epm

(quando @ é conhecida).
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3.2.4 MER em variavel do tipo IV
No caso de variaveis do tipo IV, em que a variavel de interesse consiste na

determinacdo da localizacdo para um valor funcional conhecido (@), a interpolagdo
polinomial com grau p = pmax (analogo ao caso anterior) caracteriza o procedimento mais

adequado, dentre os diversos métodos analisados. Entdo, primeiramente deve-se determinar o
polinbmio interpolador com o maior grau possivel, com base nos valores nodais que se situam

nas proximidades de ¢ (estabelecido a priori).

Em seguida, considerando-se esse valor e o polindmio obtido, calcula-se a solucéo que
corresponde a resolugdo da equacdo polinomial obtida (resolucdo considerando-se 0 método

de Newton (Eq. (2.62))) (detalhes apresentados no Apéndice B), isto €, resolve-se &, =¢.
Enfim, com os valores obtidos em cada malha aplica-se MER (Eq. (2.78)) e obtém-se ¢,

(analogamente aos casos anteriores) e Epm (quando @ é conhecida).

3.2.5 MER em variavel do tipo V
Em uma varidvel do tipo V a obtencdo de ¢ deve ser considerada de modo que o

efeito de alteracdo de coordenadas em malhas distintas seja minimizado, ou inexistente. Com
esse proposito, dentre os métodos analisados, a interpolacdo polinomial (detalhes
apresentados nos apéndices A e C) seguida do emprego de métodos de otimizacdo (detalhes
apresentados nos apéndices B e D) apresentou resultados satisfatorios.

Nesse caso, os p+1 pontos nodais no caso unidimensional ou, os (p+1)*> pontos
nodais no caso bidimensional, considerados para obtencdo de &, localizam-se nas
proximidades (vizinhancas) do ponto de maximo (ou de minimo) discreto, ou seja, do maior
(ou do menor) valor nodal obtido na malha Q". E, como &, caracteriza uma fungdo convexa,

tem-se a garantia de existéncia e unicidade do seu ponto de m&ximo (ou de minimo) no
intervalo determinado por tais pontos.

Portanto, em se tratando de variaveis do tipo V, para obtencdo de ¢ em malhas
distintas indica-se: primeiramente, o emprego de interpolagédo polinomial com p= pmax
(assim como na secdo anterior); em seguida, a busca do ponto 6timo de &,, max&, (ou
min &) de acordo com o procedimento descrito no Algoritmo Il da se¢do 2.5 e ilustrado nos

apéndices B e D; ao final, com esses valores de ¢ (em malhas distintas), a aplicacdo de MER
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e considerada (Eq. (2.78)) e, analogamente (casos anteriores), obtém-se ¢, e Epm (quando

® ¢é conhecida).

3.3 ALGORITMO GERAL PARA O EMPREGO DE MER

De modo geral, ao se considerar a utilizagdo de MER sobre determinada variavel de

interesse indica-se a adog¢ao do procedimento descrito a seguir.

Primeiramente, deve-se classificar a variavel considerada de acordo com um dos cinco

tipos descritos anteriormente e, entéo:

para variaveis do tipo | obtém-se ¢ em cada malha e emprega-se MER
diretamente com a Eq. (2.78);

para variaveis do tipo Il emprega-se a interpolagdo polinomial com p=1
(Egs. (2.37) ou (2.60)) para obtencdo de ¢ através de &, em cada malha, e em
seguida emprega-se MER (Eq. (2.78));

para variaveis do tipo Il considera-se a interpolacdo polinomial com grau
pmax (&, comas Egs. (2.37) ou (2.60)), para obtencdo de ¢ em cada malha,
e na sequéncia aplica-se MER (Eq. (2.78));

para variaveis do tipo IV emprega-se interpolacdo polinomial com grau p max

(&, com as Egs. (2.37) ou (2.60)), resolve-se a equagdo polinomial obtida
considerando-se a igualdade entre &, e o valor real estabelecido a priori (Eg.
(2.62), &£, = ¢), para obtencdo de ¢ em cada malha e, entdo, emprega-se MER

(Eq. (2.78)) sobre esses valores;
para variaveis do tipo V, analogamente, emprega-se interpolagdo polinomial

com pmax (Egs. (2.37) ou (2.60)) e, na sequéncia, busca-se o seu ponto 6timo
(Algoritmo 11, Tab. 2.4) para a determinacdo de ¢ em cada malha; finalmente,

considera-se o emprego de MER (Eq. (2.78));

Esse conjunto de procedimentos é representado, esquematicamente, na Fig. 3.6.
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Figura 3.6: Metodologia para o emprego de MER.
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Neste capitulo, inicialmente foram estabelecidos cinco tipos de variaveis com base no

processo de refinamento de malha, ou seja, de acordo com a localizacdo da variavel de

interesse em um conjunto de malhas distintas (estabelecidas por refinamento). A partir dessa

classificacdo foram apresentados os procedimentos especificos para o emprego efetivo de

MER, em cada caso. Tais procedimentos envolvem a aplicagéo de interpolacdo polinomial e

de métodos de otimizagdo. Desse modo, para variaveis dos tipos Il a V, determinam-se: ¢,,, e

Epm que equivalem a ¢,, e Em, descritos no capitulo 2 desta tese.
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4 ESTIMATIVA PARA O ERRO DE DISCRETIZACAO

Neste capitulo sdo tratados aspectos referentes a obtencdo de estimativa para o erro de
discretizacéo, considerando-se o emprego de MER. Nesse sentido, inicialmente sdo abordados
dois estimadores disponiveis na literatura sendo que suas expressdes sdo adaptadas para MER,
e em seguida sdo apresentados os estimadores propostos nesta tese.

4.1 ESTIMADOR DELTA

Em duas malhas, fina e grossa, Q" e Q" respectivamente, sdo obtidas as solucées

numéricas ¢, e @, ,. A partir disso, o estimador delta, denotado por U,, fornece uma

estimativa para Eh correspondente a ¢, , dada pela expressao:

U, (@) =|dy — ¢y (4.1)

A estimativa de Eh, calculada com a Eq. (4.1) representa uma banda ou intervalo em
torno da solugdo numerica ¢, . Esse estimador foi usado por Demirdzic et al. (1992), citado
por Marchi (2001, p. 60), e ndo leva em conta a razéo de refino (r) entre as malhas ou o valor
de po.

Nessa perspectiva, ao se considerar as solu¢es numéricas obtidas com o emprego de
MER, a partir de um conjunto de G malhas distintas, Marchi et al. (2009) propdem a

estimativa para Em na malha mais fina adotada (Q" ) da seguinte forma:

UA(¢G,m) = ‘¢G,m—1 _¢G—1,m—1" (4.2)

Nesse caso, m=G -1 representa o Ultimo nivel de extrapolacdo considerado e m—1 o

nivel imediatamente anterior. Assim, o calculo de U, (¢;,,) fornece uma estimativa para Em
associado a ¢, com base nos valores ¢ ., € ¢;,,, obtidos (Tab. 4.1). Considera-se,

entdo, a magnitude da diferenga entre os valores calculados com um nivel a menos de

extrapolagdo, para a malha atual (fina, Q") e a malha imediatamente mais grossa (Q"+).
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Tabela 4.1: Representagéo esquematica do emprego de U, (dg ) -

Nivel de extrapolacdo

Malha m-1 m
QhG—l ¢G—1,m—1 \
Qe Pom1s ——> U, (P6.m)= |¢G,m—1 - ¢G—1,m—1|

4.2 ESTIMADOR PM

De acordo com a teoria explanada na secéo 2.6, a ER pode ser empregada sempre que
se tenha um termo indicativo de erro que dependa de h. Com esse enfoque, a estimativa para o

Eh associado, denotada por U, , com o estimador Richardson é dada por

¢g - ¢g -1

, 4.3
rpo _1 ( )

U Ri (¢g) =
emque ¢, e ¢, , seguem as definicdes apresentadas anteriormente.
Além da magnitude da estimativa de Eh, U, fornece o seu sinal (MARCHI, 2001), e

pode ser empregado em diversos niveis de malha, isto é, para Q" com g =2,...,G. Marchi et

al. (2008; 2013) propdem a extensdo desse estimador para solu¢des numéricas obtidas com o

emprego de MER, através da expressdo

¢g,m - ¢g—1,m .

4.4
rpm _l ( )

U (Bgm) =
A simbologia U, , adotada neste trabalho, indica a aplicagdo do estimador
Richardson, com base em p, ={p,,m=0,1,2,...}, sobre as solucdes obtidas com o emprego
de MER, e entdo denominado estimador pm. A Eq. (4.4) é vélida para m=[0,G-2] e

g=[m+2,G], onde g e m seguem as definicdes apresentadas anteriormente. Na Tab. 4.2

busca-se ilustrar o emprego de U, em um nivel de extrapolacdo m (qualquer).
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Tabela 4.2: Representacdo esquematica do emprego de U ., .

Malha Nivel de extrapolagdo m
th—l ¢g—1,m \
th ¢,m » ¢,m_¢—,m
’ U pm (¢g,m) = : : -

rem -1

4.3 ESTIMADOR PM CORRIGIDO

Pode-se constatar na Eq. (4.4) e na Tab. 4.2 que U, ndo € capaz de estimar Em, isto
e, U,, ndo €& apropriado para se estimar o erro de discretizagdo associado a
b ={b21) bszs 1By g1s 1 Do o). ENtretanto, é aplicavel as solugbes com um nivel a menos
de extrapolacdo, ou seja, U, € empregado para o nivel de extrapolagio m=g-2,
{620, #51s 1@y g-2» s Do}, CUJO €ITO de discretizagdo é denotado por Em2.

Dado que ¢,, caracteriza a solugdo numérica com o maior nivel de acuracia, obtida

com emprego de MER (conforme detalhado na sec¢do 2.7), para se estimar Em considerando-

se a concepcdo de U, torna-se necessaria a identificagdo de uma relacdo entre Em e Em2.

pm
Nessa perspectiva, considera-se o termo de ordem p_ na série que descreve o erro de
discretizacdo associado a ¢ obtida com o emprego de MER (Eq. 2.77), com m niveis de
extrapolagdo. Assim, ao se considerar h — 0, o termo dominante do erro de discretizagao

. N ~ o] h h
associado as solugdes numéricas de O(h"™), com m=g-1, nas malhas Q° e Q"*"

resultam em c_h,™ e ¢ h,,”", respectivamente, conforme detalhado na segéo 2.7 e ilustrado

m' g+l
na Fig. 4.1 (caso unidimensional).

Ao se considerar, entéo, c_h,.,”" # 0, pode-se fazer

m' g+l

ch ™ h )"
nly ( ] 45)
1

pm
Cm hg+1
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Em=c,h,”"
h,
O o O Q"
hg h,
Em2=c_h,,,"™
O O ® O O Q"
h h h h

g+1

Figura 4.1: Erro de discretizagdo com O(hP™), para m= g —1, nas malhas Q" e th*l,
em perspectiva monocoeficiente.

Portanto,
EM e o Em=rmEm2. (4.6)
Em2

Seguindo esse raciocinio, como U . (Eqg. 4.4) estima Em2, considera-se o seu calculo

com o fator de correcédo r®", e denota-se U __. como sendo a estimativa para Em dada por
pmc

U pmc (¢g,m) =r o U pm (¢g+1,m )! (47)

em que m=g—1. Devido ao emprego de r®" (fator de corregéo), U . € denominado nesta

tese de estimador pmc , ou estimador pm corrigido. No apéndice E sdo apresentados alguns

testes numeéricos nos quais foram obtidos resultados para U com niveis de acuracia mais

pmc ?

elevados do que para U .

4.4 ESTIMADOR PSI

Além da teoria apresentada na secdo 2.6, uma outra abordagem para ER considera a

série de Richardson, denotada por R_. Nesse enfoque, as limitagdes do emprego da ER

podem ser exploradas considerando-se o texto de Marchi e Silva (2002), onde
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(4.8)

em que y € R é denominada razdo de convergéncia da série.
Nota-se que R_ (Eq. 4.8) corresponde a uma série geométrica e, com isso, para

|y [>1, tem-se
R, =——. (4.9)
Admitindo-se 0s nimeros reais positivos r e P, pode-se definir |y |=r", de modo que

1
—,sey>1,
P-1
R, =4 V.~ (4.10)
1
se y <-1.

P _1’

-r

Dessa forma, e considerando-se P = p,, a Eq. (2.70) pode ser reescrita como
¢ =@y + R, (9 — dy1), (4.11)

em que ¢,, e ¢, correspondem as solugdes obtidas nas malhas Q" (grossa) e Q" (fina),

respectivamente.

Portanto, de modo anélogo a Eq. (2.72), com a Eq. (4.11) pode-se escrever
Uy/ (¢g) = ¢00 _¢g = Roo (¢g _¢g—1)!

¢g _¢g—1
UW(%):W’ (4.12)
ou seja, admite-se a existéncia de um estimador baseado no valor de y correspondente a

malha Q" .
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Ao se considerar as solu¢es numéricas ¢,, , a Eq. (4.12) pode ser empregada a partir
da Eq. (2.81), isto &, considera-se a razdo de convergéncia de ¢,, para se estimar Em da

seguinte forma:

U, (4,n) = 2on —Foins onge y = (p,,), = oimifaznz, (4.13)

/4 -1 ’ ¢g,m _¢g—1,m—1

sendo possivel se considerar g =3,...,G (de acordo com a Eq. 2.83) malhas distintas. A Tab.

4.3 ilustra 0 emprego desse estimador paraEm (m=g —1).

Tabela 4.3: Representagdo esquematica do emprego de U,,.

Nivel de extrapolacdo

Malha m-2 m-1 m

Q" Py 2.m 2
th_l ¢g -1,m-2 > ¢g -1,m-1

QM Pg.m-2 > Dg.m1 > Pgm = U, (4ym) = Py.m _¢gi1,m—1
v —

De acordo com a explanagéo anterior (Egs. 4.8 a 4.10), R, converge quando |y |>1.
Em decorréncia disso, para v calculado com a Eq. (4.13), |y |>1 acarreta a convergéncia de
¢\ - Sob esse aspecto, € coerente se admitir o emprego de U, , na malha Q" , somente para
w <-1 ou w >1, isto é quando ¢, converge e, consequentemente, ocorre a redugdo da
magnitude de Em. Nesse contexto, o estimador U, € denominado estimador psi e fornece

uma estimativa para Em.

4.4.1 Critério para o emprego efetivo de MER
Do ponto de vista pratico, nos casos em que a solucdo analitica @ ndo é conhecida,

torna-se extremamente importante o estabelecimento de um critério para o emprego efetivo de
MER, em uma malha qualquer Q" visto que a sua acdo destina-se, exclusivamente, a

reducdo de Eh. Entretanto, ao se considerar o processo de refinamento de malha, quando
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h— 0, a obtengdo de ¢,, (Eg. 2.79) pode sofrer influéncia de E_ e, por esse motivo é
recomendavel que tal efeito seja monitorado. Ao se definir esse monitoramento busca-se,
sobretudo, garantir a reducdo da magnitude do erro numérico, mediante a convergéncia de
#, - Nesse enfoque, pode-se dizer que a condicdo |y |>1 estd diretamente relacionada ao
emprego efetivo de MER.

Nas simulacbes numéricas realizadas, em problemas-teste com @& conhecida

(Apéndice E), Em apresenta aumento de sua magnitude com h— 0 a partir do momento
(malha Q™) em que (Pum)y <0 (Eq. 2.83). Esse comportamento € compativel com a

condicdo apresentada no paragrafo anterior, pois de acordo com 0 argumento proposto nas
Egs. (4.10) e (4.13),

|¢ “1m-1 g2m 2|

ly[<1 3‘

<1 = (py, M) (4.14)

—1 m-1 ‘

A Eq. (4.14) caracteriza, especialmente, 0 momento em que a aplicacdo de MER
perde a sua eficacia sobre a reducdo do erro numérico (h — 0). A partir desse momento, a

componente dominante no erro numérico ndo € mais Eh, mas sim E_, sobre o qual MER néo

possui qualquer efeito. Portanto, ao se obter (p, ), <0, ¢ (com o nivel de

g-1, m-1
extrapolacdo imediatamente anterior) é a solucdo numérica com maior nivel de acurécia, que
pode ser alcancada com o emprego de MER. Em outras palavras, MER ¢é eficaz na redu¢éo do

erro numérico somente enquanto a condigdo |y |>1 for satisfeita.

4.5 ESTIMADOR PSI CORRIGIDO

De acordo com a Eq. (2.81), (py,w), corresponde a ordem aparente atribuida a

estimativa de Em na malha Q". Porém, percebe-se que o seu calculo envolve as solugdes
numeéricas obtidas em trés malhas distintas, estabelecidas por refinamento. Logo, ao se
considerar o conceito de ordem aparente (secdo 2.5.1), é natural se admitir que o seu valor

corresponda a uma inclinagdo média para o grafico da estimativa de Em, nessas malhas.
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Com essa abordagem, propde-se que o resultado do célculo da razdo de convergéncia
de ¢, (m=g-1) seja atribuido & malha intermediéria do trio Q"*, Q"% e Q"* com

r=hy,/hy =h, /h ., ou seja, admite-se

Pam ~boans 053 g1
¢g+1,m+1 _¢g,m

e (4.15)
(¢g—1,m—1 - ¢3g—2,m—2)2
(¢g,m - ¢g—1,m—1)(¢g—2,m—2 - ¢g—3,m—3)

, 9=G;

em que w* corresponde a razdo de convergéncia média, e G ao numero total de malhas
consideradas. Para g =2,3,..G -1 o céalculo de w* (Eq. 4.15) envolve os valores de ¢ em
Q" Q" e Q" e o resultado obtido é atribuido & Q" ; no entanto, para g =G (na malha
mais fina adotada) a solucdo numérica na malha Q" nio esta disponivel para a obtencédo de
w™, com a mesma expressdo. A partir dessa necessidade, busca-se estabelecer uma relagéo
entre os valores obtidos para v com g=34,..G (Eq. 4.13) e w* com g=2,3,..G-1 (Eq.
4.15). Entdo, com esse enfoque, para g =G na Eq. (4.15) considera-se a obtencdo de yw*
através da razdo entre o quadrado de w para g =G e o seu valor para g =G -1, na Eq.
(4.13).

Com a determinagdo de y * (Eg. 4.15), e por analogia a U, (Eq. 4.13) considera-se o

célculo da estimativa do erro numérico associado a ¢,,

Uw*(¢g,m) :M

el =2,...,G. (4.16)

Nos testes numericos realizados (Apéndice E), verificou-se que U,., denominado

estimador psi corrigido, apresenta um nivel de acuracia mais elevado do que U, .
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4.6 ESTIMADOR GCI

O estimador GCI (Grid Convergence Index) foi concebido, inicialmente, por Roache
(1994) através da expressao

|¢g _¢g—1 |

, 4.17
rP -1 (4.17)

UGCI (¢g) =FS

onde se sugere a adocédo do fator de seguranca, FS =3, e P = p,. Dessa forma, U, pode
ser aplicado em diversas malhas, que sdo representadas pelo indice subscrito g, com

r=h,,/h,, eseadmite avariagdo g =2,...,G. Assim como U, a estimativa calculada com

"
U, representa uma banda ou intervalo em torno da solugéo numerica.

Posteriormente, sobre a Eq. (4.17), Roache (2009) propde a utilizacdo de FS =1,25
quando p, — p,, ou seja, quando for identificado um comportamento convergente e
monotonico para p, (h—0, p, = p,). Nessa situagao, sob a Eq. (4.17) propde o valor P =
min{ p,, P, }, isto é, P determinado pelo menor valor entre p, e p, .

Com base na teoria apresentada por Roache (1994; 2009), e por analogia aos
estimadores para Em apresentados anteriormente, propde-se o emprego de U, a partir de

solucBes numéricas obtidas com o emprego de MER (Eg. 4.18 e Tab. 4.4). Nesse enfoque,

considera-se

UGCI(¢g,m):FSW1g:21"'1G;m:g_1; (4.18)

em que P=min{p,,(pym),}, OU seja, P corresponde ao menor valor entre a ordem de

acuracia pratica (Eq. 2.83) e teorica (p, ={p,,m=0,1,...}) de ¢, . A expressdo apresentada

na Eq. (4.18) ndo é uma generalizacdo pura da Eg. (4.17), ela se constitui em uma
modificacdo, pois leva em consideracdo as solu¢des numéricas obtidas para malhas e niveis

de extrapolagéo distintos.
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Tabela 4.4: Representacdo esquematica do emprego de Ugg, sobre ¢ .

Nivel de extrapolacdo

Malha m=0 m=1 .. m=g-1
o o
Q" |$,1 — o |
¢2,0 ¢21 = UGC| (¢2'1) :3 2,1p 1,0
re-1
hy | Pgm = Py1ms |
9 ¢(_;.],0 ¢g3,1 ¢g},m = UGCI (¢923,m) :1’25 g, rP _g 1, m-1

4.7 ESTIMADOR MULTICOEFICIENTE

Nesse caso, em particular, considera-se a obtencdo de estimativa para Eh com o
estimador multicoeficiente (U,.) (MARCHI, 2001) através das solucbes obtidas com o
emprego de MER (Eq. 2.79). A concepcéo de U, possui semelhanca com a adotada em U,

entretanto, considera-se que a estimativa € composta por m —1 termos, isto €,
U, =¢ch”™+ch™+c,h” +..+c, ,h"?, (4.19)

onde c,, ¢, C,, ...,C, , sS40 0s m—1 coeficientes da estimativa de Eh, e p,, p;, P,, - Prs

sdo as m —1 primeiras ordens verdadeiras de Eh.

Considerando-se, entdo, as Egs. (2.71), (2.72) e (4.19) aplicadas em m malhas

distintas Q" g =1,...,m, geradas através da razdo de refino r, tem-se

¢.—¢ = ch®+ch™+ch™+.+c ,h™
¢00 _¢2 = C0h2 P _|'C:|_thl "'(:thp2 "‘...'|'Cm_zthm_2
¢, — ¢, = c,h,” +ch,” +c,h” +...+c, (4.20)

¢, — ¢, =c,h,” +ch, ™ +c,h, * +..+c, h, "
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em que sdo conhecidas as respectivas solugbes numéricas ¢,,g =1,...,m. Assim, os dados do
sistema de equagOes representado na Eq. (4.20) sdo: h,h,, .. h.; &, ¢, .. ¢,
Py Piy Py - Py € @S iNCOQNItas séo ¢, , C,, C;, C,, ...,Cp, 5.

Entdo, através da resolucdo do sistema de equacOes representado pela Eq. (4.20), a Eq.

(4.19) proporciona a obtencédo de uma estimativa (U, ), para Eh, que tem a sua acuracia

elevada com o aumento de m. Por outro lado, o valor admitido para m pode comprometer a
resolucéo da Eq. (4.20) que corresponde a um sistema de equacbes mx m mal condicionado;

e, dessa forma, com a reducdo de h ocorre a propagacéo de E_ sobre a solugéo obtida.

Contudo, uma alternativa para o emprego deste estimador (proposta nesta tese)

consiste em se considerar ¢,,, isto é em aplicar MER (Eq. 2.79) com o maior valor de m

permitido em cada malha Q" para se determinar ¢_ (estimar @), no lado esquerdo da Eq.

(4.20) (com m>2). Assim: para g =2 tem-se m=1 e a estimativa de Eh possui apenas um
termo, ¢,, — ¢, =c,h,” (estimativa monocoeficiente); para g =3 tem-se m=2 e a estimativa
de Eh possui dois termos, ¢,, —¢, =c,h,” +c,h,* (estimativa bicoeficiente); para g =4 tem-

se m=3 e aestimativa de Eh possui trés termos, ¢, , — ¢, =c,h,” +c,h,” +¢c,h,™ (estimativa

tricoeficiente); e assim por diante.

Portanto, de modo geral, a estimativa para Eh inerente ao calculo de ¢, (na malha

Q" ), pode ser obtida pela diferenca entre a solugdo analitica estimada (® ~ ¢, =4, ,,), com
0 nimero maximo de extrapolagGes permitidas, e a solugdo numérica sem extrapolagdo (¢,),

isto &,
Umc(¢g):¢g,m _¢gi (421)

emque m=g-1 eadmite-se um conjunto de G malhas distintas, de modo que g =2,...,G.
Quanto maior o valor de m, mais proximo ¢, . estara de @, ja que o seu Eh possui

O(h®), e consequentemente, mais acurada sera a sua estimativa calculada. Ainda, de acordo

com a concep¢cdo do estimador multicoeficiente, busca-se uma estimativa para Eh que

contemple o maior nimero de termos possivel na série que descreve o Eh correspondente.
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Enfim, nesta proposta as solu¢Ges obtidas em G malhas distintas, com e sem MER, séo

substituidas na Eq. (4.21) para obtencéo de U . (4, ).

4.8 EFETIVIDADE DE UMA ESTIMATIVA DE ERRO

De modo geral, a qualidade de uma estimativa (U) para o erro numérico (E), pode ser
avaliada através de sua efetividade (0(U)), que é definida pela razdo entre U e E (Zhu e

Zienkiewicz, 1990):
o) = UE (4.22)

Uma estimativa de erro ideal é aquela em que #(U) =1, isto é, quando U = E. Além
disso, U é considerada confiavel quando 6(U)>1 = U > E; e acurada quando

OU)~1 = U =~ E (MARCHI, 2001).
4.9 RESUMO DO CAPITULO 4

Neste capitulo, inicialmente foram apresentadas duas propostas para obtencdo da

estimativa do erro numérico de solugdes obtidas com o emprego de MER: os estimadores U,

e U__, disponiveis na literatura. Com a mesma finalidade, na sequéncia foram descritos 0s

pm?

estimadores propostos nesta tese: U U,,eU,.; bem como se formulou uma adaptagao

pme? Sy

para 0 emprego de U, (estimador GCI). Através do calculo da raz&o de convergéncia, v,
definiu-se um critério para identificacdo do emprego efetivo de MER. Prop6s-se, também, o
emprego do estimador multicoeficiente a partir das solugbes numéricas obtidas com o
emprego de MER, para estimativa de Eh. Ao final, foram apresentadas as caracteristicas

desejaveis para uma estimativa de erro numérico.
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5 PROBLEMAS-TESTE

Neste capitulo sdo definidos os problemas considerados para a avaliacdo da
metodologia proposta nos capitulos 3 e 4. Primeiramente sdo descritos os modelos
matematicos adotados, e em seguida sdo detalhados os procedimentos numéricos realizados.

5.1 MODELOS MATEMATICOS

Com o intuito de abranger os efeitos difusivos e advectivos, bem como a ocorréncia de
ndo linearidade nos coeficientes da equacdo a ser resolvida, sdo considerados trés modelos
matematicos — casos 1 a 3 detalhados na sequéncia. Tais modelos possuem solucdo analitica
conhecida; essa opc¢do esta relacionada com o objetivo de se analisar a acuracia e a
confiabilidade das estimativas para o erro numérico, ou seja, com a possibilidade de

comparacgdo entre as estimativas para o erro numérico e o seu valor verdadeiro.

5.1.1 Caso 1: Poisson 1D

No primeiro caso considera-se a difusdo unidimensional com geracdo de calor, 0 que
resulta em uma equacdo de Poisson, que é uma equacdo diferencial linear. Adota-se a
representacdo nas variaveis temperatura T (dependente) e coordenada espacial x
(independente). O modelo matematico que determina o caso 1 é obtido a partir da equacdo da
energia, considerando-se: meio continuo, auséncia de escoamento, condugdo de calor

unidimensional, regime permanente e propriedades constantes; isto &,

Ld*T”

2

k ST (X)), (5.1)

em que, nesta secdo, o0 asterisco (*) sobrescrito representa o efeito da dimensdo do problema
(equacdo dimensional), k associado a condutividade térmica do material e S ao termo fonte. O

dominio é determinado (genericamente) por Q" =[0,L"], onde séo atribuidas as condicdes de
contorno de Dirichlet: T"(0)=T, e T (L) =T, .
Para se facilitar a analise dos resultados, nas simula¢cdes numéricas, considera-se a

seguinte adimensionalizacdo para as variaveis dependente e independente:
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T :T*‘T* , (5.2)
T -T,
X*

X:—*. 53
0 (5.3)

E, entdo, com a substituicdo dos resultados das Egs. (5.2) e (5.3) na Eq. (5.1) obtém-

se:
d*T
=S, 5.4
dx? (6.4)
ST(x)(L)? .
onde S=————-—, e 0 dominio adotado passa a ser 2=[0,1] (TANNEHILL et al.,
k (TL _To)
1997).

Com o intento de se analisar vérias possibilidades, quanto a localizacdo do ponto de
maximo da solucdo do problema em questdo, propde-se a seguinte solucdo analitica
(fabricada) para a Eq. (5.4)

T(x) = sen[(z +)x], (5.5)

emque S é um escalar real, representado em radianos. Dessa forma, a coordenada x do ponto
de maximo depende do valor atribuido a & . As condi¢bes impostas nos contornos para a Eq.
(5.4) sdo, agora, representadas por: T(0) =0 e T (1) = sen(z +5).

A partir da Eqg. (5.5), o termo fonte para a Eq. (5.4) torna-se

S =S(x) = —(x + &)?sen|(z + 5)x]. (5.6)
Nesse caso, as variaveis de interesse consideradas sdo: a temperatura maxima

(T max ), a sua coordenada correspondente (Xxmax), e a temperatura no ponto central de Q

(Tc), cujas solucdes analiticas sdo obtidas da Eq. (5.5), isto é,
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T
X max = (e 5o) (5.7)
T max = sen(z + & )(xmax) |=1, (5.8)
Tc=sen|(z +5)/2]. (5.9)

Além disso, considera-se a obtencdo de T em outros pontos especificos de Q, T(3/4)
e T(2/3) o que, juntamente com as Eqgs. (5.7) a (5.9), permite a analise de variaveis dos

diferentes tipos, estabelecidos na segéo 3.1.
De modo semelhante, sobre a Eq. (5.4), adota-se também o emprego da solucao
analitica (fabricada)

T(x) :—%e3X +3X+2, (5.10)
que acarreta em
9 3x
S=5(0=—ge", (5.11)

com as condi¢Bes de contorno: T(0)=9/5 e T(1)=-e*/5+5. Com isso, obtém-se as
seguintes solucbes analiticas para as variaveis de interesse estabelecidas: xmax =In5/3,
Tmax =In5+1, Tc=-e¥?/5+7/2 e, analogamente a solucio analitica considerada

anteriormente para T(x), T(3/4) e T(2/3) séo calculadas com a Eg. (5.10).

5.1.2 Caso 2: Advecgao-difusao 1D

No segundo caso considera-se 0 modelo matematico de conservacdo da energia
térmica, para um escoamento unidimensional permanente de fluido incompressivel, sem
geracdo de calor nem dissipacdo viscosa, e com propriedades e velocidades constantes em
meio continuo. Com essa perspectiva e considerando-se a adimensionalizacdo em que Pe € 0

ndmero de Peclet (Pe=LV/«a; onde V e L indicam a velocidade e o comprimento de
referéncia, a =k/pc,, em que k € a condutividade térmica, p a densidade e c, € a

capacidade térmica do material). (INCROPERA e DEWITT, 1996), obtém-se:
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dT  d°T
Pe_:_1 512
dx  dx? (512)

onde x e T seguem as definicOes apresentadas no caso anterior e, analogamente, considera-
se Q =[0,1] (adimensional).
As condicdes de contorno aplicadas (condig¢Ges de Dirichlet) sdo: T(0)=0 e T(2) =1.

Assim, a solucdo analitica para a Eq. (5.12) pode ser descrita como

ePex _1

T(x) = .
() ePe_l

(5.13)

Nesse caso, como variaveis de interesse, sdo investigados os valores de T obtidos em
pontos distintos de Q, isto €: T(@1/2), T(2/3) e T(3/4), cujas solugdes analiticas séo

obtidas através da Eq. (5.13). Com essas variaveis, conforme descrito na secdo 5.2.2, €

possivel se obter ¢ com coordenadas nodais e ndo nodais, em malhas distintas (de acordo

com a classificagdo estabelecida na segédo 3.1).

5.1.3 Caso 3: Burgers 2D

O terceiro caso diz respeito ao problema, classico em CFD, do escoamento laminar
(Re <2000) no interior de uma cavidade quadrada gerado pelo movimento de sua tampa. A
abordagem considerada consiste de uma adaptacdo ao trabalho de Shih et al. (1989) -
escoamento recirculante de fluido incompressivel com propriedades constantes, em dominio
bidimensional (Fig. 5.1). Nesse enfoque, considera-se que a parede superior se movimenta
com velocidade variavel conhecida e admite-se a existéncia de um termo fonte que atua sobre
0 escoamento.

A representacdo matematica adotada, aqui, € dada pelas equagdes de Burgers 2D, que
correspondem as equacgdes de conservacdo de quantidade de movimento linear (QML) nas
direcGes coordenadas x e y, ou seja,

2 A 2 2
aL+M:—a—p+i 6u+6u : (5.14)
OX oy ox Relox® oy’

ox 9y oy Re

+

o(uv) ov? op 1 (o o
Qe T T + aXZ 6y2

]— S(x,y, Re), (5.15)
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em que u e v representam as componentes do vetor velocidade nas direces x e Yy,

respectivamente, S é o termo fonte, p € a pressdo estética (conhecida analiticamente), Re €
0 nimero de Reynolds (Re=u_l/v,; onde u_ e | indicam a velocidade e o comprimento de
referéncia, v, corresponde a viscosidade cinematica, dada por v, =u/p, em que p € a
massa especifica e u é a viscosidade absoluta do fluido).

Com a proposicao de solucdo analitica para o problema abordado, Shih et al. (1989)

apresentam o campo de pressdes p(x,y,Re) (Eq. (5.17)) analitico (para efeito de

comparagdes/estudos), e o termo fonte S(x, y,Re) (Eg. (5.16))

S(x,y,Re)z—Rie[MF +2f'g"+f"g]-64[F,G -1 f'F | (5.16)

. 8 m ot " 1\2
p(x y,Re) =~ [Fg"+ | o']+64F,[g0" -(g') ] (5.17)

em que:
f=f(X)=x'-2+xX* =" =4x>-6x*+2x = "=12x"-12x+2 = " =24x-12,
F :j f(x) dx,F, = () F"(x) =[] =—4x° +12x° —14x* +8x* — 2x2,
Fo=[ 00 F/()dx=1/2(x* —2x° +x°)?,
g=g()=y'-y’= g'=4y°-2y= ¢"=12y* -2 = " =24y,
G, = 9(y)g"(y)-g'(y) g"(y) = —24y° +8x° —4y.

As condicOes de contorno impostas para u e v séo do tipo Dirichlet (Egs. (5.18), (5.19)

e Fig. 5.1), e correspondem & velocidade nula nos contornos exceto no contorno superior,
sobre o dominio bidimensional (quadrado de lado unitario)) Q =(x,y) € R® :

{0<x<le 0<y<1},ouseja,
u(x,0) =u(0,y) =u(d, y)=v(x,0)=v(0,y) =v(L, y)=v(x,1) =0, (5.18)

u(x,1) =16 (x* - 2x> + x?). (5.19)
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u=16(x*-2x*+x%),v=0

Figura 5.1: Problema do escoamento na cavidade quadrada com tampa mdvel
(adaptado de Marchi et al. (2009)).

As solugbes analiticas para as variaveis dependentes primarias, u e v (SHIH et al,

1989), séo descritas nas Eqgs. (5.20) e (5.21) e representadas graficamente nas Figs. 5.2 e 5.3,
respectivamente.

u(x,y) =8f(x)g'(y) =8(x* —2x3 + x*)(4y* - 2y), (5.20)

v(X,y) =-8f'(X)g(y) =-8(4x®—6x* +2x) (y* - y?). (5.21)

Figura 5.2: Fungdo u(x,y), (x,y)eQ.
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Figura 5.3: Fungdo v(x,y), (x,y)eQ.

A partir dessas fungdes definem-se as seguintes variaveis de interesse:

(1) componente na diregdo horizontal do vetor velocidade no ponto central de Q (uc);

(2) componente na direcdo vertical do vetor velocidade no ponto central de Q (vc);

(3) fluxo de massa que escoa entre as coordenadas x=0 e x=1/2, sobre 0 eixo (reta)
y=1/2 (fm);

(4) forca de arrasto viscoso que a parede inferior (sul) da cavidade exerce sobre o
fluido (Fs);

(5) forca de arrasto viscoso que a parede superior (norte) da cavidade exerce sobre o
fluido (Fn);

(6) valor minimo da componente na direcdo horizontal do vetor velocidade sobre o
eixo (reta) x=1/2 (umin1D);

(7) ordenada (coordenada y) correspondente a variavel (6) (y(umin1D));

(8) valor minimo da componente na direcdo vertical do vetor velocidade sobre o eixo
(reta) y=1/2 (vminlD);

(9) abscissa (coordenada x) correspondente a variavel (8) (x(vmin1D));

(10) valor méximo da componente na dire¢do vertical do vetor velocidade sobre o eixo
y=1/2 (vmax1D);

(11) abscissa correspondente a variavel (10) (x(vmax1D));
(12) valor minimo da funcéao de corrente em Q (¥ min) (detalhes no apéndice F);

(13) abscissa correspondente a variavel (12) (x (‘¥ min)) ;
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(14) ordenada correspondente a variavel (12) (y (¥ min)) ;

(15) valor minimo da componente na dire¢do horizontal do vetor velocidade em Q
(umin 2D);

(16) abscissa correspondente a variavel (15) (x(umin 2D));

(17) ordenada correspondente a variavel (15) (y(umin 2D));

(18) valor minimo da componente na direcdo vertical do vetor velocidade em Q
vmin 2D;

(19) abscissa correspondente a variavel (18) (x(vmin 2D));

(20) ordenada correspondente a variavel (18) (y(vmin 2D));

(21) valor maximo da componente na direcdo vertical do vetor velocidade em Q
(vmax 2D);

(22) abscissa correspondente a variavel (21) (x(vmax 2D));

(23) ordenada correspondente a variavel (21) (y(vmax 2D));

(24) componente na direcdo vertical do vetor velocidade no ponto de coordenadas
especificas ndo nodais x=1/2—+/3/6 e y=+/2/2) (vm).

A notacdo empregada para cada uma dessas variaveis, bem como a solucdo analitica
correspondente sdo apresentadas na Tab. 5.1. Os detalhes sobre a formulacdo e obtengéo
dessas solucdes analiticas (Tab. 5.1) estdo disponiveis no apéndice F. Através do estudo
dessas variaveis estabelecidas, no problema em questdo, é possivel se contemplar todas as
classes descritas na secdo 3.1. E, dessa forma, torna-se possivel a realizacdo de uma
investigagdo sobre o comportamento de MER em cada tipo de variavel.

Entdo, com as ¢ obtidas, a metodologia descrita nos capitulos 3 e 4 é empregada com
0 objetivo de se garantir um desempenho efetivo de MER sobre a reducdo de Eh, bem como a
realizacdo de estimativas, confidveis e acuradas, para o erro numérico envolvido. Tais
resultados (obtidos com base nos modelos numéricos descritos na proxima se¢do) sao

apresentados no capitulo 6.



Tabela 5.1: Variéaveis de interesse consideradas no caso 3.

NUmero Sigla Descrigdo Solugdo analitica
1) uc u(1/2,1/2), Eq. (5.20) -1/4
) Ve v(1/2,1/2), Eq. (5.21) 0

12
3 fm j PVyp20x (p =1, z=1) 3/32
0

4) Fs Jl'/,,(au/ay)y_o zdx (u=1,z=1) -8/15

0
() Fn ju(c?U/ oy),,zdx (u=12=1) 8/3

0
(6) umin1D minu(x=1/2,y),0<y<1 ~/6/9
(7)  y(uminiD) y; umin1D = minu(x =1/2,y) J616
(8) vmin1D minv(x,y =1/2),0< x <1 ~J/31/6
(9) x(vmin1D) X; vmin 1D = min v(x, y =1/2) (3++/3)/6
(10) vmax1D maxv(x,y=1/2),0<x<1 V316
(11) x(vmax1D) X; vmax1D = maxv(x,y =1/2) (3-+/3)/6
(12) ¥ min min ¥(x,y), (x,y)e Q -1/8
(13) X (¥ min) X; ¥'min =min W(x,y) 1/2
(14)  y(¥ min) y: ¥ min = min ¥(x, ) V212
(15) umin 2D minu(x,y), (x,y)e Q —\6/9
(16) X(umin 2D) X; umin 2D =min u(x, y) 1/2
(17)  y(umin 2D) y; umin 2D = min u(x, y) V616
(18) vmin 2D min v(x, y), (X, y)e Q ~24319
(19)  x(vmin 2D) X; vmin 2D = min v(X, y) 1/2++/3/6
(20)  y(vmin 2D) y: vmin 2D = min v(x, ) V212
(21) vmax 2D max v(X, Y), (X,y)e Q 2./3/9
(22) X(vmax 2D) X; vmax 2D = max v(X, y) 1/2-4/316
(23) y(vmax 2D) y; vmax 2D = max v(X, ) V212
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(24) vm V(1/2-+/316,4212), Eq. (5.21) 24319

5.2 MODELOS NUMERICOS

Os métodos numéricos empregados neste trabalho consistem do emprego dos métodos
de Diferencas Finitas (MDF) e Volumes Finitos (MVF). Nesse ambito, sdo descritos na

sequéncia os procedimentos adotados em cada caso (definidos anteriormente).

5.2.1 Resolucao numérica do caso 1

No caso 1, adota-se 0 emprego do MDF (FERZIGER e PERIC, 2002) primeiramente
com a aproximacao numérica CDS-2 (conforme a descricdo apresentada na secdo 2.2.1) em
malha uniforme (Fig. 2.1). Considera-se entdo a Eq. (5.4), e sobre o ponto nodal i (genérico)

obtém-se a equacdo discretizada

Tt T =2h g o7 o7 4T, - SH7, (5.22)

h

para i=1..,M -1, em que S, =S(x;), x. =ih, e S seque a defini¢do apresentada na secdo

5.1.1. O nimero total de pontos (ou n6s) adotados em Q" é M +1 e considera-se h=1/M.

Para o contorno esquerdo (i = 0) impde-se T,=T(0), e para o contorno direito (i = M)
T,, =T(), de acordo com a proposicéo de solucéo analitica para T (Egs. (5.5) e (5.10)).

Com base em expressdes semelhantes as Egs. (5.4) e (5.22) e na definicdo de Eh,

explicitada na Eq. (2.13) para CDS-2, Pulino e Torres (2006) propdem um esquema compacto

de quarta ordem (p, = p, =4) para a resolucdo numérica da equacéo de Poisson. Com esse

enfoque, considera-se

dT) T,+T,-2T, (dT)h? (d°T) h* (d°T) h°
o = = —| = — (5.23)
dx® ) h dx* ) 12 | dx® ) 360 | dx® ) 20160

e admite-seque T €C, e SeC,, isto é, T e S sendo fungdes continuamente diferenciaveis até

as ordens quatro e dois, respectivamente. Assim,
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dT d‘T d?S
o =S = ol (5.24)

E, de modo anélogo a Eq. (5.23), considera-se

d?s S, +S.,—-2S (d*S) h’
(dxzj =— h'f I_(dx“] E+O(h4). (5.25)

Entdo, com os resultados obtidos nas Egs. (5.24) e (5.25), a Eq. (5.23) pode ser

reescrita como

2 a—
(d T] _ Ti—l +Ti+1 - 2Ti _ Si—l + Si+1 2Si + O(h4). (5.26)

dx? h? 12
Nessa perspectiva, a equacao algébrica resultante do processo de discretizacdo torna-se

Ti—l +Ti+1 - 2Ti _ Si—l + Si+1
h? B 12

+10S, S, +S.,

12

h?,  (5.27)

S 2T =T +Ty _( +105, ]

que corresponde ao esquema compacto com p, =4 adotado para a resolucéo da Eq. (5.4).

A resolucdo dos sistemas de equacdes algébricas, resultantes da discretizagdo com
p, =2 e 4, representados nas Egs. (5.22) e (5.27), é obtida com o0 emprego do método direto
TDMA (Tridiagonal Matrix Algorithm) (FORTUNA, 2000); dessa forma, ndo ha influéncia
de E, sobreocélculode T.

Apds a obtengdo das solugdes numéricas, T, =T(x,), torna-se possivel a analise das
variaveis de interesse descritas na se¢do 5.1.1. Essa analise esta, sobretudo, condicionada ao h
adotado; pois, como exemplo, T(3/4) e T(2/3) podem estar, ou ndo, localizadas em um
ponto nodal de Q". Com relagdo ao ponto de méaximo para T em Q", busca-se:

T max = max{T, i =0,..., M}, cuja determinac¢&o também depende do h adotado.



102

5.2.2 Resolucéo numérica do caso 2

Analogamente ao caso 1, considera-se a aplicacdo do MDF (FERZIGER e PERIC,
2002) em malha uniforme (Fig. 2.1). Neste caso, primeiramente adota-se um esquema de
ordem (p,) mista, ou seja, sdéo empregadas as aproximagdes CDS-2 (p, =2), sobre o termo

difusivo e UDS-1 (Upwind Differencing Scheme) (p, =1) sobre o termo advectivo. Entdo, a

partir da Eq. (5.12) para o ponto nodal i, obtém-se a equagéo discretizada

pe[Ti _hTi-l ] _ T H;;;l —2T, < (2+Peh)T, = (1+Peh)T,, +T.,, (5.28)

para i =1,...,,M —1. No contorno esquerdo (i = 0) adota-se T, =T (0), e no contorno direito (i

=M) T, =T(), obtidos com a Eq. (5.13). Esse esquema UDS/CDS pode ser visto em
Tannehill et al. (1997).

De modo semelhante, considera-se também o emprego de um esquema numérico com

p, =2, isto & aproxima-se com CDS-2 (p,=2) tanto o termo difusivo como o termo

advectivo o que permite 0 seguinte equacionamento para o ponto nodal i,

(5.29)

i+1"

pe[ Ta_Tis | Tt T2l 47, — 24 Pe)T,, + 2 PetyT

Os sistemas de equacdes algébricas resultantes, Eqgs. (5.28) e (5.29), sdo entdo
resolvidos com o método direto TDMA (como no caso anterior) (FORTUNA, 2000); e a
partir desses valores obtidos, as varidveis de interesse estabelecidas na secdo 5.1.2 séo

determinadas.

5.2.3 Resolucdo numeérica do caso 3

A solucdo numérica do caso 3 é obtida com o emprego do MVF (VERSTEEG e
MALALASEKERA, 2007) sobre as Egs. (5.14) e (5.15), nas quais 0s termos difusivos séo
aproximados com CDS-2 e os termos advectivos sdo abordados de duas maneiras distintas
(dois esquemas numeéricos). Primeiramente considera-se 0 emprego da aproximacdo UDS-1

sobre os termos advectivos, o que corresponde a um esquema numérico com p, =1. O

segundo esquema adotado é obtido por meio de diferenca central através de correcdo adiada
sobre 0 UDS-1, isto é, os coeficientes para os termos advectivos, nas equacGes algébricas, sdo
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deduzidos com UDS-1, porém sé&o adaptados para o formato CDS-2 (p, =2), e a diferenca e

transportada para o termo do lado direito das equacdes algébricas resultantes (no formato
adotado (Eqg. (5.33)) os coeficientes a,,a,,a, . a, s&o mantidos a direita da igualdade).

Entdo, para o emprego das aproximacGes numéricas sobre as Egs. (5.14) e (5.15)
considera-se a seguinte representacéo:

0 0 _ e 0,00, 9, 00
g(p U¢)+a—y(pV¢)— p’ t 3 (u ax]+ ay(“ ay]+8"’, (5.30)

onde ¢ (variavel dependente (de interesse)), p’ e S’ (a partir das Eqgs. (5.16) e (5.17)) séo

explicitados na Tab. 5.2.

Tabela 5.2: Simbolos empregados na Eq. (5.30) para resolucdo do caso 3.

Equacao o p? S?
(5.14) u —op/ox 0
(5.15) v —op/oy -S(x,Y,Re)

Para implementacdo do MVF sobre a Eg. (5.30) considera-se o volume de controle
genérico P e suas faces. A malha adotada é representada na Fig. 5.4 para um volume

(genérico) P e seus vizinhos: norte (N), sul (S), leste (E) e oeste (W), e suas respectivas faces

(n,s,eew).
oN h
n
W P E h
° w e e °
S
QS h

— e r—>

h h h

Figura 5.4: Malha bidimensional uniforme, sob a representacao do volume de controle P.
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Nessa malha as faces sdo determinadas pelas mediatrizes dos segmentos que unem 0s

centros geométricos de volumes adjacentes. E, as ¢ séo calculadas mediante a avaliacdo de

expressdes algébricas sobre essas faces, e representadas (armazenadas) nos centros dos
volumes de controle.
Com esse enfoque, considera-se a integracdo da Eq. (5.30) sobre P (Fig. 5.4) que

resulta em

[(0ug). ~(pug).In+[(ov9), ~(pvg).Jn = L[p* L {(ﬂ] {u%) }

oX ), OX

{(u%] ( ‘Z]jhu[sﬂ h?, (5.31)

em que L[p’], e L[S?], simbolizam as aproximages numéricas para p’ e S’ sobre o

volume de controle P. E, entdo, adota-se a representacdo M para o fluxo de massa em cada
diregdo (n, s, e, w), isto & M, =pv.h; M. =pvh; M,=puh; e M, =pu,h; e,

substituindo-se esses resultados na Eq. (5.31) obtém-se

S R
(R SR

entdo, com a aplicacdo das aproximagdes numéricas (CDS-2/UDS-1), chega-se a
apd, =a,¢, +ade +ad +a g, +bf, (5.33)

emque: a, =a, +a,+a,+a,; a,=(L/2+sign(u,)/2M,, +u; a, =—(1/2-sign(u,)/2)M,
+u; a,=(/2+sign(v,)/2M +u; a, =—(1/2-sign(v,)/2M +u; e a fungio sign(.)

n

retorna o sinal do nimero avaliado. As velocidades nas faces dos volumes de controle sdo
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calculadas através das expressdes: @, =(dp +B,)/2; & =(dp +0:)/12; ¢, =(dp +¢s)/2 €
¢n :(¢P +¢N)/2'

Quanto ao termo b%: para ¢=u tem-se bl =—(p, - p,)(h/2); e para $=v tem-se
bé =—(p, - p.)(h/2)-S, h* (S, calculado pela Eqg. (5.16)). Para obtencdo de p, =2
(segundo esquema) ambos os termos fonte sdo atualizados pela técnica de correcdo adiada

(FERZIGER e PERIC, 2002): b¢ =b¢ +g¢,sign(d,) (4, —4,)h— ¢, sign(4,) (@, — 4.)

h +4,sign(g,) (B, —4,)h -4, sian(4,) (4, ~d»)h + ¢, sign(4,) (4, ~45 ) , em que o simbolo ~
representa o resultado obtido na iteragdo imediatamente anterior.

As equacOes referentes aos volumes que estdo nas fronteiras de Q requerem uma
formulacdo diferenciada, devido a aplicacdo das condicdes (de contorno) sobre as faces que se
encontram nos contornos. Existem diversas formas para a aplicacdo das condigdes de
contorno, ao se considerar o MVF. Uma delas se da pelo uso de volumes ficticios, que é
caracterizado por respeitar os principios de conservagdo, no dominio de calculo (MALISKA,
2004). Nesse enfoque, todos os volumes do dominio, inclusive os de fronteira, sdo
interpretados como internos ou volumes reais; e sdo criados volumes ficticios (P) em todos os

contornos, ou fronteiras (Fig. 5.5).

h/2 h/2 h/2 h/2
- -———— 1-===-
N |Fronteira | 1 1 Fronteira
o | o ¢ o | o 1 @
r\ h/2 / | hi2| 1 |
1
A\ 2 Py h/2 ‘3
. ] .
Fronteira 1 ® : Fronteira
| N prp—

Figura 5.5: Representacdo do volume ficticio P, nos contornos.

Entdo, as condicGes de contorno sdo consideradas a partir de equagdes algébricas
envolvendo esses novos volumes (ficticios). No presente caso, as expressdes que
correspondem ao célculo (numérico) das variaveis u e v, nos contornos (Egs. (5.18) e (5.19) e
Fig. 5.1), sdo apresentadas nas Eqs. (5.34) a (5.38):

u(0,y) =v(0,y) = 0 = ¢ ;“E _YetVe g (5.34)
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u(Ly)=v(l,y)=0= ;“W =Y ;VW —0; (5.35)

Up +Uy _ Vp +Vy

u(x,0) =v(x,0)=0= 5 , - 0; (5.36)
v(x1) =0 = % = 0; (5.37)
u(x,) =16(x* - 2x°> +x*) = % =16(x,"* —2x,° +x,°); (5.38)

em que X, indica a abscissa do centro geométrico do volume ficticio P.

O nimero total de nés € M? (centros dos volumes, Fig. 5.4), em malha uniforme

M x M, onde as solu¢des numéricas sao obtidas; em que se considera M pontos na direcéo x e

M pontos na dire¢do y. Tais solucBes sdo obtidas através da resolucdo do sistema de equacdes
algébricas resultante (Egs. (5.33) a (5.38)). Esse sistema € resolvido pelo método iterativo
Gauss-Seidel lexicogréafico, associado ao método multigrid geométrico com o esquema de
aproximacdo completa (em inglés, Full Approximation Scheme — FAS), restricdo por
ponderacdo completa, prolongagédo por interpolacdo bilinear e acelerado com Full multigrid
(FMG) (BRIGGS et al., 2000); cujos parametros Otimos foram obtidos no estudo de
Gongalves (2013).

Apbs a obtencdo das solucGes numéricas (nodais) para u e v, sdo calculadas as

variaveis de interesse listadas na Tab. 5.1; cujo detalhamento é apresentado no apéndice F.

5.3 DADOS DAS SIMULACOES

As simulac6es numéricas foram realizadas considerando-se linguagem Fortran 2003, e
compilador Fortran Intel 11.1. Os computadores utilizados fazem parte do Laboratério de
Experimentacdo Numérica 1 (LENA-1) da UFPR, mais especificamente: (1) CFD-16, com
processador AMD Athlon Dual Core, 2.20 GHz, 2GB RAM e sistema operacional Windows
XP com 64 bits; e (2) CFD-21, com dois processadores Intel Xeon X5690 (6 core), 3.47 GHz,
192 GB RAM e sistema operacional Windows 7 com 64 bits.
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Os efeitos de E_ foram minimizados pelo emprego de precisdo quadrupla. O controle

E,, foi realizado com base nos testes de coeréncia estabelecidos no protocolo de Marchi

(2007). Ao se considerar a aplicacdo de métodos iterativos, para resolucdo de sistemas de
equacOes algébricas, o controle de E, foi realizado através da condugdo do numero de
iteracdes até que o erro de maquina fosse atingido; isto é, até o alcance de uma variagdo no
menor namero possivel de algarismos significativos para residuo, R, de acordo com o
detalhamento apresentado na sec¢do 2.3. Nesse sentido, como parametro de controle, utilizou-
se a razdo entre a norma I; do residuo em uma dada iteracdo it (R™) e a norma I; do residuo
na iteracdo inicial (R®), em simbolos, || R™ ||, / ||R@ ||, < &, onde £ =107%,

Em todas as simulacGes desenvolvidas foram adotados: sistema de coordenadas
cartesianas ortogonais e, malhas estruturadas ortogonais e uniformes. O processo de
refinamento de malha foi realizado considerando-se o emprego de razdo de refino (r)

constante.

Finalmente, as solucfes analiticas para as varidveis de interesse consideradas foram

obtidas com o uso do software Maple 10.0 com 32 casas decimais.

5.4 RESUMO DO CAPITULO 5

Neste capitulo foram descritos os procedimentos adotados para a realizacdo das
simulagdes numéricas, utilizadas no presente estudo. Inicialmente foram apresentados os
modelos matematicos considerados: caso 1 — Poisson 1D, caso 2 — Adveccdo-difusdo 1D, e
caso 3 — Burgers 2D; bem como foram definidas as variaveis de interesse. Em seguida foram
detalhados os métodos numéricos empregados, e ao final foram especificados os parametros

computacionais utilizados.
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6 RESULTADOS

Neste capitulo sdo apresentados os resultados obtidos com o emprego da metodologia
proposta nos capitulos 3 e 4, sobre os problemas-modelo definidos no capitulo 5. Dessa
forma, MER é abordada sob a perspectiva de redugdo e estimativa do erro numérico em
variaveis que apresentam diferentes caracteristicas, com relacdo ao modelo mateméatico

adotado e ao processo de refinamento de malha.

6.1 RESULTADOS PARA O CASO 1: POISSON 1D

No caso 1 primeiramente os calculos (se¢do 5.2.1) foram realizados em malhas (Q")
distintas, considerando-se as razdes de refino r =2 e r = 3. Ao se adotar r = 2, a Q" mais
grossa possui M = 3 pontos nodais, e a mais refinada M = 16.777.217, totalizando assim 23
malhas. Para r = 3, a Q" mais grossa possui M = 3 pontos nodais e a mais refinada M =
9.565.937, 0 que corresponde a 15 malhas.

De acordo com a classificacdo estabelecida na se¢do 3.1 e com 0s procedimentos
descritos na secdo 3.2, no presente contexto as variaveis do tipo | caracterizam-se
principalmente pelo emprego direto de MER (Eg. (2.78)). Consideram-se, entdo, como
representantes desse tipo de varidvel os resultados obtidos em Poisson 1D com: Tc =T (1/2)
com & = 0, cuja solucdo analitica (fabricada) para T é do tipo senoidal (Eq. (5.5)); e T(3/4)
ao se considerar o emprego de solugdo analitica (fabricada) do tipo exponencial (Eq. (5.10)).
Ao se considerar r = 2 ambas as coordenadas (x = 1/2 e 3/4) coincidem com um ponto nodal,
em todas as Q" adotadas. Para as ¢ obtidas desse modo os resultados para Eh e Em, bem
como as respectivas estimativas calculadas com os estimadores U, . e U,.., sdo representados
na Fig. 6.1 sendo que: (a) refere-se a variavel T (1/2) ;e (b) a variavel T (3/4).

Nota-se na Fig. 6.1 e na Tab. 6.1 que, no presente caso, em precisdao quadrupla
Em~0 (Em<10®) com h=~10" através dos niveis: m=9 (extrapolacdes) e g =10
(malhas) para ¢=T(1/2); bem como m=8 e g=9 para ¢=T(3/4). Para ambas as

variaveis, percebe-se que no préximo nivel de extrapolacdo considerado (Ultima linha da Tab.

6.1) Em tem a sua magnitude aumentada, e verifica-se a ocorréncia simultanea de |y |<1
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(para h=4,88x10"), isto ¢, a condi¢do apresentada na se¢do 4.4.1 para o emprego efetivo de

MER é corroborada.

10° o 10° o
10° oo 10° s
10° o o 10° M /@{
g 10° oo g 10° oo
2 : = ; N o
210" @MV@@/@ o £107] oo
g10"™ ® 10" ?
(5]
°10” ; 510" d
w g2t / —e—Eh T 10»21 —e—Eh
10% . f--—=—Em 10% L oo Em
B o-U ) /
27 ] / mc 27 o / —0o—U
10 10 me
G —o—U N /
10—30 : _M ,LT!/] we 10»30 ' LN - —0O0— Uu/*
107 10° 10° 10* 10° 10 10* 10° 107 10° 10° 10" 10° 10° 10' 10°
h h

(&) T@/2), r=2 (b) T(3/4), =2

Figura 6.1: Eh, Em e suas respectivas estimativas; para ¢ do tipo | em Poisson 1D.

Tabela 6.1: Eme y para ¢ do tipo | em Poisson 1D.

p=T@Q/2),r=2 ¢=T(3/4),r=2
h
Em "4 Em 74
5,000E-01
2,500E-01 7,194467E-03
1,250E-01 -4,361310E-05 3,328162E+01 3,735669E-04
6,250E-02 5,842820E-08 1,657391E+02 5,222246E-07 1,413945E+02
3,125E-02 -1,819494E-11 7,472065E+02 1,608981E-10 7,145579E+02
1,563E-02 1,351763E-15 3,211995E+03 1,149070E-14 3,244918E+03
7,813E-03 -2,431387E-20 1,346092E+04 1,954125E-19 1,400170E+04
3,906E-03 1,068251E-25 5,559712E+04 8,036211E-25 5,880153E+04
1,953E-03 -4,737788E-31 2,276045E+05 3,485933E-31 2,431641E+05
9,766E-04 7,405201E-32 1,949974E+05 2,784895E-31 1,146329E+07
4,883E-04 -1,769737E-30 2,971223E-01 -1,999886E-30 3,076923E-02

Nessa perspectiva, portanto, considera-se a representacdo dos resultados numéricos na

Tab. 6.2 para as Q" correspondentes, ou seja, para h > 4,883x10* . Entéo, através do calculo

da efetividade (@ =U/E), séo apresentados os resultados obtidos com os estimadores U, ,

U

U,, U, e Ug,, para ¢ =T(1/2). Com base nesses resultados (Tab. 6.2), observa-se

que os estimadores analisados mostraram-se confiaveis (6 >1), de modo geral; entretanto 0s
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resultados mais acurados (0 =1) foram alcangados com o emprego de U, e U .. Os

C

resultados obtidos com esses estimadores durante o calculo de ¢=T(3/4) possuem

comportamento semelhante.

Tabela 6.2: Efetividade dos estimadores U, , U e, Uy, U~ € Uge para Em

associado ao calculode T(1/2),r =2 (¢ tipo I) em Poisson 1D.

h

U,/Em

U e /EM

UW/Em

UW*/Em

Uge /Em

5,000E-01
2,500E-01
1,250E-01
6,250E-02
3,125E-02
1,563E-02
7,813E-03
3,906E-03
1,953E-03
9,766E-04
4,883E-04

2,511253E+01
1,058976E+02
6,696916E+02
3,193988E+03
1,394677E+04
5,874386E+04
2,431046E+05
2,305184E+06
2,517289E-01
1,139253E+00

1,006062E+00
1,001340E+00
1,000311E+00
1,000074E+00
1,000018E+00
1,000004E+00
1,000004E+00
1,156305E+00
2,489859E+01
3,887257E-01

4,841112E+00
4,482687E+00
4,293244E+00
4,189599E+00
4,129974E+00
4,093762E+00
9,906425E-01
3,793836E-05

9,767151E-01
1,005715E+00
1,001093E+00
1,000237E+00
1,000054E+00
1,000013E+00
1,000004E+00
2,011050E+00

1,126354E+00

1,395141E+01
1,383010E+01
1,483014E+01
1,574624E+01
1,644814E+01
1,697111E+01
1,736598E+01
4,300672E+00
4,742295E-05
1,003995E+00

No presente caso, como variavel do tipo Il considera-se a obtencéo de ¢ =T(3/4) nas

Q" geradas com r = 3. Assim, a coordenada x = 3/4 situa-se exatamente no ponto médio entre
as coordenadas nodais em todas as Q" adotadas. Entdo, para obtencdo dessa ¢ torna-se
necessario o emprego de interpolacdo polinomial, e verifica-se na Fig. 6.2 (a) que, ao se
empregar MER, o melhor resultado foi alcangado com interpolacdo linear (grau p = 1). Julga-
se que essa ocorréncia esteja relacionada com o posicionamento da ¢ em questdo, isto &, ao
ponto médio entre os pontos nodais. A partir desse resultado, sdo apresentadas na Fig. 6.2 (b)
as estimativas para Ep (Eh com interpolacdo) e Epm (Eh com interpolacdo e com MER),

respectivamente, obtidas com os estimadores U, . e U,,..

Com esse enfoque, na Tab. 6.3 considera-se a representacao dos resultados numéricos

para os estimadores U, , U U, , U, eUg,,atéa Q" onde se tem Epm~0 (<107),

pmc ?
h~10". Nessa tabela é possivel se verificar a qualidade dessas estimativas obtidas para Epm
com p = 1, para a variavel do tipo Il considerada, no presente caso. Tais resultados possuem
semelhanga com os obtidos para as variaveis do tipo | analisadas (Tab. 6.2), isto é, as

estimativas mais acuradas foram determinadas pelo calculo de U . e U,. (U, ./Em=1e

U,~/Em ~1). Entretanto, desses apenas U,,. mostrou-se confiavel (U,,./Em>1).
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(b) Ep e Epm (p = 1) e suas estimativas

Figura 6.2: Ep, Epm e suas estimativas; para T (3/4), r =3 (¢ tipo Il) em Poisson 1D.

Tabela 6.3: Efetividade dos estimadores U, , U .., U,,, U« e Ugg, , para Epm, p=1

associado ao calculo de T(3/4), r =3 (¢ tipo Il) em Poisson 1D.

h

U,/Epm

U pe /Epm

U, /Epm

U,./Epm

U, /Epm

5,000E-01
1,667E-01
5,556E-02
1,852E-02
6,173E-03
2,058E-03
6,859E-04
2,286E-04
7,621E-05

5,778298E+01
8,510499E+02
9,099034E+03
8,925065E+04
8,457358E+05
7,883828E+06
2,265254E+02
1,561439E+00

9,988408E-01
9,998903E-01
9,999888E-01
9,999988E-01
9,999999E-01
1,004434E+00
2,781137E+00
2,539862E+00

1,344679E+01
1,058517E+01
9,797809E+00
9,474773E+00
9,321727E+00
2,886028E-05
1,893786E-02

1,014428E+00
1,001052E+00
1,000099E+00
1,000010E+00
1,000001E+00
1,004434E+00
2,747406E+00

5,085625E+01
1,680849E+01
1,564480E+01
1,700920E+01
1,790387E+01
1,854359E+01
5,920107E-05
2,367232E-02

Além disso, o critério para o emprego efetivo de MER também foi confirmado, pois de

acordo com a Eq. (4.14) a aplicacdo MER ¢ eficaz na reducdo do erro numérico quando

v [>1 = (py m), >0. Isto pode ser verificado pelos comportamentos de Epm, p =1 na Fig.

6.2 e de (py ), (correspondente) na Fig. 6.3. Outro aspecto importante que pode ser

observado na Fig. 6.3 diz respeito a convergéncia p.,p, — 2 € ao aumento progressivo de

(Pe.m)y © (Py.m),, com o refinamento de Q", 0 que é compativel com 0 método de segunda

ordem empregado ( p, = p, = 2, CDS-2) e com os valores p, ={2,4,6,...}.
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Figura 6.3: Ordem de acuracia associada ao calculo de T(3/4), r=3 (¢ tipo Il)

em Poisson 1D, com e

sem MER.

Para as variaveis do tipo Ill, por sua vez, consideram-se os resultados obtidos através

do célculo de T(2/3) nas Q" geradas com r = 2. Nesse caso, a coordenada x = 2/3 situa-se

entre as coordenadas nodais em todas as Q" consideradas, porém ndo esta localizada no

ponto médio entre esses nos. Logo, o célculo dessa ¢ requer o emprego de interpolacéo

polinomial, a partir dos resultados nodais obtidos para T. Dessa forma, verifica-se na Fig. 6.4

(a) que os resultados do emprego de MER (para ¢ do tipo I11) sdo melhorados com o aumento

do grau (p) do polindmio interpolador, isto ¢, Epm tem a sua magnitude reduzida com a

elevacdo de p. Com isso, portanto, considera-se p = 10 e sdo apresentadas na Fig. 6.4 (b) as

estimativas para e Ep e Epm, respectivamente, com U, . e U,,..
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Figura 6.4: Ep, Epm e suas estimativas; para T(2/3),r =2 (¢ tipo I1I) em Poisson 1D.
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Com relacdo ao critério para o emprego efetivo de MER observa-se na Tab. 6.4 que,

novamente, a ocorréncia de |y |<1 esta relacionada com a elevacdo da magnitude do erro

numeérico inerente a solucédo resultante do emprego de MER. Nessa tabela é possivel observar,

também, o efeito significativo do emprego de MER (Epm) sobre a reducdo da magnitude do

erro numérico (Ep).

Tabela 6.4: Ep, Epm (p=10) e v para T(2/3), r =2 (¢ tipo Ill), em Poisson 1D.

h

Ep

Epm

7

6,250E-02
3,125E-02
1,562E-02
7,812E-03
3,906E-03
1,953E-03
9,766E-04
4,883E-04
2,441E-04
1,221E-04
6,104E-05

3,705185E-03
9,275174E-04
2,319558E-04
5,799372E-05
1,449873E-05
3,624701E-06
9,061764E-07
2,265442E-07
5,663605E-08
1,415901E-08
3,539753E-09

1,628278E-06
1,419573E-10
3,275177E-15
-1,841166E-18
8,263761E-22
3,410865E-25
2,990854E-29
-1,069353E-29
-2,846524E-31
7,628416E-29

2,274722E+03
1,146946E+04
4,331805E+04
1,779061E+03
2,229921E+03
2,421988E+03
8,399981E+03
3,900714E+00
1,359415E-01

Entéo, nessas Q" em que y >1 (Tab. 6.4), sdo representados na Tab. 6.5 0s resultados

para a efetividade dos estimadores U, , U

pmc ?

U,,U,. eUg,.Assimé possivel se analisar a

qualidade dessas estimativas obtidas para Epm com p = 10, inerente a ¢ do tipo Il no caso

em questdo. Tal analise remete a uma conclusdo semelhante as obtidas anteriormente, ou seja,

em relagdo aos demais estimadores (para Em/Epm) testados, U,. apresenta um nivel de

acuracia e confiabilidade mais elevado.

Tabela 6.5: Efetividade dos estimadores U, , Uy, Uy, , Uy« € Ugey , para Epm, p=10

associado ao calculo de T(2/3),r =2 (¢ tipo Ill) em Poisson 1D.

h

U,/Epm

U e/ EPM

U, /Epm

U,./Epm

U /Epm

6,250E-02
3,125E-02
1,562E-02
7,812E-03
3,906E-03
1,953E-03
9,766E-04
4,883E-04
2,441E-04
1,221E-04

1,705893E+03
1,075237E+04
4,266518E+04
1,772907E+03
2,226824E+03
2,421184E+03
1,140262E+04
3,796809E+00
3,656698E+01

9,999128E-01
9,999769E-01
1,000562E+00
1,000449E+00
9,995873E-01
9,999123E-01
1,357536E+00
9,733846E-01
2,689908E+02

5,044238E+00
3,779270E+00
4,108912E-02
1,252204E+00
1,085550E+00
4,710192E+00
4,520645E-04
7,461562E+00

1,000353E+00
1,000064E+00
1,000585E+00
1,000132E+00
1,000217E+00
1,000325E+00
1,357703E+00
9,747607E-01

9,477181E+02
9,557662E+02
8,599684E+02
8,724803E+00
2,723608E+00
1,356937E+00
5,887741E+00
5,650806E-04
9,326952E+00
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Os resultados apresentados até 0 momento tém como base o Eh associado ao emprego
da aproximagéo CDS-2 (p, =2) em Poisson 1D. Entretanto, ao se considerar o emprego do
esquema compacto de quarta ordem (p,=4), descrito na se¢do 5.2.1, os resultados do

emprego de MER com e sem interpolagcdo polinomial sdo (qualitativamente) semelhantes.

Como exemplo: considera-se ¢ do tipo Il dada por T(2/3), r =2 obtida com p, =4, a partir

dessas solugdes emprega-se, entdo, a interpolacdo polinomial com diversos valores de p
(obtencdo de Ep) e, também, aplica-se MER (obtencdo de Epm). Sobre essa proposta,

observa-se na Fig. 6.5 que, analogamente aos resultados obtidos anteriormente, para ¢ do tipo
I11 0 aumento de p (com p, =4) reduz significativamente a magnitude de Epm (Fig. 6.5 (a)).
Além disso, as respectivas estimativas para e Ep e Epm, obtidas com os estimadores U, e

U,., mantém as caracteristicas identificadas anteriormente (acuracia e confiabilidade) (Fig.

6.5 (b)).
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(a) Eh com interpolagéo, com e sem MER (b) Ep e Epm (p = 10) e suas estimativas

Figura 6.5: Ep, Epm e suas estimativas; para T(2/3), r =2 (¢ tipo Ill) com p, =4 em Poisson 1D.

De acordo com as defini¢cGes apresentadas na secdo 3.1, a proxima classe de variaveis

diz respeito a ¢ do tipo IV. No presente caso consideram-se os resultados obtidos para a
localizacdo coordenada (x) correspondente a T =@ =1 (valor estabelecido para variavel
dependente primaria), ao se adotar § =-n/4 sobre o termo fonte apresentado na Eq. (5.6)

(solugdo senoidal). Com esse enfoque, em todas as Q" geradas com r = 2, realiza-se a
interpolagéo polinomial a partir dos valores nodais obtidos para T. E, entéo se calcula o valor

de x (variavel independente) associado a T =1 (variavel dependente) através da resolucao da
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equacdo polinomial resultante (conforme a descricdo apresentada na secdo 3.2,
T(x)=&,(x)=¢=1). Em seguida, sobre esses valores (de x) obtidos nas diversas Q"
emprega-se MER (em ¢ do tipo V).

A partir disso, os resultados obtidos possuem semelhanca com os descritos

anteriormente, isto ¢, Epm tem a sua magnitude reduzida com o aumento do grau (p) do

polindmio interpolador (Fig. 6.6 (a)), e as estimativas para Ep e Epm com U . e U, . (Fig.

6.6 (b)), respectivamente, possuem niveis de acuracia e confiabilidade expressivos.

Novamente, a ocorréncia de |y |<1 esta associada a elevacdo da magnitude de Epm; para p
=10 e m = 9 tem-se w ~10", e Epm passa de ~10*" para ~10* (Fig. 6.6 (a)) 0 que
corresponde, também, ao calculo efetivo (de maneira confiavel e acurada) de U,. até a Q°

em questdo (Fig. 6.6 (b)). A partir de entdo (malhas mais refinadas) o desempenho de MER é

afetado por E_ (para Epm, p = 10), isto é, para m=g—-1>9.
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Figura 6.6: Ep, Epm e suas estimativas; X inerentea T =1, r =2 (¢ tipo V), Poisson 1D.

A (ltima variavel de interesse abordada (neste caso) refere-se a obtencédo de ¢ do tipo
V, determinada pelo calculo de T max (definida na secdo 5.1.1). Para representacdo dos
resultados obtidos considera-se o termo fonte estabelecido na Eq. 5.11 (exponencial), e nessa
perspectiva sdo abordadas as Q" geradas com r = 2. Entdo, primeiramente a partir dos dados
nodais obtidos para T determinam-se o valor maximo (nodal) e o seu respectivo Eh, que

corresponde a diferenca entre a solugdo analitica para T max e o seu valor numérico (nodal).
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Com essas ¢ nodais emprega-se MER e obtém-se ¢,, e 0 seu respectivo erro
numérico, Em. Para esses resultados, através dos gréaficos de Eh e Em, verifica-se na Fig. 6.7
(a) que MER néo é eficaz na redugdo da magnitude do erro numérico. Tal situacdo é devida a
mudanca de coordenada de ¢ em Q" distintas, ou seja, nesse caso a T max nodal tem a sua
localizacdo alterada com o processo de refinamento adotado. Isto acarreta em um
comportamento ndo assintético para p. com h— 0 (Fig. 6.8), e prejudicial ao desempenho
de MER (Em na Fig. 6.7 (a)).

Como alternativa, de acordo com a metodologia apresentada no capitulo 3, sobre os
valores nodais obtidos (vizinhos do ponto de maximo nodal) considera-se o emprego de
interpolacdo polinomial de grau p, e a partir desse polindmio, através do célculo do seu valor

maximo, determina-se T max (valor maximo de &). Entdo, com essas ¢ resultantes (ponto

de maximo de &, obtido em cada Q") obtém-se Ep de maneira equivalente a Eh. Em seguida,

aplica-se MER e calcula-se Epm analogamente a Em. Enfim, os resultados obtidos apresentam
semelhanga com os ja descritos, isto é: Epm tem a sua magnitude reduzida com a elevacao de

p (Fig. 6.7 (@); U, e U,. (Fig. 6.7 (b)) retratam niveis de acuracia e confiabilidade

significativos; e |y |>1 garante a reducdo da magnitude de Epm.
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Figura 6.7: Eh, Em, Ep e Epm para T max (¢ tipo V) em Poisson 1D.

Além dos valores de p ja apresentados, a analise de outros valores também implica em
algumas percepcbes sobre a pa (ordem de acurécia) resultante: a Fig. 6.8 representa o

comportamento de pa a posteriori da obtencdo de ¢, para Eh com CDS-2 (p,=2) e para
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Epm correspondente com p = 3, 4 e 5. Observa-se nessa figura que o resultado final de pa
(com a metodologia proposta) €, no minimo (podendo ser maior), o valor p+1 (uma unidade
a mais que o grau do polindmio interpolado); esse comportamento corrobora 0 pressuposto

tedrico apresentado na Eq. (2.40).
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Figura 6.8: p, inerente ao erro numérico de T max (¢ tipo V), em Poisson 1D.

Ainda sobre T max, na Fig. 6.9 percebe-se a ocorréncia de uma degeneracdo sobre a
pa de Eh resultante da aproximagdo numérica com p, =4, isto é, os resultados possuem
magnitude equivalente aos obtidos com p, =2 (segunda ordem). Essa degeneracdo de ordem
esta, provavelmente, relacionada com a mudanca de coordenadas da variavel de interesse, em
Q" distintas; o que caracteriza uma outra fonte de erro (associado a posicdo de ¢) que
compromete a ordem do esquema numérico adotado. Nessa figura pode-se notar, entretanto

que: embora a ordem de Eh seja degenerada ao se adotar p, =4, Epm apresenta melhores

resultados ao se considerar p, =4 ao invés de p, =2(CDS-2).
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Figura 6.9: Eh e Epm para T max (¢ tipo V) em Poisson 1D, com p, =4 e 2.

6.2 RESULTADOS PARA O CASO 2: ADVECCAO-DIFUSAO 1D

No caso 2 as solugbes numéricas foram obtidas a partir do modelo matematico
representado na Eq. (5.12) considerando-se Pe = 10. As Q" consideradas foram as mesmas
adotadas no caso anterior, ou seja, com 0s mesmos nimeros de pontos nodais e geradas com r
=2e3.

Como primeiro tipo de variavel, sobre os resultados obtidos em Advecc¢do-difusdo 1D,
considera-se: T (3/4), cuja solucdo analitica é calculada com a Eq. (5.13), em que as ¢ séo
obtidas nas Q" geradas com r = 2; dessa forma a coordenada x =3/4 localiza-se exatamente
em um ponto nodal (em todas as Q" adotadas).

Para essa variavel (do tipo I), os resultados para Eh e Em, bem como para as suas

respectivas estimativas calculadas com os estimadores U . e U . sdo representados na Fig.

6.10 (a). Nota-se nessa figura que Em=~0 em precisdo quadrupla (<10*°) com g=15 e

m=14. Com as Figs. 6.10 (a) e (b) é possivel se ilustrar a validade do critério descrito na
secdo 4.4.1 (emprego efetivo de MER), isto €, a magnitude de Em pode ser reduzida enquanto

a condicdo (py ), >0 for satisfeita (ou w >1). Ainda, nessas figuras observa-se a redugao

expressiva de Em concomitantemente com o aumento progressivo da sua ordem de acuracia

(Pa)-
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Figura 6.10: Erro numérico com e sem MER e suas respectivas estimativas e ordens, para

variavel do tipo | (T (3/4), r = 2) em Adveccdo-difusdo 1D, com UDS/CDS.

Nesse caso (Fig. 6.10 (b)), h—>0 = pg, p, =1, 0 que é compativel com o esquema
UDS/CDS descrito na se¢éo 5.2.2, ou seja, em um esquema numérico de ordem mista ( p, =1
e p, =2) prevalece a menor ordem ( p,) envolvida no calculo de ¢. Entretanto, nota-se que
(Pew)g © (Py.w), apresentam um comportamento oscilatorio para os m iniciais (nas Q'

menos refinadas), 0 que caracteriza um impedimento para a obtencdo dos valores (tedricos)
p, ={1,2,3,...}, com a variagdo inicial de m. Como tal ocorréncia ndo foi identificada no
primeiro caso (para ¢ do tipo 1), cogita-se que isso possa representar uma influéncia do efeito
advectivo (do modelo matematico) sobre o desempenho de MER; ou ainda, em problemas
envolvendo adveccdo MER deve ser empregada a partir de certo nivel de refinamento de Q".

Sobre esse aspecto, do ponto de vista pratico, deve-se sobretudo determinar essa Q"
(inicial) em que MER possa ser aplicada sem que haja prejuizo em seu desempenho. 1sso

pode ser realizado com base no monitoramento dos valores calculados para p. e/ou p,, ou

seja, & desejavel que tais parametros apresentem um comportamento convergente e

monotonico, com a reducdo de h. Observa-se na Tab. 6.6 que, no presente caso, p, satisfaz
essa exigéncia para h<1,563x107?, isto ¢, a partir de g =5. Tal resultado concorda com o
aumento progressivo de (p, ), (a partir da quinta malha), até a Q" que Em~0 (g =15 ou

h=1,526x10%).
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Nessa tabela (Tab. 6.6) verifica-se, novamente, que (p, ), <O corresponde a Q"
em que Em tem a sua magnitude elevada, ou seja, a0 momento em que MER perde o seu
efeito sobre a reducdo do erro numérico e, portanto, o processo recursivo (¢, ) gerado deve
ser suspendido nesse instante. Entdo, nessa situacao, a solugdo com maior nivel de acurécia €
inerente 2 Q" imediatamente mais grossa (Q"), isto &, & ¢,, obtida com h=7,629x10° e
que possui Em =2,810197 x10%.

Para essa mesma ¢ do tipo I, sdo apresentados na Tab. 6.7 os resultados obtidos com

0 emprego dos estimadores de Em analisados. Nesse sentido nota-se que, como no caso

anterior, os estimadores U .. e U, . sdo relativamente acurados, entretanto U,,. destaca-se

C

(sobre os demais estimadores) pela sua confiabilidade.

Tabela 6.6: Eh, Em, e suas ordens para T(3/4), r =2 (¢ tipo I), em Adveccao-difusdo 1D,
com o esquema UDS/CDS.

h Eh Em Py (Pum)g

2,500E-01 1,988791E-01

1,250E-01 1,142640E-01 2,964883E-02

6,250E-02 6,100653E-02 4,491735E-04 6,679327E-01 2,534965E+00
3,125E-02 3,136406E-02 3,928160E-04 9,453176E-01 5,116005E+00
1,563E-02 1,586133E-02 4,671271E-05 9,351426E-01 1,282600E+00
7,813E-03 7,968462E-03 2,300369E-06 9,739022E-01 2,962170E+00
3,906E-03 3,992582E-03 5,507420E-08 9,892746E-01 4,305984E+00
1,953E-03 1,998225E-03 6,557246E-10 9,953505E-01 5,366665E+00
9,766E-04 9,995755E-04 3,890832E-12 9,978737E-01 6,383449E+00
4,883E-04 4,999009E-04 1,150997E-14 9,989892E-01 7,392556E+00
2,441E-04 2,499784E-04 1,696925E-17 9,995081E-01 8,398905E+00
1,221E-04 1,249962E-04 1,243530E-20 9,997575E-01 9,404675E+00
6,104E-05 6,249981E-05 4,499993E-24 9,998796E-01 1,041373E+01
3,052E-05 3,125034E-05 7,948829E-28 9,999400E-01 1,143196E+01
1,526E-05 1,562528E-05 5,969384E-30 9,999701E-01 1,245584E+01
7,629E-06 7,812665E-06 2,810197E-30 9,999850E-01 7,985839E+00
3,815E-06 3,906339E-06 1,584939E-28 9,999925E-01 -5,674086E+00

Ainda, em se tratando de ¢ do tipo | em Adveccéo-difusio 1D, para T(1/2) nas Q"
geradas com r =2 os resultados obtidos sdo qualitativamente semelhantes aos apresentados
nas Tabs. 6.6 e 6.7, isto é, sdo validas as mesmas consideracdes realizadas anteriormente para
T(3/4), r=2.
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Tabela 6.7: Efetividade dos estimadores U, , U UW, Uy« e Ugg , para Em associado ao

calculode T(3/4), r =2 (¢ tipo I) em Adveccdo-difusdo 1D, com UDS/CDS.

h U,/Em U, /Em U, /Em U,./Em Uge /EmM
2,500E-01
1,250E-01  2,853912E+00  9,848502E-01 1,190214E+00  2,682247E+00
6,250E-02  4,875564E+01 1,874531E+00 1,355559E+01 1,930189E+00 2,708647E+01
3,125E-02  1,875537E+00  8,810825E-01  6,364345E-02  6,244143E-01  3,827626E-01
1563E-02  6,946114E+00  9,507550E-01  2,158371E+00 1,090717E+00 2,697963E+00
7,813E-03  1,870328E+01  9,760585E-01  2,842153E+00 1,028031E+00 3,552692E+00
3906E-03  4,013154E+01  9,880938E-01 2,170828E+00 1,012637E+00 2,713535E+00
1,953E-03  8,234148E+01  9,940664E-01  2,061358E+00 1,006118E+00 2,576697E+00
9,766E-04  1,668763E+02  9,970418E-01  2,031039E+00 1,003011E+00  2,538799E+00
4,883E-04  3,363818E+02  9,985257E-01 2,017869E+00 1,001493E+00 2,522336E+00
2,441E-04  6,766226E+02  9,992672E-01  2,012505E+00 1,000744E+00  2,515632E+00
1,221E-04  1,362938E+03  9,996381E-01  2,014838E+00 1,000371E+00 2,518547E+00
6,104E-05 2,761729E+03  9,998234E-01  2,026564E+00 1,000185E+00  2,533205E+00
3,052E-05 5,659512E+03 1,007510E+00 2,049393E+00 1,007689E+00 2,561742E+00
1526E-05 1,341518E+02 5292317E-01  2,388457E-02  9,271522E-01  2,985571E-02
7,629E-06  1,124153E+00 5,739957E+01  4,417248E-03 5,521560E-03

No presente caso, como ¢ do tipo Il considera-se o célculo de T (3/4) nas Q" geradas

com r=3. Dessa forma (como descrito no caso anterior), a coordenada x =3/4 situa-se

exatamente no ponto médio entre pontos nodais, e faz-se necessario 0 emprego de
interpolacdo polinomial para a avaliagcio de ¢ (em todas as Q" adotadas).
Com esse enfoque, 0s erros numéricos inerentes a ¢ =T(3/4) (r=3), com (Epm) e

sem MER (Ep) sdo representados na Fig. 6.11 (a). Nessa figura é possivel perceber que: o
grau p = 1 proporciona melhores resultados para Epm; e o grau p = 10 acarreta em resultados

para Epm que sofrem forte influéncia de E_, ao se considerar h — 0, ou seja, para h<10~° o
erro numérico é dominado por essa fonte de erro. Nesse ambito E_ representa um aspecto

importante e, de certo modo, preocupante; visto que Epm calculado com p = 10 ndo atinge o
nivel de erro de maquina (em precisdo quadrupla), e alcanga a magnitude minima de ~10%°
(esse efeito sera discutido posteriormente).

Contudo, de acordo com a metodologia apresentada no capitulo 3, nesta classe de ¢ o
foco é direcionado ao Epm com p = 1. Assim, na Fig. 6.11 (b) sdo representados o0s

comportamentos dos estimadores U, . e U . (em ¢ tipo Il e Advecgdo-difusdo 1D) para Ep e

Epm, respectivamente, 0 que corrobora os resultados ja obtidos (apresentados anteriormente)

para tais estimativas.
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Figura 6.11: Ep e Epm para T(3/4), r =3 (¢ tipo Il) e suas estimativas em
Advecgao-difusdo 1D, com o esquema UDS/CDS.

Para ¢ do tipo Ill, por sua vez, considera-se T(2/3) obtida nas Q" geradas com
r=2. Assim (como no caso I), a coordenada x =2/3 localiza-se entre dois pontos nodais,
porém nao corresponde ao ponto médio entre eles, e a determinacdo de ¢ depende da
aplicacdo de interpolagdo polinomial (a partir dos dados nodais). Com essa perspectiva, 0s
erros numericos obtidos com e sem MER sao representados na Fig. 6.12 (a). Essa ilustracdo
corresponde aos resultados obtidos, no sentido em que: a elevacdo de p proporciona uma

reducédo mais significativa de Epm, no entanto a influéncia de E_ deve ser monitorada ao se
refinar Q".
Em comparagéo com o caso anterior (Poisson 1D), esse efeito mais acentuado de E_

pode ser atribuido, em principio, ao efeito advectivo do modelo matemético (Eq. 5.12); e/ou
ao emprego de um esquema numérico de ordem mista (UDS/CDS). Tal ocorréncia de E_
também pode ser vislumbrada ao se comparar os resultados de Epm com p = 10 (Fig. 6.11 (a))
e com p = 8 (Fig. 6.12 (a)), isto é, devido ao maior nimero de operacbes envolvidas no

célculo dos coeficientes do polinémio interpolador com p = 10 (Apéndice A), E_ ¢ ainda

mais evidenciado.
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Figura 6.12: Ep, Epm e suas estimativas; para T(2/3),r =2 (¢ tipo IlI)
em Advecc¢do-difusdo 1D, com o esquema UDS/CDS.

A consequéncia do esquema de ordem mista (UDS/CDS) (Figs. 6.11 e 6.12), sobre o

desempenho de MER (neste caso), pode ser comparada com a resultante da aplicacdo do

esquema CDS/CDS (Fig. 6.13), ou seja, em que tanto o termo advectivo quanto o difusivo (do

modelo matematico) sdo calculados com o emprego da aproximagdo CDS-2, sobre a Eq.

(5.12). Dessa forma obtém-se p, =2, e 0s resultados obtidos com o emprego de MER

precedida da interpolacdo polinomial (com p = 8 e 10) para o célculo de T(2/3),r=2 (¢

tipo 111) sdo apresentados na Fig. 6.13 (a).
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Figura 6.13: Ep, Epm e suas estimativas; para T(2/3),r=2 (¢ tipo Ill) em
Advecgdo-difusdo 1D, com o esquema CDS/CDS.
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Entdo, com a comparacdo das Figs. 6.12 (a) e 6.13 (a) nota-se que o desempenho de
MER é mais significativo ao se adotar p, =2 (CDS/CDS), ao invés de p,=1 (UDS/CDS),
pois nessa situacdo Em ~0 com cinco niveis a menos de extrapolacdo e com um h dez vezes
maior. Além disso, percebe-se que a acdo de E_ torna-se menos prejudicial a reducéo da
magnitude de Epm, haja vista que para h~10" Epm com p = 10 é ~10™*" (magnitude nio
alcangada com p, =1).

As caracteristicas identificadas para ¢ do tipo Il em Advecc¢do-difusdo 1D, com

relacdo ao emprego de MER aliada a interpolacdo polinomial, possuem semelhanca com as
constatacGes verificadas no caso anterior; ou seja, resumidamente pode-se dizer que o
aumento do grau p do polinbmio interpolador acarreta na elevacdo da ordem de acuracia de

Epm. Entretanto, os efeitos de E_ devem ser monitorados.

Sobre o desempenho dos estimadores analisados e do critério para o emprego efetivo

de MER, as percepgies detectadas no caso | permanecem validas; isto ¢, U e U,.

mostraram-se confiaveis e acurados (Figs. 6.11 a 6.13 (b)), e a condicdo w >1 caracteriza a

reducdo da magnitude de Epm.

6.3 RESULTADOS PARA O CASO 3: BURGERS 2D

A resolugdo numérica do caso 3 foi realizada a partir do modelo matemaético referente
as Egs. (5.14) e (5.15), considerando-se Re = 1; e de acordo com o detalhamento apresentado
na secdo 5.2.3. Com esse enfoque, os calculos foram desenvolvidos em 13 Q" distintas,
estabelecidas com r = 2. Dessas malhas, a mais grossa com M xM =4x4, e a mais fina com
M x M =16.384x16.384 pontos nodais.

No caso em questdo, para a representacdo dos resultados obtidos em ¢ do tipo |
considera-se a variavel global Fs (definida na se¢do 5.1.3, Tab. 5.1). O desempenho de MER
sobre essa variavel € ilustrado na Fig. 6.14 (a), através das aproximag@es com p, =1 e com
P, =2 (descritas na secdo 5.2.3). Tais resultados, apresentados nessa figura, ja estdo
disponiveis na literatura (MARCHI et al., 2009) para variavel do tipo I, e servem de
referéncia para o desempenho de MER nessa situagéo.

Na Fig. 6.14 (b) sdo representadas as estimativas para Eh e Em com os estimadores

U, € U,., respectivamente (para ¢ do tipo | em Burgers 2D). De modo geral, tais

mc
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estimativas sdo condizentes com os erros verdadeiros, ou seja, apresentam niveis de acuracia e

confiabilidade significativos.
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(a) Erro numérico com e sem MER (b) Ene Emcom p, =2, e suas estimativas

Figura 6.14: Eh, Em e suas estimativas; para Fs, r =2 (¢ tipo I) em Burgers 2D.

Entretanto, pode-se observar na Tab. 6.8 que esses niveis estdo relacionados com o

comportamento de pa obtida a posteriori de ¢ .

Mais especificamente, através do célculo de p,, a obtencdo de

Py = Bo
monotonicamente com a reducdo de h é desejavel. Quanto a pa de Em, embora ndo seja
atingido o comportamento teérico esperado (aumento progressivo de ordem), mediante o
calculo de (p, ), percebe-se a sua superioridade em relagdo aos valores de p, e p, (Tab.
6.8).

Dentre os estimadores para Em (apresentados no capitulo 4) analisados, os melhores

resultados sdo decorrentes do emprego de U,., isto €, as conclusdes obtidas nos casos

anteriores (1 e 2) séo corroboradas ao se considerar ¢ do tipo | em Burgers 2D.



Tabela 6.8: Efetividade de U, e U,,«, € suas ordens aparentes, para Fs (¢ do tipo I)

em Burgers 2D, com py=2.
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h Umc/Eh Uy/*/Em pU (pU,M)g

2,500E-01

1,250E-01 -2,997344E+00 7,285412E-01

6,250E-02 7,916531E-01 1,095344E+00 2,998563E+00 1,640115E+00
3,125E-02 1,031353E+00 9,447830E-01 8,029230E-01 4,602312E+00
1,562E-02 1,001170E+00 1,013282E+00 1,472129E+00 4,400657E+00
7,812E-03 9,999888E-01 9,951069E-01 1,796796E+00 6,556473E+00
3,906E-03 9,999999E-01 1,001582E+00 1,909485E+00 8,641399E+00
1,953E-03 1,000000E+00 9,997129E-01 1,957184E+00 8,699827E+00
9,766E-04 1,000000E+00 1,000338E+00 1,979168E+00 1,024137E+01
4,883E-04 1,000000E+00 1,000224E+00 1,989724E+00 9,810914E+00
2,441E-04 1,000000E+00 1,005864E+00 1,994897E+00 1,033231E+01
1,221E-04 1,000000E+00 9,923733E-01 1,997457E+00 1,081602E+01
6,104E-05 1,000000E+00 2,184929E+01 1,998731E+00 7,569329E+00

No presente caso as variaveis do tipo

estabelecidas dizem respeito a:

uc=u(1/2,1/2); e vc=v(/2,1/2) (Tab. 5.1). A localizacdo dessas variaveis corresponde,

exatamente, ao ponto médio entre 0s quatro pontos nodais centrais, em todas as Q" adotadas.
Com isso, de acordo com a metodologia apresentada no capitulo 3, para obtencdo de ¢
considera-se 0 emprego de interpolacdo polinomial (2D) com p = 1 (interpolacédo bilinear), e
em seguida calcula-se ¢,, (com o emprego de MER). Dessa forma, os resultados para Ep e
Epm inerentes a uc sdo representados na Fig. 6.15 (a) (os resultados obtidos para vc possuem
comportamento analogo). Nota-se que o efeito de MER sobre a reducdo do erro numérico
nessa situacdo (Fig. 15 (a)) é bastante semelhante ao alcancado em ¢ do tipo | (Fig. 6.14 (a)),
0 que estimula o emprego da metodologia em questéo (para ¢ do tipo II).

Com relagdo as estimativas para Eh e Em mediante o emprego de U, . e U,. (Fig. 15

(b)), durante o calculo ¢ do tipo Il em Burgers 2D, os resultados identificam-se com 0s
encontrados em ¢ do tipo | (Fig. 14 (b)), e portanto correspondem ao detalhamento

apresentado anteriormente. Essa analogia é valida, também, para o desempenho dos

estimadores para Em/Epm investigados (U, , U U,,U,. eUg,), isto ¢ dentre esses U,,.

pmc ?
destacou-se quanto a acuracia e confiabilidade.
Em se tratando dos valores de pa atingidos durante o célculo de uc, observa-se na Tab.

6.9 que, assim como nos casos anteriores, Ep tem pa equivalente a ordem do esquema
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numérico adotado. Nota-se ainda que, para Epm ocorre um aumento de pa com a diminui¢do

de h em ambos os esquemas numéricos analisados (p, =1 e p, =2).
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Figura 6.15: Ep, Epm e suas estimativas; para uc =u(1/21/2) (¢ tipo 1) com
interpolac&o bilinear, em Burgers 2D.

Tabela 6.9: Ordens obtidas para ¢ do tipo Il; uc, com interpolacéo bilinear, em Burgers 2D.

Qn 32x32 512x512 4096 x 4096
h 3,13E-02  1,95E-03 2,44E-04
paparaEp, p,=2  1,91E+00 2,00E+00 2,00E+00
pa para Epm, p,=2 3,12E+00 9,53E+00 9,64E+00
paparaEp, p,=1  1,62E+00 1,19E+00 1,03E+00
Pa para Epm, p, =1 2,43E+00 4,11E+00 6,64E+00

Para ilustragdo dos resultados encontrados durante o célculo de variaveis do tipo Il1l,

em Burgers 2D, considera-se vm (Tab. 5.1) obtida com p, =2, cuja solugéo analitica é

determinada a partir da Eq. (5.21). Essa variavel possui localizagdo fixa, porém ndo coincide

com nenhum ponto nodal em qualquer Q" adotada (coordenadas irracionais, x =1/2-+/3/6,

y =+/2/2). Além disso, ndo esta situada no ponto médio entre pontos nodais. Assim, para

determinacdo de ¢ torna-se necessario o emprego de interpolacdo polinomial 2D.

Consideram-se, entdo, os polindmios 2D com graus p = 2 e 6; e 0s resultados para Ep e Epm

séo representados na Fig. 6.16 (a).




128

Nessa situagédo, apesar de ndo se atingir o comportamento apresentado na Fig. 6.14
(referéncia), percebe-se uma reducéo significativa sobre o erro numérico (Fig. 6.16 (a)) assim
como uma elevacgdo progressiva de pa (Fig. 6.16 (b)). Desse modo, os melhores resultados

foram obtidos com p = 6.
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Figura 6.16: Erro numérico com interpolacgdo polinomial, com e sem MER e suas ordens,
para ¢ do tipo Il (vm) em Burgers 2D, com p,=2.

A magnitude de Epm obtido a partir dos esquemas com p,=1 e p,=2 pode ser
observada/comparada na Tab. 6.10, em trés Q" distintas. Ainda nessa tabela, com relacdo aos
valores de pa alcangados, nota-se que na Q" com h=1,22x10*: para Epm com p, =2 tem-
se p, ~11; e para Epm com p, =1 tem-se p, =5,7. Esses valores corroboram os resultados
obtidos na secéo 6.1 (caso 1, Fig. 6.9) sobre efeito da ordem (p,) do esquema numérico

empregado. Essa constatacio também ¢ estendida as outras Q" consideradas, isto €, o valor
de p, resultante do emprego de MER com interpolacdo polinomial também depende da

ordem do método de discretizacdo adotado.

No que diz respeito as estimativas para Eh e Epm, durante o calculo ¢ do tipo Il em

Burgers 2D (com po = 1 e 2), constatou-se que U, . e U, . fornecem resultados expressivos,

isto é, relativamente acurados e confiaveis na maioria das Q" analisadas (Tab. 6.11). Assim

como nos casos anteriores, U . apresenta uma correlagdo mais elevada com Epm em

comparagao aos demais estimadores investigados (U, , U .., U, € Uy ).



Tabela 6.10: Ordem e magnitude do erro numérico (com MER) obtido para ¢ do tipo
111, vm, com interpolacdo polinomial 2D, em Burgers 2D.

o" 32 x 32 128 x 128 8192 x 8192
h 3,13E-02 7,81E-03 1,22E-04
| Epm, p =6, p, =1| 3,60E-04  2,28E-06 3,38E-13
| Epm, p=6, p, =2| 1,02E-04  2,23E-07 9,34E-23
Pa; |Epm,p=6,p,=1|  1,83E+00 3,24E+00 5,76E+00
pa; |Epm,p=6,p, =2| 2,04E+00 4,94E+00 1,11E+01

Tabela 6.11: Efetividade de U,,,; e U~ para ¢ do tipo I1l, vm, com interpolagdo
polinomial 2D, p = 6, em Burgers 2D.
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Esquema com p, =1

Esquema com p, =2

h U,./Eh U,./Epm U,./Eh U,./Epm

1,250E-01

6,250E-02  3,952880E+00  7,436800E-01  9,224579E-01  1,243073E+00
3,125E-02  4,642232E-00  1,028414E+00  1,076964E+00  1,067178E+00
1562E-02  2,302218E+00  1,040018E+00  9,791034E-01  1,032635E+00
7,812E-03  1,027928E+00  1,028106E+00  1,002742E+00  1,015916E+00
3,906E-03  9,947702E-01  1,040531E+00  9,998250E-01  1,007884E-+00
1953E-03  1001736E+00  9,571497E-01  1,000006E+00  1,003910E+00
O,766E-04  9,995602E-01  9,488679E-01  9,999999E-01  1,001944E+00
4,883E-04  1,000056E+00  9,693754E-0L  1,000001E+00  1,000960E+00
2,441E-04  9,999993E-01  9,518084E-0L  1,000000E+00  1,000458E+00
1,221E-04  9,999999E-01  1,488678E+00  1,000000E+00  1,612817E+00
6,104E-05  9,999990E-01 1,000000E+00

No presente caso, uma analise envolvendo ¢ do tipo 1V (conforme descrito na secdo

3.1) pode ser conduzida através da localizacdo de vm (Tab. 5.1). Com essa perspectiva,

admite-se a identificacdo das coordenadas de vm =v(Xx,y)=¢ = V2172, ou seja, para o valor

real (constante ¢ = V21 2) atribuido a variavel dependente (v) busca-se a sua correspondéncia

sob as variaveis independentes (x e y). Desse modo, para ilustracdo dos resultados, considera-

se entdo o emprego de interpolacdo polinomial 2D com grau p = 6 para a obtencdo da sua

ordenada (y(vm)) correspondente. Com isso, na Fig. 5.17 (a) sdo representados os resultados

para 0 erro numérico e suas estimativas, sem e com o emprego de MER, bem como para a pa

resultante (Fig. 6.17 (b)). Novamente, dentre os estimadores para Em investigados, U,.

apresentou indices mais elevados de acuracia e confiabilidade; e U,

caracteristicas (desejaveis) descritas anteriormente.

mantém

as
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Figura 6.17: Erro numérico com e sem MER e suas respectivas estimativas e ordens, para
¢ dotipo IV (y(vm)) em Burgers 2D; esquema com pg = 2.

Finalmente, para a representacdo dos resultados obtidos em ¢ do tipo V, no presente

caso considera-se a determinacdo de W min (Tab. 5.1). Para essa variavel, observa-se na Fig.
6.18 (a) o efeito do emprego de MER aliado a interpolacdo polinomial (2D) e ao método de
otimizagdo (minimizacédo), sobre a redugdo do erro numérico. Nessa figura sdo consideradas

as aproximacoes numéricas com p, =1 e 2, e os polindmios com p=2 e 6. Dessa forma,

novamente, € notavel a influéncia de dois aspectos sobre o desempenho da metodologia

proposta (Epm): a ordem de acuracia ( p, = p,) do método de discretizacédo empregado; e o
grau (p) do polinémio interpolador adotado. Nesse sentido, para ¢ do tipo V, 0s acréscimos
de p, e p proporcionam uma elevacéo da acuracia dos resultados obtidos.

Na Fig. 6.18 (b) e na Tab. 6.12 sdo representados os desempenhos dos estimadores

U, e U,., nessa situagdo. A avaliacdo dos estimadores para Em (descritos no capitulo 4)

mc

durante o célculo de ¥ min corrobora as conclusdes descritas anteriormente, ou seja, dentre

tais estimadores U ,. destaca-se por seus niveis de acuracia e confiabilidade.

Nota-se, ainda, na Tab. 6.12 0 comportamento convergente e monoténico (desejavel)

obtido para p, (com a reducéo de h) inerente ao calculo de ¥min comp=6e¢e p,=2.
Assim, torna-se possivel a elevagdo progressiva de (p, ), com o emprego de MER. Além
disso, com a determinagéo de (p, ), O critério para o emprego efetivo de MER (secdo
4.4.1) é corroborado, isto €, a ocorréncia de (p,,,), <0 indica a elevacdo da magnitude de

Epm; bem como representa um impedimento para o calculo de U,,. (w <1).
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Figura 6.18: Erro numérico com e sem MER aliado a interpolagdo polinomial e suas
estimativas, para ¢ do tipo V (¥ min ) em Burgers 2D.

(¢ dotipo V) em Burgers 2D, comp=6¢€ py=2.

Tabela 6.12: Efetividade de U,,,; e U+, e suas ordens aparentes, ‘¥ min

m/@ﬁj%//
PO @
m/w'/©/v o
POy pog
oo
o -,
—=—Epm
o o,
—O0—U
O/ v
10 10° 107 10™

h Umc/Ep UV/*/Epm pU (pU,M)g

1,250E-01

6,250E-02 7,423481E-01 1,178493E+00

3,125E-02 9,680204E-01 1,130518E+00 1,629125E+00 3,577709E+00
1,563E-02 1,015922E+00 1,027474E+00 1,800942E+00 4,618515E+00
7,813E-03 9,982875E-01 1,016285E+00 1,918496E+00 3,075559E+00
3,906E-03 1,000110E+00 1,007873E+00 1,963342E+00 5,201567E+00
1,953E-03 9,999965E-01 1,003922E+00 1,982659E+00 5,952308E+00
9,766E-04 1,000000E+00 1,001958E+00 1,991573E+00 6,994467E+00
4,883E-04 1,000000E+00 1,000981E+00 1,995847E+00 7,997082E+00
2,441E-04 1,000000E+00 1,000113E+00 1,997939E+00 8,997620E+00
1,221E-04 1,000000E+00 8,688341E+00 1,998973E+00 9,995028E+00
6,104E-05 1,000000E+00 1,999487E+00  -1,340705E+00

De acordo com a metodologia apresentada no capitulo 3, o emprego de MER em ¢ do

tipo V, com a abordagem 2D, caracteriza o procedimento mais complexo dentre 0s casos

analisados. Essa complexidade esta relacionada com a indicagcdo de aumento do grau (p) do

polinémio interpolador, e com 0 emprego do processo de otimizacdo para a determinacdo do

valor méximo ou minimo desse polindmio. Nesse ambito, para o caso mais dispendioso em

termos de tempo e memoria computacionais, sao relacionados na Fig. 6.19 os valores obtidos

para a magnitude do erro numérico versus o tempo de processamento (em segundos)

envolvido. Nessa figura, considera-se a representacdo dos resultados com (Epm) e sem (Eh) a

metodologia proposta nesta tese.
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Figura 6.19: Comparagao entre o tempo de processamento para a obtencéo de Eh e Epm com
interpolacéo polinomial 2D, para ¢ do tipo V (' minem Burgers 2D).

Na Fig. 6.19 é possivel observar que Eh apresenta uma reducgdo linear (inclinacao
constante) com o aumento do tempo de processamento. Enquanto que Epm possui uma
reducdo bem mais expressiva, isto €, possui um grafico decrescente com um aumento de
inclinacdo (declividade).

No presente caso, 0s niveis de reducdo de magnitude do erro numérico alcancados
com Epm ndo podem ser atingidos com Eh devido as limitagbes computacionais (nos
computadores utilizados). Além disso, para uma dada magnitude de erro, o tempo de

processamento com Epm é muito menor do que com Eh. Por exemplo, para o nivel de erro de

10°, com p, =2 a solugdo com a metodologia proposta é obtida com um tempo de 200
vezes menor do que sem 0 seu emprego; e para p, =1 a solu¢édo com a metodologia proposta

é obtida com um tempo de 100 vezes menor. Outro exemplo: para o nivel de erro de 10° Eh

so é atingivel com p, =2 (Fig. 6.18 (a)) e leva 56.674,92 segundos; para esse mesmo nivel

de erro Epm é obtido com o tempo de 21,07 segundos, isto €, com um tempo 2.690 vezes
menor. Assim, em termos de tempo de processamento, pode-se dizer que a eficiéncia da
metodologia proposta € evidenciada ao se considerar um nivel mais elevado de acuracia
(menor magnitude do erro numérico).

Outro aspecto relevante sobre a utilizacdo da metodologia em questéo diz respeito ao

refinamento de malha, isto é, & obtencdo de ¢ em Q" distintas (estabelecidas por r). I1sso

pode, em principio, ser considerado (primariamente) como um fator restritivo. Entretanto, tal
procedimento € comumente adotado ao se analisar a convergéncia de solucBes (durante a

verificagdo numérica).
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A partir disso, 0 método proposto para determinacdo de ¢ do tipo V envolve: i)
interpolagéo polinomial sobre os valores nodais obtidos, e obtencéo de ¢ considerando-se o
processo de otimizacdo (min/max) (em cada Q"), o que caracteriza um pos-processamento
que, no caso mais dispendioso (p=6, 2D) requer, adicionalmente, aproximados 10
segundos e 2,8Kb de meméria RAM, independentemente da Q" adotada; ii) emprego de
MER (Eq. (2.78)) o que requer, adicionalmente, aproximados 10™ segundos e 6,1Kb de
memoria RAM ao se considerar as ¢ advindas de 13 Q" distintas.

Enfim, cabe ressaltar que o tempo de processamento para obtencdo de Epm (Fig. 6.19)
em uma dada Q" é obtido pela soma dos tempos envolvidos nos célculos (solugdes nodais,
interpolacio polinomial e método de otimizacéo) de todas as Q" mais grossas, uma vez que
suas solucdes sdo necessarias para o0 emprego de MER (Eg. (2.78)). Por exemplo (com r = 2),
0 tempo de processamento necessario para se obter Epm na malha 128 x 128 também inclui o
tempo de célculo envolvido nas malhas: 64 x 64, 32 x 32, 16 x 16 e 8 x 8; ou seja, em 5 Q"
distintas. Contudo, conforme ilustrado na Fig. 6.19, 0 método proposto apresenta vantagens

em relacdo ao esfor¢o computacional despendido na reducdo do erro numérico de ¢.

6.4 SINTESE DO CAPITULO 6

Neste capitulo foram apresentados o0s resultados obtidos com o emprego da
metodologia proposta nesta tese, sobre os casos 1 a 3. Com esse enfoque foram descritas as
principais constatacdes e/ou conclusdes sobre a reducdo do erro numérico, bem como a sua
estimativa. De modo geral, no que se refere a reducdo de Eh, constatou-se que 0s
procedimentos descritos no capitulo 3 requerem baixissimo esforco computacional e

permitem aumentar consideravelmente a acuracia de ¢ . Com relagdo as estimativas para Eh e

Em/Epm (capitulo 4) com os estimadores U e U,., respectivamente, verificou-se a
ocorréncia de niveis de acuracia e confiabilidade significativos. Nesse sentido U,,. destaca-se

u, e

positivamente em relagdo aos demais estimadores para Em analisados (U,, U, U,

Ug )- Outro aspecto constatado refere-se a validade do critério para o emprego efetivo de

MER (secdo 4.4.1); tal critério foi corroborado nos casos analisados, isto é, o emprego de

MER ¢ indicado para a redugdo do erro numérico quando: |y [>1 = (py ), > 0.
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7 CONCLUSAO

O presente capitulo esta dividido em quatro secGes: escopo do trabalho, conclusdo

geral, contribuicOes e trabalhos futuros; descritas a seguir.

7.1 ESCOPO DO TRABALHO

A partir de relatos disponiveis na literatura sobre o baixo desempenho de MER na
reducdo de Eh inerente a solugdo numérica de algumas variaveis de interesse (¢), neste
trabalho foram definidos cinco tipos de ¢. Tal classificagdo foi estabelecida com base na
localizacdo de ¢, em malhas distintas. Analisou-se, entdo, o desempenho de MER sobre essas
variaveis em trés problemas teste: equacdo de Poisson 1D; equacdo de Advecc¢do-difusdo 1D;
e equacdes de Burgers 2D. A resolucdo desses problemas foi realizada através de
aproximagdes numéricas com diversas ordens, em Diferencas Finitas e Volumes Finitos,
considerando-se: malhas com milhdes de nds; o emprego do método multigrid; precisdo
quédrupla; e varios niveis de extrapolacéo.

Foram apresentadas alternativas para a obtencdo de estimativas de Eh em solucdes
numeéricas obtidas com e sem o emprego de MER. Nesse sentido, analisou-se 0 desempenho

de alguns estimadores disponiveis na literatura— U, , U, U ., e U . —sendo que as suas

pm
expressdes foram adaptadas para MER. Um novo estimador para MER foi apresentado, U,,.;
essa abordagem tem como base a razdo de convergéncia w, calculada a posteriori das
solucBes numéricas. Através do célculo de y foi estabelecido um critério para o emprego

efetivo de MER sobre a reducéo de Eh.
7.2 CONCLUSAO GERAL

De acordo com os resultados obtidos conclui-se que, para se empregar MER deve-se
primeiramente enquadrar a variavel de interesse em um dos cinco tipos estabelecidos neste
trabalho. A partir disso, identifica-se o procedimento mais adequado para a reducdo de Eh
com MER.
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1) Em variaveis globais ou locais que tém localizagdo fixa e coincidente com um
ponto nodal em cada malha considerada, MER ¢ aplicada diretamente e tem seu melhor
desempenho — comportamento tedrico esperado.

2) Para o caso de varidveis localizadas em pontos médios de coordenadas nodais,
deve-se considerar interpolacéo linear (ou bilinear) para entéo se aplicar MER.

3) Para variaveis que possuem localizagdo fixa, porém ndo nodal e ndo situada em
pontos médios de coordenadas nodais deve-se considerar interpolacdo polinomial condizente
com o nimero de dimensdes do problema estudado, com o grau mais alto possivel, antes do
emprego de MER.

4) Em variaveis cujo valor é preestabelecido, porém com localizacdo indeterminada,
analogamente deve-se considerar interpolacdo polinomial com o grau mais alto possivel, e em
seguida determinar a resolucdo da equacgéo polinomial associada; somente entéo se procede ao
emprego de MER.

5) Para o caso de variaveis que envolvem valores extremos, cuja coordenada pode ser
alterada com o refinamento de malha, deve-se considerar também interpolacdo polinomial
(condizente com o numero de dimensfes do problema estudado) com o grau mais alto
possivel, seguida da utilizacdo das técnicas de otimizacdo abordadas neste texto, antes do
emprego de MER.

De modo geral, essa metodologia permite reduzir expressivamente o Eh inclusive nos
casos em que MER é considerada ineficiente; e caracteriza um pds-processamento que
apresenta baixo custo computacional.

Com relacdo ao exercicio de estimativas para o erro numerico, os resultados obtidos
indicam que: i) em solu¢Bes numericas obtidas sem o emprego de MER, U . apresenta niveis
de acuracia e confiabilidade significativos; ii) para solucdes numéricas obtidas com o
emprego de MER, U,. € recomendado por destacar-se com relagdo a acuracia e
confiabilidade, sobre os demais estimadores analisados.

Ao se empregar MER, a avaliacdo do seu desempenho sobre a reducéo de Eh pode ser
realizada com base nos valores obtidos para a razdo de convergéncia, v , da solucdo numérica

em questdo. De acordo com o critério estabelecido no presente trabalho, pode-se dizer que

MER ¢ eficaz na reducéo de Eh, desde que |y | >1.
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7.3 CONTRIBUICOES

As contribuicOes desta tese podem ser resumidas nos seguintes pontos.

1) Classificacdo de variaveis de interesse, visando o emprego de MER, com relacdo a
sua localizagéo coordenada em malhas distintas.

2) Desenvolvimento de metodologia apropriada para o emprego de MER em variaveis
que apresentam diferentes caracteristicas, de acordo com a classificacdo estabelecida.

3) Adaptacéo do estimador multicoeficiente (MARCHI, 2001) para se estimar Eh, com
base na diferenca entre as solu¢des numéricas obtidas com e sem o emprego de MER.

4) Adequagdo dos estimadores U,, Uy, e U (disponiveis na literatura) para

realizacdo de estimativas inerentes ao erro numérico resultante do emprego de MER.

5) Introducdo do estimador U ., para o erro numérico resultante do emprego de MER;

que se mostrou, de modo geral, confiavel e acurado nos testes efetuados.
6) Estabelecimento de um critério para identificacdo do desempenho efetivo de MER,
sobre a reducéo de Eh.

7.4 TRABALHOS FUTUROS

A continuacéo do presente trabalho pode ser desenvolvida considerando-se dois temas
norteadores denominados dimensdes e aplicagdes.

No primeiro tema, dimensfes, sugere-se a extensdo da metodologia proposta no
presente trabalho para os casos de dominio tridimensional (espacial) e eventualmente a
dimensdo temporal. Nesse ambito, caberia 0 emprego de interpolacdo polinomial 3D o que
corresponde ao aumento de uma componente de dimensdo na obtencdo das Diferencas
Divididas de Newton (DDN), ao se considerar o método de Newton. Entretanto, com relacéo
ao critério para o emprego efetivo de MER e ao emprego dos estimadores propostos nesta
tese, ndo ha necessidade de alteracdo de procedimento.

No segundo tema, aplicacdes, a sugestdo é ampliar o nimero de casos com o0 emprego
da metodologia proposta nesta tese. Para esse encalco, pode-se considerar como base o
desenvolvimento apresentado nos capitulos 5 e 6, e propde-se como etapa subsequente a
abordagem do mesmo problema definido no caso 3 (cavidade quadrada com tampa movel).

Porém, com as seguintes modificacbes: o campo de pressdes (p) ndo é fornecido

(analiticamente); a ocorréncia de velocidade constante para a parede superior; e a auséncia do
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termo fonte S, que atua sobre o escoamento. Tal problema é abordado (sem solucéo analitica
conhecida) por Kawaguti (1961). Com esse enfoque 0 modelo matematico é formulado com
base nas leis da Conservacdo de Massa e da Conservacdo da Quantidade de Movimento
Linear (QML) (equacbes de Navier-Stokes). Além disso, outros casos envolvendo algumas
das principais dificuldades encontradas na resolugdo numérica de problemas em CFD, como o
emprego de outros tipos de condi¢des de contorno, a abordagem de propriedades dependentes
da variavel de interesse, o tratamento do acoplamento pressdo-velocidade e da ocorréncia de
ndo-linearidades nos coeficientes do modelo matematico, podem ser considerados. Sugere-se
também a extensdo da metodologia proposta para: modelos matematicos inerentes a
problemas, com dominio unidimencional, envolvendo congelamento (transiente) e
escoamento interno em tubeira com e sem a ocorréncia de ondas de choque; e a abordagem de
modelos numéricos envolvendo malhas ndo uniformes, ndo estruturadas e ndo ortogonais.
Dessa forma, o emprego de MER pode ser consolidado como uma técnica eficiente para a
obtencdo de métodos (de discretizacdo) de alta ordem; tornando-se assim comparavel ao
emprego de métodos multigrid (envolvendo diversas malhas) no &mbito da aceleracdo de

convergéncia de processos iterativos.
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APENDICE A - IMPLEMENTACAO DA INTERPOLACAO POLINOMIAL 1D.

Com base na descrigdo apresentada na secdo 2.4.1, a estrutura adotada para obtengéo
do polindmio interpolador é descrita a seguir.

(i) Inicialmente determinam-se p+1 valores nodais, dentre as solu¢bes numéricas
obtidas para varidvel primaria, em cada malha. A partir desses dados considera-se a

interpolagdo polinomial, como descrito no proximo item, isto €, obtém-se &, com
¢,i=0,..,p ecoordenadas y;,i=0,..,p. O intervalo onde se define & € Q =[x, x,], em
que se considera o ponto central y . com p*=p/2, se p for par, ou p*=p/2+1, se p for

impar.
(ii) Calculo dos coeficientes do polindmio interpolador:
Passo 1: entrada p + 1 pontos nodais.
Passo 2: Parai=0,1, .., p: Fig= ¢.
Passo 3: Parai=1,2,..,p

Paraj=1,2,..,1i
E = Fiji— R
Xi — Xi-j

]

(Obs. F; =F[x0, 11, xi], DDN — Diferenca Dividida de Newton)
Por simplificacdo de notagdo, adota-se: di=d(i)=F_1;_1, € o polindmio

interpolador, em fungdo DDN, se torna:

Se(X)=0d1+d2(x — o) +d3(x —x0) (X — )+ +d(P+D) (x — x0)-- (X — 2p0)

Entdo, a partir dessa expressdo sdo desenvolvidas as expressdes dos polindmios
interpoladores tendo como base os polinémios de poténcia (formato canbnico). Essa forma é
mais adequada ao emprego de métodos de otimizacdo, devido a facilidade de obtencdo da
expressdo analitica do gradiente de &,.

Assim, para p = 1 tem-se:

a(x)=ax+a,, (A1)

em que 31:(¢p—¢p_1)/(%p—%p_l) € a0:¢p_%p—1a1'
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Para p = 2, tem-se:

éz(x)zazxz"'ai%"‘ao’ (A2)

em que, no formato do cddigo computacional adotado, com y, , = Xi=xi,i=1...,p+1,

a;=a), j=0,.,p.

a, =a2 =d3; a = al = (d2-d3*x1-d3*x2); e a, =a0 = d1-d2*x1+d3*x1*x2.

Para p = 3, tem-se:

Gy =ay+ax+a,x’+ax°, (A3)

e adota-se a notagdo a; =aj, j=0,1,2,3, onde os coeficientes sao dados por (linguagem

adotada no codigo computacional):

a3 =d4; a2 = (d3-d4*x1-d4*x2-d4*x3);
al = (-d3*x1-d3*x2+d2+d4*x1*x2-(-d4*x1-d4*x2)*x3);
a0 = d1-d2*x1-d4*x1*x2*x3+d3*x1*x2.

Para p = 4, tem-se:

54()():a0+a1%+a2)(2+a3)(3+a4)(4 (A4)

com a; =aj, j=012,3,4, emque (linguagem adotada no codigo computacional):

a4 = ds;

a3 = (d4-d5*x1-d5*x2-d5*x3-d5*x4);

a2 = (d3-d4*x1-d4*x2-d4*x3+d5*x1*x2-(-d5*x1-d5*x2)*x3-(-d5*x1
-d5*x2-d5*x3)*x4);

al = (-d3*x1-d3*x2+d4*x1*x2-(-d4*x1-d4*x2)*x3+d2-d5*x1*x2*x3
-(d5*x1*x2-(-d5*x1-d5*x2)*x3)*x4);

a0 = d1-d2*x1-d4*x1*x2*x3+d3*x1*x2+d5*x1*x2*x3*x4.




Para p = 5, tem-se:

() =a,+ax+a,x +a, 0 +a, 1  +a 1’
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(A.5)

para a;=aj, j=0,1,2,34,5 onde os coeficientes sdo dados por (linguagem adotada no

cdédigo computacional):

a5 = db;

a4 = (d5-d6*x1-d6*x2-d6*x3-d6*x4-d6*X5);

a3 = (d4+d6*x1*x2-(-d6*x1-d6*x2)*x3-(-d6*Xx1-d6*x2-d6*x3)*x4

-(-d6*x1-d6*x2-d6*x3-d6*Xx4)*Xx5-d5*x1-d5*x2-d5*Xx3-d5*x4);

a2 = (d3-d6*x1*x2*x3-(d6*x1*x2-(-d6*x1-d6*x2)*x3)*x4-(d6*Xx1*
X2-(-d6*x1-d6*x2)*x3-(-d6*x1-d6*x2-d6*Xx3)*x4)*x5-d4*x1-
d4*x2-d4*x3+d5*x1*x2-(-d5*x1-d5*x2)*x3-(-d5*x1-d5*x2-d5
*x3)*x4);

al = (-d3*x1-d3*x2+d4*x1*x2-(-d4*x1-d4*x2)*x3+d6*x1*x2*x3*x4
-(-d6*Xx1*x2*x3-(d6*Xx1*Xx2-(-d6*x1-d6*%2)*x3)*Xx4)*x5-d5*x1
*x2*x3-(d5*x1*x2-(-d5*x1-d5*x2)*x3)*x4+d2);

a0 = d1-d2*x1-d6*x1*x2*x3*x4*x5+d3*x1*x2-d4*Xx1*Xx2*Xx3+d5*x1*x2

*X3*X4.

Para p = 6, tem-se:

() =a,+a y+a, x +a, y° +a, x +a; 1° +a, 1°,

(A.6)

para a; =aj, J=0,1,2,3,4,5,6, em que (na linguagem adotada no codigo computacional):

a6 = d7;

a5 = (d6-d7*x1-d7*x2-d7*x3-d7*x4-d7*x5-d7*x6);

a4 = (d5-d6*x1-d6*x2-d6*x3-d6*x4-d6*Xx5+d7*Xx1*x2-(-d7*x1-d7*x2
)*x3-(-d7*x1-d7*x2-d7*x3)*x4-(-d7*x1-d7*x2-d7*x3-d7*x4)*
X5-(-d7*x1-d7*x2-d7*x3-d7*x4-d7*x5)*x6);

a3 = (d6*x1*x2-(-d6*x1-d6*x2)*x3-(-d6*x1-d6*x2-d6*x3)*x4-(-d6
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*x1-d6*x2-d6*x3-d6*x4)*x5+d4-d7*x1*x2*x3-(d7*x1*x2-(-d7*
X1-d7*x2)*x3)*x4-(d7*x1*x2-(-d7*x1-d7*x2)*x3-(-d7*x1-d7*
X2-d7*x3)*x4)*x5-(d7*x1*x2-(-d7*x1-d7*x2)*x3-(-d7*x1-d7*
x2-d7*x3)*x4-(-d7*x1-d7*x2-d7*x3-d7*x4)*x5)*x6-d5*x1-d5*
x2-d5*x3-d5*x4);

a2 = (d3-d6*x1*x2*x3-(d6*x1*x2-(-d6*x1-d6*x2)*x3)*x4-(d6*Xx1*
X2-(-d6*x1-d6*x2)*x3-(-d6*x1-d6*x2-d6*Xx3)*x4)*x5+d5*Xx1*
x2-(-d5*x1-d5*x2)*x3-(-d5*x1-d5*x2-d5*x3)*x4-d4*x1-d4*x2
-d4*x3+d7*x1*x2*x3*x4-(-d7*x1*x2*x3-(d7*x1*x2-(-d7*x1-d7
*X2)*x3)*x4)*X5-(-d7*Xx1*x2*Xx3-(d7*Xx1*x2-(-d7*x1-d7*x2)*
X3)*x4-(d7*x1*x2-(-d7*x1-d7*x2)*x3-(-d7*x1-d7*x2-d7*x3)*
x4)*x5)*x6);

al = (-d7*x1*x2*x3*x4*x5-(d7*X1*x2*x3*x4-(-d7*x1*x2*x3-(d7*x1
*x2-(-d7*x1-d7*x2)*x3)*x4)*x5)*x6+d4*x1*x2-(-d4*x1-d4*x2
)*x3-d3*x1-d3*x2-d5*x1*x2*x3-(d5*x1*x2-(-d5*x1-d5*x2)*x3
)*X4+d6*X1*X2*Xx3*Xx4-(-d6*x1*Xx2*X3-(d6*x1*x2-(-d6*x1-d6*
X2)*x3)*x4)*x5+d2);

a0 = d1-d2*x1-d6*x1*x2*x3*x4*Xx5+d3*x1*x2+d7*x1*x2*x3*x4*X5* X6
-d4*x1*x2*x3+d5*X1*Xx2*X3*Xx4;

Para p = 8, tem-se:

G =a,+ax+a, v+ +a, " +a r’ +ag x° +a, x +a, 1%, (A7)

para a; =aj, J=0,123,4,5,6,7,8, onde os coeficientes sdo dados por (linguagem adotada

no codigo computacional):

a8 = d9;

a7 = (d8-d9*x1-d9*x2-d9*x3-d9*x4-d9*x5-d9*x6-d9*x7-d9*x8);

a6 = (-d8*x1-d8*x2-d8*x3-d8*x4-d8*x5-d8*x6-d8*Xx7+d7+d9*x1*x2
-(-d9*x1-d9*x2)*x3-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3) *x4-(-d9*x1-d9*
x2-d9*x3-d9*x4)*Xx5-(-d9*x1-d9*Xx2-d9*Xx3-d9*x4-d9*X5)*X6-
(-d9*x1-d9*x2-d9*x3-d9*x4-d9*Xx5-d9*Xx6) *X7-(-d9*x1-d9*x2
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-d9*x3-d9*x4-d9*x5-d9*x6-d9*X7)*x8);

a5 = (-d7*x1-d7*x2-d7*x3-d7*x4-d7*x5-d7*x6+d6+d8*x1*x2-(-d8*
x1-d8*x2)*x3-(-d8*x1-d8*x2-d8*x3)*x4-(-d8*x1-d8*x2-d8*x3
-d8*x4)*x5-(-d8*x1-d8*x2-d8*x3-d8*x4-d8*x5)*x6-(-d8*x1-
d8*x2-d8*x3-d8*x4-d8*x5-d8*x6)*X7-d9*Xx1*x2*x3-(d9*Xx1*x2
-(-d9*x1-d9*x2)*x3)*x4-(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2)*x3-(-d9
*x1-d9*x2-d9*x3)*x4)*x5-(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2)*x3-(-d9
*Xx1-d9*x2-d9*x3)*x4-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3-d9*x4)*x5) *X6-
(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2)*x3-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3)*x4-(-
d9*x1-d9*x2-d9*x3-d9*x4)*x5-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3-d9*x4-d9
*X5)*X6)*X7-(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2)*x3-(-d9*x1-d9*x2-d9
*Xx3)*x4-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3-d9*x4)*x5-(-d9*x1-d9*x2-d9*
x3-d9*x4-d9*x5)*x6-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3-d9*x4-d9*Xx5-d9*x6
)*X7)*x8);

a4 = (-d6*x1-d6*x2-d6*x3-d6*x4-d6*x5+d5+d9*Xx1*x2*x3*Xx4-(-d9*
X1*x2*x3-(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2)*x3)*x4)*x5-(-d9*x1*x2
*x3-(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2)*x3)*x4-(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9
*X2)*x3-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3)*x4)*X5)*X6-(-d9*X1*Xx2*Xx3-(
d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2)*x3)*x4-(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2)
*x3-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3)*x4)*Xx5-(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2)
*Xx3-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3) *x4-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3-d9*x4)*
X5)*X6)*x7-(-d9*x1*x2*x3-(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2)*x3)*
X4-(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2)*x3-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3)*x4)
*X5-(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2)*x3-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3)*x4
-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3-d9*x4)*x5)*x6-(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9
*X2)*x3-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3)*x4-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3-d9*
X4)*x5-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3-d9*x4-d9*Xx5)*Xx6)*Xx7)*x8-d8*x1
*Xx2*x3-(d8*x1*x2-(-d8*x1-d8*x2)*x3)*x4-(d8*x1*x2-(-d8*x1
-d8*x2)*x3-(-d8*x1-d8*x2-d8*x3)*x4)*x5-(d8*x1*x2-(-d8*x1
-d8*x2)*x3-(-d8*x1-d8*x2-d8*x3)*x4-(-d8*x1-d8*x2-d8*x3-
d8*x4)*x5)*x6-(d8*x1*x2-(-d8*x1-d8*x2)*x3-(-d8*x1-d8*x2
-d8*x3)*x4-(-d8*x1-d8*x2-d8*x3-d8*x4)*x5-(-d8*x1-d8*x2-
d8*x3-d8*x4-d8*x5)*x6)*x7+d7*x1*Xx2-(-d7*x1-d7*x2)*x3-(-
d7*x1-d7*x2-d7*x3)*x4-(-d7*x1-d7*x2-d7*x3-d7*x4)*x5-(-d7
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*x1-d7*x2-d7*x3-d7*x4-d7*x5)*x6);

a3 = (d6*x1*x2-(-d6*x1-d6*x2)*x3-(-d6*x1-d6*x2-d6*x3)*x4-(-d6
*x1-d6*x2-d6*x3-d6*x4)*x5+d4+d8*x1*Xx2*x3*x4-(-d8*x1*x2*
x3-(d8*x1*x2-(-d8*x1-d8*x2)*x3)*x4)*x5-(-d8*x1*x2*x3-(d8
*X1*x2-(-d8*x1-d8*x2)*x3)*x4-(d8*x1*x2-(-d8*x1-d8*x2)*x3
-(-d8*x1-d8*x2-d8*x3)*x4)*x5)*x6-(-d8*Xx1*Xx2*x3-(d8*x1*x2
-(-d8*x1-d8*x2)*x3)*x4-(d8*x1*x2-(-d8*x1-d8*x2)*x3-(-d8
*x1-d8*x2-d8*x3)*x4)*x5-(d8*x1*x2-(-d8*x1-d8*x2)*x3-(-d8
*x1-d8*x2-d8*x3)*x4-(-d8*x1-d8*x2-d8*x3-d8*x4)*x5)*x6)*
X7-d9*X1*x2*Xx3*X4*X5-(d9*Xx1*Xx2*Xx3*Xx4-(-d9*x1*x2*x3-(d9*
X1*x2-(-d9*x1-d9*x2)*x3)*x4)*Xx5)*Xx6-(d9*x1*x2*x3*x4-(-d9
*X1*x2*x3-(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2) *x3)*Xx4)*X5-(-d9*x1*x2
*x3-(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2)*x3)*x4-(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9
*X2)*x3-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3)*x4)*Xx5)*x6) *X7-(d9*Xx1*x2*x3
*X4-(-d9*x1*x2*x3-(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2)*Xx3)*x4)*Xx5-(-
d9*x1*x2*x3-(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2)*x3)*x4-(d9*x1*x2-(-
d9*x1-d9*x2)*x3-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3)*x4)*x5)*x6-(-d9*x1*
X2*x3-(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2)*x3)*x4-(d9*x1*x2-(-d9*x1-
d9*x2)*x3-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3)*x4)*x5-(d9*Xx1*x2-(-d9*x1-
d9*x2)*x3-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3)*x4-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3-d9
*X4)*x5)*x6)*x7)*x8-d5*x1-d5*x2-d5*x3-d5*x4-d 7*x1*x2*x3-
(d7*x1*x2-(-d7*x1-d7*x2)*x3)*x4-(d7*x1*x2-(-d7*x1-d7*x2)
*x3-(-d7*x1-d7*x2-d7*x3)*x4)*x5-(d7*x1*x2-(-d7*x1-d7*x2)
*x3-(-d7*x1-d7*x2-d7*x3)*x4-(-d7*x1-d7*x2-d7*x3-d7*x4)*
X5)*x6);

a2 = (d3-d8*x1*x2*x3*x4*x5-(d8*Xx1*x2*x3*x4-(-d8*x1*x2*x3-(d8*
X1*x2-(-d8*x1-d8*x2)*x3)*x4)*x5)*x6-(d8*x1*x2*x3*x4-(-d8
*X1*x2*x3-(d8*x1*x2-(-d8*x1-d8*x2)*x3)*x4)*x5-(-d8*x1*x2
*x3-(d8*x1*x2-(-d8*x1-d8*x2)*x3)*x4-(d8*x1*x2-(-d8*x1-d8
*X2)*x3-(-d8*x1-d8*x2-d8*x3)*x4)*Xx5)*x6)*X7-d6*x1*x2*x3-
(d6*x1*x2-(-d6*x1-d6*x2)*Xx3)*x4-(d6*x1*x2-(-d6*x1-d6*X2)
*x3-(-d6*x1-d6*x2-d6*Xx3)*x4)*Xx5-d4*x1-d4*x2-d4*x3+d5*x1*
x2-(-d5*x1-d5*x2)*x3-(-d5*x1-d5*x2-d5*x3) *x4+d9*x1*Xx2*x3
FXA*X5*X6-(-d9*XL*X2*X3*x4*X5-(d9* X1 *Xx2*X3*X4-(-d9*x1*x2
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*x3-(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2)*x3)*Xx4)*x5)*X6)*X7-(-d9*x1*
X2*X3*x4*X5-(d9*x1*x2*x3*x4-(-d9*x1*x2*x3-(d9*x1*x2-(-d9
*x1-d9*x2)*x3)*x4)*Xx5)*x6-(d9*x1*x2*x3*x4-(-d9*x1*x2*x3-
(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2)*x3)*x4)*x5-(-d9*x1*x2*x3-(d9*x1
*x2-(-d9*x1-d9*x2)*x3)*x4-(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2) *Xx3-(-
d9*x1-d9*x2-d9*x3)*x4)*Xx5)*X6)*x7)*x8+d7*X1*Xx2*Xx3*x4-(-
d7*x1*x2*x3-(d7*x1*x2-(-d7*x1-d7*x2)*x3)*x4)*x5-(-d7*x1*
X2*x3-(d7*x1*x2-(-d7*x1-d7*x2)*x3)*x4-(d7*x1*x2-(-d7*x1-
d7*x2)*x3-(-d7*x1-d7*x2-d7*x3)*x4)*x5)*x6);

al = (-d7*x1*x2*x3*x4*x5-(d7*xX1*x2*x3*x4-(-d7*x1*x2*x3-(d7*x1
*x2-(-d7*x1-d7*x2)*x3)*x4)*x5)*x6-d3*x1-d3*x2+d8*x1*x2*
X3*X4*X5*X6-(-d8*X1*X2*Xx3*Xx4*X5-(d8*X1*x2*x3*x4-(-d8*x1*
X2*x3-(d8*x1*x2-(-d8*x1-d8*x2)*x3)*x4)*Xx5)*x6)*X7+d6*x1*
X2*x3*x4-(-d6*X1*Xx2*Xx3-(d6*Xx1*Xx2-(-d6*x1-d6*%2)*x3)*Xx4)*
X5+d4*x1*x2-(-d4*x1-d4*Xx2)*x3-d9*X1*X2*X3*X4*X5*X6* X7 -
(d9*x1*x2*x3*x4*X5*X6-(-d9*X1*Xx2*x3*Xx4*X5-(d9*Xx1*Xx2*x3*
X4-(-d9*Xx1*x2*x3-(d9*Xx1*Xx2-(-d9*x1-d9*x2)*x3) *x4) *Xx5)*x6
)*X7)*x8-d5*x1*x2*x3-(d5*x1*x2-(-d5*Xx1-d5*x2)*x3)*x4+d2);

a0 = d1-d2*x1-d6*x1*x2*x3*x4*x5+d3*x1*x2+d7*x1*x2*x3*x4*x5* X6
-04*X1*x2*X3-d8*X1*X2*X3*X4*X5*X6* X 7+d5*X1*x2*x3*x4+d9*

X1*X2*X3*X4*X5*X6*X7*X8;

E, para p = 10, tem-se:

o) =a+ay+a, ' +a, ° +a, y  +as r° +a ° +a, y +ag xt +ag x0 +a, 1,
(A.8)

considerando-se a; =aj, j=0,1,2,3,4,5,6,7,8, em que (cddigo computacional adotado):

al0 =d11;
a9 = d10-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4-d11*x5-d11*x6-d11*Xx7-d11*x8-d11*x9-
d11*x10;

a8= (-d10*x1-d10*x2-d10*x3-d10*x4-d10*x5-d10*x6-d10*X7-d10*X8-
d10*x9+09+d11*X1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*Xx3-(-d11*x1-d11*x2-d11*X3)*X4-(-
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d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4)*x5-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4-
d11*x5)*x6-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4-d11*
X5-d11*x6)*x7-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4-d11*x5-d11*x6-d11*X7)*x8-
(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4-d11*x5-d11*x6-d11*x7-d11*x8)*x9-(-
d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4-d11*x5-d11*x6-d11*x7-d11*x8-
d11*x9)*x10);

a7 = (-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3-d10*x4)*x5+d10*x1*x2-d11*x1*x2*x3+d8-d9*x1-
d9*x2-d9*x3-d9*x4-d9*Xx5-d9*Xx6-d9*X7-d9*X8-(-d10*x1-d10*x2)*x3-(-
d10*x1-d10*x2-d10*x3)*x4-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3-d10*x4-d10*x5)*x6-(-
d10*x1-d10*x2-d10*x3-d10*x4-d10*x5-d10*x6)*X7-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3-
d10*x4-d10*x5-d10*x6-d10*x7)*x8-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3-d10*x4-d10*x5-
d10*x6-d10*x7-d10*x8)*x9-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3)*x4-
d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4)*x5-(d11*x1*
x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4-(-d11*x1-d11*x2-
d11*x3-d11*x4)*x5)*x6-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-
d11*x3)*x4-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4)*x5-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-
d11*x4-d11*x5)*x6)*X7-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-
d11*x3)*x4-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11* x4)*x5-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-
d11*x4-d11*x5)*x6-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4-d11*X5-
d11*x6)*x7)*x8-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*
x4-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4)*x5-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4-
d11*x5)*x6-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4-d11*Xx5-d11*X6)*x7-(-d11*x1-
d11*x2-d11*x3-d11*x4-d11*x5-d11*x6-d11*x7)*x8)*x9-(d11*x1*x2-(-
d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-
d11*x4)*x5-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4-d11*Xx5)*x6-(-d11*x1-d11*x2-
d11*x3-d11*x4-d11*x5-d11*x6)*x7-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4-d11*Xx5-
d11*x6-d11*x7)*x8-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4-d11*Xx5-d11*x6-d11*X7-
d11*x8)*x9)*x10);

a6 = (-d10*x1*x2*x3+d7-d8*x1-d8*x2-d8*x3-d8*x4-d8*x5-d8*x6+d9*Xx1*Xx2-
d8*x7-(-d9*x1-d9*x2)*x3-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3) *x4-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3-
d9*x4)*x5-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3-d9*x4-d9*x5)*x6-(-d9*Xx1-d9*x2-d9*x3-
d9*x4-d9*x5-d9*X6)*x7-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3-d9*x4-d9*x5-d9*x6-
d9*x7)*x8-(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*x3)*x4-(d10*x1*x2-(-d10*x1-
d10*x2)*x3-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3)*x4)*x5+d11*x1*x2*x3*x4-d10*x1*x2-
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(-d10*x1-d10*x2)*x3-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3)*x4-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3-
d10*x4)*x5)*x6-(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*x3-(-d10*x1-d10*x2-
d10*x3)*x4-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3-d10*x4)*x5-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3-
d10*x4-d10*x5)*x6)*x7-(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*x3-(-d10*x1-d10*x2-
d10*x3)*x4-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3-d10*x4)*x5-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3-
d10*x4-d10*x5)*x6-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3-d10*x4-d10*x5-d10
*X6)*x7)*x8-(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*x3-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3)*x4-
(-d10*x1-d10*x2-d10*x3-d10*x4)*x5-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3-d10*x4-
d10*x5)*x6-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3-d10*x4-d10*x5-d10*x6)*x7-(-d10*x1-
d10*x2-d10*x3-d10*x4-d10*x5-d10*x6-d10*X7)*x8)*x9-(-d11*x1*x2*x3-
(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3)*x4)*x5-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-
d11*x1-d11*x2)*x3)*x4-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-
d11*x3)*x4)*x5)*x6-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3)*x4-
(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4)*x5-
(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4-(-d11*x1-
d11*x2-d11*x3-d11*x4)*x5)*x6)*X7-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-
d11*x2)*x3)*x4-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-
d11*x3)*x4)*x5-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-
d11*x3)*x4-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4)*x5)*x6-(d11*x1*x2-(-d11*x1-
d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-
d11*x4)*x5-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4-d11*Xx5)*x6)*X7)*x8-(-
d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3)*x4-(d11*x1*x2-(-d11*x1-
d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4)*x5-(d11*x1*x2-(-d11*x1-
d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11
*X4)*x5)*x6-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4-
(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4)*x5-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4-
d11*x5)*x6)*x7-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-
d11*x3)*x4-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4)*x5-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-
d11*x4-d11*x5)*x6-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4-d11*x5-
d11*x6)*x7)*x8)*x9-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3)*x4-
(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4)*x5-
(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4-(-d11*x1-
d11*x2-d11*x3-d11*x4)*x5)*x6-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-
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d11*x2-d11*x3)*x4-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4)*x5-(-d11*x1-d11*x2-
d11*x3-d11*x4-d11*x5)*x6)*x7-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3
-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4)*x5-(-
d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4-d11*x5)*x6-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4-
d11*x5-d11*x6)*x7)*x8-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-
d11*x3)*x4-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4)*x5-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-
d11*x4-d11*x5)*x6-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4-d11*x5-d11*x6)*X7-(-
d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4-d11*x5-d11*x6-d11*X7)*x8)*x9)*x10);

a5 = (-d9*x1*x2*x3+d6-d7*Xx1-d7*x2-d7*x3-d7*x4-d7*x5-d7*x6-(-d8*x1-
d8*x2)*x3-(-d8*x1-d8*x2-d8*x3)*x4-(-d8*x1-d8*x2-d8*x3-d8*x4)*x5-(-
d8*x1-d8*x2-d8*x3-d8*x4-d8*x5)*x6+d8*x1*x2-(-d8*x1-d8*x2-d8*x3-
d8*x4-d8*x5-d8*x6)*x7-(d9*Xx1*x2-(-d9*x1-d9*x2)*x3)*x4-(d9*Xx1*x2-(-
d9*x1-d9*x2)*x3-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3)*x4)*x5-(d9*Xx1*x2-(-d9*x1-
d9*x2)*x3-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3)*x4-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3-d9*x4)*Xx5)*x6-
(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2)*x3-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3)*x4-(-d9*x1-d9*x2-
d9*x3-d9*x4)*x5-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3-d9*x4-d9*x5)*x6) *X7-(d9*X1*x2-(-
d9*x1-d9*x2)*x3-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3)*x4-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3-d9*x4) *x5-
(-d9*x1-d9*x2-d9*x3-d9*x4-d9*x5)*x6-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3-d9*x4-d9*Xx5-
d9*x6)*x7)*x8-(-d10*x1*x2*x3-(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*
X3)*x4)*x5+d10*x1*x2*x3*x4-(-d10*Xx1*x2*Xx3-(d10*x1*x2-(-d10*x1-
d10*x2)*x3)*x4-(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*x3-(-d10*x1-d10*x2-
d10*x3)*x4)*x5)*x6-(-d10*x1*x2*x3-(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2) *x3)*x4-
(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*x3-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3)*x4)*x5-
(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*x3-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3)*x4-(-d10*x1-
d10*x2-d10*x3-d10*x4)*x5)*x6)*X7-(-d10*x1*x2*x3-(d10*x1*x2-(-d10*x1-
d10*x2)*x3)*x4-(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*x3-(-d10*x1-d10*x2-
d10*x3)*x4)*x5-(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*x3-(-d10*x1-d10*x2-
d10*x3)*x4-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3-d10*x4)*x5)*x6-(d10*x1*x2-(-d10*x1-
d10*x2)*x3-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3)*x4-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3-
d10*x4)*x5-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3-d10*x4-d10*Xx5)*Xx6)*X7)*Xx8-(-d10*x1*
X2*x3-(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*x3)*x4-(d10*x1*x2-(-d10*x1-
d10*x2)*x3-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3)*x4)*x5-(d10*x1*x2-(-d10*x1-
d10*x2)*x3-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3)*x4- (-d10*x1-d10*x2-d10*x3-
d10*x4)*x5)*x6-(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*x3-(-d10*x1-d10*x2-
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d10*x3)*x4-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3-d10*x4)*x5-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3-
d10*x4-d10*x5)*x6)*x7-(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*x3-(-d10*x1-d10*x2-
d10*x3)*x4-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3-d10*x4)*x5-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3-
d10*x4-d10*x5)*x6-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3-d10*x4-d10*x5-
10*x6)*x7)*x8)*x9-(d11*x1*x2*x3*x4-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-
d11*x1-d11*x2)*x3)*x4)*x5)*Xx6-d11*x1*x2*x3*X4*Xx5-(d11*x1*x2*x3*
X4-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3)*x4)*x5-(-
d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3)*x4-(d11*x1*x2-(-d11*x1-
d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4)*Xx5)*x6)*X7-(d11*x1*x2*x3*x4-(-
d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*Xx1-d11*x2)*x3)*x4)*x5-(-d11*x1*x2*x3-
(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3)*x4-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-
d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4)*x5)*x6-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1
-d11*x2)*x3)*x4-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-
d11*x3)*x4)*x5-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-
d11*x3)*x4-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4)*x5)*x6)*X7)*x8-
(d11*x1*x2*x3*x4-(-d11*x1*x2*Xx3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-
d11*x2)*x3)*x4)*x5-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3)*x4-
(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4)*x5)*x6-(-
d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3)*x4-(d11*x1*x2-(-d11*x1-
d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4)*x5-(d11*x1*x2-(-d11*x1-
d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-
d11*x4)*x5)*x6)*x7-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3)*x4-
(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4)*x5-
(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4-(-d11*x1-
d11*x2-d11*x3-d11*x4)*x5)*x6-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-
d11*x2-d11*x3)*x4-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4)*x5-(-d11*x1-d11*x2-
d11*x3-d11*x4-d11*x5)*x6)*x7)*x8)*x9-(d11*Xx1*x2*x3*x4-(-d11*X1*Xx2*X3-
(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3)*x4)*x5-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-
d11*x1-d11*x2)*x3)*x4-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-
d11*x3)*x4)*x5)*x6-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3)*x4-
(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4)*x5-
(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4-(-d11*x1-
d11*x2-d11*x3-d11*x4)*x5)*x6)*X7-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-
d11*x2)*x3)*x4-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-
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d11*x3)*x4)*x5-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-
d11*x3)*x4-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4)*Xx5)*x6-(d11*x1*x2-(-d11*x1-
d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-
d11*x4)*x5-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4-d11*Xx5)*x6)*X7)*x8-(-
d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3)*x4-(d11*Xx1*x2-(-
d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4)*x5-(d11*x1*x2-(-d11*x1-
d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-
d11*x4)*x5)*x6-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-
d11*x3)*x4-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4)*x5-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-
d11*x4-d11*x5)*x6)*Xx7-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-
d11*x3)*x4-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4)*x5-(-d11*x1-d11*x2-d11*
x3-d11*x4-d11*x5)*x6-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4-d11*X5-
d11*x6)*x7)*x8)*x9)*x10);

ad = (d7*x1*x2-d6*x2-d6*x1+d5-d6*x3-d6*Xx4-d6*X5-(-d7*x1-d7*Xx2)*Xx3-(-
d7*x1-d7*x2-d7*x3)*x4-(-d7*x1-d7*x2-d7*x3-d 7*x4)*x5-(-d7*x1-d7*x2-
d7*x3-d7*x4-d7*x5)*x6-(d8*x1*x2-(-d8*x1-d8*x2)*x3)*x4-(d8*x1*x2-(-
d8*x1-d8*x2)*x3-(-d8*x1-d8*x2-d8*x3)*x4)*x5-(d8*x1*x2-(-d8*x1-
d8*x2)*x3-(-d8*x1-d8*x2-d8*x3)*x4-(-d8*x1-d8*x2-d8*x3-d8*x4)*x5)
*X6-d8*x1*x2*x3-(d8*x1*x2-(-d8*x1-d8*x2)*x3-(-d8*x1-d8*x2-d8*x3)*x4-
(-d8*x1-d8*x2-d8*x3-d8*x4)*x5-(-d8*x1-d8*x2-d8*x3-d8*x4-d8*x5)*x6)*
X7-(-d9*Xx1*x2*Xx3-(d9*Xx1*Xx2-(-d9*x1-d9*x2)*x3)*x4) *X5-(-d9*x1*x2*x3-
(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2)*x3)*x4-(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2)*x3-(-d9*x1-
d9*x2-d9*x3)*x4)*x5)*x6-(-d9*x1*x2*Xx3-(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*Xx2)*x3)*
X4-(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2)*x3-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3)*x4)*x5-(d9*
X1*x2-(-d9*x1-d9*x2)*x3-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3)*x4-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3-
d9*x4)*x5)*x6)*X7-(-d9*x1*x2*x3-(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2) *Xx3)*x4-
(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2)*x3-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3)*x4)*x5-(d9*x1*x2-
(-d9*x1-d9*x2)*x3-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3) *x4-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3-
d9*x4)*x5)*x6-(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2)*x3-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3)*
X4-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3-d9*x4)*Xx5- (-d9*x1-d9*x2-d9*x3-d9*x4-
d9*x5)*x6)*X7)*x8+d9*Xx1*Xx2*Xx3*Xx4-d10*X1*X2*X3*X4*X5-
(d10*x1*x2*x3*x4-(-d10*x1*x2*x3-(d10*x1*x2-(-d10*x1-
d10*x2)*x3)*x4)*x5)*x6-(d10*x1*x2*x3*x4-(-d10*x1*x2*x3-(d10*x1*x2-(-
d10*x1-d10*x2)*x3)*x4)*x5-(-d10*x1*x2*x3-(d10*x1*x2-(-d10*x1-
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d10*x2)*x3)*x4-(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*x3-(-d10*x1-d10*x2-
d10*x3)*x4)*x5)*x6)*X7-(d10*x1*x2*x3*x4-(-d10*x1*x2*x3-(d10*x1*x2-
(-d10*x1-d10*x2)*x3)*x4)*x5-(-d10*x1*x2*x3-(d10*x1*x2-(-d10*
x1-d10*x2)*x3)*x4-(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*x3-(-d10*x1-d10*x2-
d10*x3)*x4)*x5)*x6-(-d10*x1*x2*x3-(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2) *x3)*x4-
(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*x3-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3)*x4)*x5-
(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*x3-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3)*x4-(-d10*x1-
d10*x2-d10*x3-d10*x4)*x5)*x6)*x7)*x8-(d10*x1*x2*x3*x4-(-d10*
x1*x2*x3-(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*x3)*x4)*x5-(-d10*x1*x2*x3-
(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*x3)*x4-(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*x3-(-
d10*x1-d10*x2-d10*x3)*x4)*x5)*x6-(-d10*x1*x2*x3-(d10*x1*x2-(-d10*x1-
d10*x2)*x3)*x4-(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*x3-(-d10*x1-d10*x2-
d10*x3)*x4)*x5-(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*x3-(-d10*x1-d10*x2-
d10*x3)*x4-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3-d10*x4)*x5)*x6)*X7-(-d10*X1*Xx2*X3-
(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*x3)*x4-(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*x3-(-
d10*x1-d10*x2-d10*x3)*x4)*x5-(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*x3-(-d10*x1-
d10*x2-d10*x3)*x4-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3-d10*x4)*x5)*x6-(d10*x1*x2-(-
d10*x1-d10*x2)*x3-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3)*x4-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3-
d10*x4)*x5-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3-d10*x4-d10*Xx5)*x6)*x7)*
X8)*X9+d11*X1*x2*Xx3*x4*X5*X6-(-d11*X1*Xx2*x3*Xx4*X5-(d11*X1*X2*Xx3*X4-
(-d11*x21*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*Xx1-d11*x2)*Xx3)*Xx4)*x5)*X6)*X7-(-
d11*x1*x2*x3*X4*X5-(d11*x1*x2*x3*x4-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-
d11*x1-d11*x2)*x3)*x4)*x5)*x6-(d11*x1*x2*x3*x4-(-d11*x1*x2*x3-
(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3)*x4)*x5-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(
-d11*x1-d11*x2)*x3)*x4-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-
d11*x3)*x4)*x5)*x6)*X7)*X8-(-d11*x1*x2*Xx3*Xx4*Xx5-(d11*X1*x2*x3*x4-(-
d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3)*x4)*x5)*X6-
(d11*x1*x2*x3*x4-(-d11*x1*x2*Xx3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-
d11*x2)*x3)*x4)*x5-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3)*x4-
(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4)*Xx5)*X6)*X7-
(d11*x1*x2*x3*x4-(-d11*x1*x2*Xx3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-
d11*x2)*x3)*x4)*x5-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3)*x4-
(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4)*
X5)*Xx6-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3)*x4-(d11*x1*x2-(-
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d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4)*x5-(d11*x1*x2-(-d11*x1-
d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-
d11*x4)*x5)*x6)*x7)*x8)*x9-(-d11*x1*x2*x3*
X4*X5-(d11*x1*x2*x3*x4-(-d11*x1*x2*%x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-
d11*x2)*x3)*x4)*x5)*x6-(d11*x1*x2*x3*x4-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-
d11*x1-d11*x2)*x3)*x4)*x5-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-
d11*x2)*x3)*x4-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-
d11*x3)*x4)*x5)*x6)*X7-(d11*x1*x2*x3*x4-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-
d11*x1-d11*x2)*x3)*x4)*x5-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-
d11*x2)*x3)*x4-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-
d11*x3)*x4)*x5)*x6-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3)*x4-
(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4)*x5-
(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4-(-d11*x1-
d11*x2-d11*x3-d11*x4)*x5)*x6)*X7)*x8-(d11*Xx1*Xx2*x3*x4-(-d11*X1*Xx2*X3-
(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3)*x4)*x5-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-
d11*x1-d11*x2)*x3)*x4-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-
d11*x3)*x4)*x5)*x6-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3)*x4-
(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4)*x5-
(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4-(-d11*x1-
d11*x2-d11*x3-d11*x4)*x5)*x6)*X7-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-
d11*x2)*x3)*x4-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-
d11*x3)*x4)*x5-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-
d11*x3)*x4-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4)*x5)*x6-(d11*x1*x2-(-d11*x1-
d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3)*x4-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4)*
X5-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4-d11*x5)*x6)*x7)*x8)*x9)*x10);

a3 = (-d7*x1*x2*x3-d5*x1-d5*x2-d5*x3-d5*x4+d4+d6*x1*x2-(-d6*x1-
d6*x2)*x3-(-d6*x1-d6*x2-d6*x3)*x4-(-d6*x1-d6*x2-d6*x3-d6*Xx4)*X5-
(d7*x1*x2-(-d7*x1-d7*x2)*x3)*x4-(d7*x1*x2-(-d7*x1-d7*x2)*x3-(-d7*x1-
d7*x2-d7*x3)*x4)*x5-(d7*x1*x2-(-d7*x1-d7*x2)*x3-(-d7*x1-d7*x2-
d7*x3)*x4-(-d7*x1-d7*x2-d7*x3-d7*x4)*x5)*x6-(-d8*x1*x2*x3-(d8*x1*x2-(-
d8*x1-d8*x2)*x3)*x4)*x5-(-d8*Xx1*x2*x3-(d8*x1*x2-(-d8*x1-d8*x2)*x3)*x4-
(d8*x1*x2-(-d8*x1-d8*x2)*x3-(-d8*x1-d8*x2-
d8*x3)*x4)*x5)*x6+d8*Xx1*x2*x3*x4-(-
d8*x1*x2*x3-(d8*x1*x2-(-d8*x1-d8*x2)*x3)*x4-(d8*x1*x2-(-d8*x1-
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d8*x2)*x3-(-d8*x1-d8*x2-d8*x3)*x4)*x5-(d8*x1*x2-(-d8*x1-d8*x2)*x3-(-
d8*x1-d8*x2-d8*x3)*x4-(-d8*x1-d8*x2-d8*x3-d8*x4)*x5)*Xx6)*X7-
(d9*x1*x2*x3*x4-(-d9*x1*x2*x3-(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2) *Xx3)*x4)*X5
)*X6-(d9*X1*x2*Xx3*x4-(-d9*Xx1*Xx2*Xx3-(d9*Xx1*x2-(-d9*x1-
d9*x2)*x3)*x4)*x5-(-d9*x1*x2*x3-(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2)*x3)*x4-
(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2)*x3-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3)*Xx4)*X5)*X6)*X7-
(d9*Xx1*x2*x3*x4-(-d9*x1*Xx2*X3-(d9*x1*X2-(-d9*x1-d9*Xx2) *Xx3)*x4)
*X5-(-d9*x1*x2*x3-(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2) *x3)*x4-(d9*x1*x2-(-d9*x1-
d9*x2)*x3-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3)*x4)*x5)*X6-(-d9*x1*x2*x3-(d9*x1*x2-(-
d9*x1-d9*x2)*x3)*x4-(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2)*x3-(-d9*x1-d9*x2-
d9*x3)*x4)*x5-(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2)*x3-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3)*x4-(-
d9*x1-d9*x2-d9*x3-d9*x4)*Xx5)*x6)*X7)*Xx8-d9*X1*Xx2*x3*x4*
X5-(-d10*x1*x2*x3*x4*x5-(d10*Xx1*x2*x3*x4-(-d10*Xx1*x2*Xx3-(d10*x1*x2-
(-d10*x1-d10*x2)*x3)*x4)*Xx5)*x6)*X7-(-d10*X1*X2*x3*x4*X5-
(d10*x1*x2*x3*x4-(-d10*Xx1*x2*x3-(d10*x1*x2-(-d10*x1-
d10*x2)*x3)*x4)*x5)*x6-(d10*x1*x2*x3*x4-(-d10*x1*x2*x3-(d10*x1*x2-
(-d10*x1-d10*x2)*x3)*x4)*x5-(-d10*x1*x2*x3-(d10*x1*x2-(-d10*x1-
d10*x2)*x3)*x4-(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*x3-(-d10*x1-d10*x2-
d10*x3)*x4)*x5)*x6)*x7)*X8-(-d10*x1*x2*x3*Xx4*X5-(d10*X1*x2*x3*x4-(-
d10*x1*x2*x3-(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*x3)*x4)*
X5)*x6-(d10*x1*x2*x3*x4-(-d10*x1*x2*x3-(d10*x1*x2-(-d10*x1-
d10*x2)*x3)*x4)*x5-(-d10*x1*x2*x3-(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2) *x3)*x4-
(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*x3-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3)*x4)*Xx5)*X6) *X7-
(d10*x1*x2*x3*x4-(-d10*x1*x2*x3-(d10*x1*x2-(
-d10*x1-d10*x2)*x3)*x4)*x5-(-d10*x1*x2*x3-(d10*x1*x2-(-d10*x1-
d10*x2)*x3)*x4-(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*x3-(-d10*x1-d10*x2-
d10*x3)*x4)*x5)*x6-(-d10*x1*x2*x3-(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*Xx3)*x4-
(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*x3-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3)*x4)*x5-
(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*x3-(-d10*x1-d10*x2-d10*x3)*x4-(-d10*x1-
d10*x2-d10*x3-d10*x4)*x5)*x6)*X7)*x8)*x9+d10*x1*x2*x3*x4*X5*X6-
(d11*x1*x2*Xx3*Xx4*X5*X6-(-d11*X1*X2*X3*x4*X5-(d11*X1*Xx2*x3*x4-(-
d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3)*Xx4)*x5)*X6)*X7)*x8-
(d11*x1*x2*Xx3*Xx4*X5*X6-(-d11*X1*X2*X3*x4*X5-(d11*X1*Xx2*x3*x4-(-
d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3)*x4)*x5)*x6)*x7-(-d11*
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X1*X2*x3*x4*X5-(d11*X1*Xx2*x3*Xx4-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-
d11*x2)*x3)*x4)*x5)*x6-(d11*x1*x2*x3*x4-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-
d11*x1-d11*x2)*x3)*x4)*x5-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-
d11*x2)*x3)*x4-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-
d11*x3)*x4)*x5)*x6)*X7)*x8)*x9-(d11*x1*x2*Xx3*X4*X5*X6-(-d11*Xx1*x2*
X3*x4*X5-(d11*x1*x2*Xx3*x4-(-d11*Xx1*x2*%x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-
d11*x2)*x3)*x4)*x5)*x6)*X7-(-d11*x1*x2*Xx3*Xx4*Xx5-(d11*Xx1*x2*x3*x4-(-
d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3)*x4)*x5)*X6-
(d11*x1*x2*x3*x4-(-d11*x1*x2*Xx3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-
d11*x2)*x3)*x4)*x5-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3)*x4-
(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-
d11*x3)*x4)*x5)*x6)*X7)*X8-(-d11*x1*x2*Xx3*Xx4*X5-(
d11*x1*x2*x3*x4-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-
d11*x2)*x3)*x4)*x5)*x6-(d11*x1*x2*x3*x4-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-
d11*x1-d11*x2)*x3)*x4)*x5-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-
d11*x2)*x3)*x4-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-
d11*x3)*x4)*x5)*x6)*X7-(d11*x1*x2*x3*x4-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-
d11*x1-d11*x2)*x3)*x4)*x5-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-
d11*x2)*x3)*x4-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-
d11*x3)*x4)*x5)*x6-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*
x1-d11*x2)*x3)*x4-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-
d11*x3)*x4)*x5-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-
d11*x3)*x4-(-d11*x1-d11*x2-d11*x3-d11*x4)*x5)*x6)*Xx7)*x8)*x9)*x10-
d11*X1*X2*X3*X4*X5*X6*X7);

a2 = (-d6*x1*x2*x3-d4*x1-d4*x2-d4*x3-(-d5*x1-d5*x2)*x3-(-d5*x1-d5*x2-
d5*x3)*x4+d3+d5*x1*x2-(d6*x1*x2-(-d6*Xx1-d6*x2)*x3)*x4-(d6*x1*x2-(-
d6*x1-d6*x2)*x3-(-d6*x1-d6*Xx2-d6*x3)*Xx4)*X5-(-d7*x1*x2*x3-(d7*x1*x2-(-
d7*x1-d7*x2)*x3)*x4)*x5-(-d7*x1*x2*Xx3-(d7*Xx1*x2-(-d7*x1-d7*x2) *x3)*x4-
(d7*x1*x2-(-d7*x1-d7*x2)*x3-(-d7*x1-d7*x2-d7*x3)*x4) *x5)*x6-
(d8*x1*x2*x3*x4-(-d8*x1*x2*x3-(d8*x1*x2-(-d8*x1-
d8*x2)*x3)*x4)*Xx5)*X6+d7*Xx1*Xx2*Xx3*X4-d8* X1 *X2*X3*x4*X5-
(d8*x1*x2*x3*x4-(-d8*x1*x2*x3-(d8*x1*x2-(-d8*x1-d8*x2)*x3)*x4)*x5-(-
d8*x1*x2*x3-(d8*x1*x2-(-d8*x1-d8*x2)*x3)*x4-(d8*x1*x2-(-d8*x1-d8
*X2)*x3-(-d8*x1-d8*x2-d8*x3)*x4)*X5)*X6) *X7-(-d9*Xx1*x2*x3*x4*X5-
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(d9*x1*x2*x3*x4-(-d9*x1*x2*x3-(d9*x1*x2-(-d9*x1-
d9*x2)*x3)*x4)*Xx5)*X6)*X7-(-d9*X1*x2*Xx3*x4*Xx5-(d9*
X1*X2*x3*x4-(-d9*x1*Xx2*x3-(d9*X1*Xx2-(-d9*x1-d9*x2) *x3) *x4)*X5) *X6-
(d9*x1*x2*x3*x4-(-d9*x1*x2*x3-(d9*x1*x2-(-d9*Xx1-d9*x2) *Xx3)*x4)*x5-(-
d9*x1*x2*x3-(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2)*x3)*x4-(d9*x1*x2-(-d9*x1-
d9*x2)*x3-(-d9*x1-d9*x2-d9*x3)*x4)*X5)*X6)*X7)
*X8+d9*X1*Xx2*x3*X4*X5*X6-(d10*X1*X2*X3*x4*X5*X6-(-
d10*x1*x2*x3*Xx4*Xx5-(d10*x1*x2*x3*x4-(-d10*x1*x2*x3-(d10*x1*x2-(-
d10*x1-d10*x2)*x3)*x4)*x5)*X6)*x7)*Xx8-(d10*x1*x2*x3*x4*x5*X6-(-
d10*x1*x2*x3*Xx4*Xx5-(d10*x1*x2*x3*x4-(-d10*x1*x2*x3-(d10*x1*x2-(-
d10*x1-d10*x2)*x3)*x4)*x5)*Xx6)*x7-(-d10*x1*x2*x3*x4*x5-
(d10*x1*x2*x3*x4-(-d10*Xx1*x2*x3-(d10*x1*x2-(-d10*x1-
d10*x2)*x3)*x4)*x5)*x6-(d10*x1*x2*x3*x4-(-d10*x1*x2*x3-(d10*x1*x2-(-
d10*x1-d10*x2)*x3)*x4)*x5-(-d10*x1*x2*x3-(d10*x1*x2-(-d10*x1-
d10*x2)*x3)*x4-(d10*x1*x2-(-d10*x1-d10*x2)*x3-(-d10*x1-d10*x2-
d10*x3)*x4)*x5)*x6)*X7)*x8)*x9-d10*X1*X2*X3*x4*X5*X6*X7-(-
d11*x1*x2*Xx3*X4*X5*X6*X7-(d11*X1*Xx2*x3*Xx4*X5*X6-(-
d11*x1*x2*x3*X4*X5-(d11*X1*x2*x3*x4-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-
d11*x1-d11*x2)*x3)*x4)*x5)*X6)*x7)*x8)*X9-(-d11*Xx1*Xx2*X3*X4*X5*X6*X7 -
(d11*x1*x2*Xx3*Xx4*X5*X6-(-d11*X1*X2*X3*x4*X5-(d11*X1*Xx2*x3*x4-(-
d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3)*Xx4)*X5)*X6)*X7)*x8-
(d11*x1*x2*Xx3*Xx4*X5*X6-(-d11*X1*X2*Xx3*x4*X5-(d11*Xx1*x2*x3*x4
-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3)*x4)*Xx5)*Xx6)*x7-(-
d11*x1*x2*x3*X4*X5-(d11*x1*x2*x3*x4-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-
d11*x1-d11*x2)*x3)*x4)*x5)*x6-(
d11*x1*x2*x3*x4-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-
d11*x2)*x3)*x4)*x5-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3)*x4-
(d11*x1*x2-(-d11*x1-d11*x2)*x3-(-d11*x1-d11*x2-
d11*x3)*x4)*x5)*x6)*x7)*x8)*x9)*Xx10+d11*X1*X2*X3*X4*X5*X6*X7*X8);
al = (-d7*x1*x2*x3*x4*X5-(d7*X1*x2*Xx3*Xx4-(-d7*x1*x2*x3-(d7*x1*x2-
(-d7*x1-d7*x2)*x3)*x4)*x5)*x6-d3*x1-d3*x2-
d11*x1*Xx2*X3*X4*X5*X6*XT*X8*X9-(d11*X1*X2*X3*X4*X5*X6*X7*X8-
(-d11*x1*x2*x3*X4*X5*X6*X7-(d11*X1*X2*X3*Xx4*X5*X6-(-
d11*x1*x2*x3*X4*X5-(d11*X1*x2*x3*x4-(-d11*x1*x2*x3-(d11*x1*x2-(-
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d11*x1-d11*x2)*x3)*x4)*x5)*x6)*x7)*x8)*x9)*x10
+d8*X1*X2*X3*X4*X5*X6-(-d8*X1*X2*X3*x4*X5-(d8*x1*x2*x3*x4-(-
d8*x1*x2*x3-(d8*x1*x2-(-d8*x1-d8*x2)*x3)*x4)*x5)*X6)*X7+d4*x1*x2-(-
d4*x1-d4*x2)*x3+d10*X1*x2*Xx3*Xx4*X5*X6*X7*X8-(-
d10*x1*x2*Xx3*X4*X5*X6*X7-(d10*X1*Xx2*Xx3*Xx4*X5*X6-(-
d10*x1*x2*x3*Xx4*Xx5-(d10*x1*x2*x3*x4-(-d10*x1*x2*x3-(d10*x1*x2-(-
d10*x1-d10*x2)*x3)*x4)*x5)*X6)*x7)*X8)*X9+d6*x1*x2*x3*x4-(-
d6*x1*x2*x3-(d6*x1*x2-(-d6*X1-d6*x2)*Xx3)*x4)*x5-d5*x1*x2*
x3-(d5*x1*x2-(-d5*x1-d5*x2)*x3)*x4-d9*x1*x2*X3*X4*X5*X6* X7 -
(d9*x1*x2*Xx3*X4*X5*X6-(-d9*X1*X2*X3*Xx4*X5-(d9*x1*Xx2*Xx3*Xx4-(-
d9*x1*x2*x3-(d9*x1*x2-(-d9*x1-d9*x2)*x3)*x4)*x5)*X6)*x7)*x8+d2);

a0 = d1-d2*x1-d6*x1*x2*x3*x4*x5+d3*x1*x2+d7*X1*x2*x3*x4*X5*X6-
d10*x1*x2*Xx3*X4*X5*X6*X7*X8*X9-d4*x1*x2*x3-
d8*X1*X2*X3*X4*X5*X6*X7+d11*X1*X2*X3*X4*X5*X6* X 7*x8*x9*x10+d5*

X1*X2*X3*X4+d9*X1*X2*X3*X4*X5*X6*X7*X8;
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APENDICE B - PARTICULARIDADES DO PROCESSO DE OTIMIZACAO 1D.

Considera-se neste apéndice a resolucdo numérica de equagdes polinomiais e, em

particular, a obtencdo do ponto extremo global para o polindmio interpolador &,

caracterizado no apéndice A. Nessa perspectiva, sdo descritos na sequéncia os procedimentos
adotados na abordagem unidimensional, para o polindmio de grau p. Para simplificacdo da
notacdo adotada considera-se apenas 0 caso de maximizacdo, sendo que o caso de

minimizagao ocorre de modo semelhante.

Caso comp = 2.

Com o objetivo de se encontrar o ponto de maximo do polindmio quadratico
interpolado busca-se seu ponto critico. Entretanto, devido ao comportamento do polindmio
(grau 2), o ponto critico encontrado representa o ponto de méaximo global do polinémio
interpolado.

Como &(y)=a,x°+ay+a, = &'(X)=2a,y+a,. Assim, a abscissa do ponto de

maximo pode ser encontrada por:

:‘(xmax>=0©2a2x+a1=0®xmax=—%- (B.1)
2

Com isso, ¢, pode ser obtido por:

B = € o) = 8 (Xman)” + 8 L - (B.2)

Caso geral.

Como as fungdes &, caracterizam fungGes convexas (ou concavas), a coordenada

Xmax 00 ponto extremo para os demais polindmios intepoladores, com p = 3, 4, 5, 6, 8 e 10,

foi obtida considerando-se o conceito de ponto critico. Assim, considerou-se a solucdo da
equacéo obtida pela derivada do polinbmio sendo igualada a zero,

$'()=0= 1= Yom: (B.3)
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Com esse enfoque, para resolucdo da Eq. (B.3) adotaram-se os métodos: Newton e
Newton modificado (BURDEN e FAIRES, 2008). De acordo com o método de Newton,

sendo a fungdo &,'e C*[,, x,] pode-se considerar uma aproximacéo inicial y = y,. para

00

araiz de &' em [y,, x,] e gerar a sequéncia {Z(it)}n:p

(it-1)
(it) _ iy _ S )

LI AN Y B.4
&™) (54

X

Sobre esta equacéo, sdo considerados na sequéncia dois teoremas que caracterizam a
sua solucéo.

Teorema 1 (BURDEN e FAIRES, 2008): seja y* uma solucdo da equagdo
x=x-9(x). Supondo que g'(¥y*)=0 e que g" seja continua, com |g"(y)|<M <o em
um intervalo | contendo y*. Entdo, existe um numero &6 >0 tal que, para

(it-1)

1@ e[y*-5, y*-0], a sequéncia definida por ™ = y® —g(x"?), quando it>1,

converge pelo menos quadraticamente para x*. Além disso:
i x o Moy kp
| ¥ —;(|<7|X —2*",0<M <o, M €R.
O método de Newton ¢ um método de ponto fixo quadraticamente convergente.
Entretanto, no método de Newton podem ocorrer algumas dificuldades se &'(¥™) e

"(x™)tendem a zero simultaneamente.
X

Teorema 2 (BURDEN e FAIRES, 2008): a funcdo & eCP[y,, x,] tem um zero de
multiplicidade m em x* no intervalo (y,,x,) se e somente se &®(y*)=0 para todo
ie{01,...m-1}, mas £™(x*)=0.

(109}
&'

for um zero de & de multiplicidade m, entdo o método de Newton é aplicado a funcdo u de

Um meio de tratar o problema de raizes multiplas é definir: u(X) = ese y*

modo a fornecer o chamado método de Newton modificado.

Dessa forma, tem-se:

w_ e SEMNEG"Y)
(éfg(%(n—l)))z _éé(x(lt—l))égr(%(lt—l))

X (B.5)
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Como exemplo, se considera:
SG(x)=a+ax+a,x +a 1"
Devido as caracteristicas de Q,
&) =0= 1 = Y-

Dessa forma, para se resolver &;(y)=0 adotam-se os metodos: Newton e Newton

modificado.
Newton:
20 = Y _53’(%—(""1))
")
Newton modificado:
™= S M) EG™™)

&) =& ") EH™Y)
&(x)=a, +2a, x +3a, 1%

s(x) =2a,+6a, y;

3(x) = 6a,;

A = Hpe = Xprona-

O critério de parada para o processo iterativo, adotado, foi: |y™ — ;(‘“‘1)‘ <10™* (nos

casos analisados esse critério é satisfeito em, no maximo, 10 iteracBes para Newton e 5
iteracOes para Newton modificado).
Como sdo satisfeitas as condicBes de continuidade exigidas, 0 processo iterativo tera

convergéncia quadratica, independentemente da multiplicidade de &;.

Obtém-se, entdo, um processo iterativo convergente e considera-se: y,. =x™ e

¢max = éS(%max) '
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APENDICE C - IMPLEMENTACAO DA INTERPOLACAO POLINOMIAL 2D.

De acordo com a teoria apresentada na sec¢do 2.4.2, a estrutura adotada para obtencéo
do polinémio interpolador com enfoque bidimensional é descrita a seguir.

(i) Inicialmente determinam-se os valores nodais, dentre as solu¢bes numéricas obtidas
para a variavel primaria, em cada malha. A partir desses dados realiza-se a interpolacédo

polinomial, como descrito no proximo item, isto €, obtém-se & , considerando-se os valores
de ¢ correspondentes aos pontos nodais (i, j) (Fig. C.1) com coordenadas (x;,y;) para
i=01..,pe j=01..,p.Ointervalo onde se define &, & Q=[x,,X,Ix[Y,,Y,], em que se
considera o ponto central (p*, p*) de coordenadas (X,.,Y,) com p*=p/2, sep for par, ou

p*=p/2+1, se p for impar.

® ® O ® ®
©, p) ... (p*-1,p) (p*p) (p*+Lp) .. (p, p)
® ® O ® ®
©O,p*+1) ... (p*-Lp*+l) (p*,p*+)) (p*+1 p*+1) ... (p,p*+1)
® e o ©o ®
0, p*) .. (p*-1,p*) (p*p*) (p*+Lp*) .. (p, p*)
® o o ® ®

(0,p*-1) .. (p*-1,p*-1) (p* p*-1) (p*+Lp*-1) .. (p.p*-1)

(p*—l,O) (p*,O) (p*+1!0) (p,O)

Figura C.1: Representacdo dos pontos, (i, j) =(X;,y;);1=0,...,p; J=0,..., p;
utilizados na obtencao de &, .
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(ii) Célculo dos coeficientes do polinémio interpolador.

Passo 1: entrada (p+1)* pontos nodais com valores: ¢(x;,y;); i=0,...p; j=0,...,p.
Passo 2: Para i=0,...,p; j=0,...p: F;=¢(x,Y;).

Passo 3: Param =0, ..., p—1;

parak =1,2, .., p—m;

v=Kk+m;
parat=1,.., p;
F Fv,t—l Fv—l t-1
" Xv _%k—l

Passo 4: Param =0, ..., p—1;

paral=1,2,.., p—-m;

t=1+m;
parav =1,..,p;
F, —F
FV't _ v-1,t v-1,t-1 (DDN 2D)
Yi = Yiu

(Obs. DDN 2D: Diferencas Divididas de Newton bidimensional)

Com esses valores obtidos para as DDN 2D, o polindmio interpolado (Newton 2D) se torna

ép(%’ Y) =Foo+ Fo(X=%) +Fo (Y = Yo) + Fi(X=X)(Y = ¥p) +
F2,1(X - Xo)(X - Xl)(y - YO) + F1,2(X - Zo)(y - YO)(y - Y1) +... (C-l)
Fo o (X=%0). (X=X )(Y = ¥o)--(Y = V)

Entretanto, devido as particularidades definidas nesta tese, considera-se &,(x,y) no

formato candnico, ou seja, adota-se a base de polindmios de poténcia. Tal formato é mais
adequado ao emprego de métodos de otimizacdo, devido a facilidade de obtencdo da

expressdo analitica para o gradiente de & (X, Y).

Dessa forma, tem-se:
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— PyP Py, p-1 Py, P2 p
S Y)=x, XPYP i, XPYPT bk XY i o X+

p-1,p p-1,,p-1 p-1.,p-2 -1
Kp—l,pX y +Kp—1'p_1x y +Kp_1'p_2x y ++Kp 10X +

- (C.2)
.ot
Kovpyp +1<0'p_1yp‘1 +1<0'p_2yp‘2 +. Ko g
em que, os coeficientes «;;e€9R,i=0,.,p,j=0,..,p, sdo obtidos através do
desenvolvimento algébrico da Eq. (C.1).

Como exemplo, considera-se o caso com p=2= p*=1, onde sdo adotados nove

pontos nodais (Fig. C.2) para obtengdo do polinémio interpolador

® O o
02 @2 (22
® O o
o) @ @Y
e o ©o

(0,0) (1,0) (2,0)

X

Figura C.2: Representacdo dos pontos, (i, j) = (X, Y;); 1=0,12;j=0,12;

considerados na obtencéo de &, (X, y).

Entdo, a partir desses pontos obtém-se:
2,2 2 2 2 2
Eo (X, Y) =Ky )XY + K, XTY + 1, X7+ KXY K XY+ Ky o X+ K, Y G, Y + Ko
em que, no cddigo computacional desenvolvido, adota-se a notac&o:

K(i+1, j+1) = &, ;, X(i+1) =%, y(+1) = y,, F(i+1, j+1) =F,,, comi=0,1,2 j=0,12. E,

h=h=Xx,-%=Yy,,-Y; 1=0,1j=0,1.

Assim, as expressdes que determinam os coeficientes de &,(x,y) tornam-se

(linguagem adotada no cddigo computacional desenvolvido):
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P2 = K(3,3)*((x"2)*(y"2)) + K(3,2)*((x*2)*(y)) + K(3,1)*(x"2) +
K(2,3)*(()*(y"2)) + K(2,2)*(x)*(¥)) + K(2,1)*(x) + K(1,3)*(y"2)+
K(1,2)*(y) + K(1,1);

K(3,3) = F(1,1)/(4*(h"4)) - F(1,2)/(2*(h"4)) + F(1,3)/(4*(h"4)) - F(2,1)/(2*(h"4)) +
F(2,2)/(h"4) - F(2,3)/(2*(h™4)) + F(3,1)/(4*(h"4)) - F(3,2)/(2*(h"4)) +
F(3,3)/(4*(h"4));

K(3,2) = -(y(2)+y(3))*F(1,1)/(4*(h"4)) + (y(1)+y(3))* F(1,2)/(2*(h"4)) -(y(1)+y(2))*
F(1,3)/(4*(h"4)) +(y(2)+y(3))* F(2,1)/(2*(h"4)) -(y(1)+Y(3))* F(2,2)/(h"4)
+(y(1)+y(2))* F(2,3)/(2*(h"4)) -(y(2)+y(3))* F(3,1)/(4*(h"4)) +(y(1)+y(3))*
F(3,2)/(2*(h"4)) -(y(1)+y(2))* F(3,3)/(4*(h"4));

K(3,1) = (y(2)*y(3))*F(1,1)/(4*(h"4)) - (y(1)*y(3))* F(1,2)/(2*(h"4)) +(y(1)*y(2))*
F(1,3)/(4*(h"4)) -(y(2)*y(3))* F(2,1)/(2*(h"4)) +(y(1)*Y(3))* F(2,2)/(h"4) -
(Y(1)*y(2))* F(2,3)/(2*(h"4)) +(y(2)*y(3))* F(3,1)/(4*(h"4)) -(y(1)*y(3))*
F(3,2)/(2*(h"4)) +(y(1)*y(2))* F(3,3)/(4*(h"4));

K(2,3) = -(x(2)+x(3))*F(1,1)/(4*(h"4)) + (x(2)+x(3))* F(1,2)/(2*(h"4)) -(x(2)+x(3))*
F(1,3)/(4*(h"4)) +(x(1)+x(3))* F(2,1)/(2*(h"4)) -(x(1)+x(3))* F(2,2)/(h"4)
+(X(1)+x(3))* F(2,3)/(2*(h"4)) -(x(1)+x(2))* F(3,1)/(4*(h"4)) +(x(1)+x(2))*
F(3,2)/(2*(h"4)) -(x(1)+x(2))* F(3,3)/(4*(h"4));

K(2,2) = (x(2)+x(3))*(¥(2)+y(3))*F(1,1)/(4*(h"4)) - (x(2)+x(3))*(y(1)+¥(3))*
F(1,2)/(2*(h"4)) +(x(2)+x(3))*(y(1)+y(2))* F(1,3)/(4*(h"4)) -
(x(D)+x(3))*(¥(2)+y(3))* F(2,1)/(2*(h"4)) +(x(1)+x(3))*(¥(1)+y(3))*
F(2,2)/(h"4) -(x(1)+x(3))*(y(1)+y(2))* F(2,3)/(2*(h"4))
+(X(1)+x(2))*(¥(2)+y(3))* F(3,1)/(4*(h"4)) -(x(1)+x(2))*(¥(1)+y(3))*
F(3,2)/(2*(h"4)) +(x(1)+x(2))*(y(1)+y(2))* F(3,3)/(4*(h"4));

K(2,1) = -(x(2)+x(3))*(¥(2)*y(3))*F(1,1)/(4*(h"4)) - (x(2)+x(3))*(y(1)*y(3))*
F(1,2)/(2*(h"4)) +(x(2)+x(3))*(y(1)*y(2))* F(1,3)/(4*(h"4)) -
(x(1)+x(3))*(¥(2)*y(3))* F(2,1)/(2*("4)) +(x(1)+x(3))*(y(1)*y(3))*
F(2,2)/(h"4) -(x(1)+x(3))*(y(1)*y(2))* F(2,3)/(2*(h"4))
+(X(1)+x(2))*(y(2)*y(3))* F(3,1)/(4*(h"4)) -(x(1)+x(2))*(y(1)*y(3))*
F(3,2)/(2*(h"4)) +(x(1)+x(2))*(y(1)*y(2))* F(3,3)/(4*(h"4)));

K(1,3) = (x(2)*x(3))*F(1,1)/(4*(h"4)) - (x(2)*x(3))* F(1,2)/(2*(h"4)) +(x(2)*x(3))*
F(1,3)/(4*(h"4)) -(x(1)*x(3))* F(2,1)/(2*(h"4)) +(x(1)*X(3))* F(2,2)/(h™4) -

(xX(1)*x(3))* F(2,3)/(2*(h"4)) +(x(1)*x(2))* F(3,1)/(4*(h"4)) -(x(1)*x(2))*
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F(3,2)/(2*(h"4)) +(x(1)*x(2))* F(3,3)/(4*(h"4));

K(1,2) = -(x(2)*x3))*(y(2)+y(3))*F(1,1)/(4*(h"4)) - (x(2)*x(3))*(¥(1)+y(3))*
F(1,2)/(2*(h"4)) +(x(2)*x(3))*(y(1)+y(2))* F(1,3)/(4*(h"4)) -
(x()*x@)*(y(2)+y(3))* F(2,1)/(2*(h"4)) +(x(1)*x(3))*(¥(1)+y(3))*
F(2,2)/(h"4) -(x(1)*x(3))*(y(1)+Y(2))* F(2,3)/(2*(h"4))
+(X(1)*x(2))*(y(2)+y(3))* F(3,1)/(4*(h"4)) -(x(1)**(2))*(y(1)+y(3))*
F(3,2)/(2*(h"4)) +(x(1)*x(2))*(y(1)+y(2))* F(3,3)/(4*(h"4)));

K(1,1) = (x2)*x(3))*(¥(2)*y(3))*F(1,1)/(4*(h"4)) - (x(2)*x(3))*(¥(1)*¥(3))*
F(1,2)/(2*(h"4)) +(x(2)*x(3))*(y(1)*y(2))* F(1,3)/(4*(h"4)) -
(x(W)*x@)*(y(2)*y3))* F(2,1)/(2*(h"4)) +(x(1)*x(3))*(y(1)*y(3))*
F(2,2)/(h"4) -(x(1)*x(3))*(y(1)*y(2))* F(2,3)/(2*(h"4))
+(X(1)*x(2))*(y(2)*y(3))* F(3,1)/(4*(h"4)) -(x(1)*x(2))*(y(1)*y(3))*
F(3,2)/(2*(h"4)) +(x(1)*x(2))*(y(1)*y(2))* F(3,3)/(4*(h"4)).

De modo analogo ao desenvolvimento apresentado (p=2), no presente trabalho

foram considerados os polindmios interpoladores (2D) com graus p =3,4 e 6.
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APENDICE D - IMPLEMENTAGCAO DO PROCESSO DE OTIMIZACAO 2D.

De acordo com a teoria abordada na secdo 2.5, neste apéndice sdo descritos 0s
procedimentos adotados para obtencdo do ponto extremo global do polinémio interpolador

&,(x,y), caracterizado no apéndice C. Assim como no caso unidimensional considera-se,

apenas, 0 caso de maximizacdo, sendo que 0 caso de minimizacdo ocorre de modo

semelhante.

Sem perda de generalidade, considera-se o caso com p = 2. Entéo, para &,(X,y), a
partir dos pontos (i, j) =(X,Y;);1=012;j=0,12; p*=1 (explicitados no apéndice C),
aplica-se o procedimento detalhado na sequéncia.

Passo 1: Inicializag&o.

a) Nimero maximo de iteracdes: itmax = 1000. Inicializacdo do contador: it =1;
b) ponto de partida para o processo de busca do ponto extremo:

Pt® = (X0, V) = X =x; YO =y .;
c) parametros escalares (niimeros reais 0< <1, 6 >1 e tolerancia ¢): f=10";
0=2, ¢=10"%,;
d) inicializacéo do parametro de controle (norma do gradiente de &,(x,y)) [V|=1.
Passo 2: Processo iterativo.
a) Primeira condicdo.
Enquanto it < itmax e [V|>e¢:
b) inicializacéo das variaveis auxiliares m=0; k, =1 k, =2;
c) determinacdo da direcdo (de crescimento) para a busca do pr6ximo ponto
(Pt™) através do calculo do gradiente de &,(x,y) e da norma I

correspondente;

i 08 1oty OS5 (pp(it-1
d® =v =| =22 (pt™ ), =22(pt"?) |, em que
(6X ( ) & ( )] qu

0 o . o N o Y
52 (Pt(lt 1)) =2K22X(It 1)(y(|t 1))2 +2K_21X(|t 1)y(|t 1) +2K2 OX(n 1) +K_12(y(|t 1)) +
X , , , ,
(it-1) .
K.Y U Ko
0 it it ; it WD) (it it
(fyz (Pt('t 1)) _ 2K2v2(X('t 1))2y(|t) +K2'1(X(It 1))2 + ZKLZX(" 1) y(n 1) +K1V1X('t D

(it-1)

255y ,Y + Ko1s
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d) segunda condi¢do; enquanto k, <k;;
célculo da variavel auxiliar 6, 6 =1/60";
atualizacio de k, k, = & (Pt™)+ g 5(Pt9.d™);
atualizacdo de Pt™, Pt™ =ptt"™® +5d®;
atualizacdo de k,, k, = &,(Pt™);

e) atualizacdo dem, m=m+1;

f) atualizacdo de it, it =it +1.

Passo 3: Resultado.

Seit < itmax e [V||< ¢, entdo Pmax = Pt®,

Seit = itmax e |[V| <&, entdo Pmax = Pt®™,

Se it = itmax e |V||> ¢, entdo ndo houve convergéncia.

Obs. em todos os casos analisados a convergéncia foi atingida com it <150; de
modo analogo ao desenvolvimento apresentado (p=2), no presente trabalho

considerou-se obtencdo de pontos extremos para 0s polindmios interpoladores (2D)

comgraus p=3,4 e6.
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APENDICE E - TESTES NUMERICOS COM CDS-2 E UDS-1.

De acordo com a teoria abordada na secdo 2.2.1, neste apéndice sdo descritos 0s
procedimentos adotados para a realizacdo de testes elementares com o0s estimadores
apresentados no capitulo 4. Com esse propdsito, sdo considerados dois casos em que as
solucBes analiticas para a variavel dependente e suas derivadas sdo conhecidas. Dessa forma,
torna-se possivel a comparacdo entre o erro numeérico e a sua estimativa, através do célculo da
efetividade (6).

Em cada caso, primeiramente sdo abordadas algumas deducdes algébricas envolvendo
a expressao analitica de Eh correspondente a solu¢do numérica, ¢, da variavel de interesse
adotada. Em seguida, considera-se o emprego de MER sobre os resultados obtidos em
diversas malhas, bem como a obteng&o de estimativas para Eh e Em.

Caso E1

No primeiro caso considera-se a variavel secundaria A", determinada pela derivada de
22 ordem da funcdo analitica A = A(x), calculada com o emprego da aproximacdo numérica
CDS-2 (Central Differencing Scheme).

Com base na série de Taylor, para a variavel dependente A, é possivel se obter a

seguinte expressao analitica para A" no ponto nodal j, denotada por A"j :

Aii- :Aj—l_ZAj +Aj+1 _A_“jlhz_ AvjI h4_ Avjm h6_ AXJ 8 _
] 2
h 12 360 20160 1814400
(E.1)
ijii hlo ijiv hlz ~

reny

239500800 43589145600

onde h corresponde ao espagamento entre os pontos nodais; e A%, A7, A", A%, A e AY,
sdo, respectivamente, as derivadas de 42, 6%, 82, 102 122 e 142 ordens da variavel dependente
A avaliadas no ponto nodal j.

A Eq. (E.1) pode ser representada como

A= (A ). + En(Aiss ). (E.2)
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Tem-se, entdo, a aproximacao numérica para a derivada de segunda ordem

considerando-se 0 esquema CDS-2 e o seu Eh correspondente, ou seja,

i Ay —2A+A,,
(ﬂgDs )j =—= hzl =, (E.3)
B Alv AVI Av?ii AX- Ax'ii
ER(Alys ), = ——h? ——Lh* - L _po -1 _pd___1___pi_
! 12 360 20160 1814400 239500800
(E.4)
ijiv -
43589145600
De acordo com as defini¢des apresentadas na se¢do 2.1.5, a Eq. (E.4) resulta em:
Al\]/ Av]l Av]m Ax] Ax]u
Co=—"72,C0=—"7-,C,=— ,Cy=— Cp=——,
12 360 20160 1814400 239500800
(E.5)
I
° " 43589145600 "
Po=2p,=4p,=6p,=8p,=10,p, =12,...;p, ={2,4,6,8,10,12,...}. (E.6)

Com esse contexto, considera-se 0 caso especifico (exemplo) para Eh associado a

¢ = Ao » @ partir da solugdo analitica para a variavel dependente A, determinada pela fungdo

A=x*, (E.7)

cujas derivadas s3o dadas por: A' =14x™; A" =182x"; A" =2184x"; AY =24024x";
A =240240%°; A" =2162160x%; A" =17297280x"; A" =121080960x°;

A =726485760x°;, A* =3632428800x"; AX =14529715200x°; A =43589145600x7;
A =87178291200x; A =87178291200; A =A™ =...=0.

Entdo, nesse caso a Eq. (E.4) se torna
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En(Atps); = —2002x,'h* —6006x,’h* —6006x,°h® — 2002x;‘h® —182x,*n*° — ca

oh2 (E.8)
e, portanto, ¢, =-2002x,", ¢, =-6006x,", c,=-6006x,", c,=-2002x;", c,=-182x",
C,=—2, ¢ =¢6 =..=0, p,=2, p=4, p,=6, p,=8, p,=10, p,=12; isto &,
p, =1{2,4,6,8,10,12}.

Com isso, a relacdo entre a aproximacao numeérica e a solucdo analitica para variavel

de interesse considerada pode ser representada por

A = (A5 ), - (2002x,°h? + 6006 *h* + 6006, °h° + 2002x,*h® +182x,*h™® + 2h'2);

(Alos ), = AT +2002x,°h? + 6006, °h* + 6006x,°h® + 2002x, *h® +182x 2" + 2h™. (E.9)

A solucdo analitica para a variavel de interesse, ¢ = (ﬂ,‘éDS )]. , € dada por: A" =182x%,

com x sendo um namero real qualquer pertencente ao dominio de A; o que torna possivel a

determinacdo de Eh. Tomando-se, entdo, o ponto nodal x; =1/2, obtém-se a solugdo

analitica

@ = A', =182/4096 = 0,04443359375. (E.10)

A solucdo numérica pode ser expressa analiticamente considerando-se as Egs. (E.3) e

(E.7), com x;,, =X; +h e x,;, =%, —h, isto §,

Ay —ZAJ. +A ~ (Xj _ h)14 _2Xj14 N (Xj N h)14
h? B h?

(j“i(i:DS )j =

(Aos ), =182, +2002x,*h” + 6006x "N +6006x,'h° + 2002x, N +182x,’h*

(E.11)
+ 2h*,

Assim, para X; =1/2,



(Ros ), = 91/2048+ (1001/512)h” +(3003/128)h* + (3003/32)h° +
(1001/8)h° + (91/2)h™® + 2h™2,

Eh(ﬁ“gos )j ==

(1001/512)h? — (3003/128)h* — (3003/32)h® —
(1001/8)h® — (91/2)h™® — 2h™2,
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(E.12)

(E.13)

Na Tab. E.1 e na Fig. E.1 sdo apresentados os resultados numéricos obtidos (com a

variacdo de h) para a variavel de interesse considerada, o Eh correspondente, bem como a sua

estimativa calculada com o estimador U . (sec¢éo 4.6).

Tabela E.1: Resultados para ¢ =(22D5 )j , EheU,. em x; =1/2.

h y Eh U, U,./Eh
5,0000E-01 3,999512E+00 -3,955078E+00

2,5000E-01 2,831341E-01 -2,387005E-01 -1,238793E+00 5,189736E+00
1,2500E-01 8,107494E-02 -3,664135E-02 -2,727698E-03 7,444317E-02
6,2500E-02 5,243423E-02 -8,000632E-03 -8,134537E-03 1,016737E+00
3,1250E-02 4,636531E-02 -1,931718E-03 -1,931675E-03 9,999777E-01
1,5625E-02 4,491231E-02 -4,787137E-04 -4,787137E-04 1,000000E+00
7,8125E-03 4,455301E-02 -1,194159E-04 -1,194159E-04 1,000000E+00
3,9062E-03 4,446343E-02 -2,983759E-05 -2,983759E-05 1,000000E+00
1,9531E-03 4,444105E-02 -7,458373E-06 -7,458373E-06 1,000000E+00
9,7656E-04 4,443546E-02 -1,864529E-06 -1,864529E-06 1,000000E+00
4,8828E-04 4,443406E-02 -4,661283E-07 -4,661283E-07 1,000000E+00
2,4414E-04 4,443371E-02 -1,165318E-07 -1,165318E-07 1,000000E+00
1,2207E-04 4,443362E-02 -2,913294E-08 -2,913294E-08 1,000000E+00
6,1035E-05 4,443360E-02 -7,283234E-09 -7,283234E-09 1,000000E+00
3,0518E-05 4,443360E-02 -1,820808E-09 -1,820808E-09 1,000000E+00
1,5259E-05 4,443359E-02 -4,552021E-10 -4,552021E-10 1,000000E+00
7,6294E-06 4,443359E-02 -1,138005E-10 -1,138005E-10 1,000000E+00
3,8147E-06 4,443359E-02 -2,845013E-11 -2,845013E-11 1,000000E+00
1,9073E-06 4,443359E-02 -7,112533E-12 -7,112533E-12 1,000000E+00
9,5367E-07 4,443359E-02 -1,778133E-12 -1,778133E-12 1,000000E+00

A expressdo obtida para Eh (Eq. E.13) possui seis termos, portanto o emprego de

MER com m = 6 (seis niveis de extrapolacdo), nesse caso, deve propiciar Em =0, ou seja, um

erro numérico com nivel de erro de maquina. Realmente, esse efeito pode ser verificado

através dos resultados numéricos obtidos para Em, apresentados na Tab. E.2 e na Fig. E.2;

onde pode-se, também, verificar o desempenho significativo de MER sobre a reducdo da

magnitude de Eh e a elevacdo da sua ordem de acuracia (Tab. E2, Figs. E.2 e E.3). Sendo que,

na Tab. E.2, (Pgw), (Pum), S0 calculados para Em. Outro aspecto importante a ser

observado nessa tabela diz respeito a aplicacdo do critério associado ao emprego efetivo de

MER (Jy |>1), apresentado na se¢do 4.4.1, ou seja, do ponto de vista pratico MER deveria

ser empregado somente até a malha com h=0,0039062. Nesse contexto, para valores



177

menores de h e mais niveis de extrapolacéo, os efeitos E_ sdo prejudiciais a reducéo da

magnitude de Em.

Erro e estimativa

Figura E.1: Eh e U, para ¢=(AEDS)]. em x; =1/2.

Tabela E.2: Erro de discretizagdo, ordem e razdo de convergéncia

para ¢ = (AEDS )j com o emprego de MER, em x; =1/2.

h Em Em2 (pE,M)g (pU,M)g l//

5,0000E-01

2,5000E-01 1,000092E+00 1,983573E+00

1,2500E-01 -3,391365E-02 3,071170E-02 4,882123E+00 2,260690E+00 4,792208E+00
6,2500E-02 1,339048E-04 -3,980883E-04 7,984515E+00 4,924549E+00 3,036945E+01
3,1250E-02 -4,299545E-08 4,802380E-07 1,160474E+01 7,989737E+00 2,541853E+02
1,5625E-02 4,547474E-13 -4,153344E-11 1,652876E+01 1,160518E+01 3,115361E+03
7,8125E-03 -7,824090E-35 1,110223E-16 7,229956E+01 1,652877E+01 9,454900E+04
3,9062E-03 -4,814825E-35 -4,814825E-35 7,004397E-01 7,367807E+01 1,511157E+22
1,9531E-03 8,425944E-35 8,425944E-35 -8,073549E-01 -2,137504E+00 2,272727E-01
9,7656E-04 -6,018531E-36 -6,018531E-36 3,807355E+00 5,525410E-01 1,466667E+00
4,8828E-04 5,088066E-32 5,088066E-32 -1,304542E+01 -9,138698E+00 1,774098E-03
2,4414E-04 -1,694216E-32 -1,694216E-32 1,586499E+00 -4,144828E-01 7,502884E-01
1,2207E-04 -2,046722E-31 -2,046722E-31 -3,594625E+00 -1,468817E+00 3,612785E-01
6,1035E-05 1,036210E-31 1,036210E-31 9,819980E-01 -7,156439E-01 6,089333E-01
3,0518E-05 -1,611161E-32 -1,611161E-32 2,685145E+00 1,364487E+00 2,574847E+00
1,5259E-05 -3,952608E-29 -3,952608E-29 -1,126049E+01 -8,366256E+00 3,030442E-03
7,6294E-06 4,005494E-29 4,005494E-29 -1,917531E-02 -1,010208E+00 4,964748E-01
3,8147E-06 -9,418165E-30 -9,418165E-30 2,088462E+00 6,857800E-01 1,608571E+00
1,9073E-06 4,779015E-31 4,779015E-31 4,300661E+00 2,321718E+00 4,999270E+00
9,5367E-07 -9,385618E-27 -9,385618E-27 -1,426145E+01 -9,889454E+00 1,054333E-03
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Erro numérico

Ordem

Figura E.3: Ordens efetiva e aparente para ¢ = (AEDS )j ,em x; =1/2,
com e sem 0 emprego de MER.

Na sequéncia, através do célculo da efetividade (f=E/U) (Tab. E.3) e da

representacdo grafica para o erro numérico e sua estimativa associada (Fig. E.4), sdo

apresentados os resultados obtidos com os estimadores U,, U, U,., U, e U,
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considerando-se as solugdes numéricas obtidas com o emprego de MER. Nessa situacdo,
embora o interesse principal esteja concentrado nas estimativas para o erro numérico obtidas
comm=1..6 (m>6= Em=0), o clculo de Em e dos estimadores U,, U ., U u, e

pm ? pmc !

U,. € considerado at¢ m=19 (20 malhas) e h ~10°°, com o objetivo de se avaliar os efeitos

de E,. Entretanto, para se estimar Em com m<6, observa-se que U . e U,. apresentam

C

niveis de acuracia mais significativos do que os demais estimadores analisados.

Tabela E.3: Efetividade dos estimadores U, , Uy, Upe, Uy, € Ups,

para ¢=(AEDS)J. ,em x; =1/2.

h U,/Em U, /Em2 U, /Em U, /Em  U,./Em  Yoc/EM

5,0000E-01

2,5000E-01  3,716036E+00 1,033911E+00 8,554103E-01  3,427181E+00
1,2500E-01 2,858378E+01  2,104258E+00  1,003948E+00  5,263859E+00  9,719444E-01  6,579824E+00
6,2500E-02  2,502940E+02  1,336370E+00  1,000321E+00  8,105558E+00  9,964011E-01  1,013195E+01
3,1250E-02  3,103224E+03  1,089529E+00  1,000011E+00  1,220836E+01  9,996897E-01  1,526045E+01
1,5625E-02  9,445667E+04  1,010949E+00  1,000000E+00  3,033955E+01  9,999894E-01  1,155291E+02
7,8125E-03  5,810724E+21  1,000000E+00  3,846389E-01 6,147164E+16  3,846154E-01  1,774159E+18
3,9062E-03  6,250000E-01  3,814930E-05  2,750042E+00  -4,135903E-23 4,768663E-05
1,9531E-03  1,571429E+00 -2,397846E-05  1,071433E+00 6,370656E-01  2,542017E+00
9,7656E-04  1,500000E+01  -5,722068E-05  8,455008E+03  6,081081E+00 7,601351E+00
4,8828E-04 1,000118E+00 -9,537880E-07  1,332979E+00 1,247934E+00
2,4414E-04 4,003197E+00  -9,544368E-07  -1,108064E+01 2,858955E+00
1,2207E-04  9,172229E-01  -5,467075E-08  1,506278E+00 1,795037E+00
6,1035E-05 2,975199E+00 -4,433392E-08  1,155486E+00 8,322592E-01  2,311468E+00
3,0518E-05 7,431453E+00 -2,768432E-08  -2,452267E+03  2,078817E+00 2,598522E+00
1,5259E-05 9,995924E-01  -9,309430E-10  2,013380E+00 1,253288E+00
7,6294E-06 1,986797E+00 -4,625871E-10  1,235131E+00 7,616417E-01  1,659564E+00
3,8147E-06  5,252946E+00 -3,057617E-10  1,050743E+00  2,013725E+00  8,755975E-01  2,517156E+00
1,9073E-06 2,070734E+01  -3,013314E-10  1,964023E+04  3,451642E+00 4,314553E+00
9,5367E-07  1,000051E+00  -3,638164E-12 1,248747E+00




180

Erro e estimativa

Figura E.4: Em e estimadores U, , Uy, U, Uy, € U s,

para ¢=(AEDS)J. em x; =1/2.

Caso E2

Nesse caso considera-se a varidvel secundaria A’, determinada pela derivada de 12
ordem da funcdo analitica A = A(x), sendo calculada com o emprego da aproximacao
numérica UDS-1 (Upwind Differencing Scheme). Entdo, com base na série de Taylor, para a

variavel dependente A, é possivel se obter a seguinte expressao analitica para A’ no ponto

nodal j, representada por A‘j :

A) :%Jr%h_%hz +%h3 _1A26 -+ 7A26 - 45Ac)j40 "
vii (E.14)
+A—j ..
40320

emqueh, A, AY, AY, A, A}, A} e A" seguem as definicdes apresentadas
anteriormente.

A Eq. (E.14) pode ser representada por
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Aij :( i DS )j + Eh(%os )j' (E.15)

Tem-se, entdo, a aproximacao numérica para derivada de primeira ordem

considerando-se o0 esquema UDS-1 e 0 seu erro respectivo Eh,

i A —Aj

(Z'UDS )j :]ley (E.16)
) A" Aii'i Alv AV- AVI Avii Av?ii

Eh(ps ) = =th——Lh?+ Zih3 - Zipt 4 —ipd - i oy I _p'_ (E17)

2 6 24 120 720 5040 40320

A partir da Eq. (E.17) e considerando-se a defini¢do de Eh, obtém-se

27t 6P 2477 1200 120°° 5040 ° 40320777

n, ={1.2,3,4,5,6,7,..}. (E.19)

Com base nesses resultados (assim como no caso anterior) investiga-se a

especificidade do Eh associado a variavel de interesse adotada, isto €, analisa-se Eh(ﬂLDS )J.

considerando-se a proposicdo de solucdo analitica para variavel dependente primaria (A); e

nesse sentido define-se (o0 exemplo)

A=x, (E.20)
em que as suas derivadas sdo determinadas por: A =7x% A" =42x° A" =210x*;
AY =840x% A’ =2520%* A" =5040x; A" =5040; A" =A* =...=0. Entdo, substituindo-

se essas expressdes na Eq. (E.17) obtém-se

En(A0s); = 21%,°h — 35x;h? + 35x,°h® — 21x,*h* + 7x;h° — h®, (E.21)
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. 5 4 3 2
ou ainda, ¢, =21x;”, ¢, =-35%;, C,=35X;", C;=-21X,", ¢, =7X;, GG=-1 cCo=¢C,=...

ja
=0 na Eq. (E.18), e p, = {1,2,3, 4,5,6}. Com isso, a relacdo entre a aproximacgao numeérica e

a solucdo analitica para variavel de interesse considerada pode ser representada por
6= (Aos ) =A, = (21x,°h = 35x,"h? + 35x°h° — 21x,°h* + 7x;h° — hP). (E.22)

Nesse caso ®=A'=7x°, com x sendo um ndmero real qualquer pertencente ao
dominio de A. Ao se considerar o ponto nodal x; =1/2 obtém-se A‘j =7/64=0,109375. E,

a solucdo numérica pode ser expressa analiticamente substituindo-se o resultado da Eq. (E.20)

na Eq. (E.16), com x; , = x; —h, isto é,

(i) A AL % = (x=h)
Bs i h h (E.23)
=7x," - 21x,’h +35x,*h* = 35x,°h® + 21x,°h* — 7x,h° + h°.

Assim, para X; =1/2
(s ); = 7/64 - (21/32)h + (35/16)h* — (35/8)h° + (2L/4)h* —(7/2)h° + h°.  (E.24)

Na Tab. E.4 e na Fig. E.5 sdo apresentados os resultados numéricos obtidos para a
variavel de interesse considerada, o seu Eh correspondente, e a sua estimativa calculada com

0 estimador U, .

Analogamente ao primeiro caso, na Eq. (E.21) Eh possui uma expressao analitica com
seis termos, assim, teoricamente o emprego de MER com m = 6 deve acarretar em Em =0.
Na Tab. E.5 e na Fig. E.6 sdo apresentados os resultados numéricos obtidos para Em, que

corroboram essa afirmacéo.



Tabela E.4: Resultados para ¢ = (Z{JDS

), Eh e Uy, em x; =1/2.

h y Eh U, u,./Eh
5,0000E-01 1,562500E-02 9,375000E-02

2,5000E-01 3,100586E-02 7,836914E-02 1,538086E-02 1,962617E-01
1,2500E-01 5,415726E-02 5,521774E-02 3,345871E-02 6,059413E-01
6,2500E-02 7,591301E-02 3,346199E-02 3,094810E-02 9,248734E-01
3,1250E-02 9,087481E-02 1,850019E-02 1,842295E-02 9,958245E-01
1,5625E-02 9,963877E-02 9,736228E-03 9,735751E-03 9,999510E-01
7,8125E-03 1,043795E-01 4,995505E-03 4,995505E-03 1,000000E+00
3,9062E-03 1,068446E-01 2,530358E-03 2,530358E-03 1,000000E+00
1,9531E-03 1,081016E-01 1,273426E-03 1,273426E-03 1,000000E+00
9,7656E-04 1,087362E-01 6,387870E-04 6,387870E-04 1,000000E+00
4,8828E-04 1,090551E-01 3,199135E-04 3,199135E-04 1,000000E+00
2,4414E-04 1,092149E-01 1,600870E-04 1,600870E-04 1,000000E+00
1,2207E-04 1,092949E-01 8,007605E-05 8,007605E-05 1,000000E+00
6,1035E-05 1,093350E-01 4,004617E-05 4,004617E-05 1,000000E+00
3,0518E-05 1,093550E-01 2,002512E-05 2,002512E-05 1,000000E+00
1,5259E-05 1,093650E-01 1,001307E-05 1,001307E-05 1,000000E+00
7,6294E-06 1,093700E-01 5,006663E-06 5,006663E-06 1,000000E+00
3,8147E-06 1,093725E-01 2,503363E-06 2,503363E-06 1,000000E+00
1,9073E-06 1,093737E-01 1,251690E-06 1,251690E-06 1,000000E+00
9,5367E-07 1,093744E-01 6,258468E-07 6,258468E-07 1,000000E+00
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5 J

Erro e estimativa

Figura E.5: Eh e U, para ¢ =(ALDS) em x; =1/2.



Tabela E.5: Erro de discretizagdo, ordem e razdo de convergéncia
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para ¢ = (Z{JDS) com o emprego de MER, em x; =1/2.
h Em Em2 (pE,M)g (pU,M)g l//

5,0000E-01

2,5000E-01 6,298828E-02 5,737352E-01

1,2500E-01 2,175903E-02 3,206635E-02 1,533469E+00 4,225320E-01 1,340278E+00
6,2500E-02 2,513885E-03 4,919529E-03 3,113624E+00 1,099173E+00 2,142319E+00
3,1250E-02 7,724762E-05 2,295375E-04 5,024285E+00 2,981531E+00 7,898239E+00
1,5625E-02 4,768372E-07 2,875924E-06 7,339850E+00 4,988191E+00 3,173913E+01
7,8125E-03 1,239817E-33 7,450581E-09 8,831350E+01 7,330917E+00 1,610000E+02
3,9062E-03 -5,296307E-34 -5,175937E-34 1,227069E+00 8,780033E+01 2,694835E+26
1,9531E-03 8,907426E-34 8,907426E-34 -7,500217E-01 3,170293E-01 1,245763E+00
9,7656E-04 6,018531E-35 6,018531E-35 3,887525E+00 7,741186E-01 1,710145E+00
4,8828E-04 -2,371301E-33 -2,371301E-33 -5,300124E+00 -1,549687E+00 3,415842E-01
2,4414E-04 3,731489E-34 3,731489E-34 2,667856E+00 -1,746785E-01 8,859649E-01
1,2207E-04 2,443524E-33 2,443524E-33 -2,711140E+00 4,066253E-01 1,325581E+00
6,1035E-05 -3,189821E-33 -3,189821E-33 -3,845126E-01 -1,444100E+00 3,675214E-01
3,0518E-05 2,876858E-33 2,876858E-33 1,489817E-01 -1,069152E-01 9,285714E-01
1,5259E-05 -2,575931E-33 -2,575931E-33 1,593998E-01 1,539127E-01 1,112583E+00
7,6294E-06 5,657419E-34 5,657419E-34 2,186878E+00 7,954612E-01 1,735632E+00
3,8147E-06 1,092965E-32 1,092965E-32 -4,271960E+00 -1,721963E+00 3,031359E-01
1,9073E-06 -8,895389E-33 -8,895389E-33 2,971179E-01 -9,357554E-01 5,227687E-01
9,5367E-07 -1,364245E-30 -1,364245E-30 -7,260829E+00 -6,095197E+00 1,462726E-02

Erro numérico

1073

10°3
103
103
10773
1073
1073
1073

103

10 b0 oo

10—35'!m

Figura E.6: Ene Empara ¢ = (Z{JDS), em x; =1/2.

Nota-se na Tab. E.5 e na Fig. E.7 que até o alcance do nivel de erro de maquina com
Em (em precisdo quadrupla) (pe ), € (Py.m), (ordem de acuracia pratica calculada para
Em) apresentaram um comportamento progressivo, relativamente compativel com o

comportamento de p, (ordem de acurécia teorica). Observa-se, também, na Tab. E.5 que
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|w|<1 na malha com h=0,00048828 e, a magnitude de Em correspondente a malha
imediatamente anterior (mais grossa) diz respeito a solu¢cdo numérica com o melhor nivel de
acuracia obtido com o emprego de MER. Novamente, o critério associado ao emprego efetivo

de MER (| |>1), apresentado na secédo 4.4.1 € confirmado.
Na Tab. E.6 e na Fig. E.8 séo apresentados os resultados obtidos com os estimadores

U,,U,,, U, U, eU,.. Dentre esses, ao se considerar m<6, U e U, . apresentaram

pm 1 pme’ Sy
0s resultados mais acurados. Assim como no primeiro caso, o célculo de Em e dos
estimadores analisados é considerado até m=19 (20 malhas) e h~10"°, com o intuito de se

avaliar os efeitos de E_ sob as solu¢es numéricas obtidas com o emprego de MER.

Ordem

Figura E.7: Ordens efetiva e aparente para ¢ = (Z{JDS), em x; =1/2,

com e sem 0 emprego de MER.



Tabela E.6: Efetividade dos estimadores U, , Uy, Upe, Uy, € Ups,

para ¢=(A{JDS), em x; =1/2.
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h U,/Em U, /Em2 U, JEm U /Em  U,./Em  Yea/EM

5,0000E-01

2,5000E-01  2,441860E-01 6,545543E-01 1,435216E+00  1,240623E+00
1,2500E-01 1,421108E+00  3,214371E-01 8,844670E-01 5,568423E+00  1,658740E+00  9,329042E+00
6,2500E-02 6,698596E+00  4,889987E-01 9,692716E-01 6,701751E+00  1,109782E+00  8,377189E+00
3,1250E-02 2,957176E+01  6,634640E-01 9,938272E-01 4,572647E+00  1,026158E+00  5,715809E+00
1,5625E-02 1,559688E+02  8,341969E-01 1,000000E+00  5,237624E+00  1,006250E+00  6,547030E+00
7,8125E-03  3,785933E+26  1,000000E+00 1,428637E+00 2,403767E+24  1,427184E+00 7,631007E+24
3,9062E-03 3,318182E+00 -2,673503E-02  2,692335E+00  -1,239745E-06 3,288296E-02
1,9531E-03 1,594595E+00 -6,253312E-03 9,342572E-01 5,883798E-01  8,875574E-01
9,7656E-04  1,380000E+01  2,700587E-02 4,043949E+01  -5,091979E+00 6,364973E+00
4,8828E-04 1,025381E+00 -1,002327E-03  1,157926E+00 1,946681E+00
2,4414E-04 7,354839E+00 -3,592984E-03  -5,549742E+00 4,874719E+00
1,2207E-04  8,472906E-01  -2,069086E-04  2,305700E+00 3,252991E+00
6,1035E-05 1,766038E+00 -2,156071E-04  1,902003E+00 0,000000E+00  1,614269E+00
3,0518E-05 2,108787E+00 -1,287180E-04  1,895455E+00  0,000000E+00 1,366806E+00
1,5259E-05 2,116822E+00 -6,460227E-05  1,219645E+00 1,252509E+00
7,6294E-06 5,553191E+00 -8,473627E-05 -1,831929E+01 0,000000E+00  2,537435E+00
3,8147E-06  9,482379E-01  -7,234536E-06  1,813884E+00  0,000000E+00  0,000000E+00  1,700902E+00
1,9073E-06 2,228687E+00 -8,501800E-06 -1,523656E+02  0,000000E+00 1,829470E+00
9,5367E-07 9,934796E-01  -1,894916E-06 1,260284E+00

10°%
10°
10°%
1071
1071
1071
10%%
1030
10°%
10%%
1079
10 %

Erro e estimativa

Figura E.8: Em e estimadores U, , Uy, U, Uy, € U s,

para ¢=(A{JDS) em x; =1/2.
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APENDICE F - DETERMINACAO DAS VARIAVEIS DE INTERESSE DO CASO 3:
BURGERS 2D

De acordo com a explanacdo apresentada nas se¢des 5.1.3 e 5.2.3, neste apéndice séo
descritos os procedimentos analiticos e numéricos adotados para a determinacdo das variaveis
de interesse consideradas no caso 3 — Burgers 2D — e listadas na Tab. 5.1.

Nesse caso foram consideradas 23 variaveis de interesse, sendo essas tipicamente
variaveis secundarias, ou seja, calculadas a partir dos valores obtidos para u e v (variaveis

primarias); e, portanto, as suas solugdes numéricas dependem dos valores nodais u; ; e Vv, ;,

comi=1..,M e j=1..,M, obtidos em malhas uniformes (Q") M xM , de acordo com as
definicdes:

(1) uc, componente na direcdo horizontal do vetor velocidade no centro do dominio;
cuja solucdo analitica é obtida pela substituicdo de valores na Eq. (5.18), isto €,

uc=u(l/2,1/2)=8[(1/2)* - 2(1/2)* + (1/2)*][4(1/ 2)* - 2(1/ 2)],
uc=u(/2,1/2) =-1/4;

e com a solucdo numérica calculada pela meédia aritmética das solugdes (numéricas)

encontradas para u, obtidas nos quatro nos centrais,

M/2 M/2
-1

j=M/2-1 i=M/2

(2) vc, componente na direcdo vertical do vetor velocidade no centro do dominio; em

que a solucdo analitica é obtida pela substituicdo de valores na Eq. (5.19), ou seja,

ve=V(1/2,1/2)=-8[4(1/2)° -6(1/2)* + 2(1/ 2)][(L/ 2)* - (1/ 2)*],
vc=v(1/2,1/2)=0;

e a sua solucdo numérica é calculada através da média aritmética das solugbes (numéricas)

para v, nos quatro nds centrais,
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VC = (1/4)( MZ/:2 MZ/:2 Vi'j ] ;

j=N7/2-1 i=N/2-1

(3) fm, fluxo de massa que escoa entre x = 0 e 1/2 na linha y = 1/2; com a solucéo
analitica determinada por

1/2

fm= jpvy:l,zzdx (p=1 z=1),
0

1/2

fm= [v(x,y=1/2)dx,
0

1/2

fm= [[-8(ax’ —6x* +2x)(@/2)* ~(1/2)? Jox,

1/2
fm:§(4—2x3+x21 :i;
2 , 32

e com a solucdo numérica calculada pela integral retangulo (BURDEN e FAIRES, 2008)

M/2 M/2
fm= p h .Z;‘Lvnvi'y:llz =h Z::Lvn,i,y:iL/Z !
i= 1=

em que v, corresponde a velocidade v na face norte de cada volume de controle, calculada
pela média aritmética entre os valores nodais (P e N), ou seja, v, =(v, +Vv,)/2, e P

referencia o n6 (genérico) situado na linha (imediatamente) abaixo de y = 1/2 a uma distancia
h/2 (metade do espacamento entre 0s nos) e, N refere-se ao n6 situado na linha imediatamente
acima de y = 1/2, a uma distancia h/2; nesse calculo os volumes ficticios sdo desconsiderados;

(4) Fs, forca de arrasto viscoso que a parede inferior da cavidade exerce sobre o fluido,

cuja solucdo analitica é dada por

¢ (au
F = —_— d 211 :l )
S !u( ]y_oz X (u z=1)

1
FS:JS(X4—2X3+X2)(12y2—2)‘ ax,
0 -

y=0
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1
Fs :I—16(x4 —2x° + x%) dx,
0

Fs=-16(x*/5-x"/2+x*/3)[ =-8/15,

e com a solucdo numérica calculada através da integral retangulo sob a aproximacdo DDS-1
(Downstream Differencing Scheme) (FERZIGER e PERIC, 2002), isto ¢,

AX/2 M Nef Uip —Uig
L-u L0 A = Ay =h
‘Ll( Ay jé(ul,l ul,O) .1( 2 J’ X y 1

Fs

u ainda, de modo equivalente pode-se fazer:
AX ; x )
Fs ZﬂA—Z(Uu —ui):Z(uil—ui ) AX=Ay=h,
yi=t i '

em que u,, representa a velocidade u, nodal, na primeira linha horizontal de Q" (volumes

reais), e U, o correspondente volume ficticio, a sul, na posi¢do x, =ih;

(5) Fn, forca de arrasto viscoso que a parede superior da cavidade exerce sobre o
fluido; com a solucéo analitica

n

>

| o))
[

M
>
Il
Ot O O

u(@y]y_lzdx (=1 z=1),

8(x* —2x° +x%) (12y? —2)‘ ax,
y=1

Fn

80(x* —2x° + x*)dx,

Fn:80(x5/5—x4/2+x3/3)‘2 zg;

e com a solucdo numérica obtida de modo semelhante a variavel anterior (4), ou seja,

M
Fn AX/[2

Ny ui,M _ui,M—l
H Ay g(u”"' _ui,M—l):Z(—J’
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que, de modo equivalente, também pode ser calculado pela expressao,

Fn= ,ui—;;%(u, —Uiwm ): .%(u' —Uim )’

em que Ax=Ay=h, u;, representa a velocidade u, nodal, na Gltima linha horizontal de

Q" (volumes reais), e u, o correspondente volume ficticio (situado a norte);

(6)umin 1D, valor minimo da componente na dire¢do horizontal do vetor velocidade na
linha x = 1/2 (Fig. F.1),

1,0
0,8 /
0,6

0,4

0,2

0,0
-0,2 B

-0,4 ;
00 01 0,2 03 04 05 06 0,7 0,809 1,0

y

Figura F.1: Variacdo de u sobre o eixo x = 1/2, u(x=1/2,y), e uminiD

em que a solucdo analitica para u min 1D é obtida através do desenvolvimento

u(x=1/2,y) =8[(L/2)* — 21/ 2)* + (L 2)2][4y® - 2],
u(x=1/2,y) =-y +2y?,

=u'(x=1/2,y)=-1+6Yy?,
= u'(x=1/2,y) =0= y(umin1D) =~/6 /6,

—uminlD =u(x=1/2,y =/6/6) =6 /9,
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e, para obtencdo da sua solucdo numérica sdo considerados os valores nodais posicionados
sobre o0 eixo x = 1/2, entretanto, essa localizacdo corresponde as faces entre os volumes P e E
situados, respectivamente, (imediatamente) a esquerda e a direita de x = 1/2; assim, considera-
se a média aritmética entre tais valores nodais (P e E),

Uy = U :(UP +UE)/2’

em que P referencia os nos situados na linha a esquerda de x = 1/2, a uma distancia h/2
(metade do espagamento entre 0s nés), e E refere-se aos nés situados a direita de x = 1/2, a

uma distancia h/2; a partir disso, obtém-se o resultado numérico

umin1D = ng]mM {ux:1/2,j };
(7) y(umin1D), coordenada y correspondente a umin 1D, cuja solucdo analitica segue

o0 desenvolvimento anterior (6) e resulta em
y(umin1D) = /6 /6,

L’?.i.l.‘,]M{uX:l/Zi} (como

e a solucdo numérica corresponde & coordenada y de uminld =
]
especificado na variavel 6);

(8) vmin1D, valor minimo da componente na direcdo vertical do vetor velocidade

sobre o eixo x = 1/2 (Fig. F.2), em que a solucdo analitica para vmin 1D € obtida por

v(x,y =1/2) = -8(4x* —6x* + 2x)(1/2)* - (1/ 2)?),
v(x,y =1/2) =6x> - 9x* + 3x,

=V'(X,y =1/2) =18x* —-18x +3,
S V(x,y=1/2)=0= x=(3£3)/6,
—vmin1D =v(x=(3++/3)/6, y=1/2) =—/3/6,

e para a obtencdo da solucdo numérica para vminlD sdo considerados os valores nodais

localizados nas proximidades do eixo y = 1/2; novamente, como nédo existem valores nodais
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sobre esse eixo, sd@o consideradas as solucOes das faces entre os volumes P e N dessa regido
da malha, ou seja, nesse caso considera-se a média aritmética entre os valores nodais (P e N)
que estdo a sul e a norte do eixo y = 1/2, assim,

Vyo2 =Vq =(Vp +Vy)/ 2,

em que P referencia os nods situados na linha imediatamente abaixo (sul) de y = 1/2, a uma
distancia h/2, e N refere-se aos nos situados na linha imediatamente acima (norte) de y = 1/2,

também a uma distancia h/2; entdo, com esse enfoque obtém-se

vminlD = .wa {vi’yzm},

0,3 /\
v

0,1

0,0
-0,1

-0,2 /
0 o

-0,4
00 01 02 03 04 05 06 0,7 0809 1,0

X

Figura F.2: Variacdo de v sobre o eixoy = 1/2, v(x,y =1/2), e vminlD

(9) x(vmin1D), coordenada x correspondente a vmin 1D, em que sua solucdo analitica

segue o desenvolvimento anterior (solugdo analitica de vmin1D) e resulta em

x(vmin 1D) = (3++/3) /6,

......
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(10) vmax1D, valor maximo da componente na direcdo vertical do vetor velocidade

sobre o eixo x = 1/2 (Fig. F.2), cuja solucdo analitica é obtida de modo semelhante a de

vmin 1D, e resulta em

vmax1D =v(x = (3-+/3)/6,y =1/2) =+/3/86,

e a sua solucdo numérica é determinada por

.....

onde v;,,, € especificado anteriormente (na variavel 8);

(11) x(umax1D), coordenada x correspondente a vmax1D, em que a sua solucdo

analitica segue o desenvolvimento anterior (solucdo analitica de vmax1D ) e resulta em
x(vmax1D) = (3—+/3) /86,

e a sua solugdo numérica corresponde & coordenada x de vmax1D = max {v, ., ;
i=1,..,.M o

(12) ¥ min, valor minimo da funcdo de corrente (W) em Q (Fig. F.3), em que a

solucdo analitica para ¥ min é obtida considerando-se o desenvolvimento

a0y =S = w(xy) = [utx ey,
y
= P(x,y)=8(x"—2x>+x*) (y* - y?),

aa—w=8(4x3—6x3 +20) (y* = y?) =—v(x.y),
X

%P=8(x“ =27+ x%) 4y’ = 2y) =u(x,y),
oY oY

N _0e o0 o xo1/2, y=r212,
-~ 5 =0 = y=+/2

¥ min =W(1/2,42/2)=-1/8,

e a solucdo numérica é obtida com a integral retdngulo (BURDEN e FAIRES, 2008),

considerando-se o calculo de W(x,y) = J' u(x, y)dy, isto é, sdo calculadas as areas referentes
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aos retangulos obtidos a partir dos valores de u armazenados nos volumes de calculo em cada
linha vertical da malha — somam-se a &rea do volume P com a &rea dos volumes situados ao
sul (na linha vertical); mais especificamente, o calculo (numérico) de ¥ ¢ obtido com base

no produto, por Ay =h, do valor de u armazenado na face leste (ue) de cada volume P e,

entdo, soma-se a area dos volumes situados abaixo (sul) (calculados de maneira analoga); ao

se representar o valor de W armazenado em cada ponto P por ¥(i, J) tem-se
- J - - -
Y, =Y(,J) :Ayzlue(l, J); 1=1..,M; J=1..,M;
J=
onde u, corresponde a velocidade u na face leste de cada volume de controle, em que se

considera a média aritmetica entre os valores nodais (P e E), ou seja, u, = (U, +ug)/2, e na

sequéncia busca-se 0 menor valor armazenado no campo de valores, através da expressao

¥ min = min {\PN };

i=1,..,M

1,0F |
0,00 0197 7
20,02 0187 7
004 : 7
006 w E 7
0084 015— V
01041 : 7
012 : 7
0,14 4 ; 7

0,1 |

01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
X

Figura F.3: Variacdo de W(x,y) sobre Q e ¥min
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(13) x(¥ min), abscissa de ¥ min, cuja solugdo analitica corresponde a

v _g

OX in) —
5_1//_0 = x(¥min) =1/2,
OX

e com a solu¢do numérica determinada pela coordenada nodal x, de ¥ min = rlnirhllI {‘Pi ; };
i=1,..., !

(14) y (¥ min), ordenada de ¥ min, com solucdo analitica obtida por

WY _y
OX in) —
o = y(¥min) =~/2/2,

ox
e cuja solucédo numérica corresponde a coordenada nodal y, de ¥ min = min {‘Pm };

i=1,..,M

(15) umin2D, valor minimo da componente na direcdo horizontal do vetor

velocidade em Q (Fig. F.4),

04 06 o8 1000
X

Figura F.4: Variacdo de u(x, y) sobre Q,e umin2D

cuja solucdo analitica é determinada pelo desenvolvimento algébrico
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M _g(ax" - 6x + 26) (4y° - 2y),
OX

ou 4 3 2 2
—=8(X" =2x" +x°) (12y° - 2),

oy

ou ou

OX oy y=e
umin 2D:UE,§]=—\/€/91

(16) x(umin 2D), abscissa de umin 2D, em que a sua solugdo analitica € obtida
anteriormente no calculo de umin 2D, ou seja, x(umin 2D)=1/2, e a sua solu¢do numérica

corresponde & coordenada x, do valor nodal umin 2D = min Ut
, ,

(17) y(umin 2D), ordenada de umin 2D, cuja solucdo é obtida de modo analogo a

variavel 16, isto é, no célculo de umin 2D, em que o desenvolvimento analitico resulta em

y (umin 2D):\/§/6, e a solugdo numérica corresponde a coordenada y, do valor nodal

(18) vmin 2D, valor minimo da componente na direcdo vertical do vetor velocidade

em Q (Fig. F.5), com solucéo analitica determinada por

—8(12x* —12x+2) (y* - y?),

= —8(4x% —6x> +2x) (4y° - 2y),

=0 e%:O — x=1/2++/3/6; y:\/EIZ,

Rl 2l (2

— vmin 2d =v(1/2++/3/6,v/2/2)=-2/3/9,

e com solugao numérica obtida por vmin 2D = min W, b
i=l,..., !
=M
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04 o6 08 :
1,000 02

Figura F.5: Variacdo de v(x,y) sobre Q, e vmin 2D

(19) x(vmin 2D), abscissa de vmin2D, com a sua solu¢do analitica obtida

anteriormente no célculo de vmin 2D, isto é, x(vmin 2D):1/2+\/§/6, e com a solugéo

numeérica determinada pela coordenada x; do valor nodal min {vi i };
i ,

(20) y(vmin 2D), ordenada de vmin 2D, em que a solucéo é obtida analogamente a

variavel 19, ou seja, no célculo de vmin2D, com o resultado y(vmin 2D):\/§/2, e a

solucéo numérica é dada pela coordenada y; do valor nodal ,rlnirg/I {vi i };
, :

(21) vmax 2D, valor méximo da componente na direcdo vertical do vetor velocidade
em Q (Fig. F.6), cuja solucdo analitica é obtida de modo semelhante a variavel 18 e resulta
em vmax 2d =v(1/2—+/3/6, v/2/2) =2/3/9, e a sua solugio numérica é determinada pela

expressdo vmax 2D = max {v,, f;
i=1,..., !
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Figura F.6: Variacdo de v(x,y) sobre Q, e vmax 2D

(22) x(vmax 2D), abscissa de vmax 2D, em que a sua solucdo analitica € obtida no
calculo de vmax2D, isto 6 x(vmax2D)=1/2—+/3/6, e cuja solugio numérica é

determinada pela coordenada x; do valor nodal max {vi i };
; ,

(23) y(vmax2D), ordenada de vmax2D, em que a sua solugdo também é

apresentada no célculo de vmax 2D, desse modo obtém-se y (vmax 2D)= V212, ea solucao

(24) vm, componente na direcdo vertical do vetor velocidade no ponto de coordenadas
(ndo nodais) (x:1/2—\/§/6,y:\/§/2); em que a solucdo analitica é calculada pela

substituicdo de valores na Eqg. (5.19), ou seja,
vm=v(1/2-+/3/6,+/212)=2/3/9;

e a sua solugdo numérica € obtida com o emprego de interpolacao polinomial (2D) a partir dos

pontos nodais situados nas proximidades de x =1/2 —J3/6¢e y= V212,



