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Resumo

Neste trabalho emprega-se a Multiextrapolacdo de Richardson (MER) para reduzir o
erro de discretizagao (Eh), na area de Dindmica dos Fluidos Computacional (em inglés
Computational Fluid Dynamics (CFD)), que consiste em uma técnica de pds processamento
de dados para reduzir Eh. Para atingir este objetivo utiliza-se uma nova metodologia,
proposta em 2013 para malhas uniformes, em que se aplica interpolagoes polinomiais.
Através desta metodologia, MER teve seu desempenho melhorado: a magnitude dos
erros de discretizagao reduziu progressivamente com o refinamento da malha, com um
concomitante aumento das suas ordens de acuracia, até mesmo em variaveis de interesse
cuja localizacdo nao ¢ fixa, até entdao na literatura, MER era considerada de baixo
desempenho neste tipo de variavel. Com o intuito de estender este significativo resultado
de 2013, esta metodologia foi estendida para malhas ndo uniformes unidimensionais. Como
problema-modelo é considerado a equacgao de Poisson 1D, utilizando dois tipos de malha
inicial, e refinamento uniforme. A discretizacao dessa equacao foi realizada com o método
de Diferencas Finitas. Nas variaveis de interesse estudadas, testou-se varios graus de
interpolacao e foram alcancados resultados semelhantes com os apresentados para este
mesmo problema utilizando malhas uniformes, com MER, isto é, o erro de discretizacao

teve redugao significativa.

Palavras-chave: Erro de discretizacdo. Multiextrapolacdo de Richardson (MER). Interpo-
lagao polinomial. Dindmica dos fluidos computacional (CFD). Equacao de Poisson 1D.

Método de Diferencas Finitas.



Abstract

This work applies the Repeated Richardson Extrapolation (RRE) to reduce the dis-
cretization error (E'h) in Computational Fluid Dynamics (CFD), consisting of a post-data
processing technique to reduce Eh. Therefore, to use RRE, we use a new methodology, cre-
ated in 2013 for uniform grids, which works with the use of polynomial interpolation. Using
this methodology, RRE had its performance improved: the magnitude of the discretization
errors was reduced progressively with mesh refinement, with a concomitant increase in
its accuracy orders, even variables of interest whose location is not fixed, so far in the
literature, RRE was considered underperforming in this type of variable. We adapted
this methodology to non-uniform one-dimensional meshes, with intent of extending this
significant recent result for non-uniform grids. As problem-model we consider the Poisson
equation 1D using two types of initial mesh with uniform refinement. The discretization of
equation is performed using the Finite Difference Method. In the interest variables studied
in this work, it was tested various degrees of interpolation and obtained similar results to
those presented to the same problem for uniform meshes with RRE, in the other words,

the Fh had a significant reduction.

Keywords: Discretization error, Repeated Richardson Extrapolation (RRE), Polynomial In-
terpolation, Computational Fluid Dynamics (CFD), 1D Poisson Equation, Finite Difference
Method.
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1 INTRODUCAO

Segundo Marchi (2001) a simulagdo numérica de problemas de engenharia ocupa
atualmente uma posicao de destaque no cenario mundial de pesquisa e desenvolvimento de
novas tecnologias. Com o crescente interesse, nao somente académico mas também no setor
industrial, pela modelagem de fendmenos fisicos, vinculado ao crescimento exponencial da
tecnologia, resultou nas tltimas décadas uma grande procura pelas técnicas de simulagao.

Portanto, constatou-se a necessidade continua de aprimorar estas simulagoes.

Existem trés métodos que podem ser empregados na solugao de um problema de
engenharia: experimentais, analiticos e numéricos. Marchi (2001) apresenta o diagrama

(Figura 1) que exemplifica o sistema de funcionamento destes trés métodos.

FENOMENO REAL METODOS TEORICOS
(0 que se observa > o
na natureza) Seauaeiey)
Y Y
MODELO MATEMATICO

(representacdo matematica do fendémeno real)

METODOS
EXPERIMENTAIS
(equipamentos

r h 4

de medigdo) METODOS METODOS
ANALITICOS NUMERICOS
(papel e lapis) (computador)
EXPERIMENTO

(em laboratorio
ou em campo)

4 r A4

RESULTADOS SOLUCOES SOLUCOES
EXPERIMENTAIS ANALITICAS NUMERICAS

Figura 1 — Métodos de solugao de problemas de engenharia (MARCHI, 2001).

Cada método apresenta suas vantagens e desvantagens sobre os demais, dependendo
do problema e dos recursos disponiveis para resolvé-lo. Dentro deste contexto, surgiu a
area de Dindmica dos Fluidos Computacional (em inglés, Computational Fluid Dynamics
(CFD)). Segundo Fortuna (2000), CFD consiste basicamente na aplicagdo de métodos

numéricos para resolver equacoes que representam problemas envolvendo fluidos em
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movimento, com ou sem troca de calor, onde o interesse principal é obter as distribui¢oes

de velocidade, pressao e temperatura e regiao de escoamento.

Atualmente, as demandas em CFD requerem o uso de métodos que fornecam
solugoes numéricas cada vez mais acuradas. Para atingir este objetivo, é necessario
controlar o erro numérico (E), definido como a diferenga entre a solugdo analitica exata

(®) de uma variavel de interesse, e a solugdo numérica (¢), definido por:
E(¢) = — ¢. (1.1)

Muitas vezes, a solucao ® é dificil de ser encontrada. Neste caso, pode-se aproxima-
la, com métodos de aproximagao, obtendo uma solugao analitica “quase” exata (P ). Esta
discussao, pode ser vista em Boyce e Diprima (2002). Neste trabalho, utiliza-se modelos
matematicos que possuem solugdo ®. Deste modo, os desenvolvimentos e conclusoes ficam

asseguradas, porque estao baseados nos valores exatos do erro numérico.

O erro numérico (F) é causado por quatro fontes (MARCHI, 2001; SCHNEIDER,
2007; MARTINS, 2013), sao elas: erro de truncamento (er), erro de iteragao (s,),

erro de arrendondamento (¢,) e erro de programacao (¢, ); simbolicamente

E(¢) = E(er,en, &x, &p)- (1.2)

Quando €, €, € &, sao minimizadas ou até mesmo inexistentes, o erro de trunca-
mento (er) passa a ser o principal causador do erro numérico. Neste caso, e passa a ser
denominado erro de discretizagdo (Eh). Agora, busca-se alternativas para diminuir Fh.

Segundo Martins (2013), existem trés formas de resolver este problema:

¢ Refinamento da malha;
e Métodos de alta ordem;

e Técnicas de extrapolacgao.

Cada método tem suas vantagens e desvantagens, com relagao aos outros. Neste
trabalho emprega-se técnicas de extrapolagao. Dentro destas, a extrapolagao de Richardson

(ER) é uma das mais conhecidas.

Quando utiliza-se ER de forma recursiva, isto é, em que cada aplicacdo representa
um nivel de extrapolacao, este processo ¢ chamado de Multiextrapolagao de Richardson
(MER) ou em inglés Repeated Richardson Extrapolation (RRE).

No presente trabalho, utiliza-se MER em problemas unidimensionais, com malhas
nao uniformes, para redugao de Eh. Esta proposta consiste basicamente, em uma extensao
do estudo realizado por Martins (2013), que obteve promissores resultados, em malhas

uniformes uni e bidimensionais.
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1.1 DELIMITACAO DO PROBLEMA

Segundo Martins (2013) na literatura vigente em CFD, nao é comum se encontrar
o emprego de MER com varios niveis de extrapolacao. Isto ocorre, possivelmente, pelas

dificuldades para obter resultados significativos em determinados tipos de variaveis.

Umas das contribuigoes do trabalho de Martins (2013) foi propor uma metodologia
para o emprego de MER, em que se classifica as varidveis de interesse em cinco tipos de
acordo com as suas localiza¢cbes em malhas distintas, estabelecendo formas de obter a
variavel de interesse em cada caso, para em seguida aplicar MER. Na literatura, antes deste
trabalho, Martins (2013) relata que o emprego de MER é abordado com sucesso apenas
em varidveis globais ou que possuem localizagdo fixa em malhas distintas (primeiro tipo).

Para os demais casos MER nao ¢ empregada ou é considerada como de baixo desempenho.

Nos estudos realizados, para obtencao dessa metodologia, Martins (2013) utilizou
os seguintes problemas-modelo: equagao de Poisson, Adveccao-Difusao e Burgers. A discre-
tizagao das equacoes foi realizada utilizando o Método de Diferengas Finitas (FORTUNA,
2000) ou o Método de Volumes Finitos (MALISKA, 2004), para malhas uniformes. Com
o emprego dessa nova metodologia, Martins (2013) obteve resultados significativos na

redugao do erro de discretizagao (Eh), utilizando MER.

No presente trabalho, procura-se estender o trabalho de Martins (2013), utilizando
malhas nao uniformes. O problema modelo utilizado aqui trata de um caso unidimensional,
originado da equacao de Poisson, para discretizacao do modelo utiliza-se o Método de
Diferengas Finitas para malhas nao uniformes, com o estudo de diversas variaveis de

interesse.

Considera-se trés tipos de varidveis das cinco apresentadas por Martins (2013).
Na Figura 2, é apresentado o desempenho de MER (Figura 2a), aplicado na variavel de
tipo I e a influéncia de MER na ordem de acurdcia do método numérico empregado, para
obtenc¢ao da variavel de interesse (Figura 2b), utiliza-se regularmente no desenvolvimento
do trabalho as notagoes: (h) média necessaria entre os pontos (nés), para discretizagao do
modelo matematico com o Método de Diferengas Finitas, (pEh) ordem de acurdcia sem
MER, (pEm) ordem de acurdcia com MER, (Eh) erro de discretizagao sem MER e (Em)

erro de discretizagao com MER.

O comportamento de Em (Figura 2a) e pEm (Figura 2b) é o esperado, isto é, a
magnitude de Em é significativamente menor que Eh, conforme o valor de h diminui,
Em tem comportamento decrescente até atingir o erro de maquina, depois passa ter um
comportamento oscilatério. De forma inversa, pEm tem comportamento crescente até
atingir o erro de maquina, depois passa a ter comportamento oscilatério. Observe que é
obtido um erro de discretizacdo com magnitude inferior a 1072°. Tal nivel de acurdcia sé é

obtido com o emprego de MER (no computador utilizado).
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O presente trabalho visa analisar o desempenho de MER, em varidveis calculadas
em malhas ndo uniformes, utilizando a metodologia proposta por Martins (2013), com o
objetivo principal de contribuir com a superacao das dificuldades do emprego de MER em

CFD, e consequentemente estender o trabalho de Martins (2013).
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(a) Eh e Em x h. (b) pEh e pEm x h.

Figura 2 — Desempenho de MER na variavel do tipo I, em malha ndo uniforme.

1.2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

O uso de técnicas numéricas para a solugao de problemas complexos da engenharia
e da fisica é hoje uma realidade, gracas ao vertiginoso desenvolvimento de computadores
de alta velocidade e de grande capacidade de armazenamento (MALISKA, 2004).

Segundo Fortuna (2000) o objetivo béasico de CFD ¢ reduzir o nimero de expe-
rimentos e explorar fendmenos que nao podem ser estudados em laboratério de forma
pratica. Deste modo, utilizando técnicas de CFD, pode-se avaliar numericamente os di-
versos parametros relevantes ao problema, podendo ser facilmente alterados até que o
resultado da simulagao atenda as exigéncias do projeto. Tudo isso de forma bem mais
adequada e a custos e tempos menores do que apenas utilizando técnicas experimentais e

analises tedricas, combinadas com o projeto inicial, ensaios e reprojeto.

Para Marchi (2001), Schneider (2007), Martins (2013) entre outros autores, a
credibilidade de uma simulagao numérica em CFD esta condicionada a um emprego de
rigorosos processos de Verificagdo e Validagdo numérica (V & V). Usualmente as
palavras “Verificacao” e “Validagao” sao tratadas como sinénimos, porém, no ambito da
engenharia atual, elas tem significados distintos. Verificagao é um processo puramente
matematico, que tem como ocupacao avaliar o quao bem o método numérico resolve

um modelo matematico - avalia a resolu¢ao numérica de equagoes. Validagao, por sua
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vez, trata da adequacao do modelo matematico em reproduzir a realidade - avalia se as

equagoes descrevem corretamente o fendmeno fisico estudado (ROY, 2005).

A etapa de verificagdo nao leva em conta o grau de fidelidade entre o modelo
matematico e o fenomeno fisico real. Ela somente busca determinar se o modelo do
fenémeno, sua representagao matematica e o programa de computador que implementa
esse modelo, sdo consistentes entre si. A verificacdo tem objetivo de estimar a confiabilidade
do processo de resolugao do problema (FORTUNA, 2000).

Ja a validacao fornece evidéncias de que o modelo sendo utilizado é representativo
do fendémeno fisico, ou seja, que o problema correto estd sendo resolvido. O processo de
verificacdo é a primeira etapa na avaliacdo de um codigo. Apesar de ser complexo, é mais
simples do que a validagao, ja que esta deve analisar o grau de fidelidade com o qual o
modelo representa as condi¢oes do mundo real (FORTUNA, 2000).

V & V é uma das areas de estudo em CFD, que devido a imensa importancia de
dar credibilidade as simulacoes realizadas, vem rendendo muitos trabalhos cientificos nos
tltimos anos: Marchi (2001), Oberkampf e Timothy (2002), Araki (2007), Schneider (2007)

e Alves (2010), sao exemplos, nos ultimos 15 anos.

Considerando o desenvolvimento do presente trabalho, utiliza-se principalmente
recomendagoes feitas por Marchi (2001) e Schneider (2007) na parte de verificagdo. Para
isso, dois métodos estao a disposicao: estimativas de erro a priori e estimativas de erro
a posteriori. As estimativas de erro a priori sao usadas para estimar a ordem do erro de
discretizacao. Isso é feito estimando-se o erro de truncamento do modelo matematico do
problema através da série de Taylor. As estimativas de erro a posteriori sdo usadas para
estimar efetivamente a magnitude do erro de discretizagao (MARCHI, 2001). Estes sao os
dois requisitos fundamentais, e de extrema importancia, para a verificagdo em processos
de validagao. Verificada a confianca do c6digo, a acuracia das solugoes numéricas deve ser
investigada (ROY; BLOTTNER, 2006).

Com objetivo de melhorar a acurdcia da solugdo numérica e consequentemente o
seu erro de discretizagdo (Eh), segundo Martins (2013) as alternativas para corrigir o
problema sao: refinamento da malha, cuja desvantagem é o aumento de memoria e tempo
computacionais; emprego de métodos de alta ordem, cuja desvantagem é o aumento da
complexidade do modelo numérico e por ultimo, mas ndo menos importante, a utilizacao
de técnicas de extrapolacao, dentre as quais a Extrapolacao de Richardson ¢é uma das

mais conhecidas.

A técnica denominada extrapolacao de Richardson (ER) (em inglés, Richardson
Extrapolation - RE) e sua versao aprimorada a Multiextrapolagao de Richardson (MER),
tiveram inicio com Richardson (1910) e Richardson e Gaunt (1927). Segundo Martins (2013)

ER foi concebida com o objetivo de aperfeigoar as aproximagoes numéricas (aumentar
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sua ordem de acurdcia) envolvidas na resolucao de equagoes diferenciais pelo método
de Diferencas Finitas. As necessidades da época, em engenharia, demandavam métodos
rapidos, faceis de serem entendidos e aplicaveis as equagoes estudadas. Richardson e Gaunt
(1927) ja consideraram a aplicagdo de ER de maneira repetida (MER), com dois niveis de

extrapolacao.

Ainda hoje, a busca por métodos numéricos de alta ordem de acuracia, para
resolucao de equagoes diferenciais parciais (EDP), é um tema de pesquisa ativo, para qual

a eficiéncia computacional é a questao principal (MARTINS, 2013).

Para usar MER ¢é necesséario contar com a solugdo numérica da variavel de interesse
em trés ou mais malhas distintas. MER pode ser usado de duas formas: a primeira, para
obter o mesmo erro de discretizacao com uma malha que tem muito menos nos, resultando
na reducao do esfor¢co computacional (memoéria e tempo de CPU); e a segunda, para
reduzir o erro de discretizagao em uma malha com o mesmo nimero de nés, resultando
em erro muito menor e maior confiabilidade da solu¢ao (MARCHI; GERMER, 2009).

A vantagem do uso de MER se da pelo fato de ser um pds-processamento simples,
pois nao interfere diretamente na obtencao da solugao. Seu custo computacional é muito
baixo em termos de memoria e tempo de CPU. Pode ser aplicada a c6digos computacionais
ja existentes ou a resultados ja obtidos. Aplica-se a diversas aproximagcdes numéricas e

variaveis de interesse. Independe de analises a priori e conhecimento da solugao analitica
do problema (VARGAS, 2013).

Desde o surgimento de ER e MER com Richardson (1910) e Richardson e Gaunt
(1927), esses métodos tem sido analisados, aprimorados ou simplesmente utilizados para
reducao de E'h, por diversos autores: Munyakazi e Patidar (2008), Marchi e Germer (2009),
Alves (2010), Chang et al. (2012), Amat et al. (2012), Vargas (2013), Martins (2013),
Marchi e Giacomini (2014), sdo exemplos de trabalhos nos ultimos anos. As andlises e
aprimoramentos (contribuigdes) encontradas nesta revisao bibliografica em CFD, foram
realizadas com técnicas de discretizagao em diferencas finitas ou volumes finitos. Porém
nao foram encontrados trabalhos que analisam o desempenho de MER em malhas nao

uniformes.

Segundo Schneider (2007), uma tendéncia em CEFD é o emprego de malhas nao
estruturadas para a discretizacdo de dominios arbitrarios, esta cada vez mais comum
em problemas de engenharia. A discretizacdo de dominios irregulares em uma malha
unica e de qualidade sempre representou uma dificuldade no uso de métodos numéricos,

principalmente quando um refinamento local se faz necessario (SCHNEIDER, 2007).

A Figura 3 contém exemplos de malhas nao uniformes, comparadas com uma
uniforme, retiradas do trabalho Schneider (2007), para casos gerais, empregadas em CFD.

Essas malhas sao: estruturadas, uniformes, nao uniformes e nao estruturadas. Define-se



Capitulo 1. INTRODUCAO 24

como uma malha nao uniforme, aquela em que os tamanhos dos elementos que a compdem
variam aleatoriamente ou que a distancia entre os elementos seja nao uniforme, e ainda,
define se como uma malha nao estruturada, aquela em que nao existe uma lei de formagao

entre os elementos que compoem a malha (SCHNEIDER, 2007).

(a) Estruturada e uni- (b) Estruturada e néo
forme. uniforme.

(c¢) Estruturada por blo- (d) N&o estruturada e
cos e nao uniforme. nao uniforme.

Figura 3 — Exemplos de malhas (SCHNEIDER, 2007).

Para um dominio regular, nao se justifica o emprego de malhas nao estruturadas,
sob pena de aumento consideravel da capacidade computacional requerida para obtencao
da solugcao numérica. Antes de se empregar diretamente uma malha nao estruturada,
é necessario verificar se o problema nao pode ser bem resolvido empregando-se uma
malha regular. Assim, as malhas estruturadas e uniformes, como na Figura 3a, devem
ter preferéncia sobre as malhas nao uniformes e/ou nao estruturadas, representadas nas
Figuras 3b, 3c e 3d, pois, para um mesmo método numérico, os algoritmos empregados no

primeiro caso consomem menos recursos computacionais (SCHNEIDER, 2007).

De modo geral, foram encontrados resultados significativos com o emprego de MER

na literatura, servindo de motivagao para a realizagao deste trabalho.

1.3 OBJETIVOS

O objetivo geral deste trabalho é contribuir com a superacao de dificuldades do
emprego de MER em CFD (MARTINS, 2013). Especialmente para varidveis nao globais e
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que nao possuem localizacao fixa, conforme relatado na Secao 1.1, sdo as variaveis que

MER pode apresentar baixo desempenho.

Pode-se estabelecer como objetivos especificos:

e Investigar o desempenho de MER em malhas nao uniformes;

e Estabelecer conceitos sobre o tema;

e Estender os resultados promissores obtidos por Martins (2013).

1.4 ORGANIZACAO DO TEXTO

A continuidade do texto consiste da seguinte forma: no Capitulo 2 sdo apresentados
conceitos fundamentais para o desenvolvimento do trabalho, como erro numérico, interpo-
lagao polinomial, método de diferencas finitas, entre outros; no Capitulo 3 é apresentada
a metodologia empregada para aplicacao de MER; no Capitulo 4 sao apresentados os

resultados do trabalho e no Capitulo 5 sao tratadas as conclusoes, contribuigoes e as

sugestoes de trabalhos futuros.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo, sao tratados alguns fundamentos importantes que constituem a

base tedrica do presente trabalho.

2.1 PROBLEMA MODELO

O modelo matematico a ser trabalhado é o caso do fendmeno fisico de difusao

unidimensional com geracao de calor, sendo modelado pela equacao de Poisson 1D:

d*T

— =95, x € Q|0, L], 2.1
- 0.1] (2.)
em que a coordenada T representa a temperatura (dependente), x é uma coordenada
espacial (independente), L é o comprimento do intervalo Q[0, L] e por fim S é o termo

fonte. Utiliza-se as condi¢des de contorno de Dirichlet:

T(0) =Ty, T(L)=T,, Ty T,€R. (2.2)

Para resolver este modelo matematico, utiliza-se o método de Diferencas Finitas,

que sera brevemente apresentado na préxima secao.

2.2 METODO DE DIFERENCAS FINITAS (MDF)

Segundo Maliska (2004) a tarefa de um método numérico é resolver uma ou mais
equacoes diferenciais, substituindo as derivadas existentes por expressoes algébricas que
envolvem a funcao incognita. Quando nao é possivel a solucao analitica, e decide-se fazer
uma aproximacgao numérica da equacgao diferencial, em que aceita-se ter a solugao para
um numero discreto de pontos, com um determinado erro, esperando que, quanto maior
for esse nimero de pontos, mais perto da solugao exata sera a solugdo aproximada (ou

numérica).

O método numérico utilizado neste trabalho, para obtencao das solugbes numéricas,
chama-se Método de Diferencas Finitas (MDF'). Seu principio bésico consiste em aproximar
através de expressoes algébricas cada termo do modelo mateméatico em cada n6é da malha

discretizada.

A discretizacao é feita em um dominio unidimensional, com espacamentos nao
uniformes, conforme mostra a Figura 4, considerando o né j (ou ponto j), com coordenada
xj. As aproximagoes sao feitas utilizando os nés vizinhos de j. As contantes hj_i, hj, hjiq

e hji2 sao os espacamentos entre os nos.
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Figura 4 — Malha unidimensional ndo uniforme.

Para aproximar as derivadas avaliadas no n6 (ou ponto) 7, que envolvem a variavel
dependente T' e independente x, utiliza-se aproximacoes em série de Taylor (BOYCE;
DIPRIMA, 2002), para a incégnita 7' em torno do né j, para os nds vizinhos j — 2, j — 1,
j+1ej+ 2, utiliza-se a notacao T; = T'(x;).

Essas aproximagoes geram um erro de truncamento (Se¢ao 2.5.1), nas proximas
secoes sao apresentadas as aproximagcoes utilizadas com seu erro de truncamento e suas

ordens verdadeiras em MDF, obtidas com a estimava do erro a priori.

Considera-se a aproximacao do tipo CDS (Central Differencing Scheme) para
aproximar a derivada de segunda ordem, para discretizagdo do problema modelo (Secao

2.1). Ap6s a discretizagdo, obtém-se um sistema linear
Ax =D, (2.3)

tridiagonal (FORTUNA, 2000). Para resolver a equagao acima, utiliza-se um método
direto muito difundido na literatura com a finalidade de obter a solugdao de um sistema
linear tridiagonal, chamado TriDiagonal Matrix Algorithm (TDMA) (MALISKA, 2004;
FORTUNA, 2000). Este é um dos métodos mais adequados para resolugdo deste sistema

tridiagonal, originado com o processo de discretizacao.

Apos obter a solugao numérica do modelo matematico, calcula-se a inclinagao da
temperatura (% ) e a temperatura média (7,,) definida pela equagao (MARCHI, 2001):

T 1 LTd 2.4
n=1 ), T (24)

onde L é comprimento do dominio de calculo sobre o qual se realiza a média da variavel

dependente T" e x é a variavel independente.

A seguir é apresentado um breve resumo das aproximagoes utilizadas no trabalho
em MDF. As deducgoes das equacoes apresentadas e para mais detalhes sobre o método,

recomenda-se a leitura do trabalho de Marchi (2001).

2.2.1 Aproximacdo DDS-2 e UDS-2

dar
dz

de realizar esta aproximacao é através de uma aproximagao do tipo DDS (Downstream

Para aproximar a derivada de primeira ordem, avaliada no né j ( ) , uma forma
J
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Differencing Scheme), com dois pontos a jusante (T, ,), em diferengas finitas, para

malhas nao uniformes, representada pela equagao (MARCHI, 2001):

dT i (A +75)°Th1 = 2+ 1))ri Ty — Ty
dr ~ (Tops—2)j = 1 VS , (2.5)
T ri(L+ri)hjn

j =

cujo erro de truncamento é dado por

i iii<1+r') iv<1+r‘>(2+r')
g(TDDSf2)j = T] 6 ’ hg2'+1 + Tg j24 ’ h?+1 T (2.6)
onde "
42
L= =12 2.7
J hj+1 ( )

Portanto, as ordens verdadeiras sao: py = 2,p; = 3,p2 = 4, .., etc.

Outra forma de aproximar a derivada de primeira ordem é através de uma aproxi-
magcdo do tipo UDS (Upwind Differencing Scheme), com dois pontos a montante (Tips o),

em diferencas finitas, para malhas nao uniformes, representada pela equacao:

ary (Ti ). = [— (L +75)*Tj 1 4 (2 4 1y)r Ty + T o] (2.8)
de ), PSR ri(L+75)h; ’
cujo erro de truncamento é dado por
i i (L+15) wl+1)(2+1))
e(Tops—)j = 13 6 ’ h? — T j24 ’ h? +o (2.9)
onde "
r; = ;L—‘l (2.10)

J
Portanto, as ordens verdadeiras sao: py = 2,p1 = 3,p2 =4, .., etc.

2.2.2 Aproximacao CDS

2T
dx?

aproximagao do tipo CDS (Central Difference Scheme) (Tgs), em diferencas finitas, para

Para aproximar a derivada de segunda ordem, avaliada no né j ( ) ., utiliza-se a
J

malhas nao uniformes, representada pela equagao (MARCHI, 2001):

d*T . (hjs1Tj—1 + hiTje1 — (hj + hjr)T})
o) o~ (TE Y = ol J-J+ J J+1)+j 211
<d372> = Tae)s (hj + hjs1)hjhjn (2.11)

J

cujo erro de truncamento é dado por

T T () + )

T8 ) = 2 (h; —hipy) — — 2.12
&( CDS)J 3 ( j ]+1) 12 (hj+hj+1) ( )

Portanto, as ordens verdadeiras sao: po = 1,p; = 2,p, = 3, .., etc.
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2.2.3 Temperatura média

Para calcular a temperatura média (7,,) (Eq. 2.4), utiliza-se a regra do Trapézio
(FRANCO, 2007), para malhas ndo uniformes, cuja aproximagao e erro de truncamento,

sao representadas pelas equagoes, respectivamente (MARCHI, 2001):

1 N
T, / de“’iz Tj1 + 1)) (2.13)

1 al i h'3 v h5
e(Tm) = I Zl (T ~1/27o >+ Tj—l/zgfo +- > (2.14)

onde L é o comprimento do intervalo e N o nimero de nos. Embora as ordens verdadeiras
sejam po = 3,p1 = 5,pe = 7, .., etc, observando os termos do erro de truncamento £(75,),

Marchi (2001) demonstra que as ordens verdadeiras sao: pg = 2,p; = 4,ps = 6, .., etc.

2.2.4 MDF, caso uniforme

Mas adiante com o desenvolvimento do trabalho, se faz necessario o conhecimento
das ordens verdadeiras nas aproximagoes utilizadas, no caso em que os espagamentos (h)

entre os nés é uniforme. Para obter estas aproximagoes, basta considerar

h - hj+1 - hj+2 - hj - hj,1 (215)

nas equacoes que representam as aproximagoes Téé)s_Q, TI%)S 2 Téf,ls), T, e nos seus respec-

tivos erros de truncamento. Deste modo, obtém-se as aproximacoes a priori, para o caso

uniforme e consequentemente as novas ordens verdadeiras de cada aproximacao.

Na Tabela 1, é apresentado um quadro comparativo entre as ordens verdadeiras
obtidas a priori, para cada caso. A tnica que apresenta diferenca é a aproximacao T C(D) Po-
rém, como ela é aplicada na discretizacao do problema modelo, este resultado é importante,

para andlises feitas apds a obtencao das solugoes numéricas.

Tabela 1 — Ordens verdadeiras das aproximacoes em diferencas finitas, obtidas a priori.

Aproximacao Ordens verdadeiras

malha nao uniforme malha uniforme

TD(]?‘))S72 e"TIE]g)S72 273747"‘ 273747"
T8 1,2,3,.. 2,4,6,..
T, 2,4.,6,.. 2.4.,6,..

2.3 INTERPOLACAO POLINOMIAL

Com a resolugao de um modelo matematico através do emprego de um método

numeérico sao obtidos valores para ¢ em pontos nodais determinados pela malha adotada.
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Entretanto, em alguns casos, pode ocorrer a necessidade de se obter ¢ em locais especificos
que nao coincidem com os pontos dessa malha. Nessa situagao, o emprego de interpolacao

polinomial representa uma ferramenta que pode ser empregada com sucesso (MARTINS,
2013).

Segundo Franco (2007) a aproximagao de fungoes por polinémios é uma das ideias
mais antigas da andlise numérica, e até hoje ¢ umas das técnicas mais usadas na area.
Isso se deve, pelo fato dos polindmios serem facilmente computaveis, integrais e derivadas
de facil obten¢ao e por fim suas raizes podem ser obtidas, quando possivel, de forma

razoavelmente simples.

Nas proximas secoes, sdo apresentadas formas para aproximar uma fungao f(z),
por interpolacao polinomial, através dos métodos de Diferencas Divididas de Newton e

Lagrange, sendo estes dois métodos bastantes utilizados na literatura.

2.3.1 Polindomio de Interpolacao

Segundo Franco (2007) o problema geral da interpola¢ao por meio de polinémios

consiste em dados n + 1 pontos distintos (reais ou complexos) xg, 1, Ta, .. , T, e n+ 1
nimeros (reais ou complexos) vo, Y1, - , Yn, NUMeros estes que em geral sdo n + 1 valores
de uma funcao y = f(z) em xg, x1, .. , T,. O objetivo é determinar um polinémio ¢, (x)

de grau no maximo n, tal que:
en(®0) =Yo;  @n(®1) =415 . @ul@n) = Yn. (2.16)

Este polindmio existe, sendo tnico, desde que satisfaca as condi¢oes do teorema a

seguir:

Teorema 2.3.1 Dados n + 1 pontos distintos xg, x1, ..., T, (reais ou complexos) e n + 1
valores Yo, Y1, ---, Yn, €xiste um e sé um polindmio p,(x), de grau menor ou igual a n, tal
que

gOn(in) = Yk, k‘:O,l,...,n. (2.17)

A demonstracao deste importante teorema pode ser vista em Franco (2007). Ele
refere-se que independentemente do método utilizado para obter o polinémio (p,) da
equagao (2.17), obtém-se o mesmo resultado. A seguir é apresentado duas formas de obter

©n, através dos métodos de Diferencas Divididas de Newton e Lagrange.
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2.3.2 Diferenca dividida de Newton

Para obter a polinomio ¢,,, para n + 1 pontos distintos, pelo método de diferenca

dividida de Newton, defini-se as funcgoes:

(1) flao, ] = Lel=iee)
— [flzimo]=flzo,a]
(2) f[$07 Zy, 1132] - - ac22—;to - (218)

| = flz1,22,0 0] = f20,21, 0 Zn—1]
Tn—T0

(n)  flzo, x1, ..., Ty

Utilizando a tabela acima, obtém-se o polinémio (¢,,) de Newton de grau menor

ou igual a n, representado pela equacao:

on(x) = f(x0) + (. — o) flw0, 1] + (T — 20) - (x — 1) fl20, 71, 2] + (2.19)

v (@ —wo) - (=) (@ — @) flTo, T, e Tl

2.3.3 Férmula de Lagrange

Para obter ¢,, de grau menor ou igual a n, para n + 1 pontos distintos, o polinomio

de Lagrange é determinado por:

on(@) = f(@0)ln0) (@) + [(@1)lin1) (@) + - + f(z0)linn) (@) (2.20)
onde

oy = [ 220 (2.21)

=0 (xk - mz)

2.3.4 Erro na Interpolacao

Como visto anteriormente, o polinémio de interpolacao (p,), para uma fungao

y = f(x), tem a propriedade
on(zy) =y k=0,1,..,n. (2.22)

Nos pontos T # x, nem sempre é verdade que ¢, (T) = f(T). Por outro lado, nos pontos
X, T1, T, T3, .., T, considera-se ¢, () uma aproximacao exata de y = f(z), avaliada
nestes pontos em um certo intervalo [a, b] que contenha os pontos zg, x1, .. ,x,. O erro

(&) que se comete ao realizar essa interpolacao, pode ser representado por
En(x) = f(x) — op(x) Vo € a,b]. (2.23)

No presente trabalho, realizou-se testes com os métodos de Lagrange e Diferencgas
Divididas de Newton, com polindmios com graus (ou ordens) de 1 até 10. Nos testes

realizados, constatou-se que o método de Diferencas Divididas de Newton obteve os
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melhores resultados, conforme é diminuido o espacamento (h), entre os pontos escolhidos
para interpolacao. Os testes realizados estao devidamente detalhados no apéndice B. Nos
experimentos realizados por Martins (2013), também foi constatado a superioridade do
método de Diferencas Divididas de Newton sobre o método de Lagrange com malhas

uniformes.

Para mais detalhes sobre o estudo do erro de interpolacgao, assim como a teoria de

interpolagao polinomial, recomenda-se a obra de Steffensen (1950).

2.4 METODOS DE OTIMIZACAO

Pode ocorrer a necessidade de se avaliar determinada variavel de interesse em
localizagdo nao nodal. Neste caso, o emprego de interpolagdo polinomial, para obtencao da
variavel nao nodal é recomendada. Entretanto, pode ser necesséaria ainda a obten¢ao de um
ponto extremo (ponto méximo ou de minimo). Como exemplo: a obtengao da velocidade
méxima ou da pressao maxima ou da pressao minima (MARTINS, 2013). Se tal ponto
procurado pertence a regiao do dominio de cédlculo na qual a interpolacao esta definida,

surge a necessidade do emprego de métodos de otimizacao.

Neste trabalho utilizou-se 0 método do gradiente (RIBEIRO; KARAS, 2013), que
¢ uma técnica de otimizacgao irrestrita. Porém, para o caso unidimensional, este método
pode ser realizado através do método de Newton (FRANCO, 2007; RIBEIRO; KARAS,

2013), também conhecido por método da Tangente.

No presente trabalho, busca-se apenas encontrar o ponto de méaximo (Secao 3.3).
No apéndice B, é apresentado a metodologia utilizada para obtencao desta variavel,

combinando o método do Gradiente com o método de Newton.

2.5 ERRO NUMERICO

Pode-se definir como erro numérico (F), a diferenga entre a solugdo analitica exata
(@) de uma variavel de interesse, e a solugdo numérica (¢) (MARCHI, 2001):

E(¢) = ® — ¢. (2.24)

Segundo Marchi (2001), Schneider (2007), Martins (2013), Vargas (2013) entre
outros, o erro numérico é gerado por quatro fontes principais: erro truncamento (er), erro
de iteracao (g,), erro de arrendondamento (¢,) e erro de programacao (¢,). Deste modo,

pode-se reescrever a equagao (2.24) de forma simbdlica:

E(¢) = E(er, en, €x, &p)- (2.25)
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Conforme é diminuido cada fonte de erro, tornando algumas até inexistentes, a
solugdo numérica (¢) estara cada vez mais acurada. Se conhecida a solugao analitica exata
(®), ¢ neste caso tenderd para . A seguir é mostrado um breve resumo destas fontes de

eITros.

2.5.1 Erro de truncamento e ordens verdadeiras

O erro de truncamento (er) de uma equagao diferencial é o residuo, resultante
da substitui¢do da solugao analitica exata de uma varidvel dependente (7) na equagao
discretizada do modelo matematico (MARCHI, 2001; SCHNEIDER, 2007).

Considerando uma aproximagao numérica qualquer, admitindo-se inicialmente um
espagamento uniforme (h) entre os nés da malha, pode-se representar a equacao geral do

erro de truncamento pela equagao (MARCHI, 2001):
e = 1 hP° 4+ cohP* + csh?? + - - - (2.26)

em que os coeficientes ¢; sdo constantes, nao necessariamente positivas. Por defini¢cao as
ordens verdadeiras sao os expoentes de h dos termos nao nulos da equagao (2.26), sendo
nimeros inteiros positivos, que seguem a relacdo 1 < pg < p; < py < p3 < .. < etc.
Esta sequéncia constitui geralmente uma série arimética, isto é, a diferenca entre ordens
subsequentes é constante. Em geral é uma sequéncia infinita, porque é constituida por
uma quantidade infinta de termos. O menor expoente de h (pg), por defini¢ao, é chamado

de ordem assintotica (pg). Este inteiro positivo tem a propriedade py > 1.

Quando o tamanho (h) dos elementos da malha tende a zero, isto é h — 0, o
primeiro termo da equagao (2.26) é o principal componente, isto é, ele domina o valor de
er. Neste caso, em graficos logaritmicos de e versus h, a inclinacao em relagdo ao eixo das

abscissas da curva e para h — 0 tende ao valor da ordem assintética (MARCHI, 2001).

A ordem assintética pode ser obtida através de uma estimava de erro a priori,
sendo muito importante para o desenvolvimento deste trabalho. Isso ficara claro, quando

for abordado novamente o tema, e for definido a ordem efetiva do erro de discretizacao.

2.5.2  Erro de iteracao

O erro de iteragdo (g,) ocorre quando utiliza-se métodos iterativos para obtengao
da solugdo numérica (¢). Métodos como Gauss-Seidel e Jacobi-Richardson sao exemplos
de métodos numéricos, utilizados para resolucao de sistemas lineares, em que se obtém a
solugdo numérica (¢,) por iteragdes. Em geral, quanto maior o nimero de iteragdes (n),

melhor a solugdo numérica e consequentemente menor o seu erro de iteracao (e,).

Formalmente é definido o erro de iteragao (&,,), de uma variavel de interesse (¢),

como a diferenca entre a solugao exata (®) e a solu¢do numérica em um determinada
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iteragao (¢y), isto é:

en(@) = @ — ¢y, (2.27)
e na maioria dos casos vale
nh_}r{.lo o, = P. (2.28)

Na area de CFD, o trabalho de Martins e Marchi (2008) ¢ um exemplo de trabalho

que aborda o assunto.

2.5.3 Erro de arredondamento

Os erros de arredondamento (g,) sdo os erros que ocorrem principalmente devido
a representacao finita dos niimeros reais na computacgao, ou seja, também sao erros de
truncamento, porém oriundos da necessidade de se limitar o nimero de digitos usados para
armazenar os valores das varidveis. Eles dependem do compilador (software) usado para

gerar o c6digo computacional e do computador (hardware) empregado em sua execugao
(MARCHI, 2001).

Este erro (e,) tende a crescer conforme é diminuido o espacamento entre os nods
da malha discretizada. Fato que pode ser visto no apéndice B, com o estudo do erro de
interpolacao. Para controlar ao maximo possivel este erro, recomenda-se utilizar a precisao

maxima de armazenamento, disponivel no compilador utilizado.

2.5.4 Erro de programacao

O erro de programacao (&,) é ocasionado pelo programador na implementagao da
simulacao. Existem varios motivos que levam a esse erro, por exemplo: falta de conhecimento
teodrico do algoritmo, distracao e inexperiéncia com a linguagem de programacao utilizada,

etc.

2.5.5 Erro de discretizacdo e ordem efetiva

Quando €,, €, € €, sao minimizadas ou até mesmo inexistentes, o erro de trunca-
mento (e7) passa a ser o principal causador do erro numérico. Neste caso, 7 passa a ser
denominado erro de discretizacao (Eh). Para que o erro numérico seja gerado apenas pelo
erro de discretizagdo, deve-se verificar se (MARCHI, 2001):

e 0s modelos mateméaticos abordados sejam simples o suficiente para evitar os erros de
programagcao;

e a precisao computacional adotada para armazenamento das variaveis seja adequada

para minimizar erros de arredondamento;
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e no caso de solugdes iterativas, o nimero de iteracoes seja suficiente para se atingir o

erro de maquina ou para reduzir ao maximo os erros de iteracao.

Assumindo que as fontes de erros estao controladas, a Eq. (2.26), pode ser reescrita

da forma:

Eh = Clhpo + Cghpl + Cghp2 + - (229)
I<po<pr<pa<p3<--- (2.30)

Se conhecida a solugao analitica exata (®), nesta possibilidade E'h pode ser calculado
pela Eq. (2.24)
Eh=FE(p)=o— ¢ (2.31)

e pode-se calcular a ordem efetiva (pg), definida como a inclinagao local do erro de
discretizagao (Eh) da solugao numérica (¢) versus o tamanho (h) dos elementos da malha
em um grafico bilogaritmico. Seu calculo permite verificar na pratica, isto é, a posteori
das solugoes numéricas, se pg tende a ordem assintotica dos erros de truncamento, ordem

esta que é um resultado tedrico, obtido a priori das solugoes numéricas (MARCHI, 2001).

Para obter a ordem efetiva, é necessario ao menos de duas solugoes numéricas ¢, e
¢2 obtidas na malha Q" (grossa) e Q"2 (fina), respectivamente, em que a relacio entre as

duas é a razao de refino (r):
h
=" (r>1). (2.32)
ha
As constantes hy e hy sdo os espacamentos uniformes entre os nés das malhas Q" e Q2 a

expressao de pg é dada por Marchi (2001):

log [@ - ¢11
_ ®— P
PR ) -

No caso de malhas nao uniformes, se o refino é uniforme, a variavel r também é
dada pela equacao (2.32), em que as varidveis h; e hy representam o espagamento médio
necessario entre os nés das malhas Q" e Q"2 neste caso. Existem outras formas de se refinar
uma malha ndo uniforme, como pode ser visto em Marchi (2001) e consequentemente r
sofre alteracao, neste trabalho utiliza-se somente refino uniforme, esta escolha é justificada

mais adiante.

Prosseguindo, quando se utiliza duas solugoes ¢ e ¢o obtidas em duas malhas super
finas, para o célculo da ordem efetiva (pg), isto é com espagamentos (h) bem pequenos, é
esperado que pg tenda a ordem assintdtica (pg), matematicamente falando:

}llli%pE = Po- (2.34)
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A equagao (2.34) nos diz que a ordem efetiva pode ser encarada como a ordem de
acuracia do método escolhido, isto é, ele serve para medir a velocidade em que o método
converge. Neste sentido, tem-se que a ordem assintética (pg) seria a ordem de acuracia
estimada a priori do método. Em geral a equagao (2.34) é satisfeita, quando isto ocorre é
um indicativo que a aproximagao utilizada esta funcionando adequadamente. Vale ressaltar
que esta analise a posteori s6 é possivel quando o erro numérico estd apenas dominado

pelo erro de truncamento.

Um exemplo de quando a Eq. (2.34) ndo é valida esta no trabalho de Marchi
(2001), ao se utilizar malhas nao uniformes, com refino uniforme. Caso a equagao (2.34)
nao seja satisfeita, primeiramente deve-se verificar se E'h nao esta afetada por algum
outro tipo de erro (Ex: Erro de programacao). Caso nao seja esta opgao, deve-se verificar
na literatura a ocorréncia de casos semelhantes e em seguida investigar, procurando

justificativas matematicas para explicar o ocorrido.

Na Tabela 2, é apresentado a ordem assintotica e ordens verdadeiras de cada
método, devido a sua grande importancia nas analises a posteriori. Outra utilidade que
pode-se citar para obtencao de py a priori, é conseguir prever a eficiéncia da redugao do

erro, antes mesmo do processo de implementacao.

Tabela 2 — Ordens verdadeiras e assintoticas obtidas a priori em diferencas finitas.

Aproximacoes

TishoeTos s Ths T
Ordens verdadeiras
obtidas com malha 2,3.4,.. 1,2,3,.. 246,..
nao uniforme
Ordens verdadeiras

obtidas com malha 2,3,4,.. 2,4,6,.. 2,46,..
uniforme
po obtida com malha 2 1 2
nao uniforme
po obtida com malha 2 2 2
uniforme

Nos experimentos realizados, existe a solugao analitica exata, porém se ela nao
existe, é possivel realizar analises semelhantes ao que foi mostrado anteriormente. Para
tanto, utiliza-se estimadores do erro discretizacao, também conhecido na literatura por
incerteza (U). Através do célculo da incerteza do erro numérico, pode-se obter a ordem
aparente (py) da incerteza, que basicamente tem a mesma funcao e utilidade da ordem
efetiva (pg). Porém para a obtengao de py, ndo é necessario ter ®. No desenvolvimento
deste trabalho, nao trabalhou-se com a incerteza do erro numérico e consequentemente

com a ordem aparente. Esta seria uma das propostas de trabalhos futuros. Para mais



Capitulo 2. FUNDAMENTACAO TEORICA 37

detalhes sobre este importante tema de pesquisa em CFD, recomenda-se a leitura dos
trabalhos de Marchi (2001), Schneider (2007) e Martins (2013).

2.6 EXTRAPOLACAO DE RICHARDSON

Segundo Martins (2013) a metodologia denominada Extrapolacao de Richard-
son (ER) é aplicada quando se saiba que a técnica de aproximagao utilizada possui um
termo indicativo de erro previsivel, ou seja, uma forma que dependa de um parametro real
(h).

Para aplicar ER e posteriormente MER, é esperado que o erro numérico seja
dominado apenas pelo erro de truncamento. O objetivo de ER e MER é de aumentar a
acuracia de solugoes ja obtidas, através de algum método numérico e consequentemente
reduzir o erro de discretizagao (Eh), portanto, neste aspecto, pode-se pensar em ER e

MER como uma técnica de pos-processamento de dados.

A fim de aplicar ER, é necessario ao menos de duas solugdes numéricas ¢(h) e
#(rh), neste enfoque ¢(h) e ¢(rh) correspondem aos valores obtidos nas malhas Q" (Malha
fina) e Q" (Malha grossa) (rh > h), que tem a mesma ordem assintética py. Lembrando

do conceito de ordem verdadeiras (Secao 2.5.1):
1 <po<pi <ps<pg<---,

a relagdo entre estas duas malhas esta na razao de refino (r). De Martins (2013), tem-se a

expressao de ER para a solugdo analitica exata (®):

¢(h) — o(rh)

rpo — 1

& = o(h) + +O(hM). (2.35)

Neste enfoque o simbolo O(hP') representa o termo indicativo da ordem do erro,
neste caso py, pela definicao de ordem de verdadeira p; > pg, assim a aproximacao obtida
por ER, tem ordem assintética mais elevada do que ¢(h) e ¢(rh) e, consequentemente,
proporcionando a obten¢ao de um resultado mais acurado. Finalmente, a aproximacao
obtida por ER (¢ ) extrapolada é dada pela expressao (MARTINS, 2013):

6(h) — olrh)

rpo — 1

Poo = ¢(h) + (2.36)
Segundo Vargas (2013) a extrapolagdo de Richardson (ER) é um método simples
que contribui para a velocidade de convergéncia, como também para um resultado mais

acurado.



Capitulo 2. FUNDAMENTACAO TEORICA 38

2.6.1 Multiextrapolacao de Richardson

Aplicando a equagao (2.35) de forma recursiva em G malhas distintas Qrar,
Qr QP QN Q" geradas com razdo de refino r = k971 /9 (g = 2, .., G), obtém-se

de Martins (2013) a Multiextrapolagao de Richardson:

Ggm = Dgm—1 + Dgm=1 = %‘1””‘1; g=2,.,G:m=1,...,9—1. (2.37)

rPm—-1 — 1

As variaveis ¢19, 020, ¢30,.., Pc0 equivalem as solugdes numéricas ¢1, @2, ¢s,..,
b obtidas nas malhas Q"' QP QP QM QM . Q" respectivamente. Conforme visto
na secao anterior, a cada extrapolada a ordem de acuracia aumenta em comparagao
com as ordens de acuracia das duas solugoes numéricas utilizadas. Portanto, utilizando
MER a convergéncia do método é acelerada significativamente em cada extrapolagao,
proporcionando uma solucao mais acurada, na Figura 5, tem-se o algoritmo de MER,
extraido do trabalho de Martins (2013). A ordem efetiva ou simplesmente ordem de

acuracia com MER ¢ dada pela equagao (MARTINS, 2013; VARGAS, 2013):

o — ¢ —1m
log [g ’ ]
d — gbg,m

log(r)

(PE)gm = (2.38)

Se conhecida a solugao analitica exata, para calcular o erro de discretizagdo com
MER (Em) em cada extrapolagdo, basta calcular a diferenga da solugao analitica exata

(®) menos a solugao extrapolada (¢g,), isto é:

Em=®— ¢yn. (2.39)

Teoricamente, a medida que h — 0, os valores das ordens de acuracia obtidas em
cada extrapolacao (pg)gm devem tender para as ordens verdadeiras do método empregado,
estimadas a priori, do respectivo nivel de extrapolacao (m). Assim a convergéncia do

método empregado ¢é acelerada consideravelmente.

A técnica de MER tem como objetivo reduzir o erro de discretizacao melhorando a
eficiéncia e a exatidao computacional. Porém, devido a ocorréncias de erros de arredon-
damento nos resultados desse processo, faz-se necessaria a reducao desses erros de forma
a contribuir para o desempenho ideal do método e, consequentemente, obter a melhor
precisao dos resultados (VARGAS, 2013).

E inevitavel, em algum momento o erro de arredondamento aparecera, mas mesmo
neste cenario, MER consegue resultados significativos, como pode ser visto no exemplo
apresentado no capitulo 1, na Figura 2. Essa ¢ uma grande motivacao para o estudo

de metodologias para melhor empregar MER, porque quando MER funciona, obtém-se
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resultados relevantes e com custo computacional bem reduzido, o que é muito prezado em
CFD.

Para saber mais sobre ER e MER, origens, deducoes das formulas apresentadas
aqui e um aprofundamento mais detalhado da parte tedrica dos métodos, recomenda-se a
leitura das obras Vargas (2013) e Martins (2013).

Obter solugbes numeéricas para a variavel de mteresse ¢ em G malhas
distintas: ¢, @,.9,..... 9.
Fazer: ¢, =¢. b0 =0, by =s. . 5.0 = 06

m=0 m=1 m=2 m=G -2 m=G -1
G"ﬁl.o - §"51
¢ ™ )
o — V2 —» 2.1
\n
b0 = 0 O3 1 —> ¢’3,2
bo1.0 = Do D11 D12 ¢'G—1,G—2
\A
b0 =P Do D D 62 _+¢G,G—1

(b) Representacao esquemadtica do emprego de MER.

Figura 5 — Multiextrapolagao de Richardson (Algoritmo), adaptado de Martins (2013).
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2.7 RESUMO DO CAPITULO 2

Neste capitulo foram apresentados os fundamentos tedricos empregados para o
desenvolvimento deste trabalho. De forma resumida, logo abaixo, tem-se as referéncias

consideras principais, utilizadas para estudo teodrico de cada item, abordado neste capitulo:

e Método de diferencgas finitas (MARCHI, 2001);

Interpolagao Polinomial (STEFFENSEN, 1950; FRANCO, 2007);

Métodos de Otimizacao (RIBEIRO; KARAS, 2013; MARTINS, 2013);

Erros Numéricos (MARCHI, 2001; SCHNEIDER, 2007);

Extrapolacao e Multiextrapolacao de Richardson (MARTINS, 2013; VARGAS, 2013).
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3 METODOLOGIA PARA O EMPREGO DE
MER

O emprego de MER requer a obtencao de solu¢des numéricas, para determinada
varidvel de interesse, em uma cole¢ao de malhas distintas (MARTINS, 2013). Neste capitulo,
é explicado a metodologia utilizada para a obtencao destas solugoes numéricas, para as

varidveis de interesse (¢), utilizando malhas nao uniformes.

3.1 REFINO DA MALHA

Existem varias formas de se refinar uma malha nao uniforme, conforme pode ser
visto nos trabalhos de Marchi (2001) e Schneider (2007). Porém, no trabalho de Schneider
(2007), constatou-se que ao utilizar um refino uniforme, em geral, a ordem do erro da
solugdo numérica tende para a ordem tedrica, obtida a priori, tornando o estudo da anélise
do erro mais efetiva. Portanto, em decorréncia deste fato, no presente trabalho, utiliza-se

somente refino uniforme, em particular com razao (r) igual a dois.

A seguir, é mostrado como foi realizado este refino, partindo de uma malha inicial

com quantidade de nos pré-estabelecida.

3.1.1 Geracao das malhas

Ao refinarmos uma malha (g), com razao dois, na verdade estaremos dobrando a

dimensao do vetor

h = (hi,hgy.....hp)” (3.1)
da malha discretizada inicial (g), conforme mostra a ilustragao abaixo:

R N hy . hy hy

Né=.OJ 1] 2] 3] o o
x=0 Pl P2 P3 Pn—l L

Figura 6 — Malha discretizada inicial (g), intervalo Q[0, L].

As entradas deste vetor possuem a propriedade:
n
i=1
Portanto, tem-se n + 1 pontos nodais na malha discretizada. Os pontos P;, para

1 =1,2,..,n — 1, correspondem aos pontos nodais da malha inicial, com excecao dos
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extremos. Conforme é refinada a malha, novos pontos nodais sdo obtidos, mas os pontos
P; permanecem inalterados, conforme mostra a Figura 7.

m hi ho ha  hy  hs ho1  hy I, h.,
2 2 2 2 2 2 - 2 2 2
N6 =0 1 2 3 4 5 6f--2(n—3 2n=2)| 2(n—1) 2n
x=0 P1 Pg P3 Pn—l

Figura 7 — Malha gy, resultante do refino de razao dois a partir da malha inicial g.

Portanto, tem-se 2n + 1 pontos nesta nova malha, originada do refino da malha g.
O novo vetor h, possui 2n elementos da forma:

by by by by g by
2792729279777 97 9 '

Deste modo, conforme é refinada a malha inicial, os pontos P; permanecem inalte-

(3.3)

rados. O nimero de nés que é obtido na nova malha, apés um nimero determinado de
refinamentos, é representado pela equagao

2kn 41, (3.4)

onde k corresponde a quantidade de refinos sobre a malha inicial e n a dimensao do vetor

h inicial. A Figura 8 mostra um exemplo pratico do refino empregado neste trabalho.

hy=20,35 h, = 0,15 h; = 0,50
N6 =0 1 2 3
x=0 P=0,3 P=0,5 !
(a) Malha inicial g.
hi=10,35 ] ._._hg =0, 15:_ ._ h3 = 0,50
hi/2 h,/2 hs/2
N6=10 1 2 3 4 5 5
x=0 1=0,35 P=0,5 1
(b) Malha g1, k = 1.
_ hy=10,35 ] .__hg =0, 15_._ hs = 0.50
hy/4 h2/4. hs/4
No =10 1 2 3 4 |5 |6 7 8 9 10 1 12
x=0 p) 5

1
(c) Malha go, k = 2.

Figura 8 — Exemplo do esquema de refino uniforme com razao 2, aplicado em malhas nao
uniformes.
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3.2 APLICACAO DE MER

Baseado nos trabalhos de Martins (2013) e Martins et al. (2013), para melhor
empregar MER na variavel de interesse, deve-se primeiramente identificar qual o seu tipo,
de acordo com a classificacio (MARTINS, 2013; MARTINS et al., 2013):

Tipo I: sdo varidveis locais, cuja localiza¢ao coordenada (c) é mantida em todas as
malhas (g) consideradas e coincide com um ponto nodal (Fig. 91I), ou ainda, é caracterizada

por uma variavel global.

Tipo II: sao variaveis locais em que c situa-se no ponto médio entre pontos nodais
de (g), ou seja, suas coordenadas coincidem com a média aritmética entre as coordenadas
nodais (Fig. 91II).

Tipo III: sao varidveis locais com ¢ nao coincidente com um ponto nodal de g,
nem com o ponto médio entre coordenadas nodais, entretanto, possui uma localizagao fixa

(Fig. OI1I).

Tipo IV: sao variaveis locais cujo valor é conhecido previamente. Nesse caso,
busca-se identificar ¢ (Fig. 9IV).

Tipo V: sado variaveis locais onde ¢ é desconhecida previamente, isto é, sao variaveis

que podem apresentar mudanga de coordenada em malhas distintas (Fig. 9V).

O O malha fina;

® O malha grossa;
O Q" : malha super-grossa;

e g, e ¢ e

Figura 9 — Tipos de varidveis (MARTINS, 2013; MARTINS et al., 2013).
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Para cada varidvel, Martins (2013) e Martins et al. (2013) determinam formas para

se obter a variavel de interesse, de acordo com a sua classificagdo, resumidamente:

Tabela 3 — Metodologia para o emprego de MER (MARTINS et al., 2013).

Variavel Obtencao de ¢
Tipo I Obtém-se ¢ em cada malha e emprega-se
MER diretamente com a a Eq. (2.37).
Tipo I1 Emprega-se interpolacao linear, para
obtencao da ¢, e em seguida considera-se
a Eq. (2.37).

Tipo III Emprega-se interpolac¢ao polinomial, com
grau maximo possivel, para obtencao da
¢, em seguida considera-se a Eq. (2.37).
Tipo IV Emprega-se interpolacao polinomial, com
grau maximo possivel, e resolve-se a equagao
polinomial obtida considerando-se a
igualdade entre o polindbmio obtido e o
valor estabelecido a priori, para a obtencao
de ¢ em cada malha e, entao, considera-se
a Eq. (2.37).
Tipo V Emprega-se interpolagao polinomial com
o grau maximo possivel e, busca-se o seu
ponto 6timo (méximo ou minimo) para
determinacao de ¢ em cada malha, e
ao final considera-se a Eq. (2.37).

3.3 MODELO MATEMATICO

A concepcao de andlise de erro s6 é segura se verificada em modelos matematicos
com solucao analitica, pois somente neste caso é possivel mensurar exatamente qual sera o

erro numérico, condi¢ao essencial para estudo base (SCHNEIDER, 2007).

Martins (2013) verificou a eficicia de MER para o caso da difusao unidimensional
com geracao de calor, resultando em uma equacao de Poisson 1D, ja apresentada na Segao
2.1: ,

£ _ g
T(0) =Ty, T(L)="Ty.

Para este caso, Martins (2013) considera um caso especifico para fins de estudo,

adotando a solucao analitica (fabricada) no intervalo €0, 1]:
-1
T(z) = ?6396 + 3z + 2, (3.5)

que acarreta em



Capitulo 3. METODOLOGIA PARA O EMPREGO DE MER 45

Com a solucao analitica, é possivel analisar se o modelo matematico é resolvido
adequadamente, através do método numérico. Martins (2013) resolveu esta equacao, através
do Método de Diferencas Finitas (MDF), com objetivo de empregar MER, para reduzir
o erro de discretizagdo (Eh), obtendo resultados significativos. Porém Martins (2013)

utilizou espacamentos (h) uniformes entre os nés.

A proposta deste trabalho é resolver o mesmo modelo matematico proposto por

Martins (2013), isto é
T =9

TO)=2;T(1) =" +5

mas utilizando espagamentos h nao uniformes na discretizacdo do problema, tendo o

(3.7)

mesmo objetivo, isto é, a redugao do erro de discretizacao (Fh).

Obtém-se as solugoes numéricas da equagdo (3.7) empregando o Método de Dife-
rengas Finitas, utilizando a aproximagao CDS (Segao 2.2.2) para a derivada de segunda
ordem, em malhas ndao uniformes, com o método TDMA, para resolucao dos sistemas

lineares, originados do processo de discretizagao.

Para geracao das malhas, utiliza-se a metodologia proposta na Secao 3.1.1, com
dois modelos de malhas iniciais. A primeira (Malha A) (Figura 10), é escolhido o vetor h,

com dimensao 3, com entradas:
hy =0,35; hy =0,15; hg = 0,50 (3.8)

onde
hi+ he + hs = 1.

Portanto, segue que

P =0,35 P, =0,5. (3.9)
hi=0,35 h>=0,15 hs=0,5
N6 =0 11 2 3
x=0 Pl=0135 P2=O,5 1

Figura 10 — Intervalo discretizado, malha inicial A.

Nao existiu algum tipo de critério para escolha das constantes hi, ho, h3, apenas

que elas satisfazem os critérios pré-estabelecidos dados pela equacao (3.2).

De forma anéloga, para o segundo modelo (Malha B), o vetor h, desta vez, possui
dimensao 10. Com auxilio da sub-rotina random__number da biblioteca Portlib do

Fortran!, obtém-se as entradas do vetor h, de forma aleatéria:

1 Fortran é uma das principais linguagens de programacao, utilizada na engenharia, para aplicacdes

cientificas.
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hy 6, 8480868242F — 08
hs 4,4503481289F — 03
hs 6, 1569559588 K — 02
hy 1,1648155581F — 01
b hs ~ 1,6820478456 £ — 01 (3.10)
he 1,4641324616 F — 01
hy 5,8572243238F — 02
hg 1,5986867833F — 01
hgy 1,3900348820F — 01
h1o 1,4543602751F — 01
em que
10
> hi=1
i=1
Com efeito,
P 6, 8480868242F — 08
Py 4,4504166098E — 03
P; 6,6019976198F — 02
Py 1,8250153200F — 01
Ps | = | 3,5070631656F — 01 | . (3.11)
Py 4,9711956272F — 01
P; 5,5569180596 F — 01
Py 7,1556048429F — 01
Py 8,5456397249F — 01

Definido os dois modelos de malha, as variaveis de interesse a serem analisadas sao:

temperatura nos pontos nodais P; da malha inicial, para i = 1,..,n — 1 (Tp,), inclinacdo
— daT ineli 5 — dar

da temperatura em z = 1 (( dx) le), inclinagao da temperatura em x =0 (( dx) x:O),

temperatura média (7,,), temperatura no ponto % (Ty/3), temperatura maxima (Tr,qz) €

finalmente o ponto onde a temperatura é maxima (z,,qz)-

A Tabela 4 mostra a classificacdo de cada variavel de acordo com a metodologia
proposta na Secao 3.2, para aplicacao de MER. Todas as varidveis de interesse possuem

solugdo analitica exata (®). As simulagdes foram feitas com precisao quadrupla, em Fortran.

A resolugdo numérica da equagao (3.7), assim como a obtengdo numérica das

variaveis de interesse, podem ser vistas nos apéndices.
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Tabela 4 — Classificacao das varidveis de interesse para aplicacao de MER.

Variavel Tipo

Tp, I
(fli%) =0 I
(%) =1 I
T I
T3 11
max \4
Tmaz \4

3.4 RESUMO DO CAPITULO 3

Neste capitulo foi apresentada a metologia utilizada para aplicar MER, para o
modelo matemaético proposto por Martins (2013) (Eq. (3.7)):
T -9

W = ?639” T € Q[O, ]_]

T0)=2;T(1) =" +5

A discretizacao do dominio foi realizada com o MDF para malhas nao uniformes,
utilizando dois modelos de base iniciais, para obter as outras malhas a partir do processo
de refino, que convenientemente foi escolhido uniforme. Porque neste caso (refino uniforme),
segundo Schneider (2007) a ordem do erro da solu¢ao numérica tende para ordem tedrica,
estimada a priori, facilitando as anélises. Neste trabalho, utiliza-se a razao de refino (r)

uniforme igual a dois.

O objetivo das simulagoes consiste em avaliar e analisar o desempenho de MER
nas variaveis de interesse. A metologia utilizada aqui esta baseada nos trabalhos de Marchi
(2001), Schneider (2007) e principalmente Martins (2013).
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4 RESULTADOS

Por questoes de praticidade, neste capitulo sao apresentados apenas os graficos, para
mais detalhes dos resultados (tabelas e graficos adicionais), veja o apéndice A. Denota-se
por Eh, Em, pEh e pEm, o erro de discretizacao e ordem de acuracia sem e com MER

respectivamente, aplicado na variavel de interesse.

Quando ¢é referido a quantidade de extrapolagoes utilizadas, pode-se interpretar
como o numero de solu¢des numéricas empregadas para aplicar MER, porque as extrapo-

lagoes foram feitas de acordo com o algoritmo proposto na Figura 5 da Secao 2.6.1.

Para obter Em e Eh, utilizou-se as equagoes (2.39) e (2.31) respectivamente, visto
que existe a solucao analitica exata (®), analogamente para as variaveis pEh e pEm foram
obtidas através das equagoes (2.33) e (2.38). Vale ressaltar, para o célculo de pEm é
usado somente as solugoes extrapoladas em niveis (m) diferentes, isto é: ¢1 9, @21, P32,
s PG-1.6-2, Pc,g-1, conforme é mostrado na Figura 5. Portanto é esperado que pEm
tenha um aumento consideravel, mas nao tenda para ordens verdadeiras do método

escolhido, isto é, por exemplo, considere as ordens verdadeiras:
po=2, p1=4 pp=06p3=8,...
Nao necessariamente pEm tendera para
2,4,6,8, ..,

conforme ¢é utilizado solugdes obtidas em malhas mais finas, para o calculo de pEm. Porém

caso m seja fixo, por exemplo m = 1, da Figura 5:

2,1, P31, Paty oy OG-

Neste caso pEm tendera para 4, utilizando m = 2, tem-se:

03,2, P12, P13, .-, P 2-

Agora pE'm tendera para 6, e assim por diante. Na Figura 11, é apresentado um exemplo

deste resultado teoérico, comentado anteriormente.
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—8m—nA)
—o— el
—o—nrl
—0— =3

T —4—prd

—A— s
—¥— nrh
—v— =T
—hA— 8
—q—n9

—X— =10

.................................................................................

Figura 11 — Efeito da ordem pEm, de acordo com o nimero de extrapolagoes m, adaptado
de Marchi et al. (2013).

4.1 RESULTADOS DA MALHA A

Nesta simulagao foram utilizadas 25 malhas distintas, ndo uniformes, cuja malha
mais grossa (Figura 10), contém quatro nés, onde estao incluidos os pontos nodais P; e
P, sendo esta a base para geracao das outras malhas, conforme explicado na Secao 3.1.1,

cuja malha mais fina contém 50.331.649 nos.

4.1.1 Variavel Tp,

Para a variavel T, (T avaliada em P;), pode-se aplicar MER diretamente. Neste

caso, por ser uma variavel do tipo I.

Como pode ser visto na Figura 12a, foi obtido uma significativa melhora na redugao
de E'h, para variavel nodal T, com o emprego de MER. Para varidveis do tipo I, MER
funciona melhor, comportamento teérico esperado, conforme Martins et al. (2013) e Martins

(2013) relataram para este mesmo problema, com espagamento (h) uniforme.

Em relagao a ordem de acuracia (Figura 12b), para efeito de verificagao, era previsto
que pEh convergisse para dois ao invés de um (ordem tedrica), pois o refino realizado foi
uniforme. Resultado similar, pode ser encontrado no trabalho de Marchi (2001), utilizando
malhas nao uniformes, com refino uniforme. Deve-se ser ressaltado o consideravel aumento
da ordem de pE'm, sendo superior a 10. Para a variavel nodal Tp,, foram obtidos resultados

similares, podendo ser vistas no apéndice A.
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modulo do erro

ordem efetiva

(b) pEh e pEm.

Figura 12 -~ MER aplicado em variavel do tipo I, malha A, varidvel T, com 25 extrapo-
lagoes.

4.1.2 Temperatura média

Para a temperatura média (7,,) foram obtidos resultados similares na redugao
de Eh com MER (Figura 13a), em relacao a varidvel analisada anteriormente, por ser

também do tipo I.
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A ordem de acuracia com e sem MER (Figura 13b), novamente teve o compor-
tamento teodrico esperado: pEh convergiu para ordem tedrica prevista e pEm teve um

aumento significativo.

modulo do erro

20 2 el X |||||||! X |||||||! N ||A||||! 21l 2 ol 1 anul PETRRTTT
: : : \$
\$ ‘
154 \
2
» f f 5 ‘\’&
o AT pER | N
£ 10 DEm N
S \
£ ’ﬁ\
g 54 g
1 l—l—l:—l—l—l—‘l—l—l—i—l—l—l‘—l—l— ‘m-E-E-E-E-E-E_g
“‘\
: MM rsz\ /M\ / \/
T T "; . T
10" 10° 10° 10* 10° 10® 10" 10°

(b) pEh e pEm.

Figura 13 — MER aplicado na variavel do tipo I, malha A, variavel T,,,, com 25 extrapola-
coes.
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4.1.3 Inclinacao

Para obter as inclinagoes (%L) nos pontos 0 e 1, utiliza-se aproximagoes em
Diferengas Finitas do tipo DDS-2 e UDS-2 (Secao 2.2.1), para malhas nao uniformes. Aqui
a notacao

Eh,x =0;

significa: erro de discretizacao sem MER, na inclinagao ( %’ ), avaliada no ponto x = 0.
€T

A mesma analogia é feita para pEh, pEm e Em.

Como pode ser observado na Figura 14, foram obtidos resultados similares com

relacao as variaveis analisadas anteriormente, por ser também do tipo I.

modulo do erro

= 3.
O uluadidinluad,
o

Figura 14 — Eh e E'm da variavel (d—T)’ com 25 extrapolagoes, malha A.

L

Novamente a ordem de acuracia com e sem MER teve comportamento esperado,
como pode ser visto na Figura 15, exceto pela inclinacao avaliada em x = 0 que apresentou
oscilagoes para variavel pEm, até atingir o erro de maquina, devido a variavel Fh, que

apresentou um aumento das suas ordens verdadeiras de

Po=2,p1 = 3,p2 =4,p3 =5, ...(previsto)

para

bo = 27p1 = 4,]92 = 6,]93 = 8,

Estes casos eventualmente podem acontecer, como pode ser visto em Marchi (2001).
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ordem efetiva

Figura 15 — pEh e pEm da variavel (ﬂﬂ com 25 extrapolacoes, malha A.

XL

4.1.4 Variavel Ty

Até o momento foram obtidos resultados significativos, ndo encontrando nenhum
tipo de empecilho, para todas as variaveis analisadas. Porém a partir desta variavel do
tipo III, existe a influéncia do erro de interpolacdo, ocasionado possivelmente pelo erro de
arrendondamento. As analises que sao feitas nesta secao e nas secoes 4.1.5, 4.2.4 e 4.2.5,

motivaram a criacao do apéndice B.

Para obter a varidvel do tipo III (73/3), ¢ utilizada a metodologia proposta na
Secao 3.2, ou seja, emprega-se interpolagao polinomial com o grau maximo possivel, para

obtencao de ¢, em seguida aplica-se MER.

Neste trabalho, foram testadas interpolagoes de ordens 1 até 10 para obtencao
da ¢ do tipo III. Considera-se neste trabalho o grau maximo possivel a interpolagao de
ordem 10, devido ao seu auto custo computacional em relagao aos outros graus testados

de polinémio.

Além das andlises dos resultados obtidos apds a aplicagao de MER, nesta variavel,
realizou-se uma breve andlise do erro de interpolagao (&,) cometido na obtencao destes
polinémios (¢,), para cada ordem n utilizada. Para obter &, considera-se a aplicagdo da
equagao (2.23):

£0(2) = T(2) — () (4.1)
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onde T é a solucdao aproximada obtida do modelo matemaético, neste caso dado pela
equagao (3.7)

&¢T =9

W = ?6 T € Q[O, ]_] ’

TO)=2;T(1)="E+5

obtida com o método de Diferencas Finitas.

Como as interpolacoes sao feitas em n + 1 nés da malha, portanto o valor de T
¢é conhecido nestes noés, deste modo faz sentido avaliar o erro de interpolacao através da

equacgao (4.1), apenas nos nés que foram realizadas as interpolagoes, e se

Enlzr) = T(x1) — on(zr) = 0, (4.2)

para k =1,2,..,n + 1, significa que s6 existe este polindbmio que cumpre esta propriedade
do Teorema 2.3.1.

Porém devido ao erro de arredondamento e outras fontes do erro numérico ja vistas
aqui, a propriedade dada pela equacao (4.2) pode nao ser satisfeita com exatidao, e em
alguns casos pode até influenciar na obtencao da ¢. Para tanto, calcula-se a norma do erro

de interpolacao avaliada nos nés (Eq. (4.2)), através da norma ||.||o, (norma linha), onde
12| |oe = maxy<icnlai] © € R™, (4.3)

para facilitar as analises, na Figura 16 é apresentado um dos graficos em escala bilogaritmica

com esta norma em cada malha.

Este processo serviu como etapa de verificagao da interpolagao, como podera ser
visto mais adiante, outros detalhes deste estudo, assim como o método empregado para

obter a solugao numérica 7153, veja o apéndice B. Aqui a notagao
Eh,p=1;

significa: erro de discretizagao sem MER, com interpolacao de ordem p = 1, da varidvel de

interesse. A mesma analogia é feita para pEh, pEm e Em.

Prosseguindo, conforme refina-se a malha, o erro de interpolagao tende a crescer,
como pode ser visto na Figura 16a, influenciando diretamente a solugao numérica e
consequentemente o erro de discretizagdo (Figura 16b), neste caso Eh ji nao é mais
somente afetado pelo erro de discretizacao e assim passa a ser somente o erro numeérico,
seguindo a definicao vista na Sec¢ao 2.5.5, para alguns graus de polinémios e neste caso

MER pode ter seu desempenho prejudicado.

Com excegao da interpolagao de grau um (Interpolagao Linear), que teve resultados
inferiores, ja na obtencao de Fh, o restante possui Fh com a mesma grandeza. Enquanto
o erro de discretizagao permanece de forma linear (Figura 16b), a solugdo numérica obtida,

difere apenas nas casas decimais. Quanto maior o grau da interpolacao, maior a quantidade
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de casas corretas. Assim o desempenho de MER com interpola¢des com ordens maiores,
tem resultados melhores, como Martins (2013) mostrou em seu trabalho para varidveis
deste tipo. Isto acontece até o momento que Eh passa a ser influenciado pelo erro de

interpolagao.

Para mostrar esse efeito, considera-se as malhas geradas nos intervalos 1072 até
107 no eixo h, da Figura 16b, em seguida aplica-se MER, gerando os graficos da Figura
18. Perceba que nas malhas mais grossas, por possuirem poucos pontos as interpolagoes de
alta ordem, por exemplo 7, 8, 9 e 10, possivelmente nao sao realizadas pela falta de pontos
na malha. Portanto, para este caso em particular, é escolhido este intervalo. Note que se
for utilizado o intervalo 1072 até 10~% do eixo h e considerando as interpolacoes de ordens
8,9 e 10, a partir de h < 107°, as solugoes numéricas ja estariam comprometidas, devido
ao erro de interpolagdo, como pode ser visto no grafico da Figura 16a. Para este intervalo
considera-se as solugoes numéricas obtidas somente com as interpolagoes de ordem 1, 2, 3,

4,5, 6 e 7, para obter os graficos da Figura 17.

As ordens de acuracia com e sem MER (Figura 17b e 18b), tiverem comportamento
teodrico esperado, como previsto, enquanto o erro de discretizacao nao é afetado pelo erro de
interpolagao. Note que pFEh convergiu para ordem tedrica, para o caso uniforme, devido ao
refino empregado. Para este caso, os melhores resultados foram obtidos com as interpolagoes
de ordens 10 e 9 (Figura 18a), porque foi obtido a menor grandeza de Em, chegando a
quase 1073%, com apenas 10 extrapolacdes. Ou seja, os melhores resultados foram obtidos
com as maiores interpolagoes feitas, como é previsto e confirmando a premissa de Martins
(2013).

No apéndice A, é apresentado na Secao A.2.5 as tabelas contendo todos os re-
sultados obtidos deste experimento, utilizando as 25 malhas, as interpolagoes de ordens
1 e 2 obtiveram resultados inferiores na reducao de Eh, como o leitor podera observar
também. Mesmo utilizando mais extrapolagoes os melhores resultados continuam sendo
das interpolacoes de ordem 9 e 10, atingindo uma magnitude de erro inferior a 1072, Os

dados utilizados para realizacao dos graficos desta secdo, esta na Segao A.2.5.1.

As analises feitas a posteori do erro de interpolac¢ao, indicam que quando o erro
de interpolagao (Figura 16a), estd com a magnitude do erro préxima a precisao utilizada,
isto é entre 10734 e 1072% (neste caso era precisdo quadrupla), que a solucdo obtida com
esta interpolacao era bem acurada e consequentemente, as chances de aplicar MER com

sucesso para melhorar esta solucdo eram maiores.
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Figura 16 — Influéncia do erro de interpolacao (&,) no erro de discretizagao (Eh), para
obtengao da varidvel de interesse T5/3, malha A.
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Figura 17 — MER aplicado na varidvel do tipo III, malha A, varidvel T5/3, com 22 extra-
polagoes.
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Figura 18 — MER aplicado na varidvel do tipo III, malha A, varidvel T5/3, com 17 extra-
polagoes.
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4.1.5 Variaveis T4 € Tz

Para obter as variaveis do tipo V (Tuz € Tmae), utiliza-se a metodologia proposta
na Secao 3.2, isto é, emprega-se interpolacao polinomial com o grau maximo possivel e,
busca-se o seu ponto 6timo (méximo ou minimo) para determinagao da ¢, em seguida
aplica-se MER.

Com a finalidade de aplicar MER, para este tipo de variavel (Tipo V), testou-se
interpolacoes polinomiais de ordens 2 até 10. Neste trabalho busca-se o ponto de méximo
em cada interpolacao, este ponto corresponde a variavel x4, € Tinee @ Sua temperatura
correspondente em cada ordem de interpolagao. Considera-se a ordem méxima possivel a
interpolagao de grau 10, assim como feito na secao anterior, para mais detalhes do método
utilizado para determinar as variaveis ,,q. € Tnae, veja 0 apéndice B. Nesta se¢do também
¢ realizado andlises do erro de interpolagao cometido, para obtencao da variavel ., €

consequentemente 7},,q..

Ao contrario do que foi feito na se¢ao anterior, para aplicar MER foram utilizadas
todas as solugoes numéricas disponiveis, quando possivel, visto que por exemplo nas
malhas inicias a interpolacao de ordem 10 nao se aplica, pela falta de pontos ou por nao

atender o critério da escolha desses pontos. Estes resultados podem ser vistos no apéndice
A.

Para variavel z,,,, conforme é refinada a malha, o erro de interpolacao tende a
crescer (Figura 19a), influenciando diretamente a solugdo numérica e consequentemente o
erro de discretizagao desta varidvel (Figura 19b). Porém neste caso, ocorreu outro problema
nas malhas iniciais: o método empregado para obtencao da variavel z,,,., ndo obteve
bons resultados na obtencao do ponto de maximo com algumas interpolacoes, nas malhas
iniciais. Mas conforme a malha é refinada, o método passou a funcionar de forma eficiente.
Para estes dois problemas relatados, assim como na secao anterior, Fh ja nao é mais
somente afetado pelo erro de discretizacao e portanto passa a ser somente o erro numérico,

para algumas solucoes obtidas, deste modo o desempenho de MER pode ser comprometido.

Para esta variavel, constatou-se um desempenho inferior com a interpolagao de
ordem 2, j& na obtengao de Eh, porém nas outras ordens (p = 3,4, ..,10), Eh teve desem-

penho similar, até ser contaminado em algumas interpolagoes pelo erro de interpolacao.

Por outro lado, o Eh da variavel T,,,, (Figura 20), teve resultado similares, mesmo
sendo afetada indiretamente pelo erro de interpolagdo e o problema de convergéncia do

método utilizado, porque sua obtencao depende da variavel x,,q;.
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Figura 19 — Influéncia do erro de interpolacao (&,) no erro de discretizagao (Eh), para
obtenc¢ao da variavel de interesse ,,q,, malha A.
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Figura 20 — Eh da da variavel de interesse T},,,, malha A.

Como foram utilizadas todas as malhas, as primeiras solu¢des numéricas obtidas
tiverem influéncia no desempenho de MER na variavel x,,,,, mas independente deste
problema, conforme as solu¢cdes numéricas e ordem de acuracia melhoravam e consequen-
temente a ordem de acurdcia com MER melhorava (Figura 21) e por fim MER tinha o
efeito esperado, como pode ser visto na Figura 22. Mesmo com a ordem de acurdcia sem
MER funcionando bem para outras interpolagoes (em sua maioria), o melhor resultado foi
obtido com a interpolacao de ordem 9, mesmo com o problema da acuracia nas malhas

iniciais, obtendo magnitude do erro para Em inferior a 10728,

Note que, se escolhidos os intervalos onde foram obtidas as solu¢des numéricas,
igual feito na se¢do anterior, possivelmente MER teria um desempenho bem mais acurado
e provavelmente as interpolagoes de ordens 9 e 10 seriam as melhores (quase empatadas),
conforme Martins (2013) mostra em seu trabalho para varidveis deste tipo. Portanto,
embora os resultados com a interpolacoes de alta ordem ja sejam significativas, seguindo a
linha de pensamento da secao anterior, é possivel deixar as solugdes mais acuradas ainda,
simplesmente ignorando as solugdes numéricas obtidas nas malhas iniciais, com intuito de

aplicar MER logo em seguida, nestas solu¢oes numéricas mais acuradas.
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Figura 21 — Influéncia de pE'h em pEm, aplicado na variavel do tipo V, malha A, variavel
Tmaz, COM 0 Maximo de extrapolagoes possiveis.
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Figura 22 — MER aplicado na variavel do tipo V, malha A, variavel x,,q,, com o maximo
de extrapolagoes possiveis.

Para variavel T,,.,., como as solucoes obtidas nas malhas iniciais nao tiveram
problemas, assim as ordens de acurdcia apresentaram comportamento esperado (Figura
23) e consequentemente MER funciona melhor (Figura 24). Novamente as interpolagoes

com grau maior apresentaram erro menor, em particular as de ordens 9 e 10.

Como ja comentado anteriormente, era possivel ter um desempenho melhor com
MER, se tivessem sido escolhidas as solugdes numéricas conforme foi feito na segdo anterior.
MER teria o efeito esperado, porém esse resultado mostra que, mesmo tendo algumas
solugoes pouco acuradas, MER pode funcionar tendo desempenho significativo, porém
necessita de mais malhas com solugoes bem acuradas para chegar no erro de maquina.
Mas continua melhor, em comparacao com o nimero de malhas utilizadas para obter
Eh com magnitude 10~ e 1071, valores maximos alcancados em malhas com milhdes de

pontos, para as duas variaveis de interesse.

Para obter os resultados apresentados nesta se¢ao, recomenda-se utilizar inter-
polacdes com o grau méaximo possivel. Pelas andlises feitas, foram obtidos resultados
qualitativos do apresentado por Martins (2013), para estas mesmas varidveis com malhas

uniformes.
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Figura 23 — Influéncia de pE'h em pEm, aplicado na variavel do tipo V, malha A, variavel
Trnae, com o maximo de extrapolagoes possiveis.
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Figura 24 — MER aplicado na variavel do tipo V, malha A, variavel T,,,,, com o maximo
de extrapolagoes possiveis.

4.2 RESULTADOS DA MALHA B

Nesta simulacao, foram utilizadas 23 malhas distintas, nao uniformes, cuja malha
mais grossa (malha B) contém onze nés, com espagamentos determinados pelo vetor h
(Eq. (3.10)), onde estao incluidos os pontos nodais Pi, Ps,..., Py (Eq.(3.11)), sendo esta a
base para geracao das outras malhas, conforme explicado na Se¢ao 3.1.1, cuja malha mais
fina contém 41.934.041 nés.

Por questoes de praticidade, assim como feito na se¢do anterior, sao apresentados
apenas os graficos. Para mais detalhes dos resultados (tabelas e graficos adicionais), veja o

apéndice A.

Como a obtencao das variaveis de interesse é idéntica, mudando apenas a malha
inicial, nesta segdo sao apresentadas somente os resultados (graficos). Foi a utilizada a
quantidade maxima de extrapolacoes possiveis em todos casos. Os resultados apresentados
aqui foram melhores com relagao aos da se¢ao anterior, pelo fato da malha inicial B conter
mais pontos, nao ocorreram problemas com a obtencao de E'h nas variaveis do tipo V nas

malhas iniciais, somente o erro de interpolacao afetou a acuracia de Eh nas variaveis dos
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tipos III e V em algum momento, como era esperado. Portanto as conclusoes feitas na

secao anterior foram alcangadas com uma maior acuracia na malha B.

4.2.1 Variavel Tp,
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Figura 25 — MER aplicado em variavel do tipo I, malha B, varidvel Tp,.
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4.2.2 Temperatura média
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Figura 26 — MER aplicado na variavel do tipo I, malha B,variavel T,,.
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4.2.3 Inclinacao
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Figura 27 — MER aplicado na variavel do tipo I, malha B, variavel (ﬂ)‘ .
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4.2.4 Variavel Ty
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Figura 28 — Influéncia do erro de interpolacao (&,) no erro de discretizagao (Eh), para

obtengao da varidvel de interesse T5/3, malha B.
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Figura 29 — Influéncia de pEh em pEm, aplicado na variavel do tipo 111, malha B, variavel
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Figura 30 — MER aplicado na varidvel do tipo III, malha B, varidvel Ty/3.
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Figura 31 — Erro de interpolagao (&), variavel x,,,,, malha B.
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Figura 33 — Influéncia de pE'h em pEm, aplicado na variavel do tipo V, malha B, variavel
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4.3 RESUMO DO CAPITULO 4

Neste capitulo foram apresentados resultados do estudo realizado no trabalho.
Como conclusao geral dos significativos resultados obtidos, pode-se estender a metodologia
abordada na Tabela 3, para o modelo matematico trabalhado aqui, utilizando malhas nao

uniformes com refino uniforme.

Conclui-se que as variaveis do tipo I funcionaram conforme previsto na litera-
tura, isto é, foram obtidos resultados significativos na reducao de Eh, aplicando MER
diretamente. As variaveis to tipo III e V, obtiveram seus melhores resultados com as
interpolagoes de ordens 9 e 10, sendo estas as interpolacoes de mais alta ordem utilizadas
aqui, e neste caso é o grau "maximo possivel", conforme Martins (2013) propde em sua
nova metodologia. As interpolacoes de ordens 1 e 2 tiveram o pior desempenho, mesmo
utilizando um ntimero maior de malhas com relagdao as outras interpolagoes, este resultado

também era previsto por Martins (2013).

Portanto, foram obtidos resultados qualitativos com os de Martins (2013), para as
variaveis estudadas, neste mesmo problema-modelo com malhas uniformes. Sendo este um

resultado significativo, porque os resultados obtidos por Martins (2013) sao relevantes.

Conclui-se também que ao se utilizar uma malha inicial com mais pontos, MER
¢ mais eficiente, resultado ja visto na literatura para malhas uniformes nos trabalhos de
Marchi e Giacomini (2014) e Marchi e Germer (2009).



7

5 CONCLUSAO

O objetivo principal deste trabalho foi alcancado: contribuir para a superagao
das dificuldades do emprego de MER em CFD, em particular para variaveis de

interesse que nao sao do primeiro tipo.

Através deste trabalho foi possivel estender os significativos resultados de Martins
(2013) para malhas nao uniformes. Durante as anélises feitas, pode-se verificar que é
possivel aplicar interpolagoes de ordens 6 e 7 para variaveis do tipo III e V respectivamente,
quando se tem varias malhas a disposicao, obtendo resultados similares e para alguns casos
até melhores em relagdo as interpolagoes de ordens maiores (graus 9 e 10) utilizadas aqui,

neste caso o custo computacional é reduzido significativamente.

Além desta observagao, foi apresentado uma forma de estimar a acuracia da ¢,
obtida através das interpolagoes realizadas com as solugoes numéricas de cada malha, a
estimativa a priori realizada foi obtida por meio das anélises do erro de interpolacao em
cada malha. Embora seja simples a ideia, ndo foram encontrados na revisao bibliografica
trabalhos que abordem desta forma, este tema. Para malhas nao uniformes, segundo
Schneider (2007), Marchi (2001) entre outros autores ¢ complicado controlar o erro de
discretizacao para malhas nao uniformes, portanto quanto mais ferramentas estiverem

disponiveis na literatura, melhor vai ser esse controle.

Para trabalhos futuros (sugestoes):

e Trabalhar com a variacao da razao de refino (r=2,3,..,etc.) das malhas. Trabalho
semelhante feito por Marchi e Giacomini (2014) para malhas uniformes, com o
objetivo de investigar o desempenho de MER na reducdo de Eh nas variaveis de

interesse estudadas.
e Trabalhar com o método de discretizagao em Volumes Finitos.

e Estender os resultados Martins (2013), ou seja trabalhar com modelos bidimensionais

nao uniformes com o intuito de reduzir e estimar o erro de discretizacao com MER.



78

Referencias

ALVES, C. A. Verificagao de solugbes numéricas da equagao de Laplace 2D
com malhas triangulares e miltiplas extrapolagoes de Richardson. Tese de
Doutorado em Engenharia Mecanica — Universidade Federal do Parana, Curitiba, PR,
2010. Citado 2 vezes nas paginas 22 e 23.

AMAT, S.; BUSQUIER, S.; LEGAZ, M. J.; MANZANO, F.; RUIZ, J. Reciprocal
polynomial extrapolation vs Richardson extrapolation for singular pertubed boundary
problems. Numerical Algorithms, n. 61, p. 631-647, 2012. Citado na pagina 23.

ARAKI, L. K. Verificacao de Solucées Numéricas de Escoamentos Reativos
em Motores—foguete. Tese de Doutorado em Métodos Numéricos em Engenharia —
Universidade Federal do Parana, Curitiba, PR, 2007. Citado na pagina 22.

BOYCE, W.; DIPRIMA, R. C. Equagoes diferenciais elementares e problemas de
valores de contorno. 7. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2002. Citado 2 vezes nas péaginas 19
e 27.

CHANG, C.; LIN, J.; TSAI, W.; WANG, Y. Using Richardson extrapolation techiques to
price american options with alternative stochastic processes. Review of Quantitative
Finance and Accounting, n. 39, p. 383-406, 2012. Citado na péagina 23.

FORTUNA, A. Técnicas computacionais para dinidmica de fluidos. Sao Paulo:
EDUSP, 2000. Citado 5 vezes nas paginas 18, 20, 21, 22 e 27.

FRANCO, N. B. Calculo Numérico. 1. ed. Sao Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007.
Citado 4 vezes nas paginas 29, 30, 32 e 40.

MALISKA, C. R. Transferéncia de calor e mecanica dos fluidos computacional.
2. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2004. Citado 4 vezes nas paginas 20, 21, 26 e 27.

MARCHI, C. H. Verificagao de solugées numéricas unidimensionais em dindmica
de fluidos. Tese de Doutorado em Engenharia Mecanica — Universidade Federal de
Santa Catarina, Florianopolis, SC, 2001. Citado 20 vezes nas paginas 8, 18, 19, 21, 22,
27, 28, 29, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 40, 41, 47, 49, 52 e T7.

MARCHI, C. H.; GERMER, E. M. Verificacdo de esquemas advectivo-difusivos 1D
com e sem multiextrapola¢cdo de Richardson. Proceedings of the XXX Iberian
Latin American Congress on the Computational Methods in Engineering
(CILAMCE), Armacao dos Buzios , Brasil, 2009. Citado 2 vezes nas paginas 23 e 76.

MARCHI, C. H.; GIACOMINI, F. F. Efeito da razao de refino de malha sobre o
uso de multiextrapolacdo de Richardson em CFD. XXXV Congresso nacional de

matematica aplicada e computacional, Natal, Brasil, 2014. Citado 3 vezes nas
paginas 23, 76 e 77.

MARCHI, C. H.; NOVAK, L. A.; COSMO, D. S.; VARGAS, A. P. S. Highly accurate
numerical solutions with repeated Richardson extrapolation for 2D Laplace equation.
Applied Mathematical Modelling, 2013. Citado 4 vezes nas paginas 8, 9, 49 e 85.



Referéncias 79

MARTINS, M. A. Multiextrapolacdo de Richardson com interpolacao para
reduzir e estimar o erro de discretizacao em CFD. Tese de Doutorado em
Engenharia Mecanica — Universidade Federal do Parana, Curitiba, PR, 2013. Citado 29
vezes nas paginas 8, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 30, 32, 37, 38, 39, 40, 41, 43, 44, 45, 47, 49,
55, 61, 63, 76, 77, 140, 141, 149 e 150.

MARTINS, M. A.; MARCHI, C. H. Estimate of iteration errors in computational
fluid dynamics. Numerical Heat Transfer, Part B: Fundamentals, v. 53, n. 3, p.
234-245, 2008. Disponivel em: <http://dx.doi.org/10.1080/10580530701790142>. Citado
na pagina 34.

MARTINS, M. A.; MARCHI, C. H.; NOVAK, L. A.;; ARAKI, L. K.; PINTO, M. A. V.;
GONCALVES, S. F. T. Multiextrapolacao de Richardson com interpolagao para reduzir o
erro de discretizacao em CFD. Congresso de matematica aplicada e computacional
sudeste, Bauru, Brasil, 2013. Citado 5 vezes nas paginas 8, 10, 43, 44 e 49.

MUNYAKAZI, J. B.; PATIDAR, K. C. On richardson extrapolation for fitted operator
finite difference methods. Applied Mathematics and Computation, n. 201, p.
465-480, 2008. Citado na pagina 23.

OBERKAMPF, W. L.; TIMOTHY, T. G. Verification and validation in computational
fluid dynamics. Progress in Aerospace Sciences, n. 38, p. 209-272, 2002. Citado na
pagina 22.

RIBEIRO, A. A.; KARAS, E. W. Otimizacao continua: aspectos tedricos e
computacionais. Sao Paulo: Cengage Learning, 2013. Citado 2 vezes nas paginas 32
e 40.

RICHARDSON, L. F. The approximate arithmetical solution by finite differences of
physical problems involving differential equation, with an application to the stresses in
a masonry dam. Phylosophical Proceedings of the Royal Society of London, v.
210, Serial A, p. 307-357, 1910. Citado 2 vezes nas paginas 22 e 23.

RICHARDSON, L. F.; GAUNT, J. A. The differed approach to the limit. Phylosophical
Proceedings of the Royal Society of London, v. 226, Serial A, p. 229-361, 1927.
Citado 2 vezes nas paginas 22 e 23.

ROY, J. Review of code and solution verification procedures for computational simulation.
Journal of Computational Physics, n. 205, p. 131-156, 2005. Citado na pagina 22.

ROY, J. C.; BLOTTNER, F. G. Review and assesssment of turbulence models hypersonic.
Progress in Aerospace Sciences, n. 42, p. 469-530, 2006. Citado na pagina 22.

SCHNEIDER, F. A. Verificagdo de Solugées Numéricas em Problemas Difusivos
e Advectivos com Malhas nao Uniformes. Tese de Doutorado em Métodos
Numéricos em Engenharia — Universidade Federal do Parand, Curitiba, PR, 2007.
Citado 14 vezes nas paginas 8, 19, 21, 22, 23, 24, 32, 33, 37, 40, 41, 44, 47 e 77.

STEFFENSEN, J. F. Interpolation. 2. ed. New York: Chelsea Publishing Company,
1950. Citado 2 vezes nas paginas 32 e 40.


http://dx.doi.org/10.1080/10580530701790142

Referéncias 80

VARGAS, A. P. S. Multiextrapolagcao de Richardson e esquemas de 1¢ e 2¢
ordens, mistos e Crank—Nicolson sobre as equacoes 2D de Adveccao—Difusao
e Fourier. Tese de Doutorado em Engenharia Mecanica — Universidade Federal do
Parana, Curitiba, PR, 2013. Citado 6 vezes nas paginas 23, 32, 37, 38, 39 e 40.



Apéndices



82

APENDICE A - RESULTADOS
ADICIONAIS

Neste primeiro apéndice é apresentado como foram obtidas as solugoes numéricas
de forma breve e resumida, espera-se que o leitor possua conhecimento basico do método
de Diferencas Finitas. Sao apresentadas também as tabelas referentes aos experimentos

realizados.

A obtencao das solugoes numéricas para as varidveis Tpaz, Timae € To/3 520 apresen-

tadas no apéndice B.

A.1 OBTENCAO DAS SOLUCOES NUMERICAS

A.1.1 Discretizacdao do modelo

Para resolver o modelo matematico apresentado na Sec¢ao 3.3:

ET -9,
W = ?63 T € Q[O, 1]

T0)=2;T(1) =L +5

(A1)

Conforme comentado anteriormente, emprega-se o método de Diferencas Finitas (Secao
2.2), utilizando uma aproximacao do tipo CDS, para aproximar a derivada de segunda
ordem. Com esta aproximacao, apresentada na Secao 2.2.2, pode-se reescrever a equagao

(A.1) das seguintes formas, para os contornos internos:

(i1 i1 + hTin — (hj + b)) T3] =9

2 e3%i A2
(hj + hje1)hihj (A2)
ou
hiiq h: 9 ,
T,=—20 74— T 4 hihi—e A3
T (hy 4 hyn) T (g by T 10° (4.3)

Portanto da equagao (A.3), obtém-se os elementos do contorno interno da discretizagao:

hjta
Ay = —7, A4
hj+hj+1 ( )

h;
Qe = ——7—0, Ab
OE A9
a, = 1 (A.6)

€
9 3x;

bp = hjhj+1—e 7. (A?)

10
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Falta agora os contornos esquerdo e direito:

e Contorno esquerdo

a, = 0; (A.8)
a. = 0; (A.9)
a, = 1 (A.10)
9
e Contorno direito
a, = 0; (A.12)
a. = 0 (A.13)
a, = 1 (A.14)
1
b, = —5634—5. (A.15)

Com a discretizagdo do modelo matematico, obtendo os elementos do contorno
interno, direito e esquerdo, aplicou-se o método TDMA, para resolver o sistema linear

tridiagonal, gerado desta discretizagdo. As malhas utilizadas sao as apresentadas nas se¢oes

3.1.1e 3.3

A.1.2 Obtencdo numérica das varidveis Tp,

Para determinar a posicao das temperaturas correspondentes as suas coordenadas

nodais P; da malha inicial, podem ser feitas através do algoritmo:

N1=21n (n>4)
Para:=1,2,..n—1

Escreva T'(i - N1)

As constantes k e n sdo da equacdo (3.4), onde k corresponde a quantidade de
refinos sobre a malha inicial e n é a dimensao do vetor h da malha inicial, sendo que para

k = 1 corresponde a malha inicial.

A.1.3 Obtencdo numérica da variavel T,

A obtengao da temperatura média em cada malha (7,,) é obtida através da equacao

apresentada na Secao 2.2.3:
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1L 1
Tmzz/o Tda ~ o= 3" (L1 + 1))

J=1

com L =1 e N corresponde ao nimero de nos da malha.

A.1.4 Obtencdo numérica da inclinacao

As inclinagoes sdo obtidas com aproximagoes do tipo DDS-2 e UDS-2 (Segao 2.2.1):

dT . [(1 + T0)2T1 — (2 + To)TQTO — TQ]
— ~ (T = A.16
<dx>:p:() ( DDS—Q)O 7"0(1 + To)hl ) ( )

dT ; [_(1 -+ 7’1>2Tn,1 + (2 + 7’1)7’1Tn — Tn72]
— ~ (Ty = A.17
<dx>x ) ( UDS—2)1 7"1(1 + 7"1>hn ( )
onde
hy— h

A.2 RESULTADOS DA MALHA A

Denota-se por malha 1, a malha inicial (malha A), as seguintes sao resultantes do
refino a partir desta malha, conforme explicado na Se¢ao 3.1.1. A equagdo (3.4) que serve

para determinar a quantidade de nés da malha é reescrita da seguinte forma:

2 n 41 (k>1), (A.19)

onde k representa a quantidade de refinamento da malha inicial e n o niimero de nés da
malha inicial. Agora para k = 1, da equagao (A.19), obtém-se a quantidade de nés da

malha inicial. Esta mesma analogia ¢ feita para a proxima secao.

O eixo horizontal dos graficos apresentados neste trabalho e tabelas, isto ¢ a
constante h, equivale a média necessaria de espacamento entre os noés, para realizar a
discretizagdo do modelo matematico, ou seja é equivalente ao espagamento uniforme (h),
empregado para malhas uniformes no MDF para discretizar o intervalo ©[0, 1]. Portanto o
h de cada malha k, da Eq. (A.19) é dada pela férmula:

1
= ———: Malh >1). A .20
h E=T—— alha bk (k>1) ( )

Para obter as solugoes analiticas exatas das variaveis de interesse, basta utilizar a

solugao analitica fabricada, do modelo matematico proposto da Secao 3.3:

1
T(x) = —56395 +3z+2 x€Q0,1]. (A.21)
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E fundamental que a solucio analitica exata possua muitas casas decimais, de preferéncia a
quantidade deve ser bem superior em relagao com a precisao utilizada do software utilizado.
Na Tabela 5, sdo apresentadas as solugoes analiticas exatas (®), com mais de 30 casas
decimais, obtidas no software matematico Maple !, estas solucoes foram utilizadas para o

desenvolvimento do trabalho.

Tabela 5 — Solugoes analiticas exatas (®) das varidveis de interesse com mais de 30 casas
decimais, malha A.

() Varidvel

2,4784697763873672420271375567502495840179185966896  Tp,, P = 0,35
2,6036621859323870354795889079761448361988500263261  T'p,, » = 0,5

2,2276308717874888172714313563612188068674728107631 T
0,53647930414470012486691977774206254650853378475616 Tmaz
2,6094379124341003746007593332261876395256013542685 Tz
-9,051322153912600644557117792749030738192744703132 (%) )
2,4000000000000000000000000000000000000000000000000 (%) 0

Caso o leitor nao utilize uma solucao analitica exata com muitas casas, pode
acontecer e sendo bem provavel que Em e Eh percam a precisao quadrupla (Real*16) de
armazenamento utilizada nas simulacoes, podendo se transformar em variaveis de precisao
dupla (Real*8) e pior, precisdo simples (Real*4), deste modo o leitor ndao conseguird
reproduzir os resultados apresentados neste trabalho e consequentemente seus resultados
estardo bem abaixo dos apresentados aqui, na Figura 36, é apresentado um exemplo da

influéncia da precisao utilizada de armazenamento no desempenho de Em e Eh.

107 : :
T —O—Eh  (Real*8)
10 i —e—Eml (Real*16)
- : / L —4—Eml (Real*8)
o ifonb b —X—Eh  (Real*4) -
10 © . —O—Eml (Real*) -
| —m—Eh (Real*16)
- :
10° 107 10"
h

Figura 36 — Efeito da precisao de armazenamento utilizada no desempenho de Em1 (Em)
e Eh. Adaptado de Marchi et al. (2013).

L http://www.maplesoft.com/



APENDICE A. RESULTADOS ADICIONAIS 86

Para implementar MER, recomenda-se utilizar o algoritmo exposto na Sec¢ao 2.6.
Os espagos em branco nas tabelas significam que a solugdo nao pode ser obtida na malha
em questao, as notagoes utilizadas aqui, caso exista alguma duvida em seu significado,

podem ser encontradas na lista de simbolos no comecgo deste trabalho.

A.2.1 Coordenada nodal T'(P;), P, = 0,35

Tabela 6 — Resultados, T(P1), P1 = 0,35, malha A.

h Eh Em pEh pEm

3,33330E-01  2,13092E-01  2,13092E-01

1,66670E-01 5,73952E-02 5,49612E-03 1,89248E+400 5,27692E4-00
8,33330E-02 1,46279E-02 3,05844E-05 1,97220E4-00 7,48947E~+00
4,16670E-02  3,67479E-03  3,76481E-08  1,99299E4-00 9,66600E+00
2,08330E-02 9,19817E-04 1,07323E-11 1,99824E+00 1,17764E+01
1,04170E-02 2,30024E-04 7,28158E-16  1,99956E+400 1,38473E+01
5,20830E-03 5,75104E-05 1,19467E-20 1,99989E+00 1,58953E+01
2,60420E-03 1,43779E-05 4,78535E-26 1,99997E+00 1,79296E+01
1,30210E-03  3,59449E-06 -1,79420E-30 1,99999E+4-00 1,47030E401
6,51040E-04 8,98623E-07 -1,07852E-30 2,00000E400  7,34284E-01
3,25520E-04  2,24656E-07 -1,00684E-29 2,00000E+4-00 -3,22271E+00
1,62760E-04 5,61639E-08 -1,94057E-30 2,00000E4+00  2,37528E4-00
8,13800E-05 1,40410E-08 -5,04651E-29 2,00000E+00 -4,70074E+00
4,06900E-05 3,51025E-09 4,94660E-29  2,00000E+00  2,88509E-02
2,03450E-05 8,77562E-10 -1,32743E-28 2,00000E+00 -1,42413E+00
1,01730E-05 2,19390E-10  1,56827E-27  2,00000E+00 -3,56246E4-00
5,08630E-06 5,48476E-11 -5,88095E-27 2,00000E+4-00 -1,90688E+00
2,54310E-06 1,37119E-11 -1,13003E-26 2,00000E+00 -9,42238E-01
1,27160E-06  3,42797E-12  4,16190E-26  2,00000E4-00 -1,88088E4-00
6,35780E-07 8,56994E-13 1,47619E-25 2,00000E+00 -1,82656E+00
3,17890E-07 2,14248E-13  4,67688E-25  2,00000E+00 -1,66367E+00
1,58950E-07 5,35621E-14 -3,62841E-25 2,00000E400  3,66209E-01
7,94730E-08 1,33905E-14 -2,39515E-23 2,00000E+00 -6,04464E+00
3,97360E-08 3,34763E-15 -3,71954E-23 2,00000E+00 -6,35005E-01
1,98680E-08  8,36908E-16 -7,21769E-23  2,00000E+00 -9,56414E-01
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A.2.2 Coordenada nodal T'(P,), P, =0,5

Tabela 7 — Resultados, T(P,), P, = 0,5, malha A.

h Eh Em pEh pEm
3,33330E-01 3,31720E-01  3,31729E-01

1,66670E-01 8,90299E-02 8,13031E-03 1,89764E+00  5,35055E-+00
8,33330E-02 2,26698E-02 4,43802E-05 1,97352E+00  7,51725E+00
4,16670E-02 5,69374E-03 541732E-08 1,99332E4+00 9,67812E400
2,08330E-02 1,42509E-03 1,53843E-11 1,99833E+00 1,17819E+01
1,04170E-02  3,56375E-04 1,04193E-15 1,99958E-+00 1,38499E-+01
5,20830E-03  8,91003E-05 1,70802E-20 1,99990E+00 1,58966E+01
2,60420E-03 2,22755E-05 6,83879E-26  1,99997E+00 1,79302E+01
1,30210E-03  5,56889E-06 -1,86700E-30 1,99999E+00 1,51607E+01
6,51040E-04 1,39223E-06 -1,54960E-30 2,00000E+00  2,68820E-01
3.25520E-04  3,48056E-07 -6,52621E-30 2,00000E4-00 -2,07435E4-00
1,62760E-04 8,70141E-08 -1,58966E-30 2,00000E+00 2,03752E-+00
8,13800E-05 2,17535E-08 -1,72941E-29 2,00000E+00 -3,44349E+00
4,06900E-05 5,43838E-09 1,18900E-28  2,00000E+00 -2,78140E-+00
2,03450E-05 1,35960E-09 -3,39096E-28 2,00000E+00 -1,51194E+00
1,01730E-05 3,39899E-10 1,62982E-27  2,00000E+00 -2,26495E4-00
5,08630E-06 8,4974TE-11 -6,94518E-27 2,00000E+00 -2,09130E+00
2.54310E-06  2,12437E-11 -1,19317E-26 2,00000E+00 -7,80713E-01
1,27160E-06  5,31092E-12  4,49312E-26  2,00000E400 -1,91292E+00
6,35780E-07 1,32773E-12  1,40864E-25 2,00000E400 -1,64851E+00
3.17890E-07 3,31932E-13  5,76011E-25  2,00000E4-00 -2,03179E+00
1,58950E-07 8,29831FE-14 -6,52476E-25 2,00000E-+00 -1,79830E-01
7.94730E-08 2,07458E-14 -2,94075E-23  2,00000E+00 -5,49412E+00
3,97360E-08 5,18645E-15 -3,83303E-23 2,00000E+00 -3,82208E-01
1,98680E-08 1,29661FE-15 -8,03992E-23 2,00000E+00 -1,06870E-+00
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Figura 37 — MER aplicado em variavel do tipo I, malha A, varidvel Tp,, com 25 extrapo-
lagoes.
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A.2.3 Temperatura média

Tabela 8 — Resultados, Temperatura média (75,,), malha A.

h Eh Em pEh pEm

3,33330E-01 3,62185E-01  3,62185E-01

1,66670E-01 1,01450E-01 1,45379E-02 1,83596E+00 4,63883E+00
8,33330E-02 2,61203E-02 1,08634E-04 1,95752E+00 7,06420E+00
4,16670E-02 6,57874E-03 1,68116E-07 1,98929E+00 9,33580E+00
2,08330E-02 1,64775E-03 5,78625E-11 1,99732E+00 1,15045E+01
1,04170E-02 4,12129E-04 4,60769E-15 1,99933E+00 1,36163E+01
5,20830E-03 1,03044E-04 8,68698E-20 1,99983E+00 1,56948E+01
2,60420E-03 2,57618E-05 3,93328E-25 1,99996E+00 1,77528E+01
1,30210E-03  6,44050E-06 -7,04505E-31 1,99999E+00 1,90907E+01
6,51040E-04 1,61013E-06 -8,37780E-31 2,00000E400  -2,4960E-01
3,25520E-04 4,02532E-07 -4,72045E-30 2,00000E+00 -2,49428 E+00
1,62760E-04 1,00633E-07 -3,07956E-30 2,00000E+00  6,16201E-01
8,13800E-05 2,51583E-08 -1,94334E-29 2,00000E400 -2,65774E+00
4,06900E-05 6,28957E-09 6,37976E-29  2,00000E400 -1,71496E+00
2,03450E-05 1,57239E-09 -1,54302E-28 2,00000E+00 -1,27419E+00
1,01730E-05 3,93098E-10 9,42792E-28  2,00000E4+00 -2,61118E400
5,08630E-06 9,82745E-11 -3,86789E-27 2,00000E400 -2,03654E+00
2.54310E-06  2,45686E-11 -6,28381E-27 2,00000E+00 -7,00093E-01
1,27160E-06 6,14215E-12  2,69195E-26  2,00000E4+00 -2,09894E+00
6,35780E-07 1,53554E-12 8,84372E-26  2,00000E+00 -1,71600E+00
3,17890E-07 3,83885E-13  3,53583E-25  2,00000E4-00 -1,99933E+00
1,58950E-07 9,59712E-14 -2,54810E-25 2,00000E4+00  4,72629E-01
7,94730E-08 2,39928E-14 -1,58361E-23 2,00000E+00 -5,95765E+00
3,97360E-08 5,99820E-15 -2,38866E-23 2,00000E+00 -5,92991E-01
1,98680E-08 1,49955E-15 -5,05776E-23  2,00000E+00 -1,08229E4-00
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A.2.4 Inclinacdo (d—T)’x

A24.1

dx

Inclinacdo, z =0

Tabela 9 — Resultados, Inclinacao, x = 0, malha A.

h

Eh

Em

pEh

pEm

3,33330E-01
1,66670E-01
8,33330E-02
4,16670E-02
2,08330E-02
1,04170E-02
5,20830E-03
2,60420E-03
1,30210E-03
6,51040E-04
3,25520E-04
1,62760E-04
8,13800E-05
4,06900E-05
2,03450E-05
1,01730E-05
5,08630E-06
2,54310E-06
1,27160E-06
6,35780E-07
3,17890E-07
1,58950E-07
7.94730E-08
3,97360E-08
1,98680E-08

1,70190E-01
9,30066E-02
2,76710E-02
7,36057E-03
1,88892E-03
4,77924E-04
1,20168E-04
3,01263E-05
7,54203E-06
1,88681E-06
4,71864E-07
1,17986E-07
2,94991E-08
7,37509E-09
1,84381E-09
4,60958E-10
1,15240E-10
2,88101E-11
7,20253E-12
1,80063E-12
4,50159E-13
1,12540E-13
2,81349E-14
7,03373E-15
1,75843E-15

1,70190E-01
6,72788E-02
-2,87697E-03
1,36432E-05
1,70655E-08
8,08214E-10
“1,96166E-12
_7,19208E-16
7,92907E-19
1,27814E-22
-2,79951E-26
-5,00303E-29
-3,16993E-28
-1,12621F-28
-6,39775E-28
6,38074E-27
-2,11522F-26
_3,71898E-26
1,69717E-25
5,27836E-25
2,05594E-24
1,23993E-24
_7,20184E-23
-9,98389E-23
-2,59353E-22

8,71743E-01
1,74896E-+00
1,91049E+00
1,96226E+00
1,98271E+00
1,99173E+00
1,99596E-+00
1,99800E-+00
1,99901E+00
1,99950E-+00
1,99975E-+00
1,99988E-+00
1,99994E4-00
1,99997E+00
1,99998E-+00
1,99999E-+00
2,00000E+00
2,00000E+00
2,00000E+00
2,00000E+00
2,00000E+00
2,00000E+00
2,00000E+00
2,00000E+00

1,33893E+4-00
4,54753E+00
7,72023E+00
9,64288E+00
4,40020E-+00
8,68652E+00
1,14134E4-01
9,82504F-+00
1,25989E+01
1,21566E+01
9,12816E-+00
-2,66358E-+00
1,49298E+00
-2,50609E+00
-3,31809E+00
~1,72901E+00
-8,14098E-01
-2,19015E-+00
-1,63696E-+00
-1,96164E+00
7,20539E-01
-5,87795E+00
~4,53319E-01
“1,37724E+00
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A2.4.2

Inclinacdo, z =1
Tabela 10 — Resultados, Inclinagdo, = 1, malha A.
h Eh Em pEh pEm

3,33330E-01 -4,45648E+00 -4,45648E4-00

1,66670E-01 -1,71836E+400 -8,05656E-01  1,37487E+00 2,46767E+00
8,33330E-02  -5,38420E-01  -5,07415E-02 1,67423E400 3,98892E4-00
4,16670E-02 -1,51013E-01  -1,17508E-03  1,83406E+400 5,43234E4-00
2,08330E-02 -4,00086E-02  -1,10389E-05 1,91629E4-00 6,73402E+00
1,04170E-02  -1,02979E-02  -4,55110E-08  1,95796E+00 7,92217E+00
5,20830E-03  -2,61234E-03  -8,24787E-11  1,97893E400 9,10798E4-00
2,60420E-03 -6,57875E-04  -6,20989E-14  1,98946E4-00 1,03752E+01
1,30210E-03  -1,65071E-04  -1,92813E-17 1,99473E+00 1,16531E+01
6,51040E-04  -4,13434E-05 -2,90709E-21  1,99736E400 1,26953E+01
3,25520E-04  -1,03453E-05  -2,43489E-25 1,99868E+00 1,35434E+01
1,62760E-04 -2,58751E-06  1,22874E-29  1,99934E+00 1,42744E+01
8,13800E-05 -6,47025E-07  2,56919E-29  1,99967E+00 -1,06413E+00
4,06900E-05 -1,61775E-07  -5,53572E-28  1,99984E+400 -4,42939E-+00
2,03450E-05 -4,04460E-08  1,88230E-27  1,99992E+400 -1,76565E+400
1,01730E-05 -1,01118E-08  -3,17348E-27  1,99996E+00 -7,53571E-01
5,08630E-06 -2,52798E-09  1,86572E-26  1,99998E+00 -2,55560E+400
2,54310E-06  -6,32000E-10  1,82753E-26  1,99999E4-00  2,98401E-02
1,27160E-06  -1,58001E-10  -1,63623E-25 1,99999E+00 -3,16241E4-00
6,35780E-07 -3,95002E-11  -3,82119E-25 2,00000E+4-00 -1,22365E+00
3,17890E-07 -9,87506E-12  -1,85109E-24  2,00000E+400 -2,27628E+00
1,68950E-07 -2,46877E-12  1,69907E-24  2,00000E+00  1,23635E-01
7,94730E-08 -6,17192E-13  7,16157E-23  2,00000E+00 -5,39746E+00
3,97360E-08  -1,54298E-13  1,34069E-22  2,00000E+00 -9,04631E-01
1,98680E-08 -3,85745E-14  2,34216E-22  2,00000E+00 -8,04859E-01
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A.2.5 Variavel T3
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Figura 38 — E'm e Eh com o maximo de extrapolagoes possiveis, até chegar no erro de maquina, varidvel T5/3, malha A.
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A.2.5.1 Dados utilizados para os graficos da Secdo 4.1.4, varidvel T5/3
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A.3 RESULTADOS DA MALHA B

Para obter os resultados da malha B, é necessario obter as solugoes analiticas

exatas das variaveis Tp,, porque conforme visto na Secao 3.3, sdo diferentes da malha A.

Recomenda-se, caso leitor deseje reproduzir os resultados apresentados aqui, utilizar as

precisoes apresentadas nas equacoes abaixo, para obter as variaveis Tp,:

e Pontos nodais em seu formato exato, malha B

[ 0,00000006848086824246652783480604993306565 ]

| P ] 0,004450416609815583561796333617060659
P 0,06601997619768170273923335520142441
iz 0, 1825015320030303252664988679193034
P | = 0, 3507063165589912058964907982452134
P 0,4971195627218540153191476157668754
iz 0, 5556918059603508995702198210259396

Py | 0, 7155604842886549286727565948583396

0, 8545639724923 780929875890462514446

(A.22)

e Aplicando estes pontos na Eq. (3.5), obtém-se as solugdes analiticas de cada tempe-

ratura em seu ponto nodal (F;):

| 1,8000001643540795612529940507665863844367107991343

Tp, 1,8106630946795656064125715019304727530634914099043
Tp, 1,9542528392506779132918509943093076083954334490053
;iz 2,2017179473286526762965210450679143944338582786992
Tp, | = | 2,4793763983044859692424099396034078199613408294247
Tr, 2,6027330390567960243185263364796382295693379997604
;iz 2,6077444934684107359750508394490716249806405297414

Tp, 2,4353981810316064359544218780245996496964446951469

| 1,9669592067959579729154708374176288059235084713212

(A.23)

Estas operacoes mateméticas foram realizadas com o Maple, utilizando mais de 30

casas decimais. O restante das solugoes analiticas exatas (T, Imag,--€t¢.), S0 as mesmas

da Tabela 5.
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A.3.1 Variavel Tp,
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Figura 40 - Eh e Em dos pontos nodais (Tp, ), malha B.
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Figura 41 — pEh e pEm dos pontos nodais (Tp, ), malha B.
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A.3.2 Temperatura média

Tabela 31 — Resultados, Temperatura média (7,,), malha B.

h Eh Em pEh pEm
1,000E-01 3,289E-02  3,289E-02
5,000E-02 §8,317E-03 1,269E-04 1,983E+4+00 8,017E4-00
2,500E-02 2,085E-03 8,684E-08 1,996E+00 1,051E401
1,250E-02  5,217E-04  1,240E-11 1,999E+4+00 1,277E+401
6,250E-03 1,304E-04  3,999E-16 2,000E+00 1,492E+01
3,125E-03  3,261E-05  3,033E-21 2,000E4+00 1,701E401
1,b63E-03 8,153E-06  5,539E-27 2,000E400 1,906E+01
7,813E-04 2,038E-06 -8,247E-31 2,000E4+00 1,271E4-01
3,906E-04 5,096E-07 -1,735E-30 2,000E400 -1,073E4-00
1,953E-04 1,274E-07 1,893E-29 2,000E+00 -3,447E+00
9,766E-05 3,185E-08 -1,987E-29 2,000E400 -7,043E-02
4,883E-05 7,962E-09 -2,058E-30 2,000E+00  3,271E+00
2,441E-05 1,990E-09 -2,380E-28 2,000E4+00 -6,853E4-00
1,221E-05 4,976E-10 -1,501E-28 2,000E4+00  6,651E-01
6,104E-06 1,244E-10 2,619E-27 2,000E4+00 -4,125E+00
3,052E-06 3,110E-11  3,519E-27 2,000E400 -4,263E-01
1,526E-06 7,775E-12 -1,287E-26 2,000E+00 -1,870E+00
7,629E-07 1,944E-12 -5,009E-26 2,000E400 -1,961E400
3,815E-07 4,860E-13  1,747E-25 2,000E4+00 -1,802E+00
1,907E-07 1,215E-13  1,909E-25 2,000E4+00 -1,277E-01
9,537E-08 3,037E-14  2.343E-24 2 000E+00 -3,618E+00
4,768E-08 7,593E-15 -1,169E-23 2,000E+00 -2,318E+00
2,384E-08 1,898E-15 -2,087E-23 2,000E4+00 -8,366E-01
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A3.3 Inclinagio ()|,

dx

A.3.3.1 Inclinacdo, z =0

Tabela 32 — Resultados, inclinagao, x = 0, malha B.

h Eh Em pEh pEm
1,00000E-01 6,91516E-02  6,91516E-02
5,00000E-02 1,74021E-02  1,52293E-04 1,99050E+00  8,82677E+00
2,50000E-02  4,35772E-03  7,45304E-08 1,99762E+00  1,09967E~+01
1,25000E-02 1,08988E-03  8,31778E-12 1,99940E+400 1,31293E+01
6,25000E-03  2,72498E-04  2,20374E-16 1,99985E+00  1,52040E+01
3,12500E-03  6,81264E-05  1,41935E-21 1,99996E+00  1,72444E+01
1,56250E-03 1,70317E-05 -7,60759E-25 1,99999E+400 1,08655E4-01
7,81250E-04  4,25793E-06 -9,53704E-25 2,00000E4+00  -3,26102E-01
3,90630E-04 1,06448E-06 -9,24347E-24 2,00000E+00 -3,27682E+00
1,95310E-04 2,66121E-07 -3,70595E-23 2,00000E+400 -2,00334E4-00
9,76560E-05 6,65302E-08 -1,16950E-22 2.00000E+00 -1,65798E+00
4,88280E-05 1,66326E-08 -2,44490E-22 2,00000E+00 -1,06388E+00
2,44140E-05 4,15814E-09 -9,02930E-22 2,00000E+00 -1,88484E+00
1,22070E-05 1,03953E-09 -1,69294E-21 2,00000E400  -9,06845E-01
6,10350E-06 2,59884E-10 2,16413E-21 2,00000E+00  -3,54259E-01
3,05180E-06 6,49709E-11 -2,55612E-21 2,00000E4+00  -2,40163E-01
1,52590E-06 1,62427E-11 -1,73705E-20 2,00000E+4-00 -2,76461E+00
7,62940E-07 4,06068E-12 -1,10896E-20 2,00000E+00 6,47428E-01
3,81470E-07 1,01517E-12  1,69367E-19 2,00000E+00 -3,93287E+00
1,90730E-07 2,53793E-13  1,03886E-18 2,00000E400 -2,61678E+00
9,53670E-08 6,34513E-14  4,13532E-18  1,99993E+00 -1,99299E+00
4,76840E-08 1,58775E-14  2,09084E-17 1,99867E+00 -2,33801E+00
2,38420E-08 4,00584E-15  5,12137E-17 1,98680E+00 -1,29245E+00
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A.3.3.2

Inclinacdo, z =1

Tabela 33 — Resultados, inclinagao, x = 1, malha B.

h Eh Em pEh pEm
1,00000E-01  6,82966E-01 6,82966E-01
5,00000E-02 1,95767E-01 3,33670E-02 1,80268E+00  4,35532E4-00
2,50000E-02  5,24370E-02 5,59519E-04 1,90048E+00  5,89809E4-00
1,25000E-02  1,35713E-02 3,53270E-06 1,95003E+4-00  7,30727E+00
6,25000E-03  3,45222E-03 9,25620E-09 1,97496E+00  8,57613E4-00
3,12500E-03 8,70586E-04 1,07608E-11 1,98747E+00  9,74850E4-00
1,66250E-03  2,18594E-04 5,47726E-15 1,99373E+00  1,09400E+01
7,81250E-04 5,47675E-05 1,14582E-18 1,99686E4-00  1,22229E+01
3,90630E-04 1,37068E-05 9,97287E-23 1,99843E+00 1,34880E+01
1,95310E-04 3,42855E-06 4,64622E-27 1,99922E+00 1,43897E+01
9,76560E-05 8,57371E-07 1,63097E-28 1,99961E+00 4,83225E4-00
4,88280E-05 2,14372E-07 1,55056E-28 1,99980E4-00 7,29422FE-02
2,44140E-05 5,35966E-08 1,56102E-27 1,99990E+00 -3,33163E4-00
1,22070E-05  1,33996E-08 9,13199E-30 1,99995E+400  7,41735E+400
6,10350E-06 3,34996E-09 1,20129E-26 1,99998E+4-00 -1,03614E+01
3,05180E-06 8,37497E-10 1,52121E-26 1,99999E400 -3,40639E-01
1,562590E-06 2,09375E-10 4,34160E-26 1,99999E4-00 -1,51301E+00
7,62940E-07 5,23439E-11 2,61731E-25 2,00000E4-00 -2,59179E+00
3,81470E-07 1,30860E-11 1,08188E-24 2,00000E+4-00 -2,04738E+00
1,90730E-07 3,27150E-12 1,86969E-26 2,00000E+00  5,85459E+00
9,53670E-08 8,17875E-13 1,08997E-23 2,00000E+00 -9,18728E4-00
4,76840E-08  2,04469E-13 9,83064E-23 2,00000E+00 -3,17299E4-00
2,38420E-08 5,11172E-14 9,02543E-23  2,00000E4-00 1,23289E-01
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A.3.4 Variavel T3
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APENDICE B - INTERPOLACOES

Neste apéndice é apresentado a metodologia utilizada para obter as interpolagoes,
utilizadas na obtencao das variaveis de interesse T5/3 (Tipo III), Zmez (Tipo V) e Thon
(Tipo V).

B.1 OBTENCAO NUMERICA DAS INTERPOLACOES

Para implementar o método da Diferenga Dividida de Newton (Subsecao
2.3.2), para ¢;, i = 0, ..,p e coordenadas x;, ¢ = 0, ..,n no intervalo Q[xo, x»]. Adapta-se o

algoritmo recursivo, proposto por Martins (2013):

Passo 1: Entrada de n + 1 pontos nodais
Passo 2: Para 1 =0,1,...,n: Fig = ¢;
Passo 3: Parai=1,2,...n

Para j =1,2,...,7
Fij1—Fi 1
Xi = Xi—j
(Obs: F;; = Fxo0, X1, --, Xi), DDN - Diferenga Dividida de Newton)

F ;=

Por fim, denotando
di = d(@) - E—l,j—l?
obtém-se de Martins (2013):
n(X) = d1+d2- (x —x0) +d3- (x—x0)- (x = X1) +--Fd(n+1)-(x—x0) - - (X~ Xn-1) (B.1)

o polinémio de grau no méaximo n (¢,) desejado. A partir da expressao acima, pode-se

obter este polindomio em seu formato canonico, isto é:

on(T) = ap + a1z + agx® + - - + a,z™. (B.2)

O polindmio nesta forma, facilita o emprego de métodos de otimizacao, devido a
facilidade de se obter a expressao analitica da derivada do polinomio (MARTINS, 2013).

Para obter os polindmios em seu formato canonico, basta seguir este dois exemplos

préaticos: para n = 1, da Eq. (B.2):

o1(x) = ap + arx (B.3)
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A fim de determinar os coeficientes ag e a;, compara-se a equagao anterior com a

)
Eq. (B.1) para n = 1, como estes polindémios sao formados pelos mesmos 2 pontos distintos
To € x1 associado as imagens yg e y; de uma funcao f, segue do Teorema 2.3.1 da Segao

2.3.1 a relag@o ja no formato do cédigo computacional adotado:

al = d2
a0 = -d2*x0+d1

para os polindmios serem iguais.

e Analogamente, para n = 2

©2(2) = ap + a1 + agx’ (B.4)

a2 = d3
al = (d2-d3*x0-d3*x1)
a0 = d1-d2*x0+d3*x0*x1

Continua-se com este mecanismo, para obtencao dos coeficientes dos polindémios
de ordem 3, 4, 5,6, 7, 8, 9 e 10. Estes coeficientes podem possuir muitas variaveis, como

pode ser visto em Martins (2013), para o polindémio de ordem 10, por exemplo.

Foram utilizadas interpolacdes polinomiais, para obtencao das variaveis de interesse
do tipo III e V, conforme foi proposto na Secao 3.2. As escolhas dos pontos sofrem
mudancas, para cada caso. Assumindo que ja foram obtidas as solu¢oes numéricas da
temperatura (T) nos n 4+ 1 pontos nodais da malha discretizada, sdo estabelecidas as

seguintes escolhas para o ponto base (p), para interpolagao:

e Varidvel tipo III (7%/3): é escolhida a posicao do né da malha (p) ou ponto z,,

correspondente ao valor minimo da diferenca entre o ponto 2/3 em médulo, isto é:

2
T, — 3‘ = minimo; (B.5)

N6 p tal que
para todos os n + 1 pontos nodais da malha discretizada.

e Varidvel do tipo V (T € Thae) : € escolhida a posigdo do né da malha (p) ou
ponto z,, correspondente ao valor em que a solugdo numérica da temperatura (T) é
maxima, isto é:

N6 p tal que T'(z,) = maximo; (B.6)

para todos os n + 1 pontos nodais da malha discretizada.
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Feita a escolha do ponto base, para cada caso, associa-se a ele sua temperatura
obtida numericamente neste nd, os outros pontos escolhidos sao seus vizinhos, associadas

as temperaturas obtidas numericamente, por exemplo, para interpolagao de ordem 2:

e Pontos nodais: p — 1 (zp_1), p (zp), p+ 1 (Tp+1);

e Temperaturas associadas: T,_1, T}, , Tpy1.

Portanto, obtém-se os pontos nodais e suas solugoes numéricas associadas, bastando
apenas agora, aplicar o algoritmo das Diferencas Dividas de Newton, apresentado no comego
desta secao, para obtencao dos polindmios. A Tabela 46, mostra o restante dos pontos
escolhidos, com base no ponto p, para as outras interpolacoes. Evidentemente que em
algumas malhas nao sera possivel a realizagao de alguma interpolagao, ou por falta de

pontos, ou por nao existir algum ponto escolhido.

Tabela 46 — Pontos escolhidos para interpolacoes de ordem 2 a 10.

Pontos P2 ©3 P4 2] ©6 7 (25 ¥9 ©10

1 p—-1 p—-1 p—2 p—3 p—3 p—4 p—4 p—5 p—>
2 p p p—1 p—2 p—2 p—-3 p—3 p—4 p—4
3 p+1 p+1 p p—1 p—1 p—-2 p—-2 p—3 p-—3
4 p+2 p+1 P p p—1 p—1 p—2 p-—2
) p+2 p+1 p+1 P p p—1 p—1
6 p+2 p+2 p+1 p+1 P P
7 p+3 p+2 p+2 p+1 p+1
8 p+3 p+3 p+2 p+2
9 p+4 p+3 p+3
10 p+4 p+4
11 p+5

p = localizagao do ponto nodal (z,)

A interpolacao de ordem 1 (Interpolagao linear), sé foi utilizada para obtencao da
varidvel Ty/3, ap6s escolhido o ponto base p, através da Eq. (B.5), se este ponto (z,) ¢
maior (>), ou menor (<) que 2/3: se for maior, os nés p — 1 e p; caso contrario, os
nos p e p+ 1 e aplica-se a mesma metodologia, ja explicada anteriormente. Nao existe a
possibilidade deste ponto coincidir com um né da malha discretizada, porque esse ponto
(2/3) ¢é classificado como do tipo III, levando em consideracao as malhas iniciais utilizadas

neste trabalho.

B.1.1 Erro de Interpolacao

Conforme visto na se¢ao anterior o objetivo da interpolacao utilizada aqui é dados

n + 1 pontos (nés) distintos xg, 1, T2, .. , T, € as suas n + 1 temperaturas associadas
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vo = T(x0), y1 = T(x1) , -, Yo = T(z,), determinar um polindémio ¢, (z) de grau no

maximo n, tal que:

on(z0) = yo;  @n(r1) = Y15 o On(Tn) = Yn; (B.7)

em que T é a solucdo aproximada obtida do modelo matemadtico, apresentado nas secoes
2.1 e 3.3, dada pela equacao (3.7)
T -9
3z
—_— = € Q0,1
dz? 5¢ ¢ 3[ )

T0)=2; T(1) = = + 5

com o método de Diferencas Finitas.

Para estudo e anédlise do erro da interpolagao (§,), aplica-se a equagao (2.23):
En(z) =T(x) — pp(x) Vo el0,1]. (B.8)

Como o objetivo é atender a equagao (B.7) e as interpolacoes sao feitas em n 4+ 1 nés
da malha, portanto o valor de T é conhecido nestes nés, e portanto faz sentido avaliar o
erro de interpolagao através da equagao (B.8), apenas nos nés que foram realizadas as
interpolagoes, isto é

En(xx) =T (1) — pn(2e) (B.9)

€ se

En(xr) =T(z1) — pn(zr) =0, (B.10)

para k =1,2,..,n + 1, significa que s6 existe este polindbmio que cumpre esta propriedade
do Teorema 2.3.1.

Para facilitar as analises da equagao (B.9), utiliza-se a norma ||.||s (norma linha),
onde

||JZ||OO = max1§i§n|xi| T € Rn+1. (Bl].)

Deste modo, conforme esta norma se aproxima de zero, mais acurada esta a interpolacao.
Conforme é mostrado nos resultados deste trabalho, se esta norma contém valores elevados
a obtencao da varidvel de interesse (¢) é afetada e consequentemente MER nao obtém

resultados significativos em geral.

Através da analise deste erro, pode-se estimar a priori a qualidade da ¢, obtidos
através da interpolacdo, porque quanto melhor a acuracia deste erro, significa que os
coeficientes do polindomio estao mais proximos do verdadeiro, devido ao Teorema 2.3.1 que
garante a existéncia e unicidade deste polinomio. Vale ressaltar que todas implementagoes
feitas no trabalho (incluindo as interpolagoes), foram realizadas com precisao quadrupla,
deste modo foram obtidos resultados significativos, até mesmo nas malhas mais finas.
Embora o erro de arrendondamento seja inevitavel, com a precisao quadrupla pode-se

adia-la consideravelmente.
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A principal utilidade desta andlise é poder prever as malhas cuja solugoes obtidas
com a interpolagdo possivelmente nao serao boas, por exemplo na malha 18 em diante da
Tabela 47, o erro de interpolagdo do polinomio de ordem 10 ja é bem alto, considerando a
precisao utilizada, possivelmente a solucao numeérica obtida com este polindémio ja nao vai
estar bem acurada, o que afeta consideravelmente o desempenho de MER, na redugao de

Eh.

As tabelas a seguir apresentam os erros de interpolacao, obtidos para cada variavel
de interesse, considerando as duas malhas iniciais utilizadas (malha A e malha B). Os
espagos em branco nas tabelas significam que a interpolacao nao pode ser realizada, naquela
malha. Os graficos destes resultados, podem ser vistos no capitulo 4 e foram feitas com

escala bilogaritmica.
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B.2 OBTENCAO NUMERICA DAS VARIAVEIS TIPO Il E V

Nesta secao é apresentado como foram obtidas as solugoes numéricas das variaveis
do tipo III (T5/3) € tipo V (Zymas € Tinas). Para tanto, considera-se que ja foram obtidas os

polinémios (¢,) em cada malha, para cada caso, conforme explicado na se¢ao anterior.

B2.1 Ty

Para obter a varidvel de interesse 75,3 numericamente em cada interpolagao, basta

avaliar a coordenada 2/3 em cada polindmio, isto é:

Toss ~ 0n(2/3) = 3 ai(2/3)" (B.12)
=0

B.2.2 x,ur € T

Segundo Martins (2013) como as fungoes ¢, caracterizam funcoes convexas (ou
concavas) na regiao onde a interpolacao foi realizada, a coordenada x4, do ponto extremo
para os polindmios interpoladores, com p = 2,3, 4, 5, 6, 8, 9 e 10, é obtida considerando-se
o conceito de ponto critico. Isto acontece, devido a escolha conveniente dos pontos para

interpolagao.

O intervalo no qual foram realizadas as interpolagoes é convexo e possui o ponto
(Zmaz) onde é temperatura é maxima (7,4, ), portanto da teoria basica do calculo, a raiz da
derivada de ¢, ¢ um ponto critico e ele pode ser de maximo, minimo ou indeterminado da
fungao ¢,. Porém se obtida a raiz da derivada nas vizinhancas do ponto onde a temperatura
¢ maxima, o ponto critico obtido de ¢, ¢ um ponto de maximo local para a funcao ¢,
€ uma aproximacao para Tpmee, COmMo consequéncia este ponto critico avaliado em ¢, é
uma aproximacao para T},.,. Conforme é refinada a malha, estas aproximagoes tendem a

melhorar, até chegar exatamente nos valores de .42 € Thae-

Utiliza-se 0 método de Newton (MN), também conhecido por Método das Tangentes
e o método de Newton Modificado (MNM):

ol (1)
Thil = Tk — Gy
ep (k)
Tht1 = Tk ('01(71)(:17’“) ) 901()“) ()
SR N 7 i i
(0" (21))? = 0" (@) - 05" ()
para obter uma raiz real das derivadas dos polinémios de ordem 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 e 10 no

(MN); (B.13)

(M) (B.14)

intervalo Q[zo, z,], onde

Tmaz € QT0, T,

Como estimativa inicial, utiliza-se ponto x,,, obtido através do método proposto
por Martins (2013):
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Passo 1: Para n = p + 1 pontos nodais ¢ < z; < ... < x,, defina o intervalo:
Q[l’o, ZL‘p].

Passo 2: Se n é par, a localizacao n* do ponto x,, é:

n
n*:§,
se n € impar
n
nx = — 4+ 1.
2

Utiliza-se como critério de parada
|2k — Tppa] < 10770, (B.15)

nos testes realizados, o método de Newton e Newton modificado convergiu rapidamente.
Para evitar ciclos infinitos, caso o método nao convirja para o critério de parada, em
alguma malha, foram realizadas ao menos 300 iteragoes, assim caso o critério de parada
nao seja alcangado, o erro de iteragao estara reduzido ao maximo. Os pontos escolhidos sao

os da Tabela 46, com o ponto base p correspondendo ao né onde a temperatura ¢ maxima.

Para o polinémio ¢s, com ordem 2:
_ 2
wa(x) = ag + ez + asx”,

a raiz da derivada ¢é obtida analiticamente, devido a facilidade da sua obtencao.

Finalmente, a raiz obtida pelo método de Newton (ou MNM), ou analiticamente
(caso p = 2), corresponde a variavel Z,,,, € 0 polindmio avaliado nesta variavel, corresponde

a variavel 1,4, obtidos numericamente em cada interpolacao.

Pelas particularidades do problema os polindomios possuem ao menos uma raiz real,
para as suas derivadas. Podendo ser obtida através dos métodos discutidos anteriormente.

Para mais informagcoes tedricas deste método, recomenda-se a leitura de Martins (2013).
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