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RESUMO

A motivagéo principal deste trabalho consiste na redugéo do erro de discretizagdo por meio do
emprego da Extrapolacdo Richardson Completa (CRE) em problemas resolvidos pelo método
de Volumes Finitos. CRE é a Extrapolacdo de Richardson empregada em todo o campo de
solucdes. E analisado também o efeito dessas extrapolacbes em variaveis secundarias de
problemas de CFD. CRE ja foi comprovada na literatura que é eficiente para problemas de
Diferencas Finitas. Foram resolvidas as equac6es de Poisson, adveccao-difusdo, o problema
da cavidade com tampa movel modelado pelas equacBes de Navier Stokes, ambos problemas
de escoamentos incompressiveis. Foram utilizadas funcdes de interpolacdo de 18, 28, 32 e 42
ordens de acurécia para as discretizagdes e de 10 a 20 malhas de 2 a 1048576 nos. Nas
solucdes desses problemas de CFD foram feitas analises da reducéo do erro de discretizacdo
com MER e CRE. Para ampliar a avaliacdo das variaveis de interesse, através da expansao de
MER em campos de solucBes, é analisada a reducdo do erro numérico em variaveis
secundarias como temperatura média, inclinacdo nos contornos, temperatura no ponto medio,
fluxo de massa e forca de arrasto viscoso. Para a ordem de acuracia de variaveis secundarias,
a partir de solucbes nodais, sdo mostrados diversos experimentos numericos e um teorema
que generaliza os padrbes observados. Com a utilizacdo das faces das malhas 1D e das quinas
das malhas 2D se tornou possivel o emprego de CRE em Volumes Finitos. O desempenho
dessa técnica nos problemas estudados se mostrou equivalente ao encontrado na literatura
para Diferencas Finitas. Constatou-se que CRE é um método eficaz para a reducdo do erro
numérico também para problemas de VVolumes Finitos. No desempenho do erro de variaveis
secundarias, CRE contribui para a reducdo do erro, porém, o emprego de MER diretamente

nas variaveis secundarias pode ser mais eficiente.

Palavras-Chave: Multiextrapolacbes de Richardson. Erro de discretizacdo. Variaveis
secundérias.



ABSTRACT

The scope of this research is to reduce the discretization error through the use of Completed
Richardson Extrapolation (CRE) in problems solved by the Finite Volumes method. CRE is
the Richardson Extrapolation employed across the entire field of solutions. The effect of these
extrapolations on secondary variables of CFD problems is also analyzed. CRE has already
been proven in the literature that is efficient for problems of Finite Differences. The Poisson
equations, advection-diffusion, the cavity problem with movable cover modeled by the Navier
Stokes equations, both incompressible flow problems, were solved. First, second, third and
fourth interpolation functions were used for the discretizations and from 10 to 20 meshes from
2 to 1048576 nodes. In the solutions of these CFD problems analyzes of the reduction of the
discretization error with MER and CRE were made. In order to extend the evaluation of the
variables of interest, through the expansion of MER in solution fields, the numerical error
reduction in secondary variables such as average temperature, contour slope, temperature at
the midpoint, mass flow and viscous drag. For the order of accuracy of secondary variables,
from nodal solutions, we show several numerical experiments and a theorem that generalizes
the observed patterns. With the use of the faces of the 1D meshes and the 2D meshes, it
became possible to use CRE in Finite Volumes. The performance of this technique in the
studied problems was shown to be equivalent to that found in the literature for Finite
Differences. It has been found that CRE is an effective method for the reduction of numerical
error also for finite volume problems. In the performance of the error of secondary variables,
CRE contributes to the reduction of the error, however, the use of MER directly in the

secondary variables can be more efficient.

Keywords: Repeated Richardson Extrapolations. Discretization error. Secondary variables.
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1 INTRODUCAO
1.1 DEFINICAO DO PROBLEMA

A solucdo de problemas fisicos conta com uma ferramenta que é a simulacdo
numérica. Em mecénica dos fluidos e transferéncia de calor é chamada de Dindmica dos
Fluidos Computacional (CFD). Em problemas onde se aplicam métodos numéricos para a
solucdo, a possibilidade de utilizar ferramentas computacionais amplia as condi¢bes de
trabalho, pesquisa, inovacdo e a execucao de testes com variacdo de parametros demandam
menor tempo. A infraestrutura computacional, por sua vez, acaba sendo determinante para
desempenhos de tempo computacional e na possibilidade de executar as simulagoes.

O escoamento de fluidos com ou sem transferéncia de calor esta
envolvido praticamente em todos 0s processos de producdo de
energia, nos fenbmenos ambientais, nos equipamentos térmicos, na
engenharia aerondutica e aeroespacial, na engenharia de reatores, na
bioengenharia etc. E a simulacdo numérica desses escoamentos
desempenha um papel fundamental para o entendimento e a
quantificacdo do fendbmeno (...) j& que a simulacdo numérica permite
executar muitas experiéncias rapidamente (Maliska, 2004, pag 8).

No contexto dos problemas de engenharia, como o escoamento de fluidos, séo
utilizadas trés ferramentas para solucéo de problemas, os métodos numéricos ocupam posicao

de destaque como pode ser observado na Figura 1.1 a seguir:

Figura 1.1: Ferramentas disponiveis para a solugdo de um problema fisico

[ Problema Fisico ]

N

Métodos Experimentais
* Concepcdo do experimento
*Qualidade dos equipamentos
*Processamento de dados
: Leis de similaridade

Métodos Tedricos
+ Leis de conservagdo
+ Relagbes constitutivas
* Condigdes de contorno

-
Modelo Matematico [Bancada de testes em Iaberatério]
\
Métodos Analiticos MetodosNu.n-.lerlcos _
« Solucio  exata  das . Integra;nesespei‘clals e temporais
x i ! * Tratamento de nao linearidades e
equagoes diferenciais
acoplamentos
*MNaturezada malha
*Funcdes de interpolacdo
* Métodos de solugdo de sistemas
lineares
*Escolha do tamanho da malha
*Escolha do tamanho do intervalo
detempo
+ Critérios de convergéncia dos
ciclos iterativos
v
N\ N\ N\
Resultados Resultados Resultados
L Analiticos L Numéricos L Experimentais

Fonte: Adaptagdo de Maliska (2004)
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Os erros de modelagem sdo causados por simplificacbes do fendbmeno real na
concepcao do modelo ou por incertezas nas coletas de dados. Além dos erros de modelagem,
0s métodos numéricos, por ndo resultarem na solucdo exata do modelo matematico, oferecem
resultados aproximados que contém erros numericos. Nos resultados numéricos ha quatro
fontes principais de erros: iteracdo, arredondamento, programacéo e truncamento, chamado de
discretizacdo (Roache, 1998).

Os erros inerentes a discretizacdo sdo de muito interesse, pois 0s demais erros podem
ser mais facilmente evitados ou sdo inerentes ao processo, como no caso da iteracdo, ou sdo
dependentes da infraestrutura computacional disponivel, como os de arredondamento. Dessa
forma, estimar e reduzir o erro de discretizacdo é de grande importancia para a acuracia e
confiabilidade da solugdo numeérica.

Neste trabalho € contemplada a reducdo do erro de discretizacdo em CFD com
emprego de CRE. As equac0es testadas foram Poisson 1D, advecgdo-difusdo 1D e Navier-
Stokes 2D resolvidas por Volumes Finitos e com diversos esquemas de aproximacdo. As
equacbes de Navier-Stokes tém importantes aplicagdes em Engenharia Mecéanica por
modelarem diversos problemas que envolvem fluidos como, por exemplo, na aerodinamica de
avides, propulsdo de foguetes e demais tipos de motores, hidrodindmica e bombas hidréaulicas.

Pode ser visto na secdo 1.2 que varios autores ja comprovaram a eficacia da
Extrapolacdo e das Multiextrapolacdes de Richardson como uma ferramenta para a reducao
do erro de discretizacdo em variados problemas de CFD e de outras areas. A Extrapolacdo de
Richardson Completa (CRE) foi introduzida por Roache e Knupp (1993) que testaram em
problemas 1D e 2D resolvidos por Diferencas Finitas e esquema CDS-2. Richards (1997)
estendeu CRE a problemas transientes. Giacomini (2013) estendeu CRE para outras equacdes
resolvidas por Diferencas Finitas e com diferentes aproximacdes. Ambos constataram que
CRE contribui para a reducdo do erro de discretizagdo. Neste trabalho foram buscadas
maneiras de aplicar CRE a problemas de resolvidos por Volumes Finitos ja que a literatura
apresentava resultados apenas para problemas resolvidos por Diferencas Finitas. Foram
investigados problemas com solucéo analitica para testar a eficacia da metodologia testada.
Na pratica, na maioria das vezes, ndo se conhece a solucdo analitica e se empregam
ferramentas para estimar o erro numérico como o estimador GSI que pode ser consultado em
Roache (1998). Neste estudo € mostrada uma comparagdo entre o desempenho de CRE,
empregando-o em um e mais niveis de extrapolacdo, e de MER na avaliacdo de variaveis de
interesse como temperatura média, inclinagdo nos contornos, fluxo de massa e forca de arrasto

Vviscoso. Pretende-se, sobretudo, contribuir para a expansdo MER em problemas de CFD.
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1.2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

1.2.1 EXTRAPOLAC}@ES DE RICHARDSON (ER)

A Extrapolacdo de Richardson visa reduzir o erro de discretizacdo das solucbes
numéricas. Visando reduzir os erros numéricos quando se empregam esquemas de baixa
ordem assintdtica os métodos de extrapolacdo, como a Extrapolacdo de Richardson (ER),
podem fornecer resultados semelhantes aos de alta ordem. Esse fato ocorre em trabalhos
citados a seguir.

Costiglione et al. (2011) constataram que o erro de discretizacdo (Eh) representa a
principal fonte de erro numérico fazendo verificacdo e validacdo (V&V) de solugbes para um
campo de velocidades de um problema de CFD. Segundo Marchi et al. (2013) a redugéo da
parcela do erro numérico influenciada pela discretizacdo pode ser alcancada ao se refinar a
malha, 0 que aumentaria 0s custos computacionais, ao aumentar a ordem de acuracia das
aproximacdes, o que deixaria 0 modelo mais complexo ou entdo aplicar técnicas de
extrapolacdo como a de Richardson. Nesse sentido a Extrapolacdo de Richardson é uma
forma de melhorar esquemas numéricos, no pos-processamento, com a eliminagdo do termo
de ordem mais baixa da expressdo do erro de discretizacdo, pois este termo € que determina a
ordem aparente do erro. Sao, portanto, usadas duas solucGes aproximadas para obter uma
terceira e melhor aproximagdo. Com a ER se pode também obter uma estimativa do erro que
esta sendo cometido ao se aplicar um determinado método numérico de solugao.

A Extrapolacdo de Richardson foi apresentada por Richardson (1910). Richardson e
Gaunt (1927) aplicaram a técnica a diversas equacfes na forma integral, como a equacao
integral de Volterra, e diferencial, como as derivadas no Teorema de Leibnitz. Dessa forma,
pode-se perceber que desde o inicio a extrapolacdo de Richardson caracterizou-se pela
aplicabilidade as solucbes de equacbes integrais e equacBes diferenciais resolvidas
numericamente.

Ao longo dos anos, diversos autores tém destacado varios interesses com o estudo
sistematico e o aprimoramento da Extrapolagdo de Richardson (ER).

Segundo Simonsen e Stern (2003), a extrapolacdo de Richardson é uma técnica de
verificacdo numérica em CFD. Zhang et al. (2011) usaram um método de passo varidvel com
a ER para o célculo do erro de truncamento local em Equaces Diferenciais Ordinarias (EDO)
acopladas e resolvidas com paralelizagéo. Zlatev et al. (2010) e Farago et al. (2013) aplicaram
ER para melhorar a acurécia de solucdes de sistemas de EDO obtidas por métodos de passos

maltiplos. Essa aplicagdo de ER combinada a métodos de passos maltiplos mostrou melhoria
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na acurécia das solugdes e redugdo de tempo computacional para atingir um nivel de acurécia
pré-estabelecido.

Visando melhoria de acuracia em solugdes numéricas, Pomeranz (2011) aplicou ER na
equacdo de Laplace para o0 método dos elementos de contorno e utilizou a ordem de acuracia

( p,) para avaliar a eficacia de ER. Quando os valores de p, ndo sdo nimeros reais positivos,

indicam que ER ndo fornecera resultados com boa acurécia e confiabilidade. Assim, obtendo

um valor a priori para p, € possivel determinar um valor a posteriori que garanta sua bem

sucedida aplicabilidade.

ER pode ser também utilizada para a estimativa o erro de discretizagdo. Xing e Stern
(2010) propéem um fator de seguranca no que diz respeito a ordem de acuracia obtida a priori
e a obtida a posteriori para estimar o erro de discretizacdo (Eh). Roache (2011) afirma que as
estimativas com base em ER devem considerar o fator de seguranca FS como no estimador
GCl (Grid Convergence Index) proposto em Roache (1994) e enfatiza a necessidade de
convergéncia de malha com refinamentos elevados para obter boa estimativa da ordem de
acurécia.

Conforme a acurécia desejada e a confiabilidade pretendida deve ser escolhido o valor
de FS. De acordo com Karimi et al. (2012) é recomendavel a utilizacdo de FS=3 para a
maioria das aplicagdes. Para Roache (2011) a Unica variagdo aceitivel para FS é para um
comportamento assintotico de p,, onde seria possivel aplicar 1,25<FS<3 e afirma ainda
que ndo se deve utilizar p, maior do que a obtida a priori, apesar do estimador GCI
desconsiderar o sinal de Eh e apresentar apenas um valor absoluto estimado. Como exemplo
de estimativas de erro se pode observar o trabalho de Marchi e Silva (2005) onde foram
apresentados procedimentos para estimar o erro de solugbes numéricas de problemas
multidimensionais. Consideraram 0s erros numéricos causados apenas por erros de
truncamento, estimaram o erro com base em ER e validaram as conclusGes de Marchi e Silva
(2002). Comprovaram, especialmente, que o verdadeiro erro de discretizacdo (Eh) esta entre

os valores do erro encontrados pelo estimador de Richardson (U;), Eq. 1.1, calculado com
base na ordem assintética (fazendo p*=p, na Eq. 1.4), e aparente (fazendo p*=p, na Eq.
1.4).

u, -4

LY

(1.4)
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Com o intuito de reduzir Eh, Wang e Zhang (2009) e Wang et al. (2011) aplicaram ER
na resolucdo da equacdo de Poisson em dominio bidimensional obtendo solu¢do numeérica
com sexta ordem de acuracia. Afirmam que isso € possivel com a utilizacdo de duas malhas, o
que demanda baixo custo computacional. Também obtiveram solucGes de sexta ordem de
acurécia, a partir de solucgdes de quarta ordem, Ma e Ge (2010) e Wang e Zhang (2010) ao
aplicar ER na resolucédo da equacdo de advecgdo-difusdo em dominio tridimensional.

Pomeranz (2011) confirmou que a ER é um vantajoso método ao destacar que o tempo
de computacdo adicional para sua utilizacdo é insignificante em comparacdo ao tempo
necessario para obtencdo da solugdo na malha mais fina. Da mesma forma, as principais
vantagens elencadas por Marchi et al. (2013) para o emprego de ER é que por se tratar de um
método de pds-processamento, ndo interfere na obtencdo das solucdes numéricas. E um
método de baixo custo computacional e aplicavel a codigos computacionais ja existentes ou a
resultados ja obtidos e pode ser aplicado a diversos métodos numéricos, diferentes

aproximacdes e variaveis de interesse.

1.2.2 MULTIEXTRAPOLAQOES DE RICHARDSON (MER)

Realizando novas extrapolacdes a partir de ER ja obtidas tem-se as Multiextrapola¢es
de Richardson (MER). Diversos autores repetiram extrapolacdes buscando estudar o
comportamento, como Richardson e Gaunt (1927) que consideraram a aplicacdo de ER com
dois niveis de extrapolacdo. Analogamente, Rahul e Bhattacharyya (2006) aplicaram ER duas
vezes, isto é, realizaram MER com dois niveis de extrapolacdo a partir das solucdes,
resultantes de aproximacOes unilaterais por Diferencas Finitas e condi¢bes de contorno de

Neumann, em trés malhas distintas. Obtiveram ordem quatro de p,, semelhante a terem

usado um esquema de quarta ordem, porém a aplicacdo de MER demandou malhas menos
refinadas, tornando a solucéo do sistema discretizado mais eficiente.

Joyce (1971) pesquisou o desenvolvimento de processos de extrapolacdo em anélise
numérica, lidando principalmente com os baseados em func¢fes polinomiais ou racionais,
sendo possivel identificar a semelhanca entre ER e outros métodos de extrapolacao existentes.

Erturk et al. (2005) aplicaram MER com dois niveis de extrapolacdo a partir das
solucBes em trés malhas distintas para o problema do escoamento permanente bidimensional
de fluido incompressivel em uma cavidade com tampa movel. A formulacdo do problema era
fungéo corrente versus vorticidade e com variagdo do nimero de Reynolds. Conseguiram

aumentar em quatro ordens a acuracia obtida chegando a sexta ordem.
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Segundo Ashraf et al. (2011) o uso de dois niveis de extrapolagdo melhora
significativamente a acuracia dos resultados. Constataram isso ao aplicar em trés malhas
distintas dois niveis de MER em um problema de escoamento laminar bidimensional com
aproximacdes de segunda ordem de acuracia e MDF.

Schreiber e Keller (1983) realizaram trés niveis de extrapolacbes de MER ao
resolverem o problema da cavidade quadrada com tampa movel. Na resolucdo de um
problema de adveccao-difusdo 1D, Marchi e Germer (2009) testaram algumas funcgdes de
interpolacéo e apresentaram resultados com quatorze niveis de extrapolagdo. Em Marchi et al.
(2009) apresentaram quarenta e duas varidveis de interesse e nove niveis de extrapolac@es de
Richardson ao resolverem o problema da cavidade quadrada com tampa movel.

Chang et al. (2011) empregaram MER com diversos niveis de extrapolacdo em
problemas da area de financas e obtiveram solugdes de melhor desempenho que as usuais que
empregam métodos estocasticos. Na &rea de CFD, Marchi et al. (2013) empregaram MER na
resolucdo numeérica pelo MVF da equacdo de Laplace 2D para até onze niveis de extrapolacao
e constataram que a reducdo do erro numérico com emprego de MER é dependente da
variavel de interesse e da geometria do dominio. Justificaram que o comportamento esperado
de MER ndo foi alcancado nas varidveis localizadas nos contornos das geometrias
triangulares, fato este que ainda requer estudos mais detalhados que, segundo os autores,
estariam em andamento.

H4, portanto, um grande interesse no emprego de MER, seja para aplicar alguns
niveis em problemas e melhorar a solugdo com a reducdo do erro de discretizacdo ou, ainda, a
partir de testes e diversos niveis de extrapolacdo desenvolver e aprimorar cada vez mais a
técnica. Alguns trabalhos apontam algumas necessidades de aprimoramento do emprego de
MER a problemas mais complexos e outros sugerem soluc@es para alguns obstaculos outrora
identificados. De acordo com Burg e Erwin (2009) podem acontecer deslocamentos de

caracteristicas fisicas com o refino e tornar vulneravel a eficacia de MER e p, deve ser
monitorado quanto ao comportamento monotonico e convergente das ordens aparente (p, ) e
assintotica (p,). Com base nisso, a consideracdo de refino constante e o devido

monitoramento de p, a priori e a posteriori podem contribuir a0 bom desempenho de MER,

visto que algumas caracteristicas sdo inerentes ao processo como descontinuidades nas
solugdes analiticas o que dependendo da localizacéo poderia tornar MER ineficiente, fato este
observado no trabalho de Feng e Li (2010).
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Marchi et al. (2008), por meio da resolucdo de um problema de conducéo de calor
governado pela equacdo de Laplace bidimensional (2D), mostraram que MER reduz
significativamente o erro de discretizacdo, que o estimador de erro de Richardson funciona
para resultados numéricos obtidos com MER e que resultados mais efetivos com MER sdo
obtidos usando precisdo quadrupla nos calculos, maior nimero de extrapolagdes, maior
numero de malhas e ordens corretas do erro.

Novak (2012) comprovou a eficiéncia de MER (Multiextrapolacdes de Richardson)
para estimar e reduzir o erro de discretizacdo em transferéncia de calor computacional para as
equacOes de Laplace bidimensional e Poisson unidimensional. Sendo que para a equagéo de

Poisson, a estimativa do erro é acurada e confiavel até o erro numérico atingir

aproximadamente 10_27, e a partir dai erros de arredondamento interferem negativamente.
Desenvolveu e caracterizou o “erro de posi¢do” que interfere na convergéncia de MER devido
ao ponto onde é admitida a solucdo numérica sem extrapolacdo ndo permanecer fixa durante o
refino quando a coordenada é desconhecida. Afirma ainda que MER ndo pode ser
generalizado porque carece de avancos a equacdes de maior complexidade e pela necessidade
de consolidacédo do erro de posicao.

Para o caso das variaveis com valores extremos, Marchi et al. (2009) perceberam que
0s pontos extremos podem ter sua localizac¢ao alterada ao se proceder o refino de malha, o que
impediria um bom desempenho de MER. Esse fato foi contemplado por Martins et al. (2013)
onde para o emprego de MER, para reduzir o erro de discretizacdo (Eh), classificou cinco
tipos de variaveis de acordo com a sua localizacdo em malhas distintas. Eles desenvolveram
estratégias aplicaveis em variaveis com coordenadas movel ou fixa, porém ndo coincidente
com um ponto nodal, propondo um conjunto de procedimentos que permite reduzir Eh de
varidveis para as quais MER apresenta baixo desempenho. Concluiram que para empregar
MER se deve primeiramente enquadrar a variavel de interesse em um dos cinco tipos
estabelecidos no trabalho, e a partir disso identificar o procedimento adequado. A
metodologia proposta permite reduzir Eh inclusive nos casos em que a MER € considerada
ineficiente. Tal procedimento, caracterizado por um pos-processamento, apresenta baixissimo
custo computacional e, em principio, é valido para MDF e MVF com aproximagdes de
qualquer ordem de acurécia.

Marchi e Germer (2013) testaram o impacto de MER para reduzir o erro de
discretizacdo da solugdo da equagdo 1D de adveccdo-difusdo resolvida por Volumes Finitos.

Aplicaram MER a trés variadveis de interesse, temperatura no centro do dominio, média do
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campo de temperatura e taxa de transferéncia de calor, cujas solu¢fes numéricas foram
obtidas com 10 esquemas distintos de aproximacdo. Concluiram que MER é eficiente para
reduzir o erro de varidveis primarias e secundarias empregando solugdes obtidas com
esquemas de 12, 22 e 32 ordens de acuracia. Para as varidveis secundéarias, o0 melhor esquema
depende dos valores das ordens de acurdcia das aproximacgdes numéricas empregadas na
obtencdo da variavel secundaria.

Zhang e Zhang (2016) discutiram estratégias de interpolacdo no emprego de MER.
Afirmaram que MER pode gerar solucbes altamente precisas em malhas grossas e que se
devem investir esforcos para desenvolver mais técnicas para emprego de MER em malhas

refinadas.

1.2.3 EXTRAPOLACAO DE RICHARDSON COMPLETA (CRE)

A solucdo extrapolada era calculada apenas nos nés da malha grossa até que Roache e
Knupp (1993) estenderam a técnica para que a solucdo extrapolada também pudesse ser
calculada nos nos da malha fina e este procedimento foi entdo chamado de Extrapolacédo de
Richardson Completa (do inglés Completed Richardson Extrapolation — CRE) . Os autores
estenderam a técnica as equagdes diferenciais parciais independentes do tempo, permitindo
gue a malha fina pudesse ter solu¢Ges mais acuradas. Afirmaram ainda que a estabilidade do
esquema numeérico considerado ndo pode ser garantida na mais fina das duas malhas, mesmo
que seja estavel em malha grossa.

A Extrapolacdo de Richardson Completa é aplicada em problemas de campos, isto &,
emprega-se a técnica a problemas com solucédo para todos 0s nés da malha.

Richards (1997) estendeu a Extrapolacdo de Richardson Completa a problemas
dependentes do tempo. Apresentou a técnica, calculando em todos os nds da malha que
coincidem com os nés da malha mais fina considerada. Destacou que se a malha mais grossa é
inicialmente “fina” o suficiente, a solucdo calculada sobre a mais fina das duas malhas sera
mais proxima da solucdo exata. Onde os nés de ambas as malhas coincidirem, uma solugéo
mais precisa do que a solucdo na malha fina é calculada. Isto é conseguido através do
conhecimento da taxa a qual o esquema numérico utilizado em ambas as malhas converge
para a solucdo real e extrapolando uma nova solugdo a partir das solucdes nas malhas
grosseiras e fina. A Extrapolagdo de Richardson requer que a solucdo exata seja uma fungéo

continua suave.
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No trabalho de Giacomini (2013), para a Equagdo de Poisson 1D, antes da
extrapolagdo o erro das variaveis de interesse era da ordem de 107 e com 9 extrapolacdes
107, Para a Equacdo de Adveccdo-Difusdo 1D teve o menor erro numérico conseguido com

trés extrapolagdes atingindo a ordem de 10°°. Para a Equagéo de Laplace 2D, foram estudadas
trés varidveis de interesse com até duas extrapolacfes, pois mais que isso ndo reduziu o erro.
Testes adicionais com a Equagdo de Poisson 2D apresentaram resultados qualitativos
semelhantes aos de Laplace 2D. Para as EquagOes de Burgers 1D e 2D, foram conseguidas 9
extrapolacGes em campos com aumentos de 2 unidades na ordem do erro.

Marchi et al. (2016) estenderam o uso de MER a campos de problemas 1 e 2D.
Testaram o método da Extrapolacdo de Richardson Completa, bem como propuseram e
testaram o FRE (Full Richardson Extrapolation). Resolveram as equacOes de Poisson,
adveccao-difusdo, Laplace e Burgers pelo método de diferencas finitas, com aproximacdes de
13 22 e 42 ordens de acurécia e até nove extrapolagdes. Verificaram que tanto CRE quanto
FRE reduzem o erro de discretizacdo de solugdes de Poisson 1D, pois ao aplicarem FRE com
sete extrapolacdes foi aumentada em dezesseis unidades a ordem do esquema numérico.

Com relagdo ao emprego de CRE foram encontrados na literatura apenas os trabalhos
citados nesta secdo, ambos empregando a técnica em problemas resolvidos por Diferencas

Finitas.

1.3 OBJETIVOS
O objetivo geral deste trabalho é expandir o emprego de CRE multiextrapolado para a
reducdo de erros de discretizagdo em problemas de campos em CFD. Considerando-se isso € a
definicdo do problema descrito na se¢do 1.1, 0s objetivos especificos séo:
e Desenvolver uma metodologia para emprego de CRE em problemas unidimensionais
de CFD resolvidos com o método de VVolumes Finitos;
e Desenvolver uma metodologia para emprego de CRE em problemas bidimensionais de
CFD resolvidos com 0 método de VVolumes Finitos;
e Comparar o efeito de MER e CRE no erro de variaveis secundarias em problemas de
CFD.
e Determinar a ordem de acuracia do erro de variaveis secundarias a partir de solucdes

nodais.
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14 ORGANIZAQAO DO TEXTO

Este trabalho apresenta 6 (seis) capitulos e suas referéncias bibliograficas. No segundo
capitulo se encontra uma breve fundamentacdo tedrica, onde sdo expostos definicdes e
conceitos que podem ajudar o leitor de areas correlatas de CFD a compreender melhor alguns
dos assuntos tratados no trabalho. No terceiro capitulo sdo apresentados os modelos e alguns
procedimentos matematicos utilizados. O quarto capitulo expde os resultados obtidos com
uma metodologia para emprego de CRE em Volumes Finitos tanto para problemas 1D quanto
2D em equagdes da area de CFD. No quinto capitulo é discutido o impacto de MER e CRE
em variaveis secundarias e € feita uma demonstracdo da ordem de acurdcia de varidveis
secundarias a partir de solucBes nodais. O sexto capitulo expde as conclusdes que puderam ser
obtidas com a execucdo deste trabalho, cita as contribuicdes para o estado da arte e traz
sugestBes de trabalhos futuros. Na sequéncia sdo exibidas as referéncias bibliograficas que
ajudaram a embasar este trabalho e alguns resultados complementares em apéndices.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA
2.1 DISCRETIZACAO DE EQUACOES

Seja f uma funcdo real definida em um intervalo [a; b]. Se f € continua, entdo é
possivel determinar seu comportamento com valores de f em um conjunto discreto de pontos
do dominio X = {Xo, X1, X2, ... , Xn}, Onde n é um inteiro positivo. Da continuidade de o valor

de fem um pontoc ¢ X sera proximo do valor de f no ponto x;, € X que esteja mais proximo

de ¢c. Com um ndmero de elementos em X suficientemente grande e bem distribuido no

intervalo [a; b], o erro em aproximar f(c) por f( x;) tende a ser pequeno. Este processo onde se

substitui um conjunto continuo por um conjunto finito (o0 conjunto dos valores{f(xo), f(x1),
f(X2), ..., f(xn)}) é chamado de uma discretizacdo da funcdo f. Dividindo-se [a; b] em n
subintervalos de mesmo tamanho e fazendo-se os pontos da discretizacdo como 0s extremos
dos subintervalos, obtém-se pontos bem distribuidos por todo o intervalo.

Em uma discretizagdo ocorre, necessariamente, perda de informacgéo, pois fungdes
muito diferentes podem se tornar exatamente iguais em uma determinada discretizacdo. Na
Fig. 2.1, temos duas fungdes distintas, um seno e um polindbmio, que coincidem nos pontos A,

B e C representados.

Figura 2.1: Duas func¢des distintas com discretizagdo idéntica nos pontos coincidentes A, Be C

4] ]

Ao se diminuir tanto quanto suficiente o tamanho dos subintervalos na discretizagéo,
duas funcdes que coincidem ao serem discretizadas poderdo passar a serem distintas.

Contudo, dependendo desse tamanho pode haver infinitas outras fungdes distintas que sdo
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coincidentes com a fungdo dada. Os erros cometidos nas aproximacdes de fungdes por meio
de discretizacdo tendem a diminuir quanto menor for o tamanho do subintervalo do dominio
utilizado. N&o se pode desconsiderar, contudo, que o uso de malhas muito refinadas implica
em maior utilizacdo de memoria e processamento, ou seja, maior custo computacional.
Tratando-se da solucdo de EDPs, especialmente quando ndo possuem solucdo analitica, é
realizada a discretizacdo com base em métodos numéricos como Diferencas Finitas e
Volumes Finitos. A Extrapolacdo de Richardson Completa, objeto deste trabalho, bem como
as Multiextrapolacdes de Richardson e a Extrapolacdo de Richardson, atuam melhorando
solugdes numéricas a partir de malhas grosseiras. Assim, contribuem na minimizagdo da

necessidade de um custoso refino de malha.

2.2 METODO DE DIFERENCAS FINITAS

O método de diferencas finitas (MDF) resolve equacGes diferenciais por meio da
substituicdo das derivadas existentes por expressbes algébricas que envolvem a funcao
incégnita (Maliska, 2004). Ao solucionar uma EDP em uma regido R se obtém valores para a
variavel de interesse em todos os pontos do dominio (R). Para um dominio continuo é
necessario dispor da solucdo analitica do problema. As técnicas numéricas utilizam um
dominio discreto, onde sdo selecionados alguns pontos dentro de R e a solucéo € calculada
somente neles. A esse conjunto discreto de pontos se da o0 nome de malha e 0 processo que 0s
determina se chama discretizagdo (Fortuna, 2000).

Na Fig. 2.2, podemos observar a representacdo de um dominio continuo e a direita o

conjunto de pontos discretos, a malha, utilizados para a obtencao da solucdo numérica.

Figura 2.2: Regifo continua e regido discretizada
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Nota-se que os pontos da malha localizam-se na intersec¢do das linhas horizontais
com as verticais, separados por uma distdncia Axe Ay, respectivamente, néo
necessariamente iguais. Os indices i e j identificam um ponto na i-ésima coluna e na j-ésima
linha, respectivamente (Fortuna, 2000).

Antes da resolugdo numérica da EDP é preciso encontrar expressdes escritas em
funcdo dos pontos da malha. Essas expressdes culminam em equacdes algébricas, cada uma
denominada de Equacdo de Diferencas Finitas (EDF). As solucdes das EDFs resultam na
solugdo aproximada do problema, que ndo é exata devido a erros inerentes ao processo de
discretizacdo, arredondamentos nos célculos computacionais e aproximagdes numéricas das
condicdes auxiliares (Fortuna, 2000).

Uma das formas de obter as aproximac6es de diferencas finitas é através da Expanséo
em Séries de Taylor.

Supondo que f seja continua no intervalo [a;b] de interesse e que possua derivadas até
ordem n continuas nesse intervalo, o Teorema de Taylor, Eq. (2.1), garante que para todo
X €[a;b]

[0 = F0x)+ () 22 4 £ (xo)(x‘z%h f“‘(xo)(x‘g—,x())s+... (2.1)

O valor de f(x) seria exato se fossem considerados os infinitos termos da série de Taylor.

E possivel aplicar a expansdo em séries de Taylor a uma malha uniforme como a

representada na Fig. 2.3.

Figura 2.3: Malha unidimensional uniforme
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Para cada um dos ndés da malha, existe uma equacdo discretizada do modelo
matematico relacionando pela Série de Taylor o valor de f armazenado em P com os valores
de f armazenados nos nds vizinhos. Podem ser usados esquemas de aproximagéo utilizando
um ou dois pontos a montante ou a jusante e ainda diferencas centrais de dois ou quatro

pontos, entre outros.
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2.3 METODO DE VOLUMES FINITOS

O Método de Volumes Finitos (MVF) tem como caracteristica basica a integracdo das
equacOes diferenciais do modelo matematico, na forma conservativa, sobre um volume de
controle qualquer (Maliska, 2004).

(...) todo método que, para obter as equacdes aproximadas, satisfaz a
conservacao da propriedade em nivel de volumes elementares € um
método de volumes finitos (Maliska, 2004, pag 28).

Nesse método, as variaveis de interesse sdo armazenadas no centro geométrico do
volume de controle (centroide) e, para a discretizacdo do modelo matematico sdo necessarias
expressdes algébricas envolvendo a variavel dependente e/ou suas derivadas, avaliadas nas
faces dos volumes de controle. Essas expressdes sdo chamadas fungdes de interpolacéo e seu
objetivo é avaliar uma propriedade, e suas derivadas, na face do volume de controle (Versteeg
e Malalasekera, 2007).

A obtencdo das equacBes aproximadas no Método de Volumes Finitos pode ser feita a
partir de balancos da propriedade em questdo nos volumes elementares, os volumes finitos, ou
a partir da integracdo das equacOes, na forma conservativa, sobre o volume elementar, no
espaco e no tempo. Essas duas formas séo equivalentes (Maliska, 2004).

Para ilustrar a conexao entre as equacdes aproximadas usadas no Método de VVolumes
Finitos e as equacdes diferenciais na forma conservativa, Maliska (2004) considera o dominio

elementar bidimensional mostrado na Fig. 2.4.

Figura 2.4: A tarefa do método numérico
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e condicies de contorno

Para deduzir a equagdo diferencial que representa a conservagdo da massa € feito

balango de massa no volume elementar mostrado na Fig. 2.5 resultando na Eq. (2.2) a seguir.
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M, —r, +m —m, =0 (2.2)

Para o volume elementar no sistema de coordenadas cartesianas, em termos das

velocidades pode ser escrita a Eq. (2.3).

PUAY |, —puAy |, +pVAX |, —pvAX =0 (2.3)

Na Fig 2.5 é possivel observar os pontos cardeais este, oeste, norte e sul usados para

identificar as faces (e, w, n e s) do volume de controle na discretizacdo numeérica.

Figura 2.5: Volume elementar para os balangos de conservacéo
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Dividindo a Eq. (2.3) pelo produto AxAy, encontra-se a Eq. (2.4)

Pl —pily AL =PVl
AX Ay

(2.4)

que, apo6s a aplicacdo do limite, nos da a forma diferencial conservativa da equacdo da

conservacdo da massa Eq. (2.5)

—(pu)+—(pv)=0 (2.5)

A Eg. (2.5) esta na forma conservativa, pois 0s produtos pu e pvestdo dentro das

derivadas. A equacao de conservacao para um volume finito é um passo intermediario para se

obter a equacdo de conservagdo em nivel infinitesimal. A aproximacdo numérica da equacgao
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da conservacdo da massa infinitesimal atraves da integracdo da mesma no volume elementar é
mostrada na Eq. (2.6) e Eq. (2.7).

LI %(pu% % (pV)}dxdy =0 (2.6)
ﬁhﬂk-¢UMNy+ﬁth-¢wkNX=0 2.7)

Considerando que o fluxo de massa avaliado no meio da face do volume de controle,
representa a média da variacdo na face, conforme Eq. (2.3) obtida na realizacdo do balango e
que pode ser reescrita como a Eq. (2.2), a equacdo aproximada que vale para o volume P.
Portanto, realizar a integracdo da forma conservativa da equacdo diferencial ou fazer o
balango sdo procedimentos equivalentes. Realizando a integragdo para todos os volumes de
controle do dominio, obtém-se uma equacéo algébrica para cada volume e com isso 0 sistema
de equacOes algébricas procurado. A preferéncia em se obter as equagdes aproximadas
integrando-se a equacao diferencial vem por ser um procedimento mais simples que a

realizacdo de balancos (Maliska, 2004).

2.4 ERROS NUMERICOS

Um problema pode ser resolvido pelos métodos: experimentais, analiticos e
numéricos. Os resultados experimentais podem conter erros experimentais, as solucdes
analiticas sdo influenciadas por erros de modelagem e as solugdes numéricas contém erros de
modelagem e erros numéricos (Maliska, 2004).

Uma técnica numérica embora produza estimativas proximas da solucdo analitica
exata, ha discrepancias, ou erros, porque envolve aproximacgdes. Para muitos problemas de
engenharia ndo é possivel se obter a solugdo analitica e assim ndo se pode calcular os erros
associados as solugdes, sendo feita apenas uma aproximacao ou estimativa de erros (Chapra e
Canale, 2008).

Devido a esses erros cometidos no processo de solucdo dos problemas de engenharia,
foi desenvolvida uma teoria para identificar e tratar as fontes de erros e principalmente
estimar as magnitudes e as ordens dos erros envolvidos (ASME, 2009). O proprio processo de

andlise e solucdo de um problema, de acordo com Roache (1998), d& origem aos erros.
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Os erros associados tanto aos célculos quanto as medidas podem ser
caracterizados com relacdo a sua acurécia e precisdo. A acuracia se
refere 0 quao proximo o valor calculado ou medido estd do valor
verdadeiro. A precisdo se refere a qudo proximos os valores
individuais calculados ou medidos estdo uns dos outros (Chapra e
Canale, 2008, pag 45).

Para designar formalmente a confiabilidade de um valor numérico existe o conceito de
algarismos significativos que corresponde ao nimero de algarismos corretos de um ndmero
mais um algarismo estimado. Esse conceito tem duas implicagcbes importantes no estudo de
métodos numéricos, os critérios para especificar a confianca de um resultado aproximado para
assim decidir até quantos algarismos significativos sdo aceitaveis e o0 erro de arredondamento
causado pela omissdo de algarismos significativos remanescentes na representacdo de
nameros reais com infinitas casas decimais (Chapra e Canale, 2008).

A modelagem do problema pode conter erros devido a simplificacbes das propriedades
fisicas envolvidas no fenbmeno. Quando ndo se conhece o valor verdadeiro da variavel, é
possivel estimar o erro de modelagem por meio de comparacfes entre a solu¢cdo numérica
obtida e resultados experimentais. Esse processo que determina ou oferece uma estimativa do
erro de modelagem é chamado de validacdo (AIAA, 1998). De acordo com Roache (1998), a
determinacdo do erro numérico por meio da diferenca entre a solu¢do numérica e a solucgédo
analitica exata é chamada de verificacéo.

O valor aceitavel de um erro numérico depende, entre outros fatores, da utilizagdo
prevista para a solu¢cdo numeérica, de restricdes orcamentais, do tempo disponivel para
executar as simulacBes, e dos recursos computacionais disponiveis. Todas as solucdes
numéricas contém erros e é importante estima-los porque quando o erro € maior do que o
aceitavel, a solucdo numérica ndo tem confiabilidade; quando o erro é menor do que o
aceitavel, ha desperdicio de recursos computacionais (tempo de CPU e quantidade de
memoria); a fim de validar e desenvolver modelos matematicos; para otimizar a malha
(Marchi e Silva, 2002).

O erro numérico ndo tem uma Unica fonte. Marchi e Silva (2002) classificam as fontes
de erros numéricos em quatro tipos: erros de truncamento, erros de iteracdo, erros de
arredondamento e erros de programacdo. Os erros de truncamento resultam do uso de
formulas aproximadas. E preciso fazer a substituicdo de uma expressdo ou formula infinita
por uma finita ou discreta. Por exemplo, quando se tomam apenas alguns dos termos do
desenvolvimento da série de uma fungdo. Esse tipo de erro pode ser minimizado com a

diminuicdo do espagcamento (h) da malha. Os erros de arredondamento resultam da


http://pt.wikipedia.org/wiki/Erro_de_arredondamento
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representacdo de numeros reais com um numero finito de algarismos significativos. Esse erro
aumenta com a diminuicdo do espacamento (h) da malha. Os erros de programacéo incluem
erros causados pelas pessoas na implementacdo e uso de um codigo. O erro de iteracédo
diminui com o aumento do numero de iteragbes o que pode aumentar o erro de

arredondamento.

2.4.1 Erro de truncamento e erro de discretizacéo

Os erros de truncamento sdo cometidos em cada aproximagdo numeérica, nas derivadas
de cada termo da EDP, para cada uma das variaveis de interesse e o erro final de cada variavel
de interesse compde o erro de discretizacdo. Para a varidvel final, ha um somatorio de erros de
truncamento, bem como os erros de poluicdo resultantes da influéncia dos pontos envolvidos
em cada esquema de aproximacdo. O erro de discretizacdo € entdo o erro de truncamento
total, gerado por varias fontes de erro de truncamento. E possivel determinar o erro de
discretizacdo da variavel global em cada volume de controle e assim o erro de discretizacdo
do campo.

O erro de truncamento de qualquer aproximacdo numeérica, a partir da série de Taylor,
é dado pela Eq (2.8) a seguir:

e(g)=c,h™ +ch™ +c,h™ +c;h™ +... (2.8)

onde p,, que corresponde ao menor expoente da expressdo do erro numérico, € a ordem

assintotica do erro.

A variavel de interesse ¢ da Eq. (2.8) pode ser uma varidvel priméria, obtida
diretamente da solucdo de equac@es diferenciais, ou secundaria, obtida a partir das variaveis
primarias por meio de opera¢cdes matematicas. Quando o erro da solu¢do numeérica se deve
principalmente ao erro de truncamento, ele é denominado de erro de discretizacdo. De acordo
com Ferziger e Peric (1999) quando se conhece a solucdo analitica (®), o erro de

discretizacdo da variavel de interesse é dado pela Eq (2.9):

E(@)=0—¢ (2.9)

Na pratica numérica, a ordem aparente do erro de discretizacdo é obtida a partir da

solugdo numérica. Em um processo iterativo com um namero insuficiente de iteracfes, 0 erro
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de iteracdo pode ser maior que o de discretizagdo. Ao analisar o erro de discretizagdo é
necessario atentar para que as demais fontes de erro ndo se sobressaiam sobre o total do erro
numérico. Na deteccdo do erro de programacdo pode ser observado s