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Resumo

O presente relatorio de atividades de estagio pds-doutoral apresenta os resultados alcanca-
dos em consonancia com os objetivos elencados no projeto de pesquisa submetido como
condicao de aceitacao para a realizacao de pés-doutorado junto ao PG-Mec. O método
Full Multigrid geométrico com o esquema FAS é implementado para resolver a equagao de
Poisson e as equagoes de Navier-Stokes nas formulagoes funcao de corrente e vorticidade e
variaveis primitivas. O método de volumes finitos é adotado para discretizar as equagoes
diferenciais em malhas co-localizadas. Os solvers Gauss-Seidel, SOR, MSI e SIP sao usados
para resolver os sistemas de equagoes. Alguns parametros do método multigrid sao investi-
gados. As propriedades tedricas do método multigrid para as equagoes de Navier-Stokes
em varidveis primitivas foram confirmadas nos resultados. Solu¢des numéricas em malhas
super-refinadas com Re < 5000 foram obtidas, além de excelentes valores de speed-up

para altos nimeros de Reynolds.

Palavras-chaves: Volumes Finitos. Multigrid. MSI. SIP. Speed-up.
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1 Introducao

No presente texto apresenta-se de maneira sucinta as principais atividades desenvol-
vidas no estagio pds-doutoral, durante o periodo de 03 de agosto de 2015 a 28 de fevereiro
de 2017, no Programa de Pés-Graduagdo em Engenharia Mecénica (PG-Mec) na Area
de Fenomenos de Transporte e Mecanica dos Sélidos da Universidade Federal do Parand
(UFPR).

A pesquisa intitulada “Método multigrid otimizado para resolver as equagoes de
Navier-Stokes 2D com volumes finitos” foi desenvolvida sob a supervisao do Prof. Dr.
Carlos Henrique Marchi, do Departamento de Engenharia Mecanica da UFPR e docente
permanente do PG-Mec.

O projeto de pesquisa protocolado e aprovado no colegiado do PG-Mec, em 2015,
propos como objetivo principal implementar o método multigrid geométrico com ciclo V e
FMG/V (Full Approximation Scheme) (TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER,
2001), ambos com o esquema FAS em modelos matematicos 2D nao lineares com equagoes
acopladas, usando aproximagoes numéricas do tipo UDS-1 (Upwind Differencing Scheme)
e CDS-2 (Central Differencing Scheme) nas equagoes de Navier-Stokes (BOTELLA; PEY-
RET, 1998) e Método dos Volumes Finitos (MVF) (VERSTEEG; MALALASEKERA,
2007) para discretizar as equagoes diferenciais. Uma vez implementado, propds-se também
analisar alguns parametros para obter o melhor desempenho possivel do multigrid, que
teoricamente tem custo computacional proporcional ao nimero de pontos (ou volumes) da
malha computacional. Basicamente, os pardmetros que se propds otimizar sao o nimero
de iteragoes internas dos solvers, niimeros de niveis de malha que resultam no menor
tempo de CPU, anélises de solvers e esforco computacional com o aumento do ntimero de
volumes da malha. Para alcancar o objetivo principal, foi proposto implementar o método
multigrid para resolver outros modelos matematicos, que sao menos complexos e com
mais possibilidades de obter informagoes na literatura. Os modelos propostos foram: (a)
equagao de Poisson com solugao analitica conhecida; (b) equagoes de Burguers com solugao
analitica conhecida; (c) equagoes de Navier-Stokes na formulagao fungao de corrente e

vorticidade, 1) — w, e; (d) equagdes de Navier-Stokes na formulagdo em varidveis primitivas,

vV —p.

1.1 Consideracoes gerais

O método multigrid para a equagao de Poisson foi implementado sem dificuldades
e os resultados sao coerentes com a literatura. Um cddigo para as equagoes de Burgers foi

gentilmente cedido pela professora Simone de Fatima Tomazzoni Gongalves, do Departa-
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mento de Engenharia Mecanica (DEMEC/UFPR), para ser usado como ponto de partida
na implementagao dos modelos relacionados as equagoes de Navier-Stokes e também para

comparacao.

Inicialmente, para uma geometria simples, propos-se aplicar a metodologia dos
volumes ficticios nos contornos (MALISKA, 2004). Entretanto, varias dificuldades surgiram
durante as implementagoes na aplicacdo desta metodologia nas equacoes de Navier-Stokes

com volumes finitos e multigrid.

A formulagao 1 — w possui uma variavel, w, cujas condi¢oes de contorno sao dina-
micas e devem convergir junto com a solu¢do numérica do problema. A especificagdo destas
condigoes de contorno é extremamente importante, pois afeta diretamente a estabilidade e
a precisao da solucao no singlegrid e mais fortemente no multigrid. No entanto, nem a
vorticidade nem suas derivadas nos contornos sdo normalmente conhecidas com antece-
déncia. Portanto, um conjunto de condi¢oes de contorno deve ser construido durante o
processo iterativo levando em consideragao a hierarquia de malhas do multigrid, associado

ao procedimento iterativo.

Usando condic¢oes de contornos com volumes ficticios, diversas tentativas foram
feitas com o multigrid para obter resultados coerentes em termos de tempo de CPU e
numero de iteragoes externas, quando comparado com o método singlegrid, especificamente
para a formulagao i — w. Varias versdes de codigos foram escritos alternando entre
metodologias de céalculos, principalmente no contorno da vorticidade. Tentou-se prolongar
as informagoes da correcao da solugao nos contornos, restringir os residuos dos contornos
para atualizar o termo fonte, e também aplicar os contornos somente na malha mais
fina, mas os resultados foram desanimadores. Em alguns casos o solver Gauss-Seidel /SOR
divergiu e em outros os resultados foram semelhantes entre as tentativas, independente do
nimero de Reynolds testados ou dos pardmetros do solver. Em todos os casos os algoritmos
FMG com ciclo V, esquemas CS (Correction Scheme) e FAS (Full Approximation Scheme)
foram usados. Milhares de simulagdes numéricas foram realizadas com variagao de alguns
parametros e diversos nimeros de Reynolds para tentar obter resultados minimamente
coerentes. Entretanto, muitas duvidas continuam em relacao a aplicacao destas condicoes
de contorno para este problema. Dificuldades relacionadas a esta formulag¢ao também sao
relatadas na literatura, como pode ser visto em Ferziger e Peri¢ (2001). Durante a pesquisa
bibliografica também nao foi encontrado nenhum estudo do método multigrid para esta

formulagdo com volumes finitos ou relatos de possiveis solucoes para este caso especifico.

Apesar da aparente simplicidade do modelo matematico, e de fato nao é tao
complexo a resolugao com o método singlegrid, os resultados para esta formulacao deixam
a desejar em termos do desempenho do método multigrid. No presente relatorio apresenta-
se alguns resultados para Re = 100, 400 e 1000, em que os contornos foram atualizados

somente na malha mais fina.
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No caso das equagoes de Navier-Stokes na formulagdo v — p, o primeiro passo foi
uma tentativa de implementar o método multigrid a partir do cédigo singlegrid Stokes_1p5
disponibilizado pelo Prof. Marchi. Neste c6digo as equagdes governantes em variaveis
primitivas foram discretizadas com o método dos volumes finitos em malhas co-localizadas
e os contornos aplicados com volumes ficticios. Para o tratamento do acoplamento entre
as velocidades e pressdo foi usado o algoritmo SIMPLEC (MALISKA, 2004) e, o passo de

tempo usado para avango do processo iterativo.

Assim, foi escrito um co6digo multigrid com ciclo V seguindo o algoritmo padrao do
esquema FAS, que pode ser encontrado com detalhes em Briggs, Henson e McCormick
(2000). Diversas tentativas alternando entre chamadas de subroutinas e formas de célculos,
incluindo também formas de transferéncias de informacgoes nas faces dos volumes, contornos,
transferéncias de fluxos de massa, residuos das velocidades e correcao da pressao, corregao
das velocidades e pressao, atualizacao das variaveis nas malhas grossas para o avanc¢o no
tempo, calculo das velocidades nas faces também nas malhas grossas, ... etc. O esquema
CS também foi implementado. Além disso, cédigos com multigrid somente em uma das
variaveis também foi experimentado (multigrid s6 em u, s6 em v, ou s6 em u e v). Para
os coédigos resultantes milhares de simulagoes foram realizadas com os solvers MSI e
Gauss-Seidel, variando os parametros do solver, o passo de tempo e nimero de Reynolds.

Infelizmente este c6digo apresentou efeito multigrid irrelevante.

Em outras tentativas considerou-se o termo fonte da pressao nulo nas malhas
grossas; também tentou-se a restricao do termo fonte da correcao da pressao (bp/), ou seja,
o balanco de massa da correcao. Nestes casos o residuo da pressao nao foi transferido entre
as malhas. Na prolongacao considerou-se como chute inicial a solucao da pressao do nivel
anterior com apenas uma iteracao no ciclo da massa. Para os codigos resultantes destas
duas tentativas, alguns resultados mostraram-se interessantes para esta formulagao (v —p).
Centenas de simulacoes foram realizadas usando os solvers MSI e Gauss-Seidel variando
os parametros e tamanho de malhas. Os valores de speed-up obtidos, em torno de 5 e 6
dependendo do nimero de Reynolds e da malha, também nao foram atrativos porque sao

muito inferiores aos conhecidos da literatura para este problema.

A partir destes resultados, desanimadores, propos-se implementar o solver SIP e
alterar o tipo de condi¢oes de contorno e o método de acoplamento pressao-velocidade.
A ideia surgiu para tentar usar um modelo numérico o mais préoximo possivel do modelo
usado por Yan, Thiele e Xue (2007), que usaram condigbes de contorno baseado no balango
de massa e o algoritmo SIMPLE para o acoplamento (PATANKAR, 1980).

A implementacao do solver SIP foi feita exatamente como descrito em Ferziger
e Peri¢ (2001, p. 101). Foi muito trabalhoso para obter os primeiros resultados. Neste
método surge um parametro o que pode influenciar na convergéncia e estabilidade. Yan,

Thiele e Xue (2007) usaram « = 0, 7 para as velocidades e a = 0, 3 para a pressao. O passo
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de tempo também é muito sensivel, em que uma pequena alteragdo (se é que consegue
encontrar) pode causar divergéncia no solver. Nao foi possivel detectar uma tendéncia
ou um comportamento para o passo de tempo com a variacdo do tamanho da malha e
Reynolds. Em relagao as iteragoes internas, os menores tempos de CPU foram obtidos
em torno de 2 ou 3 nos testes realizados. Apds centenas de simulagoes, infelizmente os
resultados com o solver SIP também nao apresentaram vantagens em relacdo ao MSI
e, além disso, foi dificil encontrar o passo de tempo que convirja para altos Reynolds.
Um relatério com os resultados das simula¢oes com o SIP e comparagoes com o MSI foi

apresentado em separado em jun/2016.

Diante das dificuldades e insucessos, o foco da préxima tentativa foi especificamente
no estudo do método multigrid e metodologia de resolugao das equagoes de Navier-
Stokes descrito no livro de Ferziger e Peri¢ (2001). Neste caso, as equagoes governantes
foram discretizadas com o método dos volumes finitos em malhas co-localizadas usando o
algoritmo SIMPLE e balan¢o de massa nos contornos. Apés a implementacao do algoritmo,
que exigiu tempo e dedicacdo, centenas de simulagoes foram realizadas com os solvers
MSI, SIP e Gauss-Seidel, variando o niimero de Reynolds, o tamanho do problema e
outros parametros, em que o objetivo foi verificar a consisténcia do cdédigo computacional.
Felizmente obteve-se um cédigo robusto que apresentou solugoes com tempo de CPU

extraordinariamente baixo no multigrid e fatores speed-up como esperado.

Deve ser ressaltado aqui que as tentativas de obter solu¢oes com o método multigrid
com tempo de CPU coerentes, especificamente para as equacoes de Navier-Stokes, envol-
veram aproximadamente 70 versoes de cédigos computacionais e milhares de simulagoes
numéricas. Todos estes estudos, dedicagao aos codigos e experimentos, demandaram um

tempo demasiadamente alto.

O sucesso na implementacao do algoritmo multigrid para a formulagdao v — p no
problema da cavidade quadrada, mesmo nao sendo como proposto inicialmente, que incluia
condigoes de contorno com volumes ficticios e algoritmo SIMPLEC, traz um alento para o
grupo de pesquisas em CFD, porque prover resultados ainda nao obtidos por integrantes

do grupo para este problema.

O restante deste relatério estda organizado da seguinte forma: no capitulo 2 sao
apresentados de forma resumida os modelos matematicos e algumas informacoes sobre
as condic¢oes de contornos. No capitulo 3 sao apresentadas algumas informagcoes sobre o
modelo numérico, tais como, método multigrid usado, dominio de calculo e método de
discretizacao das equacoes. No capitulo 4 sao apresentados os principais resultados desta
pesquisa, que inclui a verificagdo das solugoes numéricas, a andlise de alguns parametros e

fator speed-up.
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2 Equacoes governantes

Os modelos matematicos sdo escritos no sistema de coordenadas cartesianas em
regime estacionario. As variaveis x e y sao as coordenadas espaciais em qualquer modelo

apresentado a seguir.

2.1 Equacao de Poisson

A equagao de Poisson é um modelo linear e tem intimeras aplicagoes em engenharia
mecanica e fisica tedrica. No presente trabalho este modelo é usado apenas para obter
uma referéncia para o desempenho do método multigrid. A equacao de Poisson 2D pode
ser escrita como

Pu  *u

ﬁ‘i‘aiyz:f(ﬂ?ay% (2.1)

onde u é a propriedade fisica e f(z,y) é um termo fonte. Este modelo é usado neste
trabalho com a solucao analitica dada por u = e*™. As condi¢oes de contorno sdo prescritas

e aplicadas a partir da solucao analitica.

2.2 Equacoes de Burgers

As equagoes de Burgers tém solugao analitica dada por Shih, Tan e Hwang (1989),
dessa forma, eliminam-se as dificuldades relacionadas ao calculo da pressao. O modelo
considerado é dado em regime estaciondario, na forma nao conservativa e possui propriedades

constantes com o nimero de Reynolds unitario (Re = 1). As equagoes sao dadas por

ou Owu)  Op Pu  Pu

I(uv) v op v %
Ox + U@y oy + Ox? + oy? ’ (2:3)

onde p é a pressao, u e v sao as componentes da velocidade nas direcoes x e y, respec-
tivamente, e B é um termo fonte que surge devido a utilizacdo do método de solugoes

fabricadas. As condigbes de contorno sao prescritas e aplicadas a partir da solugdo analitica.

As equagoes de Burgers sao apresentadas no presente relatorio por mera formalidade,
uma vez que o codigo multigrid desenvolvido para este modelo foi cedido por outra
pesquisadora. Apenas alguns comentarios e comparacoes serao citados ao longo deste

texto.
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2.3 Equacoes de Navier-Stokes: formulacao em variaveis primitivas:
vV—Dp

As equagbes de Navier-Stokes escritas em termos das variaveis primitivas, velocidade-
pressdo v — p, em regime estacionario, sao representadas na forma nao conservativa e
adimensionalizadas como (FOX; MCDONALD, 1995),

ou  Ov

ox + dy =0 24
ou ou op 1 [0%u O*u

uaervc“)y__@erRe(c‘)x?Jré)y?)’ (25)
ov v dp 1 [0Pv 0%

w5 (26)

onde u e v sdao as velocidade nas dire¢oes x e y, respectivamente, p é a pressao e Re é o
numero de Reynolds. Para as velocidades aplicam-se as condi¢oes de contornos cléssicas,
isto é, no contorno deslizante u =1 e v = 0, e nos demais u = v = 0. No caso da pressao

pode ser aplicada a condi¢do de contorno de Neumann.

2.4 Equacoes de Navier-Stokes: formulacao funcdo de Corrente e
Vorticidade v — w

A formulacao ¥ — w é obtida a partir da aplicagdo de algumas hipdteses e por
manipulagoes algébricas nas Eqs. (2.4)-(2.6). As equagoes resultantes sdo acopladas atra-
vés do aparecimento das componentes da velocidade na equacao da vorticidade w e da
vorticidade na equagao da funcdo de corrente 1, que atua como termo fonte na equagao

de Poisson para 1.

627&]+827w—i u@waﬂ)@fw (27)
0x2  9y®>  Re \ Oz dy )’ '
0%y 0%
Y, v _ 2.
Ox? * oy? “ (2.8)
onde as velocidades sdo definidas como
o

_“Y 2.

v = —81/1 (2.10)

%a
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Nota-se nas Eqgs. (2.7) e (2.8) que a pressao nao aparece como variavel dependente.
As condigoes de contorno para a vorticidade sdo aplicadas com aproximacoes numéricas
das Egs. (2.9) e (2.10) (formula de Jensen) como mostrado em Santiago (2010) e ¢ = 0 nos
contornos. Para as velocidades aplicam-se as mesmas condigoes de contornos da formulagao
v —p, Egs. (2.4)-(2.6).

Neste modelo, aparentemente simples, é possivel obter a solugao numérica das
equagoes de Navier-Stokes resolvendo apenas duas equacoes diferenciais parciais do tipo
Poisson. Se for necessario pode-se obter a solugdo numérica para a pressao no pos-
processamento resolvendo uma equacgao de Poisson para a pressao, que tem no lado direito
as velocidades ou a fungao de corrente. A reducao do nimero de equagoes e varidveis
dependentes ¢ o principal atrativo desta formulagao no caso bidimensional (FERZIGER,;
PERI¢, 2001).
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3 Modelo numérico

Os modelos matematicos sao considerados em um dominio bidimensional unitario.
O dominio de calculo é subdividido em um ntmero finito de pequenos volumes de controle
uniformes nas duas dire¢oes com arranjo co-localizado de variaveis. Ao contrario do método
de diferencas finitas, define-se volumes de controle nos contornos, e nao nés computacionais.
No método multigrid considera-se desde a malha mais grossa (quatro volumes) até a mais
fina possivel no limite dos computadores disponiveis no laboratério de experimentagao
numérica (LENA).

As equagbes governantes sao discretizadas com o método dos volumes finitos (MVF),
acuracia de segunda ordem nos termos difusivos e correcao adiada nos termos advectivos.
Na formulag¢ao v — p adota-se os algoritmos SIMPLEC e SIMPLE para o acoplamento
pressao-velocidade. Os solvers Gauss-Seidel, SOR, MSI e SIP sao usados para resolver os

sistemas de equacoes algébricas.

Para maior confiabilidade na acuracia da solucao numérica, o critério de parada
do método iterativo baseou-se na solucao exatal, do problema. A metodologia para obter
a solucao exata de um sistema de equacoes requer que o solver seja executado com um
numero de iteragoes suficiente para que a solu¢gdo numeérica esteja no limite da precisao da
maquina. Em todos os casos foram obtidas solugoes exatas, exceto no caso da equacgao
de Poisson que considerou-se a solucao analitica. O critério de parada é dado pela norma

euclidiana média, com tolerancia ¢ < 1079, isto é,

T N o )
ll[Em(¢)]m _ Z Zi:l ’(¢m%oo ¢m)z‘ <e, (31)
k=1 N k

onde 7 é o numero de equagoes do modelo, ¢,, .o € a solucao exata do sistema de equagoes
(sem erros de iteragao) para cada variavel, ¢, é a solugdo na iteragdo m, N é o nimero
total de volumes da malha, F,, é o erro na iteracao m, [; denota a norma [; média do erro

na iteragao m e ¢ denota o indice do volume na malha.

O critério de parada dado pela metodologia da Eq. (3.1) é o mais adequado quando
o proposito é comparar métodos que envolvem modelos mateméaticos complexos. Assim,
garante-se a mesma acuracia na solu¢ao numérica independente da malha e niimero de

Reynolds.

Para o escoamento incompressivel adotou-se o problema classico da cavidade
quadrada com a tampa em movimento (SHANKAR; DESHPANDE, 2000). Este é um dos

mais conhecidos problemas teste na literatura da dindmica de fluidos computacional (CFD),

L Aqui, considera-se que a solucdo é exata quando ndo possui erro de iteracio.
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devido aos seus desafios peculiares sob a forma de singularidades, apesar de sua geometria
simples. Além disso, a disponibilidade de solugdes analiticas e resultados experimentais para

o escoamento na cavidade permite aos pesquisadores testar seus métodos computacionais.

Nos métodos iterativos geralmente usa-se estimativa inicial nula, que pode estar
longe da solucao convergida. Portanto, faz sentido resolver o problema primeiro na malha
mais grossa até a convergéncia, que naturalmente ¢ mais barato, e usar essa solucao
convergida como uma estimativa inicial para a proxima malha mais fina. Quando atinge a
malha mais fina, a estimativa inicial estd tao melhorada que diminui o nimero de iteragoes
externas nesta malha e consequentemente o custo computacional Esta metodologia ¢é
chamada de método Full Multigrid (FMG). De acordo com Ferziger e Perié¢ (2001) o custo
de obtencao da estimativa inicial para a malha mais fina é geralmente compensado pelas
economias em iteracoes de malhas intermediarias. Assim, o método multigrid geométrico
com ciclo V, na versao FMG, com o Esquema de aproximagdao Completa (FAS) é adotado
nesta pesquisa. A descrigdo detalhada do método FMG/V usado aqui, bem como a
discretizacao das equagoes de Navier-Stokes com o método dos volumes finitos e algoritmo

SIMPLE, pode ser encontrada com detalhes no livro de Ferziger e Peri¢ (2001).
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4 Resultados

A andlise de alguns parametros do método multigrid é apresentada nesta secao.
Milhares de simulagoes foram realizadas, embora os resultados apresentados sejam apenas
aqueles de maior relevancia. O objetivo aqui é, principalmente, investigar a influéncia
sobre o tempo de CPU causado pelo nimero de niveis (L), nimero de volumes (N) da
malha computacional, efeito do niimero de Reynolds e verificar a eficiéncia do multigrid

em relagao ao singlegrid (fator speed-up, 5).

Todos os codigos utilizados neste trabalho foram desenvolvidos na linguagem
Fortran/2013 incorporado ao Microsoft Visual Studio 2008. Para cada problema, foi escrito
um codigo computacional e compilado na versao release. As simulac¢oes foram realizadas
em um microcomputador do Laboratério de Experimentagao Numérica (LENA) da UFPR,
com processador Core 2 Duo, 2.66 GHz e 8 GB de RAM, usando aritmética de dupla
precisao em sistema operacional Windows XP de 64 bits. Sem perigo de interferir nas
comparacoes e analises, algumas simulagoes também foram realizadas em um computador
pessoal com processador Core i7, 2.8 GHz e 8 GB de RAM. As simulacoes foram realizadas
sem a necessidade do uso de memoéria virtual. O tempo de CPU foi medido usando-se a
fungao timef() do Fortran e corresponde ao tempo para gerar malhas, atribuir estimativa
inicial, calcular coeficientes e termos fonte, resolver os sistemas de equagoes e verificar o
critério de convergéncia. O tempo necessario para o armazenamento da solucao exata na

memoria nao foi considerado.

4.1 Verificacao das solucoes

Nesta secao verifica-se a coeréncia das solu¢des numéricas com solugdes disponiveis

na literatura.

A equacao de Poisson tem solucao analitica, que é usado para comparacao grafica.
A Fig. 1 mostra o perfil no centro do dominio e as isolinhas das solu¢oes numéricas e
analitica para uma malha com 5122 volumes. A Fig. 1la foi construida com duplo eixo
Y, por conveniéncia, apenas para mostrar os perfis analitico e numérico em um mesmo
sistema de coordenadas. O ponto vazado mostra a solugdo numérica e, a linha continua a
solucao analitica. As Figs. 1b e 1c mostram as isolinhas. Analisando o padrao das curvas
(perfis e isolinhas), percebe-se nitidamente uma 6tima correspondéncia entre as solugoes

numérica e analitica.

Para as equagoes de Navier-Stokes considera-se um dominio quadrado de compri-

mento unitario, com 0 < z,y < 1, onde a tampa (limite superior) em y = 1, move-se com
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Figura 1 — 1la Perfis da solucdo analitica e numérica da equagao de Poisson no centro
do dominio ao longo das linhas horizontal e vertical; 1b Isolinhas da solucao
numérica e; lc Isolinhas da solucdo analitica, na malha com 5122 volumes.

uma velocidade constante u = 1. A massa especifica é constante, p = 1kg/m?. O niimero

de Reynolds varia de acordo com a simulacao numérica desejada.

Nas equagbdes de Navier-Stokes, cujas solugdes analiticas nao sao conhecidas,
procurou-se confrontar os perfis de velocidade ao longo das linhas que passam pelos

centros geométricos da cavidade e também com linhas de contornos da funcao de corrente.

Todas as solu¢des numéricas usadas para comparacao foram obtidas com o método
multigrid. De acordo com Marchi (2001), o objetivo da verificagdo é determinar em que
medida um modelo matematico é resolvido adequadamente através de um método numérico.
Aqui, a verificagao é feita graficamente e mostra a coeréncia entre as solugoes. As figuras
usadas para verificar a coeréncia das solugoes graficas foram obtidas em simula¢des com
Re = 100, 400, 1000 e 5000. Para estes numeros de Reynolds existe material farto na

literatura de CFD que pode ser usado para comparacao. A proposta da presente pesquisa é
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apresentar resultados sobre a performance do multigrid e fazer comparacoes com Santiago

(2010) e com a literatura.

A Fig. 2 mostra as linhas de contorno da funcao de corrente para as malhas 1282 e

5122 volumes e Re = 1000. Para a formulacdo v — p mostra-se também com Re = 5000.

Vale destacar que, dependendo do niimero de Reynolds, o padrao do escoamento
apresenta uma recirculagao primaria préximo ao centro da cavidade e entre uma e trés

recirculagoes secundarias em trés cantos, como pode ser observado nas Figs. 2a e 2b.

Qualitativamente, a qualidade das solugoes apresentadas neste relatorio exibe as
caracteristicas conhecidas da cavidade quadrada, incluindo o vortice primario na parte
central e os vortices secundarios nos cantos, comparativamente com os trabalhos de Erturk
(2009), Ghia, Ghia e Shin (1982) e Kumar, Kumar e Das (2009). Além disso, as observagoes
feitas por Santiago (2010), que fez comparagoes com varios autores, em relagao a coeréncia

nas linhas de contorno da funcao de corrente, também sao validas aqui.

Para comparar a qualidade dos perfis de velocidade no interior da cavidade, Figs. 3
e 4, adotou-se duas malhas, 1282 e 5122 volumes. As comparacoes foram realizadas com os
resultados de Santiago (2010) que apresentou resultados em malhas de diferengas finitas e
fez diversas comparagoes com os resultados de Marchi, Suero e Araki (2009) e Ghia, Ghia
e Shin (1982) e outros autores. Ele mostrou que suas solugdes sdo tao acuradas quanto as
deles. Para confrontar com as solugoes de referéncia, todos os valores dos perfis de u e v
do presente trabalho foram plotados, o que resulta em uma curva continua, como pode ser

observado nas Figs. 3 e 4.

Como pode ser verificado nas Figs. 3 e 4, as curvas indicam que existe uma excelente
concordancia com os resultados de Santiago (2010), tanto na componente u quanto em v,
e com todos os nimeros de Reynods testados, tanto na malha 1282 quanto na malha 5122
Préximos aos contornos, que normalmente os métodos numéricos apresentam oscilagoes

numéricas no problema da cavidade, as curvas mostram também uma excelente coeréncia.

Assim, com as andlises feitas nesta secao, mostrou-se que as solu¢ées numeéricas
obtidas para a equacao de Poisson e as equagoes de Navier-Stokes na cavidade quadrada
estao coerentes com solugoes numéricas ja conhecidas na literatura. Nas se¢oes seguintes

analisa-se a performance do método multigrid.

4.2 Ndamero de niveis - L

Para cada malha, as simulagoes foram realizadas com um nimero de niveis de
malha L tal que 1 < L < Lj4zime, €m que L = 1 tem-se o singlegrid, e L = Ly4zimo
tem-se o método multigrid percorrendo todas as malhas possiveis do ciclo V. O parametro

Lazimo T€pPresenta o niimero maximo possivel de niveis de malhas que se pode usar para
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(a) Malha 1282, Re = 5000 (b) Malha 5122, Re = 5000

(¢c) Malha 1282, Re = 1000 (d) Malha 5122, Re = 1000

(e) Malha 1282, Re = 1000 (f) Malha 5122, Re = 1000

Figura 2 — Linhas de contornos da fungao de corrente. Formulagao v — p 2a, 2b, 2c e 2d;
formulagao ¥ — w 2e e 2f.



Capitulo 4. Resultados

21

/
Q/%
s

[N

gf‘ s
S
g i Santiago (2010) Presente Santiago (2010)  Presente \
Re Re XQ
RQ 100 o  — 100 o e
400 o _— 400 o —_—
1000 ] _ 1000 o) e

u

(a) Perfil de u, malha 1282

v

(b) Perfil de v, malha 1282

gﬁﬁé

/’/%

N

/ -o—6-6-g_ ;@\
Z?” s
) g /
%g\ Santiago (2010)  Presente Santiago (2010)  Presente .

Re Re &

N 100 o —_ 100 o —
400 o —_— 400 o —
1000 o —_— 1000 o _—

u v

(c) Perfil de u, malha 5122 (d) Perfil de v, malha 5122

Figura 3 — Perfis de u e v no centro da cavidade ao longo das linhas horizontal e vertical,
para varios Reynolds com a formulagdo v — p e comparacdo com Santiago
(2010).

uma dada malha, com apenas quatro volumes na malha mais grossa. Por exemplo, sem
considerar os contornos, se N = 5122 volumes, o método multigrid com todos os niveis

percorre as malhas 5122, 2562, 1282, 642, 322, 162, 82, 4% e 22 volumes; neste caso especifico
Lm[zximo =90.
Deve-se destacar aqui que esta anélise foi realizada para a equagao de Poisson e a

formulacao v — p. Do ponto de vista do multigrid, a formulacao v — w nao apresentou

desempenho coerente com a teoria por isso esta analise nao foi feita.

A investigacdo deste parametro foi realizado considerando dois tamanhos de malha
fina N = 2562 e 5122, que podem ser consideradas malhas intermedidrias, ou seja, nem
muito finas e nem muito grossas. No caso das equagoes de Navier-Stokes com o singlegrid,
solucoes em malhas muito finas demandam tempo de CPU demasiadamente alto. Para a
equacdo de Poisson foi possivel realizar simulacoes com o singlegrid até a malha 10242, cujo

tempo de CPU para atingir a convergéncia foi de = 15 horas, enquanto que no multigrid
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Figura 4 — Perfis de u e v no centro da cavidade ao longo das linhas horizontal e vertical,
para varios Reynolds, com a formulacao v — w e comparagao com Santiago
(2010).

foi 4 segundos. A Fig. 5 mostra o comportamento do multigrid com a variacdo do niimero

de niveis para os dois problemas.

As Figs. ba, 5b e 5¢ ilustram o efeito do niimero de niveis (L) sobre o tempo de
CPU para Re = 100, 400 e 1000, respectivamente. O simbolo “estrela” indica o L que
resultou no menor tempo de CPU em cada curva, ou seja, o Lgim,. Para a equagao de
Poisson, Fig. 5a, ¢ vantagem percorrer todos os niveis de malha. Os valores 6timos estao
em torno do nimero maximo de niveis. Para as equacoes de Navier-Stokes, independente
do ntimero de Reynolds, os valores 6timos também estao em torno de Lj,qzimo. Quando
L < Lyizimo — 4 0 tempo de CPU apresenta um aumento significativo. Em todos os
casos as curvas exibem um padrao coerente com a literatura em estudos feitos com outros
problemas, independente de N, veja por exemplo os resultados obtidos para as equagoes
de Burgers e termoelasticidade em Santiago, Marchi e Souza (2015), Santiago e Marchi
(2007), Santiago (2010), Gongalves (2013).
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Figura 5 — Analise do niimero de niveis L. Equacao de Poisson 5a; formulacao v — p 5b e
5C.

4.3 Tamanho do problema - IV e fator speed-up - S

A presente andlise tem o foco na influéncia do tamanho do problema sobre o
tempo de CPU. Considera-se o nimero maximo de niveis de malha, conforme mostrado
nos resultados da sec¢ao anterior. Simulagoes numéricas em malhas grosseiras com altos
Reynolds produzem solugoes nao realisticas. As simulac¢oes foram realizadas considerando
malhas a partir de N = 82. No caso do singlegrid nas equacoes de Navier-Stokes, malhas
muito refinadas demandam muito tempo de CPU. Apenas para a equagao de Poisson foi

realizado simulacao para N = 10242

De acordo com Ferziger e Peri¢ (2001), quanto mais refinada a malha maior é a
vantagem do método multigrid em relagdo ao método singlegrid. Esta propriedade pode
ser observada nas curvas das Fig. 6a, 6¢c e 6d, ou seja, na medida em que aumenta o
numero de volumes da malha, aumenta também a vantagem do multigrid em relacao ao
singlegrid. Entretanto, para Re > 100 essa vantagem ¢ um pouco menor. Pode-se notar

também que as curvas sdo muitos semelhantes para os solvers MSI (Fig. 6¢) e SIP (6d).
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Figura 6 — Tempo de CPU (s) versus tamanho do problema N para a equagao de Poisson
6a; formulacio 1) — w 6b; formulacao v — p - MSI 6¢ e SIP 6d.

No caso da formulacdo ¢ — w (Fig. 6b) a vantagem é pequena e é aparentemente a mesma
independente de N. Todas as curvas da Fig. 6 seguem um padrao idéntico ao mostrado
por Santiago (2010) e Gongalves (2013) para as equagoes de Burgers e termoelasticidade.
Estes resultados mostram a eficiéncia do método multigrid implementado para as equagoes

de Navier-Stokes na formulacdo v — p durante a execucao da pesquisa de pés-doutorado.

A andlise do desempenho do método multigrid, em relagao o singlegrid, é geralmente
medido também por um indicador S chamado de fator de acelera¢ao (ou fator speed-up)
(FERZIGER; PERI¢, 2001) definido por

t

g =5 (4.1)
tma

onde tgg é o tempo de CPU gasto para encontrar a convergéncia no método singlegrid e

tyma € o tempo de CPU gasto para encontrar a convergéncia no método multigrid. O fator
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de aceleragao S, na Eq. (4.1), mede quantas vezes o método multigrid é mais rapido na

obtenc¢ao da solugao de um problema do que sem ele.

Tabela 1 — Tempo de CPU (s) do multigrid e singlegrid com o solver MSI e o fator speed-up
(S) para a formulacao v — p.

100 400 1000
MG SG S MG SG S MG SG S

162 0,02 0,00 0,01 003 002 050 007 003 045

322 0,05 0,11 233 014 012 089 028 028 1,00

642 0,19 1,92 10,25 0,19 1,68 900 053 2,79 527
1282 050 27,85 55,78 0,59 20,59 34,74 146 30,02 20,56
2562 1,53 424,72 277,81 1,78 284,90 160,20 4,50 371,19 82,47
5122 843  9540,23 113224 846 659717 780,25 20,80 6723,38 323,27
10242 28,69 - - 27,57 - - 63,29 - -
20482 113,90 - - 86,05 - . 192,73 - .

Malha

Tabela 2 — Tempo de CPU (s) do multigrid e singlegrid com o solver SIP e o fator speed-up
(S) para a formulagao v — p.

100 400 1000
MG SG S MG SG S MG SG S

162 003 002 050 006 002 026 010 005 047

322 0,06 016 250 017 016 092 032 0,31 0,98

642 023 248 1060 025 215 861 050 353  7.05
1282 0,83 38,14 46,13 1,07 2822 2637 222 4141 18,65
2562 2,26 511,95 226,33 2,26 345,77 153,00 529 470,39 88,99
5122 10,50 9504,27 905,27 10,19 675355 662,83 23,25 8296,13 356,81
10242 38,08 : . 32,05 . - 65,87 - -
20482 120,73 _ . 115,39 . . 195,56 . .

Malha

As Tabs. (1)-(3) mostram o tempo de CPU gasto para obter a solugao convergida no
método multigrid e singlegrid aplicado nas Navier-Stokes nas formulagées v—pe ) —w, e o
respectivo fator speed-up para Re = 100, 400 e 1000. Por considerar desnecessario nao sera
apresentado na referida tabela o valor speed-up do multigrid para a equacao de Poisson.

Destaca-se, porém, que S = 202,5 e 13205,3 nas malhas 1282 e 10242, respectivamente.

Pode-se notar nas Tabs. (1) e (2) que o fator speed-up do solver MSI é um pouco
melhor que do SIP quando Re = 100 e 400. Por outro lado o fator S é melhor no solver
SIP quando Re > 400. Além disso, quando Re > 1000 o solver MSI comeca a ficar instével
e consequentemente o fator S se deteriora, mesmo com a variagao dos parametros do solver.
O mesmo acontece com o método Gauss-Seidel, cujos resultados nao foram apresentados
aqui por serem menos atraentes que os resultados do MSI e SIP. Nota-se também que o
tempo de CPU na malha 20482 com Re = 1000 obtido pelo SIP é 1,4% maior que do MSI,
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mas é uma diferenga muito pequena e nao é possivel dizer que o MSI é mais rapido nesta

malha.

Tabela 3 — Tempo de CPU (s) do multigrid e singlegrid e o fator speed-up (S) para a
formulacao ¢ — w.

100 400 1000
Malha
MG SG S MG SG S MG SG S
82 0,00 0,00 - 0,01 0,01 1,67 0,11 0,48 4,43
162 0,01 0,00 0,34 0,05 0,03 0,60 0,08 0,10 1,28

322 0,02 0,04 2,37 0,05 0,28 596 0,75 1,47 1,96
642 0,08 0,75 9,62 0,25 1,58 6,43 1,11 3,80 3,43
1282 0,39 4,71 12,07 2,27 2232 985 6,86 56,48 8,24
2562 4,13 87,00 21,04 2322 185,14 7,98 36,86 199,40 541
5122 46,21 1813,38 39,24 325,71 - - 436,38 3850,40 8,82
10242 844,92 - - - - - - - -

Na Tab. (4) pode ser comparado o fator speed-up do multigrid com os de mais
dois autores para a formulagdo v — p. Yan, Thiele e Xue (2007) resolveram o problema da
cavidade quadrada com o método FMG/FAS usando dois tipos de aproximagoes para o
termos advectivos (QUICK e MUSCL) e solver SIP. Na comparacao com os resultados
deles, mesmo tendo uma pequena reducao no valor de S com o aumento do niimero
de Reynolds, os resultados obtidos aqui sao melhores apenas para Re = 100. Variacoes
pequenas de S podem ser desconsideradas. Eles apresentaram resultados somente até
N = 2562. Na comparagao com os resultados de Ferziger e Peri¢ (2001) os valores de S
obtidos aqui sao melhores para Re = 100 e 1000. Eles nao apresentaram fatores S para
Re = 400.

Tabela 4 — Comparacao do fator speed-up S usando o solver SIP com a literatura
(YAN; THIELE; XUE, 2007; FERZIGER; PERI¢, 2001)

Presente Yan e Thiele Peéric
Malha 100 400 1000 100 400 1000 100 1000
162 0,5 0,3 0,5 1,0 1,0 1,0 0,6 0,8
322 2,5 0,9 1,0 2,8 2,1 1,6 1,8 1,0

642 106 86 7.1 11,1 89 6,6 71 25
1282 46,1 264 18,7 49,1 496 40,9 322 150
2562 226,3 153,0 89,0  180,0 1874 169,0 : :
5122 9053 662,8 3568 . . . : :

Apesar de os valores de S mostrados nas Tabs. (1),(2) e (4), em geral, menores
que os valores apresentados por Yan, Thiele e Xue (2007), deve-se destacar que os valores
obtidos nesta pesquisa sao muito bons e sao os melhores obtidos para as equacoes de

Navier-Stokes no grupo de pesquisas em CFD. Apenas para ter uma ideia da eficiéncia do
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algoritmo multigrid implementado, o tempo de CPU em uma simulagdo com Re = 5000, e
malha com 10242, isto é, 1.048.576 volumes de controle, foi de 5,6 minutos para atingir a

convergéncia com tolerancia de 107°.

4.4  Esforco computacional

Para determinar a ordem de convergéncia do solver associado ao método multigrid
e o comportamento da curva em fun¢ao do tempo de CPU, Fig. 6, realizou-se um ajuste

geométrico de minimos quadrados, cuja funcao considerada é dada por
tCPU(N) = CNp, (42)

aqui, p representa a ordem do solver associado ao método empregado, ou a inclinagao de
cada curva da Fig. 6, e ¢ é uma constante que depende do método e do solver. Quanto
mais proximo da unidade estiver o valor de p, melhor é o desempenho do algoritmo usado.
Teoricamente, o método multigrid ideal tem p = 1, o que significa que o tempo de CPU

cresce proporcionalmente com o aumento do tamanho da malha (V).

A Tab. 5 mostra o coeficiente ¢ e o expoente p obtidos por ajuste geométrico de
minimos quadrados, dado pela Eq. (4.2), para as duas formulagdes e equagao de Poisson,
com N > 82. Os resultados confirmam que o tempo de CPU do método multigrid e solvers
SIP e MSI cresce linearmente com o aumento de N, inclusive com alguns valores menores
que 1 na formulacao v — p. O valor de p nao é afetado pelo niimero de equacoes e sua
complexidade se comparado com a equagao de Poisson e os resultados de Santiago (2010) e
Gongalves (2013). O efeito relevante é o uso ou nao de multigrid. Os valores de p préximos
a dois para o método singlegrid com o método MSI e SIP também concordam com os
valores tedricos (BURDEN; FAIRES, 2003).

Tabela 5 — Expoente p da Eq. 4.2 para Poisson e formulagées v —pe ¢ —w

v —p - MSI Y —w
MG SG MG SG

c b ¢ b c b ¢ p

100  8E-05 0,9 9E-10 2,5 1E-06 1,4 3E-07 1,8
400 3E-04 0,8 4E-07 1,9 2E-05 1,3 5E-06 1,6
1000 7E-04 0,8 1E-06 1,8 oE-04 1,0 6E-04 1,2

Re

v-p - SIP Poisson

100 2E-04 0,9 3E-07 1,9
400 6E-04 0,8 4E-07 1,9 7E-07 1,1 1E-07 1.8
1000 1E-03 0,8 2E-06 1,7
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No caso da formulacao 1 — w, que foi usado o solver SOR, nao se observa um
comportamento padrao do valor de p. Para Reynolds maiores aparentemente ha uma
diminuicao no custo computacional, apesar de que, em termos absolutos, o tempo de CPU
nesta formulacao é significativamente maior que na formulagao v — p. Curiosamente na
caso do singlegrid o valor de p também tende a 1 quando Re = 1000. Para a equacao de

Poisson o valor obtido é o esperado, com uma pequena variagao.

Os resultados obtidos para as equagoes de Navier-Stokes com o multigrid e formu-
lagdo v — p sdo, sem duvidas, muito bons em relagao ao que se conhece da literatura. Uma
simulacao na malha 10242, que é considerada uma malha superfina para este problema,
com Re = 1000, o tempo de CPU gasto é de aproximadamente um minuto, com tolerancia
de 1079 e critério de parada baseado na solugdo exata, ver Eq.(3.1). Outra propriedade
que esta em conformidade com a teoria é que o tempo de CPU é multiplicado por quatro
quando se dobra o tamanho do problema. Essa propriedade foi verificada para todos o
Reynolds testados, Re < 5000.

A Fig. 7 mostra o esfor¢o computacional com a variagdo do niimero de Reynolds.
Nas Figs. 7a e 7b nota-se que o aumento do tempo de CPU ¢ significativo com a variagao
do ntmero de Reynolds, sendo mais evidente para Re = 3200 na formulagdao v — p. A
variagdo dos parametros do solver ou do multigrid ndo é relevante para a reducao do
tempo de CPU quando aumenta o nimero de Reynolds ou o tamanho do problema. Estes
resultados estao coerentes com os de Ferziger e Peri¢ (2001), Tab. (4). Na formulacao

1) — w deve-se diminuir o parametro de relaxacao do solver para valores altos de Reynolds.

Re
10°4.| —m=— 100
—e— 400

3| —e— 400 /oé E
101; —o— 3290 o/e/://.; 73

] o?‘?:/
A ‘

T
1 o
—m— 100

10° 3

Tempo de CPU (s)
Tempo de CPU (s)

WL

\
N
\

[ I 3

_
=

10° 10° 10° 10° 10° 10 10° 10°
Tamanho do problema (N) Tamanho do problema (N)

®

10
(a) Formulagdo v — p (b) Formulagéo ¢ — w

Figura 7 — Tempo de CPU (s) versus tamanho do problema N para o método multigrid
com o numero de Reynolds variando. 7a formulagdo v — p e 7b formulagao

UV — w.
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5 Conclusao

O objetivo da pesquisa foi o estudo e implementacao do método multigrid geomé-
trico com ciclo V, visando a resolugao de sistemas de equacoes bidimensionais acoplados.
Alguns parametros do multigrid também foram investigados para trés modelos matema-
ticos bidimensionais. O foco principal foi resolver o problema de escoamento de fluidos
incompressivel modelados pelas equagoes de Navier-Stokes visando a reducao do tempo
de CPU. O método dos volumes finitos em malhas co-localizadas foi empregado para
discretizar as equagoes diferenciais. Os solvers Gauss-Seidel, SOR, MSI e SIP foram usados
para resolver os sistemas de equagoes. Foi escrito um cédigo para a equagao de Poisson,
um modelo simples, que serviu de aprendizado no desenvolvimento dos codigos para as

equagoes de Navier-Stokes. Os principais resultados sao:

e As solugbes numéricas, verificadas na secao 4.1 apresentaram boa concordancia com

aquelas disponiveis na literatura, inclusive com as mais acuradas;

e O codigo escrito para a equagao de Poisson apresentou resultados coerentes com a
literatura. O valor de p da Eq. (4.2) mostrou que estd de acordo com a eficiéncia

tedrica do multigrid;

e Para as equacoes de Poisson e Navier-Stokes na formulagdo v — p, nas malhas
investigadas, o valor 6timo do nimero de malhas é aproximadamente L,,4zimo- Em

termos de tempo de CPU ¢ indiferente usar Lyazimo OU Lingzimo— (1 ou 3);

e O cbdigo escrito para as equagoes de Navier-Stokes na formulacao v — p apresentou
resultados coerentes com Yan, Thiele e Xue (2007) e Ferziger e Peri¢ (2001). O valor
de p da Eq. (4.2) também mostrou que esta de acordo com a eficiéncia teérica do

multigrid;

e O fator speed-up S obtido para a formulacao v — p é muito bom em relagdo ao que
se conhece da literatura e principalmente se comparado com os valores de Ferziger
e Peri¢ (2001, p. 303). O fator speed-up aumenta quando aumenta o nimero de

volumes N, mas diminui com o aumento de Re, conforme mostrado nas Tabs. (1)-(3);

e O 6timo desempenho do método multigrid verificado para a formulagao v — p nao
foi confirmado para a formulacao 1) — w. Além disso os valores de p na Eq. (4.2) néo
seguem o mesmo padrao, isto é, = 1. Estes resultados demonstram que ¢é necessario

estudar um pouco mais e re-programar o algoritmo multigrid para a formulagao

Y —w;
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e Os resultados desta pesquisa mostram que o desempenho do método multigrid néo é
afetado pela complexidade das equagoes de Navier-Stokes, nao confirmando, portanto,

a suposicao de Santiago, Marchi e Souza (2015);

e Para as equacoes de Navier-Stokes na formulagao v —p, o solver MSI foi mais eficiente
que o SIP apenas para Re < 1000. Para Re > 1000 o MSI tornou-se instavel e até
divergiu. O solver SIP mostrou-se estavel para qualquer N e Re sem a necessidade
de variacao de parametros. Diversas simulagoes numéricas foram realizadas com o
solver Gauss-Seidel mas este solver é muito sensivel ao niimero de Reynolds, iteracoes
internas e ao tamanho do problema. Resultados compativeis com o MSI ou SIP

foram obtidos somente com Re = 100.
Principais contribuigoes:

e Nesta pesquisa foi desenvolvido um coédigo multigrid robusto, que confirma as
caracteristicas tedricas do multigrid, para as equacoes de Navier-Stokes em varidveis
primitivas. Solucdes em malhas super-refinadas, N = 20482, foram obtidas com
Re < 5000. Solugdes em malhas ainda mais refinadas também poderao ser obtidas.
Para o grupo de pesquisa em CFD da UFPR, a performance e robustez deste codigo

¢é inédito;

e O presente codigo multigrid serd usado para obter solugoes de alta ordem de acurécia
com a aplicagao de Multiplas Extrapolagdes de Richardson (MER), usando altos

numeros de Reynolds, com a orientacao do prof. Marchi, lider do grupo.

e Esta é a primeira vez que um integrante do grupo de pesquisa em CFD da UFPR
consegue disponibilizar um cédigo multigrid para resolver as equagoes de Navier-

Stokes na formulagao em varidveis primitivas v — p com volumes finitos.

e O executor desta pesquisa teve contados solidos com a metodologia do método dos
volumes finitos, aplicou em problemas de escoamentos de fluidos com o método
multigrid e obteve bons resultados. Com isso, adquiriu Know-how para possivelmente
avancar em pesquisas na area de CFD e aprimorar metodologias de resolugao de

sistemas, ou mesmo contribuir para o desenvolvimento de novos algoritmos.

e Um artigo cientifico com os principais resultados desta pesquisa esta em fase inicial

de desenvolvimento.

e Um artigo esta em desenvolvimento em que as Multiplas Extrapolagoes de Richardson
estao sendo aplicadas nas solu¢des numéricas da formulagao v — p em malhas até
163842 volumes com Re < 5000. O foco principal é reduzir o erro de discretizacao

e obter solucoes de alta ordem de acuracia em malhas super-refinadas com altos
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Reynolds. Este artigo esta sob a responsabilidade do aluno de doutorado Diego Moro,

orientado pelo prof. Carlos H. Marchi.

5.1 Consideracoes finais

Durante a pesquisa de estagio pds-doutoral foi realizado um acompanhamento
constante na literatura para tentar obter as tltimas novidades que pudessem ser relevantes
para esta pesquisa. Diversos codigos singlegrid encontrados na internet foram analisados,
alguns testados. Como comentado na introducao deste relatorio, muitas dificuldades surgi-
ram com a implementac¢ao do método multigrid geométrico usando o método dos volumes
finitos para discretizar as equagdes. A implementagao do multigrid para a formulacao ¢ —w
com o algoritmo padrao FAS mostrou-se ineficiente. Possivelmente por dificuldades relaci-
onadas as condigoes de contorno da vorticidade nao foi possivel desenvolver um algoritmo
que proporcionasse resultados coerentes com a literatura do multigrid, infelizmente. As
principais dificuldades encontradas durante a execucao desta pesquisa estdao bem relatadas

na secao 1.1.

O sucesso na implementagao do algoritmo multigrid para a formulagdo v — p
no problema da cavidade quadrada (mesmo nao sendo como proposto inicialmente, que
incluia condigoes de contorno com volumes ficticios e algoritmo SIMPLEC) foi gracas
as contribuigoes relevantes dadas no livro Ferziger e Peri¢ (2001). Eles mostraram todos
os detalhes da discretizacao e os pormenores das aproximacoes numéricas dos termos
advectivos, difusivos e fluxos de massa. O método Full Multigrid também é descrito com
riqueza nos detalhes. Além disso, também disponibilizaram alguns c6digos computacionais
que podem servir como um ponto de partida para quem tem interesse em ingressar neste

esplendoroso campo de CFD.

Além dos codigos desenvolvidos nesta pesquisa, conforme proposta inicial, também
foram desenvolvidos/adaptados dois cddigos computacionais para a resolucao das equagoes
de Navier-Stokes, na formulacao ¥ — w, com o método multigrid usando diferencas finitas.
Estes codigos foram solicitados para atender uma demanda do grupo de pesquisa em CFD.
Com a metodologia de solugoes fabricadas, propos-se um coédigo com solugao analitica
exponencial e outro polinomial. Estes cddigos foram adaptados a partir dos cédigos de
diferencas finitas desenvolvidos pelo executor desta pesquisa durante o seu doutoramento.
O desempenho tedrico do método multigrid foi confirmado para ambos. O objetivo é
aplicar a Multipla Extrapolacdo de Richardson (MER) nas equagtes de Navier-Stokes com
solucao analitica, visando atingir a sexta ordem de acuracia na solu¢ao numérica com a
reducao do erro de discretizacao. As solugoes analiticas sdo utilizadas para medir o erro e

validar as solugoes numéricas.
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