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RESUMO

Em mecanica dos fluidos, para estudar escoamentos subsonicos-supersdnicos em bocais
ou escoamentos supersonicos ao redor de perfis aerodinamicos, é necessario usar modelos
de escoamentos com fluidos compressiveis que, geralmente, sao resolvidos por métodos
numeéricos. Em andlise numérica, a extrapolacdo de Richardson é uma abordagem para
a reducao de erros numéricos e possui como vantagem o aumento significativo da ordem
de acuracia de solugoes. Essa abordagem foi usada em varios problemas da dinamica dos
fluidos computacional para reduzir o erro de varidveis secundarias ou do campo de solugoes.
Porém, principalmente restrita aos escoamentos de fluido incompressivel e um tipo de
malha com nos coincidentes. O objetivo deste trabalho é apresentar um procedimento de
extrapolagao de Richardson completa e repetida (CRRE) para um tipo de malha mais
genérica e testd-lo com os métodos de diferengas finitas (FD) e volumes finitos (FV) e
com escoamentos de fluidos compressiveis. Nove testes foram realizados nas equacoes de
adveccao linear e unidimensionais, quase unidimensionais e bidimensionais de Euler. Sendo
que um dos testes possui uma onda de choque normal. O problema da onda de choque
normal também foi resolvido com a aproximacao essencialmente nao oscilatoria ponderada
(WENO), para comparar com o procedimento da CRRE. O procedimento proposto permite
uma reducao significativa do erro numérico e aumento significativo da ordem de acuracia
em solucoes dos métodos FD e FV. CRRE apresentou um desempenho 6timo com a
equagao de adveccao linear, onde o erro foi reduzido por um fator de 2.82F + 24 e a ordem
de acuracia foi aumentada de 1,00 para 10,9 na malha com 40960 nds, e no escoamento de
Rayleigh, onde o erro foi reduzido por um fator de 9,32F + 08 e a ordem de acuracia foi
aumentada de 0,998 para 6,62 na malha com 10240 n6s. No escoamento isentrépico com
FV, o erro foi reduzido por um fator de 3,35F + 10 e a ordem de acuréacia foi aumentada
de 1 para 7,57 na malha com 10240 nés, apesar de haver aumento de erro em algumas
situagoes. No escoamento adiabatico com onda de choque normal, o procedimento reduziu
o erro a montante e a jusante do choque. Porém, a WENO apresentou menor magnitude
de erro a montante do choque e uma transicao menos suave. Finalmente, no escoamento
bidimensional com FD, o erro foi reduzido por um fator de 3,80 +03 e a ordem de acuracia
foi aumentada de 0,963 para 3,62 na malha com 6553600 nos. Desta forma, conclui-se que
o procedimento da CRRE proposto proporciona redugao significativa de erros numéricos
e aumento significativo da ordem de acuracia de todo o campo de solu¢des para malhas
mais genéricas e escoamentos com fluidos compressiveis.

Palavras-chave: Erro numérico. Extrapolacao de Richardson. Escoamento de fluidos
compressiveis.



ABSTRACT

In fluid mechanics, to study subsonic-supersonic flows through a nozzle or supersonic flows
around bodies, one needs to use compressible fluid flow models that are usually solved by
numerical methods. An approach in numerical analysis to reduce the numerical error is the
Richardson Extrapolation and it has the advantage of highly increase the accuracy order
of the solutions. This approach was used in a variety of computational fluid dynamics
problems to reduce the numerical error of single variables or the entire solution but mainly
restricted to incompressible fluid flows and a coincident-nodes grid type. The purpose
of this work is to present a Completed Repeated Richardson Extrapolation (CRRE)
procedure for a more generic grid and test it with Finite difference (FD) and Finite Volume
(FV) methods, and with compressible fluid flows. Nine tests were performed in the linear
advection equation and one-, quasi-one-, and two-dimensional Euler equations. One of the
tests presents a normal shock wave. The normal shock wave problem was also solved with
a Weighted Essentially Non-Oscillatory (WENO) scheme to compare it with the CRRE
procedure. The proposed procedure can highly reduce the numerical error and increase
the accuracy order in FD or FV solutions. CRRE presented an optimal performance in
the linear advection equation, where the error was reduced by a factor of 2.82F + 24 and
the accuracy order was increased from 1.00 to 10.9 in the grid with 40960 nodes, and in
the Rayleigh flow, where the error was reduced by a factor of 9.32F + 08 and the accuracy
order was increased from 0.998 to 6.62 in the grid with 10240 nodes. In the isentropic flow
and FV, the error was reduced by a factor of 3.35F 4 10 and the accuracy order increased
from 1 to 7.57 in the grid with 10240 nodes, although the error was increased in some
situations. In the adiabatic flow with a normal shock wave, the procedure reduced the error
upstream and downstream the shock. However, the WENO scheme had lower magnitude
errors upstream the shock and a sharper shock transition. Finally, in the two-dimensional
flow and FD, the error was reduced by a factor of 3.80F + 03 and the accuracy order
was increased from 0.963 to 3.62 in the grid with 6553600 nodes. Thus, one can conclude
that the proposed CRRE procedure provides a significant numerical error reduction and a
significant accuracy order increase of the entire solution field for more generic grids and
compressible fluid flows.

Keywords: Numerical error. Richardson extrapolation. Compressible fluid flow.
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1 INTRODUCAO

1.1 Caracterizagao do estudo

Estudos podem ser conduzidos experimentalmente, teoricamente ou envolvendo os
dois tipos de abordagem. No estudo puramente experimental buscam-se dados experimen-
tais, que sao obtidos por meio de equipamentos. Quando se tratam de experimentos, por
exemplo: estudo de motor-foguete a propulsao liquida por meio de prototipo, é necesséaria
a construcao deste 1ltimo, aquisicao e calibracao dos equipamentos que farao a leitura e o
tratamento dos dados experimentais. Isto demanda grande quantidade de tempo e recursos.
Por outro lado, em estudos puramente tedricos, buscam-se resultados para modelos de
fendmenos fisicos; tais modelos sao construidos com base em conceitos fisicos e matema-
ticos. Considerando o mesmo objetivo, estudo de um motor-foguete a propulsao liquida,
nao sao necessarios o protétipo nem equipamentos de aquisicao de dados experimentais.
Porém, o estudo esta limitado ao modelo fisico-matematico utilizado. Outra possibilidade
é conduzir um estudo misto, envolvendo dados experimentais e resultados dos modelos

fisicos e matematicos (1, 2, 3).

Existem duas vertentes do estudo tedrico: a analitica e a numérica. A primeira
trata de e matematicos menos complexos, que possuem solucao analitica ou fechada. A
segunda, mais recente, possibilita a solu¢ao de modelos mais complexos. Porém, possui a
desvantagem de apresentar erros numéricos. De fato, todas as abordagens citadas possuem
erros. Erros experimentais para estudos experimentais e erros de modelagem para estudos

teéricos. A FIGURA 1 resume estas caracteristicas (1).

FIGURA 1 - RESUMO DE ABORDAGENS UTILIZADAS PARA REPRESENTAR UM FENO-
MENO FISICO.

Fendmeno
fisico
Erros Erros de

experimentais modelagem

Abordagem Abordagem
experimental tedrica

Problemas Erros

simples

Vertente Vertente

analitica numérica

FONTE: O autor (2019).
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Segundo Ferziger e Peri¢ (4), a obtengdo de uma solugdo numérica pode ser
resumida nas seguintes etapas: selecao dos modelos mateméaticos, escolha do método de
discretizacao, definicao do sistema de coordenadas e tipo de malha, selecao das aproxi-
magoes numéricas, selecao do método de solucao e escolha do critério de convergéncia.
A etapa de selecao dos modelos matematicos esta limitada ao tipo de problema a ser
estudado. Existem varios métodos de discretizacao disponiveis na literatura. Como o
intuito deste trabalho nao ¢é discutir tais métodos, destacam-se os seguintes: elementos
finitos, diferencas finitas (FD, do inglés Finite Difference) e volumes finitos (FV, do inglés
Finite Volume); sendo que estes dois ultimos métodos serao utilizados neste trabalho. In-
dependente do método de discretizagao escolhido, os estudos numéricos sao caracterizados
por proporcionarem soluc¢oes aproximadas para modelos matematicos, ou seja, possuem
erros numéricos. Segundo Marchi (1), os erros numéricos sao devidos principalmente aos
erros de truncamento, arredondamento e iteracao; de fato, os erros de iteracao s6 ocorrem
quando sao usados procedimentos iterativos. Outra fonte de erro é devida aos erros de
programagao e usuario, por exemplo. Os erros de trucamento das varias aproximagoes

usadas geram os erros discretizagdo das variaveis de interesse (1).

A verificagdo é uma pratica necessaria ao realizar estudos numéricos e tem como
finalidade garantir a confiabilidade dos resultados numéricos e, inclusive, do cédigo ou
programa computacional (1, 5). Conforme apresentado por Marchi (1), é possivel utilizar
analise de erros e ordens a priori e a posteriori para mostrar que um codigo e suas
solugbes estao desempenhando suas fungoes de maneira correta. O resultado quantitativo
da verificagdo é o erro numérico ou estimativa numérica, quando nao se dispoe de solucao
analitica. O erro numérico é a simples diferenga entre a solugdo analitica e a solucao
numérica, enquanto que a estimativa pode ser obtida de diferentes formas como por
exemplo: estimador de Richardson, Delta e Multicoeficiente (1). Com o cédigo e suas
solugoes verificados, é possivel reduzir os erros de discretizacao através de trés maneiras
diferentes: aumentar a quantidade de pontos da solugdo numérica, usar aproximagoes (ou
esquemas) numéricas de ordens mais elevadas ou utilizar extrapolagdo de Richardson (RE,
do inglés Richardson Eztrapolation) (6). De fato, é possivel utilizar estas extrapolagoes de
forma recursiva e reduzir ainda mais o erro de discretizagao; tal procedimento é conhecido
como multiextrapolagao de Richardson (RRE, do inglés Repeated Richardson Extrapolation)
(7, 8,9).

Neste trabalho, serao considerados modelos matematicos que representem o feno-
meno fisico do escoamento interno em bocais do tipo convergente-divergente de motores-
foguete e escoamentos externos de veiculos aeroespaciais e os métodos numéricos usados
para resolver tais modelos. Nos escoamentos de interesse, os fluidos devem ser modelados

como compressiveis e podem ser modelados como inviscidos (10).

A titulo de exemplo, na FIGURA 2 observa-se um bocal convergente-divergente,
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utilizado em motores-foguete a propulsao liquida. Estao destacados o injetor, a entrada e
saida do fluido de resfriamento regenerativo e a saida dos gases de exaustao. O combustivel
e o oxidante sao injetados pelo injetor e sua queima ocorre imediatamente na sequéncia, os
gases da combustao escoam pela camara de combustao, entram no convergente do bocal,
onde sua velocidade aumenta, passam pela garganta do bocal e vao para o divergente. Neste
ultimo, a velocidade dos gases é aumentada ainda mais, antes de sairem do bocal. Antes
de ser injetado, o combustivel é direcionado para os canais de resfriamento regenerativo

onde absorve o calor das paredes do bocal (11).

FIGURA 2 - EXEMPLO DE BOCAL CONVERGENTE-DIVERGENTE.

Injetor
/|

Resfriamento
regenerativo

Resfriamento
regenerativo

Gases de
exaustao

FONTE: Modificado de Sutton e Biblarz (11).

Na FIGURA 3 observam-se escoamentos externos inviscido e viscoso ao redor de
um perfil, onde v é o vetor velocidade do escoamento, 1 e 2 sdo pontos do escoamento,
Tw € a tensao de cisalhamento e 0 é a espessura da camada limite. Na FIGURA 3a, as
linhas de corrente ficam préximas a superficie, onde ocorre o deslizamento. Na FIGURA
3b, apesar de exagerada, a espessura da camada limite fornece uma ideia desta regiao do
escoamento. No ponto 1 da FIGURA 3b, a velocidade tangencial a superficie do perfil é

zero, devido & condigao de nao deslizamento (12).

1.2 Revisao bibliografica

A RE pode ser utilizada em diferentes areas de estudo para diversas finalidades,
conforme serd apresentado na sequéncia. Para fornecer uma visao abrangente sobre a RE,
serao apresentados alguns trabalhos para destacar suas aplicagoes e um levantamento
sobre o estado da arte da mesma. Também, serao destacados conceitos sobre os métodos
de discretizagao por FV e FD e outros métodos, que sao usados em conjunto com FV e

FD na solucao de escoamentos em CFD.
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FIGURA 3 - EXEMPLOS DE ESCOAMENTOS EXTERNOS.
(a) Inviscido

As linhas de corrente
ficam juntas a superficie

(b) Viscoso
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FONTE: Modificado de Anderson e Hughes (12).

1.2.1 Extrapolacao de Richardson

Uma afirmacao feita por Richardson (13) continua valida até hoje: existe uma
demanda por métodos rapidos, faceis de entender e aplicaveis a equagoes nao usuais.
Nesse mesmo trabalho, o autor apresentou um método para reducao de erros, inicialmente
chamado de h%-estrapolation, onde foi possivel reduzir o erro da solucdo numérica usando
malhas distintas (14). Apesar de nao resolver as equagoes do modelo matemético, o método
apresentado tornou-se rapido, facil de entender e é aplicado em equagdes nao usuais, como
Navier—Stokes parabolizado (15). Além das RE serem usadas, principalmente, em CFD,
existem estudos em diferentes areas, como economia (16), processamento de sinais (17) e
estatistica (18).

A partir do trabalho de Richardson foram derivados quatro tipos principais de
aplicacao para as RE: controle do passo de tempo (19), acelerador de convergéncia (20),
estimativa de erro (21) e redugao de erros numéricos. Sendo que esse tltimo serd abordado
nesse texto. Com base nas aplicagoes das RE para reducao de erros numéricos, encontradas
na literatura, destacam-se sete trabalhos: aplicacao da RE em escoamentos viscosos ao
redor de aerofdlios, avaliagdo da RE em dois escoamentos bidimensionais, obtencao de
uma solucao com sexta ordem de acuracia, analise da RE com um gradiente descontinuo
de temperatura, analise de dez diferentes esquemas numéricos com a RE, obtencao de
solucoes altamente acuradas para a equacao bidimensional de Laplace e obtencao de

solucao acurada para o problema da cavidade, discutidos a seguir.

Zingg (22) apresentou uma investigacao da RE em escoamentos viscosos subsonicos
e transonicos ao redor de aerofdlios, modelados pelas equagoes de Navier—Stokes com

modelo de turbuléncia Baldwin—Lomax e resolvidos por meio de FD. Nestes escoamentos,
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destaca-se a separagao de escoamento por choques, pois um fenémeno como o choque
impoe certas dificuldades na solu¢cado numérica. Apesar disso, o autor afirmou que a RE
pode reduzir os requisitos de malha para certo nivel de acuracia, em particular, para o

calculo do arrasto.

Shyy et al. (23) avaliaram a RE para melhorar a acurdcia de solugoes de dois
problemas bidimensionais: escoamento laminar em cavidade e Reynolds—averaged backward—
facing. A solucao foi obtida por meio de FD em malhas uniformes. Ao fim do estudo, os
autores afirmaram que a RE nao exibiu comportamento consistente da ordem de acuracia
para o escoamento laminar, que o desempenho da RE nao foi satisfatério e que a RE nao

funciona adequadamente em abordagens tipicas de CFD.

Wang e Zhang (24) obtiveram sexta ordem de acuracia em todo o campo de solugao
para a equacao bidimensional de Poisson. Para obter a solugao, os autores utilizaram FD,
um esquema compacto de quarta ordem, Multigrid e RE. O procedimento desse ultimo
foi o calculo de uma solugao com sexta ordem de acuracia na malha grossa, atribuicao
dessa diretamente nos nos coincidentes da malha fina e uma interpolagao, com base em
um operador, para calcular a solugdo com sexta ordem de acuracia nos demais pontos
da malha fina. Apesar de nao apresentarem muitas informagoes sobre o operador, eles

conseguiram obter aumento na ordem de acuracia.

Nicolas et al. (25) analisaram as consequéncias de um gradiente de temperatura
descontinuo com a RE. Nesta andlise, os autores utilizaram os métodos dos elementos
finitos, FD e FV. Além disso, eles propuseram uma correcao na obtencao da RE, por série
de Taylor, para tratar a descontinuidade. Ao fim do estudo, os autores afirmaram que a
RE pode aumentar a acuracia de solucoes discretas, preferencialmente, quando sdo usadas
aproximacoes numeéricas com baixa ordem de acuracia no espaco e em apenas algumas

regioes do estudo.

Marchi e Germer (26) avaliaram o desempenho da RRE na redugao de erros de
discretizacao para dez aproximacoes numéricas diferentes. O problema numérico resolvido
foi a equacao de adveccao—difusao unidimensional com aproximacoes numéricas de ordem
um a trés. Os autores concluiram que a RRE ¢é extremamente eficiente na redugao dos
erros de discretizacao de variaveis primérias e secundarias; podendo atingir uma ordem de
acuracia de até 18,9. Dentre as aproximacoes estudadas, o esquema de diferencas centrais
(CDS, do inglés Central Differencing Scheme), de segunda ordem de acuricia, apresentou

o melhor desempenho com a RRE.

Marchi et al. (27) utilizaram a RRE para reduzir e estimar os erros de discreti-
zacao de solugoes numéricas em problemas de conducao de calor. No estudo, a equacao
bidimensional de Laplace foi resolvida por meio de FD, malhas uniformes, aproximacoes

numéricas de segunda ordem e Multigrid. Ao fim do estudo, os autores demonstraram que
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RRE reduz significativamente o erro de discretizacao, que a ordem de acuracia alcangada
foi de 19,1 e, ainda, que para obter um dado valor de erro sao necessarios muito menos

tempo de processamento e RAM para a RRE do que sem sua aplicagao.

AbdelMigid et al. (28) apresentaram uma extensa revisao da literatura sobre o
problema da cavidade e investigaram a solucao das equagoes de Navier-Stokes com fluidos
incompressiveis para a faixa de Reynolds de 100 a 5000. Neste estudo, FV foi utilizado em
conjunto com computagao paralela para obter as solugoes numéricas em malhas uniformes
e a RRE foi usada para a redugdo dos erros de discretizacao. Os autores conseguiram um

aumento de ordem de acuracia de dois para seis com a RRE.

A partir desses sete trabalhos é possivel delimitar as aplicagdes de RE na redugao
do erro numérico, ou de forma equivalente, no aumento da ordem de acuracia. Observa-se
que as RE sao aplicadas em problemas simples ou complexos, com ou sem fenémenos
sofisticados, como por exemplo a descontinuidade. Estes problemas podem ser resolvidos
por qualquer um dos métodos numéricos classicos (elementos finitos, FD ou FV) em
conjunto com modelos de turbuléncia, Multigrid ou diferentes tipos de aproximagoes
numeéricas. Podem ocorrer situagoes onde a RE nao funciona. Porém, na maioria dos casos,
a RE promove melhorias na qualidade da solugdo numérica. As situagdes onde a RE nao
funciona ou nao é eficiente devem ser estudadas, pelo menos, a fim de se encontrar a causa

deste comportamento.

Em relacao as as RE para reducao de erro, foram propostas modificacoes em sua
metodologia para alcancar maior reducao de erros numéricos e reduzir os erros onde as RE
nao funcionavam ou simplesmente nao eram utilizadas. Dentre as altera¢des no estado da
arte do método, destacam-se: a forma recursiva da aplicacao da RE, conhecida como RRE,
que possibilita uma maior redugdo do erro (14); um algoritmo para a generaliza¢ao do
procedimento da RE, que requer um nimero pequeno de célculos e pouco armazenamento
(29); um método para calcular a RE em todo o campo de solugbes para um tipo de
malha especifico, conhecido como extrapolagao de Richardson completa (CRE, do inglés
Completed Richardson Eztrapolation) (30); um método CRE para problemas transientes
(31); uma teoria completa de convergéncia e estabilidade para o processo generalizado da
RE (32); o conceito de série de Richardson, util para o entendimento do comportamento da
RE (33); anélise de algumas limitacoes da RE e possiveis solugoes (34); uma abordagem
local para a RE no método dos elementos finitos (35); o uso de uma expansao por série de
Taylor modificada em conjunto com a RE para tratar uma descontinuidade (25); uso de
interpolacao polinomial com a RRE para melhorar o seu desempenho em cinco tipos de
variaveis diferentes (36); e uma extensao da CRE para ser usado recursivamente e um novo
método, chamado de Full Richardson FEzxtrapolation, para reducao de erros em campos de

solugoes (37).
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1.2.2 M¢étodos de discretizagao classicos e aproximagoes numéricas

Considerando os métodos de discretizacao classicos, existem varias formas de se
aplicar o FD e o FV. Segundo Lomax, Pulliam e Zingg (38) e Ferziger e Perié¢ (4), as
aproximacoes, para os termos das equacoes diferenciais que se deseja resolver em FD,

dependem diretamente dos valores das propriedades nos nés.

Para o FV, Lomax, Pulliam e Zingg (38) e Ferziger e Peri¢ (4) afirmam que este
método parte da forma integral das equagoes de conservacao. Por outro lado, Shu (39) e
Versteeg e Malalasekera (40) utilizam a forma diferencial das equagdes de conservagoes
integradas. Além disso, as formas apresentadas por Shu (39) e Lomax, Pulliam e Zingg
(38) resultam em uma média da propriedade no volume de controle. Isto nao é observado

nas formas apresentadas por Ferziger e Peri¢ (4) e Versteeg ¢ Malalasekera (40).

Outros métodos podem ser usados em conjunto com os métodos de discretizagao
e, também, podem ser diferentes entre si. Por exemplo, Versteeg e Malalasekera (40)
consideram o uso do método SIMPLEC (do inglés, Semi IMPlicit Linked Equations
Consistent) para o tratamento do acoplamento entre as equagoes de conservacao e Shu

(39) usa o conceito de decomposicao em varidveis caracteristicas.

Além disso, existem varios tipos de aproximagoes numéricas (ou esquemas numéri-
cos), que, por exemplo, podem ser obtidos para uma ou mais equagoes diferenciais. Porém,
algumas dessas aproximacoes numéricas podem causar instabilidades, quando usadas em
equacgoes diferenciais especificas. Para corrigir estas instabilidades, surgiram conceitos
como monotonicidade e alta resolugdo de esquemas numéricos (41). Dentre estes esquemas
numéricos, pode-se citar a aproximagao variagao total decrescente (TVD, do inglés Total
Variation Diminishing), a aproximacao essencialmente nao oscilatéria (ENO, do inglés
FEssentially Non-Oscillatory) e a aproximac¢ao ENO ponderada (WENO, do inglés Weighted
ENO) (41, 39).

1.3 Justificativa

Geralmente, as modificacoes e estudos envolvendo a RE foram feitos para o FD e
uma malha que possui nés coincidentes, mostrada na FIGURA 4, onde g é o nivel de malha
e a razdo de refino (r) entre as malhas é 2. Pode-se observar que a malha grossa (g = 1)
possui nds coincidentes na malha fina (¢ = 2). Uma malha com nds nao coincidentes,
que geralmente é usada com FV, é apresentada na FIGURA 5, onde observa-se que nao

existem nés (ou volumes) coincidentes para r = 2.

Considerando que as RE e CRE com e sem repeticao ja foram usadas em conjunto
com escoamentos de fluidos incompressiveis e com a malha com nés coincidentes (veja
por exemplo, (37), (36) e (27)), é interessante que a CRE possa ser generalizada para um

tipo de malha onde nao existam nés (ou volumes) coincidentes e usada recursivamente
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FIGURA 4 - MALHA COM NOS COINCIDENTES.
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FONTE: O autor (2019).
FIGURA 5 - MALHA SEM NOS COINCIDENTES.
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FONTE: O autor (2019).

em escoamentos com fluidos compressiveis, que sao um caso mais geral de escoamentos.
Além disso, também ¢é interessante avaliar esta generalizacao com diferentes métodos
numéricos. Deste modo, define-se o problema a ser estudado neste texto: problemas
de escoamento interno em bocais de motores-foguete, o escoamento externo em perfis
aerodinamicos e os métodos numéricos para resolvé-los. Pretende-se generalizar a CRE
para reduzir os erros numéricos em todo o campo de soluc¢oes de escoamentos com fluidos
compressiveis, modelados pelas equagoes de Euler unidimensionais, quase unidimensionais
¢ bidimensionais em malhas genéricas (sem noés coincidentes). Serao usadas geometrias
simples ou idealizadas com condic¢oes de contorno de Dirichlet, Neumann ou por meio de

uma técnica conhecida como Lax-Wendroff inverso (ILW, do inglés Inverse Lax-Wendroff).

1.4 Objetivos

O objetivo deste estudo ¢é propor e testar um procedimento de CRRE para malhas
sem nés (ou volumes) coincidentes e que possibilite a redugao de erros numéricos em
escoamentos com fluidos compressiveis. Este objetivo geral pode ser dividido nos seguintes

objetivos especificos:

a. resolver numericamente a equacao de adveccao linear, que modela um escoamento

simplificado;

b. resolver numericamente o escoamento de Rayleigh e as equagoes de Euler quase

unidimensionais e bidimensionais;

c. utilizar os métodos de discretizacao por diferencas finitas explicito e volumes finitos

explicito e implicito;
d. avaliar a ordem do erro da CRE com repeticao; e

e. verificar as solu¢des numéricas com e sem a CRRE.
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Para atingir estes objetivos, serao realizados testes numéricos nas equacoes linear
(EAL) de adveccao e unidimensionais (1D), quase unidimensionais (Q1D) e bidimensionais
(2D) de Euler. Para resolver essas equagoes, serao utilizados os métodos de FD e FV| sendo
esse tltimo nas formulagoes implicita e explicita. Um fenémeno importante que geralmente
ocorre em escoamentos com fluidos compressiveis é a onda de choque. Nesse trabalho,
CRRE também sera avaliado em solugdes que envolvem este fendomeno e, para comparar
com métodos de alta ordem ja existentes na literatura, o escoamento com choque também

sera resolvido com a aproximagao WENO.

1.5 Organizacao do texto

Este texto esta organizado da seguinte forma: no Capitulo 1, sdo apresentadas uma
caracterizagao do estudo, onde se comenta como o estudo sera conduzido e quais problemas
de engenharia se tem interesse, a revisao bibliografica, onde se discorre sobre as aplicagoes e
estado da arte da RE e se comenta brevemente sobre os métodos de discretizacao classicos,
a justificativa do problema que se deseja resolver, e, por fim, os objetivos desse texto; no
Capitulo 2, sdo apresentados conceitos fisicos e matematicos dos escoamentos que se deseja
resolver; no Capitulo 3, os métodos numéricos utilizados para os escoamentos citados; no
Capitulo 4, a metodologia utilizada para resolver os escoamentos e aplicar a CRRE; no
Capitulo 5, sdo apresentados os resultados e discussao dos estudos desenvolvidos nesse
texto e; no Capitulo 6, sdo apresentadas as conclusoes e contribui¢oes do presente estudo

e as sugestoes para trabalhos futuros.
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2 PRINCIPIOS FiSICOS E MATEMATICOS

Neste capitulo serao apresentados os principios fisicos e matematicos necessarios
para o entendimento dos fenomenos presentes nos escoamentos e dos modelos matematicos

usados para resolver os escoamentos.

2.1 Escoamentos com fluidos compressiveis

Uma das formas de classificar um escoamento ¢ por meio do fluido, por exemplo:
incompressivel e compressivel (10). Em algumas aplicagoes, como o escoamento de liquidos
em bombas e turbinas hidraulicas e, até mesmo, o escoamento de ar em ventiladores centri-
fugos, o fluido pode ser modelado como incompressivel e em outras, como os escoamentos
internos em bocais ou externos em perfis aerodinamicos, é necessario modelar o fluido
como compressivel; dependendo do ntimero de Mach (10). A compressibilidade (7) pode
ser entendida como a variagdo no volume especifico () (ou na massa especifica p) em
resposta a uma variagao na pressao (p) ou vice versa. As equagao (2.1) e (2.2) apresentam

estes conceitos (10).

1dv
- - 2.1
[ (2.1)

1d

r=-2 (2.2)

pdp

Reescrevendo a equagao (2.2), resulta

dp = Tpdp, (2.3)

ou seja, considerar um fluido incompressivel (7 = 0) é equivalente a considerar a massa
especifica como sendo constante. A titulo de exemplo, a variacao da massa especifica em
relacao ao valor do primeiro ponto de um escoamento e o nimero de Mach, em um bocal

convergente-divergente, sao apresentados na FIGURA 6.

Admite-se escoamento com fluido incompressivel quando a variagdo da massa
especifica nao ultrapassa 5 % (10). No caso apresentado, seria cometido um erro de quase

100 % se a hipdtese de fluido incompressivel tivesse sido adotada.

No escoamento, as ondas sonoras sao produzidas por disturbios. Essas, por sua
) Y
vez, se propagam na velocidade do som através do fluido e para todo o escoamento. A

velocidade do som (a) pode ser definida de maneira genérica da seguinte forma (42)

(@) "

onde o subscrito s representa um processo isentropico.
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FIGURA 6 - VARIACAO PERCENTUAL DA MASSA ESPECIFICA DE UM ESCOAMENTO

EM BOCAL.
Variacao da massa especifica —— Numero de Mach - - - -
100 % T T T T T T T T T 375
13
75 % 25
2
50 % =
1,5
2% % !
0,5
0,3
5 % ’
0 %

FONTE: O autor (2019).

Para um gas perfeito, a velocidade do som pode ser escrita da seguinte forma (42)

a=/7RT, (2.5)

onde v = ¢,/c, representa a razao entre calores especificos, R a constante do gés, T" a

temperatura e ¢, e ¢, os calores especificos a pressao e volume constante.

Com a velocidade do som definida, é possivel relacionar os efeitos de inércia
com os efeitos de compressibilidade por meio de um importante parametro adimensional,

conhecido como nimero de Mach (M) (10)

M=, (2.6)

onde v representa o vetor velocidade.

Com base no nimero de Mach, Anderson (10) apresenta quatro faixas de escoa-
mento: subsoénico (M < 0,8), transénico (0,8 < M < 1,2), supersonico (1,2 < M <5) e
hipersénico (M > 5). Além disso, Anderson (10) separa escoamento com fluido incompres-
sivel de compressivel por meio do nimero de Mach. Para escoamentos com niimeros de
Mach inferiores a 0,3 considera-se fluido incompressivel (10), que é um pouco mais rigoroso

do que a classificagdo que tem como base a variacao da massa especifica no exemplo da

FIGURA 6.
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2.2 Ondas de choque e de expansao

As ondas sonoras sao responsaveis por propagarem os efeitos de variacao de
propriedades e dire¢do causadas por um distirbio no escoamento. As ondas sonoras
provocam mudangas infinitesimais no escoamento, enquanto que as de expansao e de

choque provocam mudancas mais significativas (10, 42).

A onda de choque obliqua possui um caso especial para escoamentos unidimen-
sionais conhecida como onda de choque normal. As mudancas, quando um escoamento
atravessa essa ultima, sao mais severas do que aquelas resultantes de uma onda de cho-
que obliqua. O caso mais préximo de uma onda de choque normal em um escoamento
bidimensional é uma onda de choque obliqua em forma de arco, conforme a FIGURA
7 (10). Independentemente da dimensao onde a onda de choque ocorra, as mudangas
nas propriedades serao qualitativamente as mesmas, a velocidade serd reduzida enquanto

temperatura, pressao e massa especifica serao aumentadas de forma néo isentrépica (10).

FIGURA 7 - EXEMPLO DE UM CHOQUE OBLiQUO EM FORMATO DE ARCO.
Onda de

= choque obliqua

—
M>1
» Corpo presente
no escoamento
e

FONTE: Modificado de Anderson (10).

FIGURA 8 - RESUMO DAS CARACTERISTICAS DE ONDAS DE CHOQUE E EXPANSAO.

Ondas de

Onda de -
expansao
choque\ P \

FONTE: Modificado de Anderson (10).

As ondas de expansao sao, basicamente, o oposto das ondas de choque; a velocidade
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sera aumentada enquanto que temperatura, pressao e massa especifica serao reduzidas de
forma isentrépica (10). A FIGURA 8 resume as caracteristicas apresentadas para as ondas

de expansao e de choque.

2.3 Modelos matematicos

Considere um sistema homogéneo de equagoes diferenciais parciais de primeira
ordem em x e t

Ui(xt)+ AU (z,t) =0, (2.7)

onde U : R x R — R™ é um vetor com m componentes, que podem representar as
propriedades de um escoamento (por exemplo, massa especifica e velocidade), A é uma
matriz real m X m constante e os subscritos x e ¢ denotam derivadas parciais em relacao a
x e t. Para que esta equacao seja hiperbodlica, a matriz A deve possuir autovalores reais e
um conjunto de m autovetores linearmente independentes (43). A partir dessa afirmagao,
pode-se concluir que qualquer vetor em R™ pode ser decomposto como uma combinagao
linear desses autovetores, ou seja, ¢ possivel decompor um sistema de m equagoes em m

equagoes distintas (43).

2.3.1 Equacao de adveccao linear

Uma das mais simples equacoes hiperbodlicas é a equacao de adveccgao linear e
possui a forma
up + uu, = 0, (2.8)

onde u ¢é a velocidade na direcao x e w é a velocidade média. Nessa, a velocidade média
é constante e tem-se uma equagao diferencial parcial, escalar, linear e hiperbdlica com

coeficiente constante (43).

Segundo Leveque (43), a solugdo analitica para a equagao de advecgao linear
(equagao (2.8)) pode ser facilmente determinada por qualquer fun¢ao suave da seguinte
forma

w4y = (x — t), (2.9)

Analitica

onde u ¢ a solugao analitica e @ pode ser entendido como uma fungao que representa

a condicao inicial.

As caracteristicas e propriedades das equagbes nao lineares e sistemas de equagoes
nao lineares nao serao diretamente apresentadas neste texto. Para mais detalhes sugere-se
o texto de Leveque (43). O préximo modelo a ser analisado sao as equagoes de Euler, que

formam um sistema de equagoes hiperbdlicas nao lineares.
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2.3.2 Equacoes de Euler unidimensionais

A formulacao conservativa das equagoes de Euler unidimensionais na forma

diferencial pode ser escrita como (44, 43)
U,+FU),=SU), (2.10)

onde U também é chamado de vetor das varidveis conservativas, F' é o vetor dos fluxos
conservados e S ¢é o vetor termo fonte, que depende do problema a ser resolvido. Os vetores
U e F sao escritos como (44, 43)

p pu
U=|pu|, F=| pi>+p |, (2.11)
E u(E + p)

onde F é a energia interna por unidade de volume e é apresentada na equagao (2.12).

E= p(% +e), (2.12)

onde e é a energia interna especifica e pode ser obtida da seguinte forma (44)

e=—2> _ (2.13)

p(y—1)

A velocidade do som e a pressdo também podem ser obtidas pelas equagoes (2.14)
e (2.15) (44).

a= 'ypp (2.14)
p=-1(E- p;ﬂ) (2.15)

Escrevendo as equagoes de Euler (equagao (2.11)) na forma da equagao (2.7),

resulta a matriz Jacobiana (44)

0 1 0
oF
AlU) = U 3(v =3’ B=7u y-1], (2.16)

1o, 3_ a’u 3=2y 2 a?
5(7 —2)u 4 s U+ yu

que possui autovalores e autovetores a esquerda e a direita, apresentados, respectivamente,
nas equagoes (2.17), (2.18) e (2.19) (44, 45).

A=| wu (2.17)



Capitulo 2. Principios fisicos e matemdticos 32

u/(2a) +v?/(4H — 2u*) —u/(2H —u?) —1/(2a) 1/(2H — u?)
L= 2 —2H/(2H — u?) 2u/(2H — u?) —2/(2H — u?) (2.18)
u?/(4H — 2u?) —u/(2a) 1/(2a) —u/(2H —u?) 1/(2H — u?)

1 1 1
R=| u—a U u+a (2.19)
H—wua v?/2 H+wua

Nessas ultimas equagoes, H ¢ a entalpia total e pode ser obtida pela seguinte

relacao (44)
E u?
H = Lrp =

; 2.20
) +b (2.20)

onde h = e + p/p é a entalpia especifica.

Este modelo matematico é capaz de representar escoamentos unidimensionais de
fluidos compressiveis e inviscidos, como por exemplo o escoamento de Rayleigh. Considere
o volume de controle apresentado na FIGURA 9, onde ¢ é a quantidade de calor sendo
adicionada ao volume de controle e os subscritos 1 e 2 representam dois pontos distintos

do escoamento.

FIGURA 9 - VOLUME DE CONTROLE GENERICO DE UM ESCOAMENTO UNIDIMENSI-

ONAL.
q

b 1 s by
— —
p1o )

I —
Ul ! ! U2
—> —>
P1 L P2
— —

FONTE: O autor (2019).

Ao aplicar as equagoes de Euler unidimensionais no volume de controle da FIGURA

9 e considerar a adicao de calor, escoamento permanente e area da secao constante, resulta

(10)

pP1UL =pP2Usg,
P14 prud =pa + paus3, (2.21)
2 2
w“ _ U
b + 5 +q=by + 5

Sabendo que h = ¢,T e ¢, Ty = ¢,T + u*/2, onde o subscrito 0 representa pro-

priedade de estagnagio ou total, e resolvendo a equagdo da energia para ¢, resulta (10)

q = Cp(Tog — T()l). (222)
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Com os valores de ¢, Ty; e M é possivel obter Ty, por meio da equacao (2.22), e
My, pe e Ty por meio das equagoes (2.23) a (2.25) e p e u por meio das equagoes (2.26)
e (2.27) (10). Deve-se notar que é possivel obter a solugao analitica da equagao (2.23),
por meio de software algébrico, ou a solugao exata, por meio de um método numérico de

obtencao de raizes.

Too _ (1+9Mf 2(M2>2 L 2 (2.23)
Ty, 1+ yM?2 M, 1+ M2 '
1+ M2
P2 _ 1+7]\412 (2.24)
p1 + yM;
T 1+ M2\ [ Mo\?
Lo (Lo Mi (2> (2.25)
T 1+~yM3 M,
p = pRT (2.26)
u=aM (2.27)

Desta forma, as solugoes analiticas (ou exatas), das propriedades do escoamento de
Rayleigh, podem ser obtidas com base nos valores de ¢, Ty, e M. Para que este escoamento
seja resolvido numericamente, é necessario adicionar a contribuicao de ¢ nas equagoes de

Euler unidimensionais. Isto é feito por meio do termo fonte

0

S(U) = Agpu : (2.28)
Ax

onde Ag = q/N ¢é a quantidade de calor adicionada em cada n6 e N é a quantidade de nés.

2.3.3 Equacoes de Euler quase unidimensionais

Segundo Anderson (10), para geometrias onde a variagao da area é gradual e
funcao de x apenas, é possivel modelar o escoamento como quase unidimensional. Este é o
caso de escoamentos em bocais convergentes-divergentes, conforme exemplo da FIGURA

10, onde a area critica é representada pela area da garganta (A;).

Para o escoamento quase unidimensional, o nimero de Mach é uma funcao da

area do bocal (A) e da menor area do bocal, conhecida como &rea critica (A*), (10)

ANE 1 2 v—1
ol I M2>
(A*) M? l7+1( M

A equacao (2.29) fornece uma solugao exata para o nimero de Mach e pode ser

(y+1)/(v=1)
] (2.29)

resolvida por um método numérico de obtencao de raizes, como o método da bissecao
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FIGURA 10 - PERFIL DE UM BOCAL CONVERGENTE-DIVERGENTE.

FONTE: O autor (2019).

ou de Newton-Raphson. Porém, deve-se notar que ambos métodos apresentam perda de
precisao quando A se aproxima de A*. Nesta situagdo, recomenda-se calcular a solucao

com o dobro de digitos que se deseja obter.

Segundo Anderson (10), podem existir trés situagoes no escoamento quase unidi-
mensional bloqueado no interior de um bocal convergente-divergente: solugao isentrépica
subsonica (linha pontilhada preta), solugao isentrépica supersonica (linha continua azul) e
solugdo com onda de choque normal no divergente do bocal (linha tracejada vermelha),
conforme apresentado na FIGURA 11. O tipo de situacao dependera das condigoes na
entrada e saida do bocal. Por exemplo, considere que a pressao no bocal e nas suas
vizinhangas seja a atmosférica (pus,). Na medida em que a pressdao na entrada do bocal
(po) é aumentada, um escoamento comega a se desenvolver da esquerda para a direita e é
totalmente subsénico. Com um novo aumento de pg, 0 escoamento passara a ser transonico
na regiao da garganta do bocal (bloqueado), mas o divergente ainda sera subsonico (linha
pontilhada). Se a pressao for aumentada até um certo limite, o escoamento serd isentrépico
e supersonico no divergente do bocal (linha continua). Caso a py seja aumentada além
deste limite, e recaia sobre uma faixa especifica, ondas de choque aparecerao no divergente
do bocal, caraterizando um escoamento nao isentrépico (linha tracejada). Mais detalhes
sobre o escoamento quase unidimensional em bocais convergentes-divergentes podem ser

encontrados em Anderson (10).

Neste trabalho o interesse recai sobre as solugoes supersonicas isentropica e com
choque normal. Na primeira, a solucdo exata pode ser encontrada com base na area
do bocal, na equagao (2.29), nas propriedades de entrada do bocal ou propriedades de
estagnagao, nas propriedades do fluido e nas equagoes (2.30) a (2.32) e (2.27) (10). Deve-se
notar que na equacao (2.29) A* = A; para este escoamento. Para o escoamento com onda
de choque, A* = A, a justante do choque e é necessario determinar A* a montante do

choque, pois este causa um aumento na entropia do fluido (10).

v/(v=1)
) (2.30)

~1
Po/p = (1 + 7?M2

y—-1. ., 1/(v=1)
00/p = (1 1 —m ) (2.31)
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FIGURA 11 — POSSIVEIS SOLUCOES DE ESCOAMENTO BLOQUEADO EM UM BOCAL
CONVERGENTE-DIVERGENTE.

p - . .. .
------------ solucéo isentrépica subsonica

—— solucao isentrépica supersonica
- - -- solucao com onda de choque normal

Ay xr

FONTE: O autor (2019).

1
To/T =1+ ’VTW (2.32)

Para determinar A* a jusante do choque, é necessario antes determinar o niimero
de Mach na saida do bocal (M,,, com a equacdo (2.33)), a pressdo total a jusante do
choque (po,,) € 0 nimero de Mach imediatamente a jusante (Mgp,) e a montante (Mgys)
do choque. Com o niimero de Mach na saida usa-se a equacao (2.30) para obter pg,.,. A
partir da equagao (2.30) em conjunto com as equagoes (2.34) e (2.35) é possivel obter
Mgy, . Agora, com a equagao (2.35) obtém-se Mgy, e com este resultado é possivel utilizar

a equagao (2.29) para encontrar A* a jusante do choque (10).

Mot L +< 2 )( 2 )WH)/(M)( Pods )2 (2.33)
« v—1 (y—1)2 y—=1)\y+1 PocsBes ) '

onde A, é a area da saida do bocal.

=1+—(M —1 2.34
pShz/pShl 1( Shi )7 ( )

onde os subscritos Shy e Shy representam, respectivamente, as posicoes imediatamente a

montante e a jusante do choque.

o 1+ [(y—1)/2]Mgy3

Mo 2 —
T Mg — (v - 1)/2

(2.35)

Com A* a jusante do choque determinada, basta resolver a equacao (2.29) com os

valores de A* relativos a posicao do choque. As outras propriedades podem ser obtidas
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pelas equagoes (2.30) a (2.32) e (2.27). Contudo, deve-se notar que py e py mudam apés o

choque, ou seja, py passa a ser py., € po., pode ser obtido por meio da equacao (2.26) (10).

Para que este escoamento quase unidimensional (com ou sem choque) seja re-
solvido, é necessario adicionar a contribuicao da variacao da area nas equacgoes de Euler

unidimensionais. Isto é feito por meio do termo fonte (46)

pu
S\U) = —jilx pu? . (2.36)
uw(E + p)

2.3.4 Equacoes de Euler bidimensionais

Quando um corpo pode ser criado por revolucao, é possivel modelar o escoamento
através ou ao redor desse por um modelo bidimensional axissimétrico, que é o caso de
escoamentos internos em bocais e externos em perfis acrodindmicos (10). Por causa da alta
velocidade do escoamento ao redor do corpo, o fluido deve ser modelado como compressivel.
Para um escoamento inviscido e axissimétrico de um fluido compressivel, é possivel utilizar

as equagoes de Euler bidimensionais, que na forma compacta sao escritas como (47)

oo |2p) | Olpud) | 10(prvg)

— p9
ot 0z Ot P, (2.37)

onde z e t representam as coordenadas axial e radial, v é a velocidade na dire¢ao t. Os
parametros C? e P? sdao usados para alternar entre as equacoes de conservacio da massa,

quantidade de movimento linear (QML) e energia. Informagoes sobre estes pardmetros sao
apresentadas na TABELA 5.

TABELA 1 - PARAMETROS USADOS PARA ALTERNAR
ENTRE AS EQUACOES DE CONSERVACAO.

Equagao de conservacao c? p¢
massa 0
QML-z 1 _%
QML-t 1 _ F€
energia cp % + u% + U%

FONTE: Modificado de Bertoldo (47).

No caso das equagoes de Euler bidimensionais sao raros os escoamentos que
possuem solucao exata. Porém, nesse trabalho tem-se o interesse em escoamentos que
possuam solucao analitica ou exata. Assim, sera utilizado o método das solucoes fabricadas
para obter uma solucao analitica para um caso especial das equacoes equagoes de Euler

bidimensionais axissimétricas. Os detalhes serdao apresentados no Capitulo 4.

Outra forma de calcular a solugao analitica em problemas bidimensionais é por

meio da soluc¢ao de um problema simplificado. Para isso considere o sistema de coordenadas
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cartesiano e a formulagdo conservativa (44)
Uu+FrFU),+GU),=0, (2.38)

onde G ¢ o vetor dos fluxos conservados na dire¢ao y. Os vetores U, F e G sao escritos
como (44)

P pu pY
2
U — puU F— pu” +p e ;;uv | (2.39)
pU pUv pve+0p
E uw(E + p) v(E + p)

onde v é a velocidade na direcdo y e E deve ser calculado por meio da seguinte equacao

(44) X
E= ,0(5'112 +e), v?*=(u®+07). (2.40)

Mesmo no sistema de coordenadas cartesiano, é dificil encontrar uma solucao
analitica ou exata para as equacoes de Euler. Uma alternativa, seria considerar u, v e p

constantes. Assim, o sistema de equagoes da equagao (2.38) se reduz a
pr + upy +vpy =0, (2.41)

ou seja, pode ser entendida como uma equagao de advecgao linear em duas dimensoes.

Deste modo, a solugao analitica para este escoamento pode ser calculada por

pAnah’tica(l,’yyt) — ﬁ(x _ t7y _ t)’ (242)

onde p representa uma fun¢ao da condicao inicial. Note que as velocidades u e v e a pressao

possuem valores unitarios e constantes no tempo e espaco.

Apesar de se tornar um problema simplificado, ele permite o uso de todas as
ferramentas numéricas envolvidas na solugao das equagoes de Euler bidimensionais para

um fluido compressivel.

2.4 Fechamento

Com os principios fisicos apresentados nesse capitulo, é possivel entender e discutir
sobre os fendmenos que ocorrem nos escoamentos, como a propagacao por ondas sonoras
e a onda de choque. Agora, com os principios matematicos é possivel determinar quais
métodos numéricos sao mais adequados para a solucao do escoamento e usa-los. Esses

métodos serao apresentados no Capitulo 3
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3 METODOS NUMERICOS

Neste capitulo serao apresentados os conceitos sobre os métodos numéricos usados
para a solucao dos escoamentos. Primeiro, serao apresentados detalhes sobre os FD e
FV. Depois, conceitos de aplicacao de condi¢bes de contorno, estratégias de verificagao,
conceitos sobre a extrapolacao de Richardson e, por fim, técnicas de interpolacao e regressao

polinomial.

3.1 Meétodo das diferencas finitas

Nesta secao sera apresentado o procedimento de discretizacao por FD explicito
para uma equagao escalar unidimensional, depois para um caso mais geral de sistemas de
equacoes nao lineares unidimensionais e, entao, para sistemas de equagoes nao lineares

bidimensionais.

Considere a malha uniforme apresentada na FIGURA 12, a equacao (2.8) e a

seguinte aproximagcao conservativa (39)

WilE) L (g~ Fiy) (3.)

onde u;(t) é uma aproximagao numérica para u no né ¢, h é o tamanho da partigao (n6 ou

volume) e f ¢ o fluxo numérico, avaliado nas interfaces i +1/2 e i —1/2.

O préximo passo € o uso de uma particao de fluxo. Uma das mais simples e suave,

porém, mais dissipativa é a partigao de fluxo de Lax—Friedrichs (39)

1

7t = 5/ (w) % aw) (32)

onde f* sdo as particoes de fluxo a esquerda ou & direita da interface e @ = m3x| f(u)] é
o maior autovalor e é calculado em uma faixa relevante de u. Se todo o dominio de u for
utilizado, o cédlculo serd mais robusto, porém, mais dissipativo. Outra alternativa seria
usar apenas a faixa de valores de u onde deseja-se fazer a particao de fluxo. Note que o

jacobiano para a da equacao de adveccao linear resulta f'(u) = 1.

FIGURA 12 - EXEMPLO DA DISPOSICAO DOS NOS E DOS FLUXOS NUMERICOS.

fi11/2i :H/z
L oi=1 ) ‘ 141
|

|
i—i1/2  i41/2
| |

| h |
FONTE: O autor (2019).
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Segundo Shu (39), a aproximagao para a derivada comeca com a escolha da
partigdo de fluxo. Entao, identifica-se v; = f*(u;) e usa-se uma aproximagao numérica
para obter v, /o oS pontos do dominio. Com estas informagoes, é possivel calcular o

fluxo numérico

N
fhi=v 1. (3.3)

. s — — . ~ 7’ . ’ —+
De maneira andloga, 7; = f~ (u;), com uma aproximacao numérica obtém-se v; oy

para todo o dominio e o fluxo numérico negativo é calculado como
-t
fioi=v1. (3.4)

Com estas informacoes, é possivel obter o fluxo numérico

A

far=Fo + (3-5)

[SIE

1
2
e formar o esquema da equacao (3.1).

As aproximacoes numeéricas sao feitas sobre os valores de v;, por exemplo, no caso

da aproximagao upwind, de primeira ordem, usa-se

vl =T,
o (3.6)
2
Para o WENO-Z de quinta ordem, usa-se (48)
Vi1 = wofo +wif1 + w2 fo, (3.7)

onde w sdo o0s pesos nao lineares e fo, f1 e fo 820 aproximagoes polinomiais para v, L1
2

A metodologia para o calculo dos pesos nao lineares e outros parametros do

WENO-Z foi apresentada por Borges et al. (48). No caso dos pesos nao lineares tem-se

Qy;

Wy = —5——
2 )
j=0 &

k=0,...2 (3.8)

e ay sa0 0s pesos nao lineares nao normalizados e podem ser calculados como (48)

pw
TIIY
=d |1+ k=0,...2 3.9
(6773 kl (6143 6) ‘|7 ) Id) ( )

onde dj sao os pesos ideais, Ty € o indicador de suavidade global, 55 sdo os indicadores
locais de suavidade, py é o parametro de poténcia e € é o parametro de sensibilidade.
Neste caso, pyr = 2 e € = 1074 conforme informado pelos autores (48). Os pesos ideais e

os indicadores de suavidade sao calculados como (48)

1 6 3
dO = T dl d2 - E7

=_— 1
10 10’ (8.10)
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Tw = ’ﬁo—ﬁﬂ, (3-11)
13 1
Bo = E(@—Q — ;1 +7;)% + 1(@—2 — 4;1 + 30;)%,
13 _ _ _ 2 1 — — 2
pr = E(Ui_l — 20; + Ui+1) + Z(Uz‘—l - Uz‘+1) ) (3~12)
13 . o _ 2 ]- _ — — 2
By = E(Uz — 2U;q1 + Tig2)” + 1(3%‘ — AT;1 + Tiga)”.

Por fim, as aproximagoes polinomiais podem ser calculadas como

20,_9 — TU;_1 + 117;

fO = 6 )

i = —Vj—1 + 56?)i + 27}z'+17 (3.13)
20; + OUjq1 — Uiy

Jo= G .

Deve-se notar que a equagio (3.7) fornece uma aproximacéo para v, , , com base
A . . o — J— PR — — . +
no esténcil de cinco pontos S = {U;_2,0; 1,0;,0;11,U;12}. Agora, para aproximar Uit/

deve-se usar S = {@i+3,@i+2,@i+l’@i’@ifl}.

Destaca-se que o procedimento apresentado fornece aproximagoes para fiﬂ /2 €,
de maneira analoga, poderiam ser obtidas aproximacoes para ﬁ_l /2. Além disso, este
procedimento fornece uma aproximacao para a derivada espacial da equagao (2.8) e, para
resolvé-la, é necessario uma integracao no tempo. Esta integragao pode ser feita, por

exemplo, por meio do método de Runge-Kutta (RK) de terceira ordem (39)

u) =™ + AtL(u™),
42 3u™ + uM + AtL(uV)
4 Y
L um+2u® 4 2ALL(u®)
- ; 7

onde os sobrescritos 1, 2, n e n + 1 representam, respectivamente, o primeiro e segundo

(3.14)

ut

estagios, o passo de tempo atual e o préximo, At é o passo de tempo e L(-) é a aproximagao

espacial.

No caso das equagoes de Euler unidimensionais (equagao (2.10)), a forma mais
robusta de realizar a aproximacao espacial é por meio da decomposicao em variaveis
caracteristicas (39). Apés a decomposigao, o procedimento é semelhante ao apresentado
anteriormente. Primeiro, calcula-se w12, por uma média aritmética (39). Note que u. e o
subscrito m representam as componentes de U e deve ser entendido que os procedimentos
devem ser realizados para todas as suas componentes. Assim, é possivel calcular os

autovalores e autovetores pelas equagoes (2.17) a (2.19) com base em (39) U1 /o.
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Com os autovetores calculados, basta transformar as variaveis conservativas e o

fluxo nas varidveis caracteristicas e seu fluxo (39)

Vi=L(U,)U;, H;=L({U,.)FU,). (3.15)

Entao, o procedimento apresentado anteriormente deve ser aplicado em cada uma

das componentes de V' e H, para obter o fluxo numérico correspondente hil J2m> onde
m =1,...,3 para as equagoes de Euler unidimensionais (39). Note que, neste caso, o é o

maior dos autovalores de U, tomado em uma faixa de valores relevante.

Assim que as componentes h;;q/2,, forem calculadas, basta retornar as variaveis

conservativas (39)

A A,

F,..=RU 1)H,;,

i+35

1 1 316
DH,,. (3.16)
onde os vetores F'i; /5 ¢ H; /5 armazenam as componentes fiyi/2.m € hiy1/2,m, respecti-

vamente.

Para as equagoes bidimensionais, o procedimento é o mesmo das equacoes unidi-

mensionais. Porém, devera ser feito nas duas dire¢oes coordenadas.

3.2 Meétodo dos volumes finitos

O FV sera utilizado para resolver as equacoes linear de adveccao e de Euler quase
unidimensionais e bidimensionais. O primeiro problema sera resolvido por meio de FV
explicito e os demais por FV implicito. Primeiro, serda apresentado o procedimento de

discretizacao para a equagao de adveccgao linear e, na sequéncia, para as equacgoes de Euler.

Novamente, considere malha uniforme e a equacao (2.8). Porém, ao invés de

resolver esta equagao, o FV resolve a integral da mesma (39)

du(z;, 1
U(;tt) T {f(u(xi+1/27t)) - f(U(Ii—m,t))} ) (3.17)
onde i o,
M%Ozhér/u@@m (3.18)

¢ a média da propriedade no volume 7 e ¢ é uma variavel auxiliar da integracao.
A equagao (3.17) é aproximada pelo seguinte esquema conservativo (39)

du; N N
dit) = —}11 (fi+1/2 - fi—l/Q) . (3-19)

O fluxo numérico para FV implicito é definido da seguinte forma (39)

fi+1/2 =1 (ui_+1/27u;‘:_1/2> . (320)
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+ / . . ~ .
Note que v, /2 € obtido pelas mesmas aproximagoes WENO-Z e upwind, apresentadas
anteriormente. A fungao [ representa um fluxo monétono. Dentre os fluxos mondtonos, um

dos mais simples, porém, mais dissipativo é o fluxo de Lax-Friedrichs (39)

Uab) = 5 [f(a) + F(b) ~ alb—a)], (321)

onde a é o mesmo da parti¢ao de fluxo de Lax-Friedrichs (equacao (3.2)).

A integracdo no tempo do FV explicito é a mesma do FD explicito, ou seja, é

feita pela equagao (3.14).

Para o FV implicito, as equagoes de Euler quase unidimensionais sao reescritas

como 0(pA)  Dpud)
p pud)
ot + or 0
d(puA)  O(puAu) Op 399
ot * or A@x’ (3.22)
f ovH - dA =0,
A

sendo v é o vetor de velocidades.

Na equagao (3.22), a equagao de conservagao da energia estd na forma integral,
pois é possivel considerar que a entalpia total é constante para todo o escoamento. Para

tal, considere o volume de controle infinitesimal da FIGURA 13.

FIGURA 13 - VOLUME DE CONTROLE INFINITESIMAL.
dx

SNSRI
>
_'_

5]

ISHES)

.

S
_l’_
|

FONTE: O autor (2019).

Ao aplicar a equagao de conservacao da energia no volume infinitesimal, resulta

ap Ju OH 0A
(p+ gdx)(u + %dx)(H + %dx)(A + %dac) —puHA =0, (3.23)
desprezando os produtos de derivadas e utilizando a regra da cadeia:
dp ou OH 0A 0
AHua—x + AHpa—x + Apu% + Hpu% = %(puHA) =0 (3.24)

Utilizando novamente a regra da cadeia e a equagao de conservacao da massa
(0(puA)/0x = 0), resulta

0 0 0H OH
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ou ainda

OH
e 0 e cte (3.26)

Deste modo, nao é necessario resolver numericamente a equacao de conservacao
da energia, pois ¢ possivel obter a temperatura por meio da entalpia total

2
H=cpTy=cpT + % (3.27)

Deve-se notar que H depende de ¢, e Ty e que Tj é constante em todo escoamento,

mesmo que esse contenha choques (10).

Para o escoamento 2D, a equacao de conservacao da Energia na forma diferencial

pode ser escrita da seguinte maneira (41)

o (PE)+ V- (poH) =0, (3.28)

Considerando escoamento em regime permanente, sistema de coordenadas cartesi-
ano e regra da cadeia, é possivel escrever

0 0 oH 0 0OH 0
(puH) + —(pvH) = pusr + H~- A HS () = 2
. (puH) + o (pvH) = pu o T o, (pu) + pv o + ay(pv) 0, (3.29)

inserindo a equacao de conservagao da massa (0(pu)/0x + d(pv)/0y = 0) nessa tltima

OH  OH OH OH

ou ainda (0H /0t = 0) (49),
DH

Estes resultados permitem apresentar um procedimento de solugao das equagoes de
Euler onde nao é necessario resolver a equagao de conservacao da energia para escoamentos

quase unidimensionais e bidimensionais.

Segundo Versteeg e Malalasekera (40), inicia-se o procedimento de discretizagao
por meio de uma integracao das equacoes que se deseja resolver. Considerando malha
uniforme e integragao no tempo totalmente implicita, o seguinte é valido para a equacao

de conservacao da massa unidimensional

thAt pa 9(pA) | O(pud)
/t /x 25 A v, (3.32)
hAi(pi = p9) + At [(pud)y 1 — (pud),_ | (3.33)

onde h = ;4172 — T;—1/2, 1 £ 1/2 representam as faces dos volumes e o sobrescrito 0 passo

de tempo anterior.
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Para aproximar as propriedades do escoamento, antes é necessario realizar uma
linearizacao para que os efeitos da velocidade e da massa especifica sejam considerados, ou
seja, (van Doormaal(50), 1985 apud Marchi e Maliska(51), 1994)

puA = p*uA + putA — p*ut A, (3.34)

onde o sobrescrito * representa a iteracao anterior.

A aproximacao numeérica sera feita por meio do upwind, que para a massa especifica

resulta

pivy = b (3.35)

Neste procedimento, o acoplamento entre as equagoes ¢ tratado por meio do
algoritmo SIMPLEC, que transforma a equacao de conservagao da massa em uma equacao

para a solucao da corregdo da pressao por meio do seguinte (52)

2+% - uz

+1 7 d (p§+1 - p;)v (3‘36)

"
pi = Pi + o (3.37)

onde d é um coeficiente do SIMPLEC e p’ é o termo de corregao da pressao. O coeficiente

e a pressao corrigida podem ser calculados por meio das seguintes equagoes (52)

di+% - TJF’ (3.38)
A;
d; = , (3.39)
ai’ g + aif +ajy
=p +p, (3.40)

onde a" sao os coeficientes do sistema linear resultante da discretizagdo da QML; mais

detalhes serao apresentados no Capitulo 4.

Agora, a integracao totalmente implicita da QML unidimensional para uma malha

uniforme fica

/ o / * o p v, o g;lw +A§§ dxdt, (3.41)
hpis = pia) + St {[(pudu)isy — (uAu),_s | + A (piyy —piy) - (342)

onde a seguinte linearizacao se aplica

puAu = puAu’, (3.43)
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Pix1/2 € Uiy sd0 conhecidos e calculados por meio das seguintes relacoes (53)

0 0
=2 = Yt pidi = P Ai
i i i+3

- 2Ai+% (Piv1 — pi)

At
i (ai)i + (ai)is1 (3.45)
Z = (a4 1)ittivr + (@i i1, (3.46)
Y = (@ )it + (@), (3.47)

i+l
onde, por exemplo, (a}'); implica em avaliar a! no volume i e (a¥);;; implica em avaliar a;

no volume ¢ + 1; note que (a});+1 # ay'y4.

A velocidade e a pressao na equacao (3.42) sdo aproximadas por upwind e CDS,

que resultam (53)

Uil = Ui, (3.48)
Di + Dit1
oy = DR (3.49)

Apos a solugado das equagoes, é preciso atualizar os campos das propriedades por
meio das equagoes (3.40), (3.50), (3.51) e (3.52) (53).

il = Ul — di+§(P2+1 — 1) (3.50)

(p§+1 - p2—1)

2

(3.51)

/

p
RT

p=p+ (3.52)

Deve-se notar que o procedimento usado para obter as propriedades na face i —1/2

é analogo ao apresentado para a face i + 1/2 e nao sera detalhado.

O procedimento de discretizacao das equagoes bidimensionais de Euler é semelhante
ao apresentado para as equagoes unidimensionais de Euler e difere em trés aspectos:
transformacao do sistema de coordenadas, existéncia da QML na direcao y e de termos

para representar o escoamento nessa direcao.

Segundo Lomax, Pulliam e Zingg (38) e Ferziger e Peri¢ (4), a discretizagao por FV
parte da forma integral das equagoes, e é genérica, ou seja, pode ser feita em qualquer tipo

de malha e geometria e é conservativa por natureza. Apesar de ser genérica, é interessante
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utilizar transformacao de coordenadas para produzir um dominio computacional ortogonal
e uniforme, pois, desta forma, os processos de discretizacao e aproximag¢oes numéricas
sao triviais (4, 40). Segundo Maliska (52), o procedimento de transformagao ocorre em
duas etapas, a primeira transforma o sistema de coordenadas, por meio de relagoes
como as equagdes (3.53) a (3.55), e fornece as métricas da transformagao. Apos esta

etapa, transforma-se o modelo matematico e a discretizagao é feita a partir do modelo

transformado.
§=¢&(z.y,2) (3.53)
n=n(ry,z) (3.54)
['=T1(z,y,2) (3.55)

Os procedimentos apresentados para o FV implicito resultam em sistemas lineares
tridiagonais e pentadiagonais, que podem ser resolvidos iterativamente por métodos como
o TDMA (TriDiagonal Matriz Algorithm) (4, 40) e o MSI (Modified Strongly Implicit)
(54).

3.3 Condigoes de contorno

Neste trabalho, as condi¢oes de contorno serao aplicadas de quatro formas diferen-
tes: condi¢oes de contorno periddicas, de Dirichlet, de Neumann e procedimento Inverse
Lax-Wendroff (ILW) (55, 56). A primeira é a forma mais simples e necessita que a solu¢ao
seja peridédica no dominio de célculo, por exemplo, como mostra a FIGURA 14. Ainda,
observa-se que o valor do né (ou volume) ficticio a esquerda do primeiro real é igual ao
do ultimo real. Assim, as condig¢oes de contorno podem ser aplicadas conforme equacao
(3.56).

FIGURA 14 - EXEMPLO DE SOLUCAO PERIODICA.

./ ve \\ |

/ \ /
/'/ .\ //
/ \ /
uQ ¢ \\ ® qQuyn
) /
0 1 N N+1

FONTE: O autor (2019).
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o= (3.56)

UN+1 = U1
A condicao de contorno de Dirichlet considera um valor fixo no contorno e a
propriedade no volume ficticio pode ser obtida por meio de uma média aritmética ou
interpolagao. Para a condi¢ao de contorno de Neumann, considera-se uma derivada no
contorno e a propriedade no volume ficticio pode ser obtida por meio de uma aproximacao

numérica (52).

O procedimento ILW sera utilizado em conjunto com FD explicito e as equagoes
de Euler unidimensionais e quase unidimensionais. Por isso, o procedimento sera detalhado

para estas equacoes.

Sera utilizada uma expansao por série de Taylor para extrapolar as condigoes de

contorno para os noés ficticios (55)

4 k
T;—T
(Uem)j = > (J'b)uzgk)’ (3.57)
b k!
onde u.**) & uma aproximacdo para a derivada de ordem k da componente m de U no

contorno e xy, é a posicao do contorno, conforme apresentado na FIGURA 15. Note que a
ordem dessa expansao é cinco. Discussoes sobre a ordem da expansao serdao apresentadas

nos Capitulos 4 e 5.

FIGURA 15 - EXEMPLO DA DISPOSICAO DO NO FICTICIO.

0 | 1 |
. I |
J Ty

FONTE: O autor (2019).

E comum que o escoamento seja subsonico no contorno esquerdo de um bocal
convergente-divergente. Neste caso e considerando escoamento no sentido positivo de x, o
primeiro autovalor sera negativo e os demais positivos. Como é um contorno de entrada
(inflow), devem ser impostas duas condi¢oes de contorno e deve se extrapolar uma varidvel
caracteristica. Como o primeiro autovalor é negativo, extrapola-se a primeira componente

das variaveis caracteristicas.

No caso do contorno esquerdo, serao fornecidas as componentes 1 e 2 do vetor
de variaveis conservativas, que possuem valores prescritos, e extrapolada a primeira

componente do vetor de varidveis caracteristicas, ou seja (55)

ue” = pi, (3.58)

ues” = puuy, (3.59)
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UCS(O) _ U 11 1)Ucll 12(U1)uep 7 (3.60)
1,3

*(k)

onde o subscrito [ representa a posicao do contorno esquerdo, v}

é uma aproximacao
para a derivada de ordem k da componente m do vetor de variaveis caracteristicas no
contorno e [l; sao as componentes do autovetor a esquerda. Destaca-se que o autovetor a

esquerda pode ser obtido a partir do né real mais préximo, no caso o 1 (55).

Para determinar as aproximacoes ’U;Ek) sugere-se o uso de polinomios interpola-
dores ou extrapolagao do tipo WENO (55, 56); este tltimo quando houver choques ou
descontinuidades.

Para obter u. (1), usa-se a prépria equacio diferencial para as componentes 1 e 2

(1

do vetor de varidveis conservativas e a aproximagcio para v; ’, ou seja (55)

uc;(l) = _gi + Sl(U>7

2
«(1) 3= QUCZ(O) «(1) ch(o) +(1) ,
(v — Dues  + 5 S tea 0y | Uer = —gy + S2(U), (3.61)
Uey Uey

ll,l(Ul)ucT(l) + 11,2(U1)Uc;(1) + ll,s(Ul)ch(l) = Uf(l)a

onde ¢ e g sao derivadas em relagao ao tempo das condicoes de contorno das componentes

1 e 2 do vetor de variaveis conservativas. Como o escoamento é em regime permanente,
I

gy =9, =0.

e

*(k)

com k = 2,....,4, é suficiente utilizar as aproximagoes v,

Para obter u,

seja (b5, 56)

, ou

ll,l(Ul)ucT(k) + l1,2(U1>uc;(k) + 51,3(U1)Uc§(k) = vi(k),
l2,1(U1)Uc>f(k) + 12,2(U1)Uc;(k) + 12,3(U1)Uc§(k) = U;(k)a (3-62)
l3,1(U1)UcT(k) + 53,2(U1)Uc;(k) + 13,3(U1)Uc§(k) = U;:(k)-

Ao obter u? e resolver os sistemas das equacdes (3.61) e (3.62), os valores de
*(k)

") estarao determinados no contorno e os nos ficticios podem ser calculados por meio

Ue

da equagao (3.57).

No contorno direito, o escoamento pode ser supersonico ou subsonico, se existir
um choque normal no divergente do bocal. No caso de escoamento supersonico e no sentido
positivo de z, os trés autovalores serao positivos. Como é um contorno de saida (outflow),

devem ser extrapoladas as trés componentes das variaveis caracteristicas.

Primeiro, obtém-se as aproximacdes v**) para o contorno direito por meio de

polinémios interpoladores ou da extrapolagao do tipo WENO e, apds isso, calculam-se os
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valores de u.:* por meio do seguinte sistema linear (55, 56)

ll,l(UN>uC>{(k) + l1,2(UN>uc;(k) + l1,3(UN)uC§(k) = Uf(k)y
b (Un)uet™ + La(U ) us®™ + 1 5(U p)us® = 03® (3.63)
201 (UnN)uer 4+ lopg(Un)uey 4+ lo3(Un)tes Vg 7y .

l3,1(UN)UcI(k) + ZS,Q(UN>Uc;(k) + l3,3(UN)Uc§(k) = Ug(k),

com k=0,...,4.

«(k

(k) determinados para o contorno direito, os nés ficticios

Com os valores de u,

podem ser calculados por meio da equagao (3.57).

No caso de escoamento subsonico e no sentido positivo de x, o primeiro autovalor
é negativo e os demais sao positivos. Entao, deve ser imposta uma condi¢ao de contorno,
que é prescrita, e devem ser extrapoladas duas variaveis caracteristicas. Como o segundo e
terceiro autovalores sao positivos, extrapolam-se a segunda e terceira componentes das

variaveis caracteristicas.

Para obter u,*(?), calcula-se

e = pr, (3.64)

lQ,l(UN>uC>{(O) + 12,2(UN)U$(0) + 12,3(UN)Uc§(O) = U;(O);
53,1(UN)UCI(O) + l3,2(UN)uc§(0) + l3,3(UN)Uc§(O) = U;(o)’

onde o subscrito r representa a posicao do contorno direito.

(3.65)

Para obter u.5!), novamente, usa-se a prépria equacio diferencial para a compo-

*(1)

., . . . ~ *(1
nente 1 dO vetor de varlavels conservativas e as aproximacoes para UQ( ) (§] U3 . Lembrando

que estas aproximagoes foram obtidas por polindémios interpoladores, resulta (55)
uc;(l) = SI(U)7
b (U uei™ + LU ues™ + Ls(U ) ucg = v3", (3.66)
l3’1(UN)UC>{(1) + l372(UN)uC§(1) + l3’3(UN)UC;(1) = U;(l).

Para obter u.*) com k = 2,...,4, é suficiente utilizar as aproximacoes v**)
(55, 56).
Ao obter u,*(?) e resolver os sistemas das equacoes (3.66) e (3.63) (com k = 2,... 4),

os valores de u.**) estardo determinados no contorno direito e os nés ficticios podem ser

calculados por meio da equagao (3.57).
Destaca-se que os valores de p;, u; e p, sao obtidos com a solucao analitica.

Em resumo, a condic¢ao de contorno periddica seréd aplicadas a equagao de adveccao
linear e equacoes de Euler bidimensionais resolvidas por FD explicito, as condi¢oes de

contorno de Dirichlet e de Neumann as equacoes de Euler quase unidimensionais e
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bidimensionais resolvidas por FV implicito e a técnica ILW sera aplicada as equacoes de

Euler unidimensionais e quase unidimensionais resolvidas por FD explicito.

3.4 Verificagcao

Na area numérica existem mais de uma fonte de erro (1). Conforme citado
anteriormente, as principais sao: erros de discretizagao, arredondamento e iteracao. Para
cada fonte de erro existe uma estratégia para reduzi-la. Os erros de arredondamento sao
reduzidos por meio do uso de precisao de calculo elevada. Os erros de iteracao sao reduzidos
quando um processo iterativo atinge um grande ntimero de iteragoes, isto, pois quando
a quantidade de iteragoes tende ao infinito a solu¢ao numérica tende a solucao exata do
sistema de equagoes. Por fim, os erros de discretizacao podem, por exemplo, ser reduzidos

por meio de obtengao de solugdo em malhas mais finas e extrapolagao (1).

Conforme citado em ASME (3), a verificagdo envolve avaliagao e estimativa do
erro numérico em um processo sistematico de refino de malha. Esta andlise é feita por
meio do préprio erro, estimativa do erro numérico ou ordens de acuracia. Para que sejam
obtidos resultados confiaveis, a ordem aparente py deve se aproximar da ordem assintética
(po) monotonicamente em mais de trés malhas (33, 3). A ordem assintética depende dos
esquemas e aproximacoes utilizados e é obtida a priori, independentemente da solucao
numérica (33, 57). Neste trabalho, os problemas terdo solugao analitica ou exata e, portanto,

a ordem efetiva sera utilizada ao invés da ordem aparente.

As anélises de erro e de ordem serao feitas em todo o campo de solugdo por meio

da média da norma L', que pode ser calculada como

m_ L pm
L' = & 2 | Brgils (3.67)
i=1
com
Eh;?z‘ — u?nali‘nico - u;r?i’ (368)

onde Ej, é o erro numérico, os sobrescritos “analitico” e m representam a solugao analitica
ou exata e o nivel de CRE e o subscrito g o nivel de malha. Note que m = 0 representa a
solugdo numérica sem a aplicacao de CRE. Para facilitar a leitura, a solu¢do numérica

sem a aplicacdo de CRE nao possuira sobrescrito.

A ordem efetiva pode ser calculada como

m_ log, (LIZLA/LIZL)
PEq logg ()

: (3.69)

onde r = hy_1/h, é a razdo de refino.

Os comportamentos do erro e das ordens esperados sao apresentados nas FIGURAS

16 e 17. Nestas ultimas, ¢ possivel observar erros de ordem assintética um e dois e
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comportamentos sub e superconvergentes das ordens (1). Espera-se que, independente da
aproximacao numeérica, os erros e ordens apresentem comportamento qualitativamente
semelhante.

FIGURA 16 - COMPORTAMENTO ESPERADO PARA O MODULO DOS ERROS NUME-
RICOS.

102 po=1——p=2-a-

1073

1074

-9 N s s s PR | s s s s PR | s s s s PR
10 1073 1072 1071
h [m]

FONTE: O autor (2019).

FIGURA 17 - COMPORTAMENTOS ESPERADOS PARA A ORDEM EFETIVA.
superconvergente —— subconvergente - 3 -

1,05 b |

=)

SH

=R:: e L - oo - |

5 s

0,95 - |
0.9 10 0 w

h [m]
FONTE: O autor (2019).
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3.5 Extrapolacao de Richardson

A RE tem como base a hipotese de que as solugoes discretas tém uma representagao

por série em func¢ao do tamanho da partigdo (n6 ou volume). Por exemplo, (57)

w = uO e BP0 o hPY - cghP? 4 O(hP?), (3.70)
sendo p,, com v = 0,..., sdo as ordens verdadeiras do erro e dependem dos esquemas e
aproximacoes numeéricas. Para a aproximagcao upwind, p, = 1,2,3, ..., e para a WENO-Z,

po = 56,7,... (1, 48).

Conforme a malha é refinada (h — 0), o primeiro termo de h passa a dominar

sobre os demais e a solugao numérica pode ser representada como (1)
U = Usy + 1 hP?, (3.71)

sendo que us, pode ser entendido como uma aproximacao para a solugao analitica ou exata

ou como a solugao extrapolada.

Caso as solugoes numéricas em duas malhas distintas estejam calculadas, u., pode

ser determinada como
Ug,i — Ug—1,i
ree —1

(3.72)

Uoo,g,i = Ug,i

Roache e Knupp (30) desenvolveram um procedimento com base na equagao (3.72)
para o campo de solucao, chamado de CRE, usando FD e uma malha com nos coincidentes.

Uma vez que a malha possui nés coincidentes, eles propuseram

Uoo,g,i = Ug,i T Ci, (3.73)
com a seguinte corre¢ao
Ugi — Ug—1,i
C;, =2 9= 3.74
1 (3.74)
para nés coincidentes (por exemplo, veja os nés uy ;—3, U3 € ug,;—3 da FIGURA 18) e
Cit1 +Ci
C; = % (3.75)

para os demais nés (por exemplo, veja o né us,;_o da FIGURA 18).

Considere a CRE com repeticao. A FIGURA 18 apresenta trés malhas diferentes
com r = 2 e a solugao numeérica sem CRE. Deseja-se avaliar a ordem de acuracia no né ¢

com dois niveis de CRE.

O erro de uma aproximagao numérica de primeira ordem em um né (ou volume)
genérico (e.g., i — 3,1 — 1,1 e i+ 1) pode ser avaliado por meio das seguintes expansoes
por série de Taylor (hs = hy/2 = hy/4 = h/4, uma vez que r = 2)

» h h\? n\?
us; — u?nahtlca = Cl,iZ + Coi <4> + C3.i <4> + O(h4), (376)
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FIGURA 18 - MALHA COM NOS COINCIDENTES, TRES NIVEIS DE MALHA E r = 2.

U3,;—3 Uus,i—2 Uszi—1 us,; U341
g = 3 O O

U2.i—3 U2i—1 U2 i+1
g=2 o O

U1,i-3 Ui+1
g=1 o O

FONTE: O autor (2019).

s h h\? n\’
analitica 4
o st (o) e (z] +0MY,
U2,i — Uy Clig T2, <2> €3, <2> (h")

Uy — u?nalitica — Cl,ih + Cgﬂ'hZ + ngihfi 4 O(h4)

)

Para o primeiro nivel de CRE, tem-se

1 liti h? h? 4
analitica ___
Ugiog = Uiz = TC2i-375 — 363,1731 + O(h%),
” h2 B3
1 analitica 4
Ugipr = Uipy = TGy T 3037i+1Z + O(h7).

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

Uma vez que ¢;; é uma funcio de u@itc@ gla também é continua ou continua

por partes. Entao, é possivel expandir ¢; ;-3 e ¢ ;41 como

h h?
Cli-3 = Cli-1 — C&)A* + ) +O(h?),

3 Py
h h?
Clit1 = Cli—1 + 6512715 + sz‘)qg + O(h?),
usando a mesma ideia em outros termos, pode-se escrever
1 1iti h? (2) ’ 4
Uy, g — Ut = =g — (6171 + 12¢3,1) — + O(RY),
' 2 ' 16
. h2 h3
1 analitica 4
Us g — U = —Cy;1— — 3c3-1— + O(h"),
3,@ 1 i—1 27 1 8 37 132 ( )
analitica h2 h3
Uz — U = Ot T 303’i+1372 +O(nY),
. h2 h3
1 analitica (2) 4
. — U = —Co;i— — \Cq; + 120 i + O h .
u3,’L ul 27 8 ( l,l 37 ) 128 ( )

Agora, para o segundo nivel de CRE

analitica h3
ug,i—l - Uz‘—11t = (05?3—1 + 663’i_1>478 + O(h4)7

(3.81)

(3.82)

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)
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s h3
Ui — U = Caitig T O(h), (3.88)
2 it W h ’
ug; — ufte = Coi + (e + 7203,1‘)@ + O(h%), (3.89)

onde pode-se observar que a ordem de acuracia na malha 3, segundo nivel de CRE e n6 ¢
é 2. Isso é um problema, pois o procedimento da CRE nao conseguira remover este termo

de segunda ordem do erro ap6s o primeiro nivel.

Observa-se, ainda, que os C; para nés nao coincidentes (equacao (3.75)) sao
aproximagoes de segunda ordem. Uma possivel solucao para o limite de ordem seria o uso
de aproximagoes de ordens superiores para o calculo de C;. Porém, isso deve ser feito para

cada nd6 ndo coincidente e em cada nivel de CRE.

A solucao mais eficiente, para se obter ordens mais altas com CRE e sua repeticao,
seria usar a equagao (3.72) apenas nos nos coincidentes (e.g., nés i — 3 e i + 1 da FIGURA
18), e usar aproximagoes de alta ordem para outros pontos com uma interpolagao polinomial
adequada. Infelizmente, esta solucdo nao é valida para uma malha sem nds coincidentes.
Portanto, uma abordagem deve ser desenvolvida para aumentar a acuracia de solugoes

numéricas nestes tipos de malha.

3.6 Polindmios interpoladores e regressao

Destacam-se duas ferramentas para este estudo: interpolagdo polinomial por
Diferengas Divididas de Newton (DDN) e regressao polinomial multipla. A primeira possui
a vantagem de nao necessitar de pontos ordenados para a construcao do polindémio. Sua

forma geral é apresentada na equacgao (3.90) (6).
fol®) =bo+bi(z —x0) + -+ + bz — x0) (2 — 1) (2 — Tpv), (3.90)

onde f, é o polinémio resultante da aproximacao, x a posicao e b os coeficientes das
diferengas divididas, apresentados nas equagoes (3.91) a (3.93). As diferengas divididas
sao calculadas conforme equagao (3.94) e (3.95) (6).

by = f(xo) (3.91)
bl = f[l'l,l’o] (392)
bn - f[xnyxnfla o rxlam()] (393)

flanay) = L&) = 1(@5) (3.94)

CI)Z‘—I]‘
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f[xnaxn—la e 7‘/1"1] - f[xn—17xn—27 e 7.%‘0]
T; — Ij

flen,Tn—1, -+ 21,20] = (3.95)
Chapra e Canale (6) apresentam uma metodologia para se aplicar regressao linear
multipla, que é ttil quando se possuem duas ou mais variaveis independentes. Neste
trabalho serd considerado que u (representando uma propriedade qualquer do escoamento)
dependera de x e y no problema bidimensional e serd buscada uma regressao multipla com
base em um polinomio de grau 4. Para tal, considere a seguinte equagao
U =ag + a1x + asy + CL32§'2 + a4y2 + azxy + a6x3 + a7y3 + a8x2y+

(3.96)
agry? + arx? + any* + anrdy + apzry® + aya’y?

Os coeficientes serao obtidos por meio do residuo ao quadrado e suas derivadas

em relagao a cada um dos coeficientes (6), ou seja,

N

S =>_[(wi — (a0 + a1z + asy + as2” + auy” + asvy + agz” + azy’+ (3.97)
=1 )

asty + agrcy2 + ajort + a11y4 + amwgy + a13xy3 + a14x2y2)]2,

0S5,
6(17; ’

i=0,...,14. (3.98)

Ao igualar as equagoes da equagao (3.98) a zero resultard um sistema linear, que
terd como incognitas os coeficientes da equagao (3.96) (6) e este sistema pode ser resolvido

por qualquer método de solucao de sistemas lineares.

3.7 Fechamento

Nesse capitulo foram apresentados as discretizagoes por FD e FV explicito e
implicito, o tratamento das condi¢oes de contorno, estratégias de verificacdo, conceitos
da RE, que o uso repetido da RE possui um limite de ordem e técnicas de interpolagao
e regressao polinomial. Com os métodos apresentados, é possivel discretizar os modelos
matematicos e resolvé-los numericamente. Com a solu¢ao dos modelos, é possivel reduzir
os erros numéricos com a RE e, entao, verificar os resultados. As metodologias usadas na
solugao dos modelos matematicos, na aplicagdo da RE e na verificagdo serdo apresentadas

no Capitulo 4.
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4 METODOLOGIA

Neste capitulo serdo apresentadas as metodologias para aplicar a CRRE em
diferentes situagoes e a metodologia utilizada para resolver os problemas numericamente.
Primeiro serdao apresentados trés procedimentos diferentes para a aplicacgao da CRRE: em
solugoes suaves, com onda de choque e em malhas bidimensionais. Apos isso, detalhes
sobre o problema da EAL, do escoamento de Rayleigh, das equagoes de Euler Q1D e, por
fim, das equacgoes de Euler 2D.

4.1 Extrapolacao de Richardson completa e repetida

Uma possivel tentativa para aumentar a acuracia, em malhas que nao possuam
no6s coincidentes, seria a combinagao de trés nés (ou volumes) e uma corregao, de maneira
similar ao procedimento original da CRE. Porém, uma corre¢ao com ordem de acuracia
fixa deve impor um limite de ordem no procedimento da CRRE. Outra possibilidade
seria a combinacao de mais de trés nés (ou volumes) para alcangar ordens mais elevadas.
No entanto, ordens mais elevadas exigem uma maior quantidade de nés (ou volumes) e,
portanto, um maior sistema linear para ser resolvido. Destaca-se que este sistema pode
nao ter solucdo. Assim, a forma mais simples, porém, nao necessariamente mais eficiente,

seria o uso de repeticao com polinémios interpoladores.

Considere uma malha uniforme e a equagao

umfl o umfl
m __ , m—1 gt g—1,
ugy = ug o+ S om m<yg, (4.1)

sendo G é a quantidade disponivel de malhas. Note que o primeiro nivel de CRE (m = 1)
depende da solug¢ao numérica m = 0.

De acordo com com a equagao (4.1), sdo necessarios o né (ou volume) da malha

m—1

fina (g) e seu equivalente na malha grossa (g — 1), ou seja, sdo necessarios uy; ' e uy' ;.

A obtenc¢ao do né (ou volume) equivalente na malha grossa pode ser feita por meio de

polindémios interpoladores.

Considere um polind6mio unidimensional py(x), obtido por DDN, de grau d =
li+1; =pa_1— 1, onde [; é a quantidade de pontos a esquerda de i e r; é a quantidade de
gm:fj comj=1i—1l;,...i+r,ei=1,....N,
sendo N a quantidade de nés (ou volumes). Os valores de [; e r; dependem do grau do

pontos a direita de 4, que satisfaz py(z;) = u

polinémio e da proximidade de i em relagao aos contornos. Sugere-se o uso de l; = 7y,

quando possivel, pois permite uma aproximagcao central.

Observa-se que o grau do polinémio deve ser, pelo menos, igual a ordem esperada
do ultimo nivel de extrapolacao (d = pg_1 — 1). Por exemplo, caso a aproximagao numérica

possua ordens verdadeiras 1,2,3, ... e estejam disponiveis 10 malhas, o grau do polindomio
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devera ser d = pg — 1 = 10 — 1 = 9. Esta imposicao deve ser atendida, pois com um grau
menor os erros de ordem mais baixa, inseridos pela interpolacao polinomial, nao seriam
removidos pela CRRE.

Com estes polindmios, é possivel realizar a interpolacao e obter nés (ou volumes)
equivalentes na malha grossa e, entao, a extrapolagao pode ser calculada com a equacao
(4.1). Ainda, CRRE é uma aplicagio recursiva de CRE e pode ser resumida conforme a
TABELA 2.

TABELA 2 - EXTRAPOLACOES DE .

nivel de malha (g) nivel de ex‘trapolagao (m)

0 1, 2 3 4

1 Ui - - - -
1 |

2 'U/Q,i U%i | ; - -

3 U3, u%_’l [ uSZ ; -
|

4 Ugi Uy, u%‘ u§7i :

) 1
5 Us,i Uz, 1 U5; Us; Us,
CRE ! CRRE

FONTE: O autor (2019).

O algoritmo para calcular a CRRE, em solugoes suaves e no nivel m, é apresentado

na sequéncia. Para g =m+1,....,G:

1. Obter um né (ou volume) equivalente na malha grossa (u'';) com um polindmio

de grau pg_1 — 1.

2. Calcular a CRE com a equacao (4.1).

O escoamento de fluido compressivel esta sujeito a descontinuidades e choques, que
sao fenomenos desafiadores em métodos numéricos. Uma das mais populares aproximagoes
numeéricas, usada para capturar choques em equacoes de conservacao, como as equacoes de
Euler, ¢ a WENO. Por meio de combinagoes de aproximagoes ponderadas em diferentes
subesténceis, essa aproximagao consegue manter alta ordem de acuracia suficientemente
longe do choque ou descontinuidade. Dito isso, propoe-se o uso da ideia da WENO com a

CRE para aumentar a acuracia de solugoes nao suaves.

Para reduzir o erro numérico, a CRRE deve ser calculada a uma certa distancia
da onda de choque, pois o comportamento dos erros nesta regiao ¢ nao mondétono. Isso
serd feito por meio dos indicadores de suavidade da WENO e da estimativa de erro de

Richardson. Esta tltima pode ser calculada por meio do seguinte (1)

m—1 m—1

m _ UYgi T Ugq1i1
rigid Tpm—l ] . (42)
A solucgao sera suave se
P = L <24 21"‘1/2912;’ (4.3)

B +e
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onde e = 1F — 16 para evitar divisao por zero.

Os indicadores de suavidade 3¢ e 3, podem ser calculados por meio da equagao
(4.4), a tnica diferenga sdo os esténceis utilizados para obter f (48). Os n6s i — 4, i — 2, 1,
i+ 2 e 1+ 4 formam o esténcil de fg eosnosi—2,1— 1,7, 1+ 1 e i+ 2 formam o esténcil
de ff, conforme apresentado na FIGURA 19.

4 i 7\ 2
§=Y h (jf) , (4.4
=1

co1m

A

f = asz* + asa® + asx® + arx + ag. (4.5)

FIGURA 19 - EXEMPLO DE ESTENCEIS PARA f, E f;.

142
1+2

| | i+4

I I O_|

Ho——o——o—t—o————o—|

1—1 [ 41
FONTE: O autor (2019).

Mesmo com a restrigao imposta pela equagao (4.3), a CRRE poderia ser calculada
em nds (ou volumes) com uma grande magnitude de erro. Para evitar tal situacdo, a
CRRE seré calculada em nés (ou volumes) onde a equacao (4.3) é satisfeita e a estimativa
de erro de Richardson é menor do que no nivel anterior. Nota-se que quando m = 0 nao

h4 estimativa de erro e, portanto, usa-se um valor elevado e arbitrario para UY..

O algoritmo desenvolvido para calcular a CRRE em solugoes com choques, no

nivel m e para g = G,...,m + 1 esta descrito na sequéncia.

1. Calcular P com a equagao (4.3) em todos os nés (ou volumes).
2. Encontrar o inicio (bs) e o fim (eg) da regiao nao suave.

3. Parat=1,...,N:

a. Se i estiver entre by e ey, usar o valor do nivel anterior (ul’, = umt

i = ugy ) e sair do

ciclo.

b. Obter um né (ou volume) equivalente na malha grossa (u)' ;) com um polindmio

de grau pg_1 — 1 evitando nés (ou volumes) dentro da regidao nao suave.

c. Calcular a CRE com a equagao (4.1).

mo_ um—l)

d. Se |U.™| > |U,;"*|, usar o valor do nivel anterior (uy'; = ug);

ig,i rig,i

Para o problema bidimensional, a CRRE sera testada apenas em solugoes suaves.

Considere uma malha nao uniforme para o FV, apresentada na FIGURA 20. Nota-se que,
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FIGURA 20 - EXEMPLO DE MALHA BIDIMENSIONAL NAO UNIFORME.

T
FONTE: O autor (2019).

apesar de possuir volumes coincidentes, nao é possivel fixar x ou y para que sejam feitas

interpolagoes em cada uma dessas diregoes com polinémio de grau elevado.

E comum encontrar procedimentos para interpolacao multidimensional de graus
baixos. Porém, a CRRE exige polindmios de grau pg_1 — 1, ou seja, a ordem verdadeira
relativa ao nivel maximo de CRE. Com o intuito de atingir um grau de polindmio mais

elevado, serd usada a regressao polinomial multipla.

Considerando o procedimento apresentado na Secao 3.6 com n = 50, serd ajustado
um polindémio de grau quatro com base nos 50 nés (ou volumes) mais proximos, na malha
grossa, do n6 (ou volume) que se deseja obter na malha fina. Apés o ajuste por regressao
polinomial multipla, CRE sera aplicado conforme equacao (4.1). Destaca-se que este

procedimento é valido apenas para solugoes sem choques.

4.2 Equacgao de adveccao linear

Para a solugdo da equagao de advecgao linear (EAL), foi considerada a malha

uniforme da FIGURA 21, que resultou da seguinte discretizagao

!
xi:xl+h(z’—2>, i=1.. ..\, (4.6)

N=N29"'" ¢g=1,...G, (4.7)
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com h = (z, —x;)/2, onde z; = —1 e z, = 1 sd0 os extremos esquerdo e direito do dominio,

G =12 e N; = 20 é a quantidade de nds da primeira malha.

FIGURA 21 - EXEMPLO DE MALHA UNIFORME.

2 | |N_1 | N
[ I | [ I |

FONTE: O autor (2019).

A condicgao inicial para a equagao de advecgao linear, quando resolvida por FD,

foi calculada da seguinte forma

u(z) = le + senémc)’ (4.8)

deste modo, a solugao analitica pode ser calculada como

1 N sen[m(x — ts)]

_ 4.9
u(z) = L (19)
onde ty =1 s é o tempo final.
Quando resolvida pelo FV, a condicao inicial se torna
1 r®iv12 1
u(a) = / wel | sen(d) (4.10)
h i—1/2 2
com a seguinte solucao analitica
) / i+1/2 1 S€H[7T(¢ — tf)]dgb‘ (4.11)
h Ti—1/2 2
Para a integracdo no tempo, o passo de tempo foi definido como (39)
hCFL
At = — (4.12)

onde CFL é o nimero de Courant—Friedrichs—-Lewy e lembrando que A = 1 para a equacao
de adveccao linear. Destaca-se que o CFL é arbitrario e foi usado um valor de 0,5, pois

permitiu resultados estaveis em testes iniciais.

Por ser um problema simples e periddico, foram usadas as condi¢oes de contorno
periodicas, que resulta
Uyg = UN, (413)

sendo ug é um no ficticio, usado para facilitar a imposi¢do da condi¢ao de contorno.

A solugao numérica foi obtida ao usar o procedimento apresentado na Secao 3.1,

a integracao no tempo por RK foi realizada até que o ¢y tivesse sido atingido.

A quantidade de niveis disponiveis para a aplicacdo da CRE foi G — 1 = 11 para a

aproximacao upwind e G—1 = 9 para a WENO-Z. Como a solugdo ¢ suave, o procedimento
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para CRRE foi aquele para solugoes suaves. Os erros numéricos foram avaliados pela

norma L' e sua ordem efetiva.

Com o intuito de verificar o desempenho da CRRE com aproximacoes de alta
ordem, a equacao de adveccao linear também foi resolvida com a WENO-Z e FD. As
unicas diferencas foram a necessidade de adicionar mais nés ficticios e o calculo do passo
de tempo. Como a solucao é periddica, os nés ficticios podem ser calculados conforme o
seguinte

U2 =UN-—2, U_1=UN-1, Uy = UN,
(4.14)
UN+1 = U1, UN42 = U2, UN43 = U3.

Para que a ordem no tempo acompanhe a ordem espacial, é necessario usar um

método de integragao de ordem superior ou modificar o passo de tempo. Este tltimo é

mais facil de ser feito e foi realizado da seguinte forma

hCFL
At = min (C)\,h5/3>. (4.15)

4.3 Escoamento de Rayleigh

Para a solugao do escoamento de Rayleigh (1D), calor foi removido do escoamento
para manter a condi¢cao de escoamento supersonico. Foi considerada a malha uniforme
da FIGURA 21, que resultou da discretizagao apresentada nas equagoes (4.6) e (4.7),
com G =10 e N; = 20. As condigdes de entrada e outros parametros do escoamento sao
apresentados na TABELA 3 e representam o escoamento do ar como um gés ideal em um

duto arbitrario de secao constante.

TABELA 3 - CONDICOES DE ENTRADA E
PARAMETROS DO PROBLEMA

1D.
R [J/(kgK)) 286,9 | M 1,3
. 14 | T [K] 400
q [J/kg] —5-10* | p [M Pa) 0,20265
. [m] 0| plkg/m®l  p/(RT)
Ty [m] 02 | ulm/s]  My/p/p

FONTE: O autor (2019).

Com os valores de M, T e p na entrada do dominio e a quantidade de calor adici-
onada ao escoamento (q), é possivel calcular a solu¢ao analitica por meio do procedimento
apresentado na Secao 2.3.2. Como este problema foi resolvido em regime permanente, a
solucao analitica foi usada como estimativa inicial e o avang¢o no tempo foi realizado até
que o critério de convergéncia tivesse sido satisfeito. O passo de tempo foi obtido por meio
da equagao (4.12), onde A é o maior dos autovalores em mddulo de todo o dominio de

calculo.
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O critério de convergéncia teve como base a variacao de U entre os passos de
tempo. Quando esta variacao atingiu o erro de maquina, o procedimento de calculo foi
executado até que a quantidade de passos fosse aproximadamente o dobro de quando o

erro de maquina foi atingido.

As condigoes de contorno foram aplicadas com o procedimento ILW, descrito na
Secao 3.3. Neste caso, o contorno esquerdo ¢é supersonico e foi necessario informar trés
condigoes de contorno. Com a solucao analitica, U; é conhecido no contorno. Como a
aproximagao numérica usada no interior do dominio foi de ordem um, é suficiente que a

expansao por série de Taylor tenha ordem um. Deste modo, Uy = U;,.

No contorno direito nao é necessario impor nenhuma condi¢ao de contorno, con-
forme discutido na Secao 3.3. Deve-se notar que, apesar de aproximacao numeérica usada
no interior do dominio ser de ordem um, foi necessario utilizar uma aproximacao de ordem

5 para que CRRE apresentasse um bom desempenho.

A solugao numérica foi obtida ao usar o procedimento apresentado na Sec¢ao 3.1
para sistemas de equacoes nao lineares e a integracao no tempo por RK foi realizada até que
o critério de convergéncia tivesse sido satisfeito. A quantidade de niveis disponiveis para a
aplicacdo da CRE foi G — 1 = 9. Como a solucao é suave, foi utilizado o procedimento
CRRE para solucoes suaves. Os erros numéricos foram avaliados pela norma L' e sua

ordem efetiva.

4.4 Equacgoes de Euler quase unidimensionais

O escoamento quase unidimensional (Q1D) isentrépico foi resolvido pelo FD e FV
e o escoamento com onda de choque apenas pelo FD. Para estes problemas, foi considerada
a malha uniforme da FIGURA 21, que resultou da discretizacao apresentada nas equagoes
(4.6) e (4.7), com G = 10 e N; = 20. A geometria do bocal convergente-divergente esta
representada na FIGURA 22 e sua area foi calculada a partir da equagao (4.16). As
condigoes de entrada e outros parametros do escoamento sdo apresentadas na TABELA 4.
Note que a pressao na saida (pe,) é necessaria apenas para o escoamento com onda de

choque e que estes parametros representam um escoamento de ar como um gas ideal.
A(z) = 7l(x = zm)?* + ranl?, (4.16)

onde xy, € 14, S0 a posi¢ao e o raio da garganta.

A solugao exata do problema isentropico foi obtida com base na area do bocal,
os valores de pg e Ty e o procedimento apresentado na Se¢ao 2.3.3. Como este problema
foi resolvido em regime permanente, a solugdo exata foi usada como estimativa inicial e o

avanc¢o no tempo foi realizado até que o critério de convergéncia tivesse sido satisfeito. O
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FIGURA 22 - GEOMETRIA DO BOCAL CONVERGENTE-DIVERGENTE.
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FONTE: O autor (2019).

TABELA 4 - CONDICOES DE ENTRADA
E PARAMETROS DO PRO-

BLEMA Q1D.
x; [m)] 0|~ 1,4
X, [m] 0,5 | po [MPd] 0,2
Tth [m] 0,25 T[) [K] 800
rn [m] 0,05 | po [kg/m3] po/(RTp)
R [J/(kgK)] 2869 | pe, [MPa]  0,101325

FONTE: O autor (2019).

passo de tempo foi obtido por meio da equacao (4.12), com a mesma ideia do escoamento
1D.

Para o FD, o critério de convergéncia utilizado foi o mesmo do escoamento 1D e
as condigoes de contorno também foram aplicadas por meio do ILW, conforme apresentado
na Sec¢ao 3.3. Apesar da aproximagao numérica usada no interior do dominio ter sido de
ordem um, foi necessario utilizar uma aproximacao de ordem 5 em ambos os contornos

para que a CRRE apresentasse bom desempenho.

A solugao numérica foi obtida ao usar o procedimento apresentado na Segao 3.1
para sistemas de equagoes nao lineares. A integracao no tempo por RK foi realizada até
que o critério de convergéncia tivesse sido satisfeito. A quantidade de niveis disponiveis
para a aplicacao da CRE foi G —1 = 9. Como a solugao ¢ suave, o procedimento de CRRE
foi aquele para solucoes suaves. Os erros numeéricos foram avaliados pela norma L! e sua

ordem efetiva.

Para o FV, o critério de convergéncia é semelhante ao apresentado para o FD. A

diferenga é que serao acompanhadas as variagoes de p, p, T e u.

No contorno esquerdo, a pressao foi imposta e a velocidade extrapolada. Para isto,
o valor da pressao no volume ficticio foi calculado com base na solugao analitica e foi usada
interpolacao de grau cinco para obter o valor da velocidade no volume ficticio. Destaca-se

que a pressao no contorno possui um valor constante para todas as iteragoes, deste modo,
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py = 0. A temperatura foi calculada com base na entalpia total e na velocidade e a massa

especifica com base na temperatura e na pressao.

No contorno direito, a correcao da pressao e a velocidade foram extrapoladas.
Para isso, foram usadas interpolagoes de grau cinco para obter os valores da velocidade e
correcao da pressao no volume ficticio. Temperatura e massa especifica foram obtidas da

mesma forma que para o contorno esquerdo.

As velocidades nos contornos, necessarias para realizar os calculos, foram obtidas

com um polinémio de grau cinco.

Com as aproximagoes apresentadas na Secao 3.2 para FV implicito, a discretizacao

das equagoes quase unidimensionais de Euler podem ser escritas na forma
a21¢z‘—1 + a?,zﬁbz‘ + a?,3¢i+1 = b?a (4.17)

onde ¢ representa a velocidade u ou a correcao da pressao p’, a sdo os coeficientes do

sistema linear e b os termos fontes.

Os coeficientes e termos fontes para u, decorrentes das aproximacgoes utilizadas
e condigoes de contorno, sao apresentados nas equagoes (4.18) e (4.19) para os volumes

ficticios a esquerda e a direita e volumes reais, respectivamente.
w o u
;1 = Q;3 = 0,
u o
a9 =1, (4.18)
b = uge, 1=0o0ui=N-+1,

7

onde ug. é calculado com base em u nos volumes reais mais proximos ao ficticio por um

polinomio de grau cinco.

aiu,?) = 07
?Aih (4.19)
aqif2 = pAt — (@i—1 + aiy1),
0 0
pi Aihu; Pi+1 — Pi—1
b = —*+—+ 4+ Aj———, =1,...,N.
i At 2 !

Note que, nestas ultimas equagodes, A representa a area do bocal. Agora, os

coeficientes e termos fontes para p’ sao apresentados nas equagoes (4.20) a (4.22).

gy = 1 (4.20)
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v .
az,l = —pP; %dz lAz—% - Rﬂ—l )
i3 = Pz+§dz’+§Az+17
Aih 4.21
Fugs+ A (4.21)
an— At ;ﬁ}i T3 + p; 1d1 1Al 1+p2+1dl+1A1+1,
Ail(pi — o) :
b]i): - <At+pzuz+;Az+é _piflauiféAifé y U= 1:"'7N-
aZ])V+1,1 = a€v+1,3 =0,
By =1, (4.22)
b?\f—l—l = p;im

onde pj. € calculado com base em p’ nos volumes reais mais préximos ao ficticio por um

polinémio de grau cinco.

Os coeficientes do método SIMPLEC para os volumes ficticios e os contornos do

dominio podem ser calculados por meio do seguinte

do - dN+1 - O, (423)

dijp=dy, dyyi2 =dn_1. (4.24)

Os sistemas lineares, formados pelos coeficientes e termos fontes da velocidade e
da pressao, foram resolvidos pelo método TDMA até que o critério de convergéncia tivesse

sido atingido.

O problema Q1D com onda de choque normal possui poucas caracteristicas
diferentes do problema isentrépico. A primeira diferenca esta na forma de calculo da
solugao exata, pois o problema com choque precisa do valor da pressao na saida (TABELA
4), para o calculo da érea critica a jusante do choque. Com esta tltima, pressao e massa
especifica totais a jusante do choque, é possivel calcular a solugao exata do escoamento

com choque, que foi utilizada como estimativa inicial.

O critério de convergéncia é o mesmo do problema isentrépico, resolvido por FD,
e as condigoes de contorno sao tratadas conforme apresentado na Secao 3.3. Porém, ao
invés de utilizar a extrapolacao do tipo WENO, foi utilizado um polindomio de ordem baixa
para as primeiras duas malhas e ordem 5 para as demais. Isto foi realizado, pois em testes
preliminares a CRRE apresentou limite de ordem, quando foi usada a extrapolacao do
tipo WENO. A ordem foi reduzida para as primeiras duas malhas, pois o choque estava

causando oscilagoes nas proximidades do contorno.

O problema da onda de choque também foi resolvido com a aproximagao WENO-Z,

com o intuito de comparar esta tltima com a CRRE. Para a WENO-Z, a diferenca esta na
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necessidade de nos ficticios adicionais e no passo de tempo, conforme discussao da Secao
4.2. A expansao por série de Taylor é a mesma para os ficticios adicionais, o que muda é a

posicao do né ficticio. Neste caso, foi utilizada a extrapolacao do tipo WENO (55).

Para o problema Q1D, a quantidade de niveis de CRE foi G —1 = 9. Nos problemas
com solucao isentrépica, o procedimento de CRRE para solugoes suaves foi aplicado e
foram calculadas a norma L' e sua ordem efetiva. Nos problemas com onda de choque
normal foi aplicado o procedimento de CRRE para solu¢des com choque, apenas para a
a aproximacao upwind. A norma L' e sua ordem efetiva foram calculadas para a regiao
suave. O procedimento para determinar esta regiao ¢ aquele apresentado no algoritmo da
Secao 4.1. Também foram calculadas a norma L! e sua ordem efetiva na regido & montante

da onda de choque.

4.5 Equacgoes de Euler bidimensionais

As equagoes de Euler bidimensionais (E2D) servem de modelo para o escoamento
externo em perfis e o escoamento simplificado. Primeiro, serao fornecidos detalhes sobre
a metodologia usada para obter as solu¢des numéricas do escoamento externo, que foi
resolvido pelo FV implicito. Entao, serao fornecidos detalhes da obtencao das solugoes

numéricas do escoamento simplificado, que foi resolvido pelo FD.

No escoamento externo, a discretizacao da malha e a solucao analitica estao
atreladas. Seguindo o procedimento apresentado por Bertoldo e Marchi (58), as posigoes z

e v podem ser obtidas por meio das seguintes relagoes

z=2pcos(p), t=psen(yp), (4.25)
onde @2+6) L3
(2 + +on
= >/ = 4.26
T T (4.26)

sendo N¢ e NV, as quantidade de volumes em cada direcao e § e 7 sao as dire¢oes coordenadas

da malha transformada.

Destaca-se que, apesar da malha fisica nao ser uniforme, o processo de transfor-
macao de coordenadas ira gerar uma malha computacional uniforme. A malha fisica inicial
¢ apresentada na FIGURA 23 e possui N¢ = 20 e N, = 10. Nesta tltima figura também
é possivel observar a disposi¢ao dos contornos. Para este problema, foram construidas 8

malhas com razao de refino 2 em ambas as direc¢oes.

As solugoes analiticas das propriedades do escoamento, propostas por meio do

método das solugoes fabricadas sao (58)

p(2,8) = poo {1 + 210 [sen(mz/4) + cos (7rt/4)]} : (4.27)
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FIGURA 23 - GEOMETRIA E MALHA INICIAL DO PROBLEMA 2D E RESOLVIDO POR
FV.
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FONTE: O autor (2019).

T(zx) = T <1 + W) : (4.28)
_ Poolies I(rg(2,1))
u(z,e) = — e T (4.29)
_ Poolies O(rg(2,1))
v(z,t) = ) 5, (4.30)
gler) = —5 {1 4 210 (— sen(2/4) + cos (m/4)]} . (4.31)

Nestas ultimas equacoes, o subscrito oo representa a propriedade na corrente-livre. A
pressao pode ser obtida por meio da equacao de estado e os parametros deste escoamento
sao apresentados na TABELA 5. Note que a condicao inicial usada foi a solugao analitica

e os parametros escolhidos representam o escoamento de ar como gés ideal.

Segundo Bertoldo (47), as condigbes de contorno para os contornos superior,

inferior, esquerdo e direito sao, respectivamente,

U = Uoo, U:07 P = Poo; T:Tomp:f];%a (432)

n-v=0, (R-V)T'=0, (~-V)p=0, (4.33)
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TABELA 5 - PARAMETROS DO PRO-
BLEMA E2D E ESCOA-
MENTO EXTERNO.

poo [kg/m?] 1
T K] 300
R [J/(kgK)] 2,8700669E + 02
¢y [T/ (kgK)] 1,0044040E + 03
Uoo [m)s] 6,9440203E + 02

FONTE: O autor (2019).

(A-V)=0, v=0, (A-V)T=0, (A V)p=0, (4.34)

(v-V)p=cte, ¢ € {uvTp} (4.35)

onde fi ¢ um vetor unitdrio e normal ao contorno.

Destaca-se que é necesséario inserir termos fontes nas condigoes de contorno e no
modelo discretizado, que sdo decorrentes do método das solugoes fabricadas (58). Mais
detalhes sobre a discretizacao, coeficientes e termos fontes podem ser encontrados em
(47, 58). Os sistemas de equagoes resultantes da discretiza¢ao foram resolvidos pelo método
MSI até que o critério de convergéncia tivesse sido atingido. Este tltimo tem como base o
residuo do sistema linear da corregao de pressao (equagao (4.36)), e o processo iterativo
foi realizado até que o niimero de iteracoes atingisse o dobro da quantidade de iteragoes
necessarias para o erro de maquina (47).

NeN,

R’gl = Z aﬁ3pg + Zaﬁnbp'nb — v, nbe {1,245}, (4.36)
i=1 nb

onde o subscrito nb representa os volumes vizinhos.

A quantidade de niveis disponiveis para a aplicacdo da CRE foi G —1 = 7. Como a
solucao é suave, foi utilizado o procedimento de regressao polinomial multipla, apresentado
na Secao 3.6, em conjunto com a CRRE para solugoes suaves. Os erros numéricos foram

avaliados pela norma L' e sua ordem efetiva.

O escoamento 2D simplificado foi resolvido pelo FD, conforme procedimento
apresentado na Secao 3.1. Para este problema, foi utilizada a malha uniforme da FIGURA
21, que resultou da discretizagao apresentada nas equagoes (4.6) e (4.7) para a dire¢ao
x e, também, para direcao y com G = 8 e N; = 20. Outros parametros deste problema
sao apresentados na TABELA 6, onde ¢y ¢ o tempo final e y;, e v, sao as posi¢oes dos

contornos inferior e superior.

A condigao inicial utilizada foi

p(xy) =1+ sen(2mzx)cos (2my), u=v=p=1, (4.37)



Capitulo 4. Metodologia 69

TABELA 6 - PARAMETROS DO

PROBLEMA E2D
SIMPLIFICADO.
Yy [m] 1|ty [s] 1
yp [m] 0|~ 14
x; [m] 0 | CFL 0,5
Xy [m] 1

FONTE: O autor (2019).

que gera a seguinte solucao analitica

p(xy) =1+ sen2m(x —ty)|cos 2m(y —tf)], u=v=p=1 (4.38)

O passo de tempo foi calculado com base na equagao (4.12). Porém, neste caso A
¢ o maior dos autovalores em modulo das duas diregoes e de todo o dominio de calculo.
O critério de convergéncia foi o tempo final, uma vez que este problema foi resolvido em

regime transiente.

As condigoes de contorno foram aplicadas por meio das condigoes de contorno

periddicas, conforme as seguintes equacoes:

Upj=Unj, Unnj=Us;, j=1...N, (4.39)

UiOZUi,N7 Ui,N—l—l:Uz',l, Zle (440)

)

Apos obter a solugao numérica, G — 1 = 7 niveis foram utilizados para aplicar
CRRE. Como a solucao é suave, foi utilizado o procedimento de regressao polinomial
multipla, apresentado na Secao 3.6, em conjunto com a CRRE para solugoes suaves. Os

erros numéricos foram avaliados pela norma L' e sua ordem efetiva.

4.6 Fechamento

Nesse capitulo foi apresentada a proposta da CRRE para malhas sem nés (ou
volumes) coincidentes em solugoes suaves e em solugdes com choque. A partir da discreti-
zacao da EAL e equacoes de Euler 1D, Q1D e 2D, foi possivel aplicar a CRRE e realizar a
verificagao. Os resultados para da solu¢ao dessas equagoes, da aplicagdo da CRRE e da

verificacao serao apresentados no Capitulo 5.
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5 RESULTADOS

Neste capitulo serdo apresentados os resultados para a aplicacdo da CRRE nos
problemas e métodos numéricos discutidos. O procedimento de aplicacdo da CRRE varia de
acordo com o tipo de malha, solucao e, até mesmo, método numérico. Todos os resultados
foram obtidos com precisao quadrupla, com excecao dos problemas bidimensionais. A
ordem de apresentagao dos resultados é: a EAL, escoamento de Rayleigh e as equagoes de
Euler Q1D e 2D.

5.1 Equacao de advecgao linear

Para o problema da EAL, serdao apresentados os comportamentos da norma L'
e de sua ordem. Nota-se, para a EAL com FD e upwind, um excelente desempenho da
CRRE com aumento significativo da ordem de acurdcia em todo o campo de solugao e
reducao de erro proximo ao limite da precisao de calculo. O erro foi reduzido por um fator
de 2,82F + 24 e a ordem foi aumentada de 1 para 10,9 na malha mais fina, conforme
apresentado na TABELA 7 e nas FIGURAS 24 e 25.

TABELA 7 — RESULTADOS DA NORMA L' E DE SUA ORDEM PARA A
EAL, FD E APROXIMACAO UPWIND.

N h [m] Norma L' [m/s/nd] Ordem
upwind CRRE upwind CRRE

20 1,00000E-01  1,24051E-01 - - -

40 5,00000E-02  6,95819E-02 1,58748E-02 8,34152E-01 -

80 2,50000E-02  3,69395E-02 9,10808E-04 9,13548E-01  1,79661E+00
160 1,25000E-02  1,90409E-02 2,38874E-05 9,56065E-01 2,79763E4-00
320  6,25000E-03 9,66752E-03 2,94295E-07 9,77882E-01  3,80274E~+00
640  3,12500E-03 4,87107E-03 1,73401E-09 9,88907E-01 4,80834E+00
1280  1,56250E-03  2,44493E-03  4,95048E-12  9,94446E-01  5,81280E+00
2560  7,81250E-04 1,22482E-03 6,89717E-15 9,97221E-01 6,81633E4-00
5120  3,90625E-04 6,13001E-04 4,71042E-18 9,98610E-01  7,81906E4-00
10240 1,95312E-04 3,06648E-04 1,58734E-21 9,99305E-01  8,82038E+400
20480 9,76563E-05 1,53361E-04 2,67045E-25 9,99652E-01  9,82388E+00
40960 4,88281E-05 7,66898E-05 2,71612E-29 9,99826E-01  1,08551E+01

FONTE: O autor (2019).

Para a aproximagao WENO-Z, observa-se, na TABELA 8 e FIGURAS 26 e 27,
que foi possivel apenas um aumento de cinco para seis e um aumento parcial da ordem de
seis para sete. Este comportamento nao esté relacionado com o fato de a aproximacao ser
de alta ordem, pois em testes preliminares foram analisadas aproximagoes com esténceis
fixos de ordem dois a cinco. Nestes testes, observou-se que os limites de ordem comecaram
a partir da ordem quatro. Lembrando que o método de integracao no tempo possui ordem
trés, acredita-se que o limite de ordem possa estar relacionado com a ordem do método
de integracao. Entretanto, o foco deste trabalho nao é investigar o uso de CRRE com

diferentes aproximacoes e, por isso, mais estudos nao foram realizados.
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FIGURA 24 - COMPORTAMENTO DA NORMA L' PARA A EAL, FD E APROXIMACAO
UPWIND.

—30f . . - . R . L
10 107* 1073 1072 107!

h [m]
FONTE: O autor (2019).

FIGURA 25 - COMPORTAMENTO DA ORDEM EFETIVA DA NORMA L! PARA A EAL,
FD E APROXIMACAO UPWIND.

CRE0 —+— CRE2 -0+ CRE4-<¢- CREG6-+-- CRES8 —o— CRE 10 -<¢--
19 CRE1-f#- CRE3 A& CRE5 - CRE7 -3 CREY9 --A-
104 oz, A i
® © —0
8-~ Bl —Ee-— 3| |
o —+— e - — e +
g (67 Y Vo TR Qoo Qi O o 7
————— A e AR L SN
4 A = == A A A A N .
[0 ST O SIS (O T O O O O, o
20----- 0----- O----- B----- O----- g----- B----- O----- o----- E i
0 ) 1 PR | 1
10" 107 10

FONTE: O autor (2019).

Além da aplicagao da CRRE na solucao da EAL com a aproximagao WENO-Z,
destaca-se que a magnitude da ordem do erro para a solucao da EAL com a aproximacao

upwind estd na mesma ordem da solucdo da EAL com a WENO-Z para a malha de 2560
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TABELA 8 - RESULTADOS DA NORMA L! E DE SUA ORDEM PARA A
EAL, FD E APROXIMACAO WENO-Z.

Norma L' [m/s/nd] Ordem
WENO-Z CRRE WENO-Z CRRE
20 1,00000E-01 6,28863E-05 - - -

40  5,00000E-02 1,98881E-06 2,10626E-07 4,98277E+00 -

80  2,50000E-02 6,23543E-08 3,34780E-09 4,99527E+00 7,04658E+00
160  1,25000E-02 1,95021E-09 2,77921E-11 4,99879E400 1,01539E+01
320 6,25000E-03 6,09564E-11 1,14644E-13 4,99971E+00 1,08124E+01
640  3,12500E-03 1,90501E-12 2,63659E-16 4,99991E+400 1,07357E+01
1280 1,56250E-03 5,95322E-14 1,06465E-18  4,99998E+00 8,15385E+00
2560 7,81250E-04 1,86039E-15 1,27668E-20 4,99999E+00 6,43291E+400

FONTE: O autor (2019).

N h [m]

FIGURA 26 - COMPORTAMENTO DA NORMA L' PARA A EAL, FD E APROXIMACAO
WENO-Z.
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FONTE: O autor (2019).

e a ordem de acuracia é superior para a EAL com a upwind, conforme apresentado nas
TABELAS 7 e 8.

Como o FV explicito trabalha com médias nos volumes, o procedimento de CRRE
aplicado foi um pouco diferente do apresentado na Secao 4.1 e serd apresentado apenas
aqui, pois foi usado apenas nesta situacao. Primeiro, calcula-se a estimativa de erro de

Richardson para os volumes da malha grossa por meio do seguinte

m—1 m—1 m—1
Ugoi + Ugi—1)/2 — ugy;
m _ ( 9,21 9,21 1)/ g 177/' (51)

rtg—Lii rPm-1 — 1

Apébs obter a estimativa de erro de Richardson na malha grossa, ela deve ser

interpolada para as posi¢oes da malha fina. Para tal, usa-se um polinémio de grau pg_1 — 1
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FIGURA 27 - COMPORTAMENTO DA ORDEM EFETIVA DA NORMA L! PARA A EAL,
FD E APROXIMACAO WENO-Z.
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_________ _D" -
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4 L 1 1
1073 1072
h [m]

FONTE: O autor (2019).

obtido por DDN. Entao, a CRE pode ser calculada da seguinte maneira

m __  .m—1 m
ug,i - ugfi + T‘ig,i' (52)

O resultado da aplicacdo de CRRE para este problema e FV néao serd apresentado,

pois é qualitativamente semelhante ao FD com aproximacao upwind. Ainda, ao final da
aplicagao da CRRE, a solucao extrapolada também é uma média nos volumes do campo

de solucao.

Destaca-se que este problema foi resolvido em regime transiente. Apesar de
Richards (31) propor uma modificagdo para a CRE em problemas transientes, neste estudo

nao foi verificada nenhuma necessidade de modificar o procedimento.

5.2 Escoamento de Rayleigh

Para o escoamento de Rayleigh, sdo apresentados os comportamentos da norma
L' e de sua ordem na TABELA 9 e nas FIGURAS 28 e 29 para a massa especifica. Esse e
os préximos problemas possuem mais de um campo de solugdo e apenas sera apresentado
o campo de solucoes da massa especifica, pois os comportamentos das outras variaveis sao

qualitativamente semelhantes.

O escoamento de Rayleigh apresenta o procedimento da CRRE aplicado a um pro-

blema com fluido compressivel e em regime permanente. Nota-se nos resultados (TABELA
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TABELA 9 - RESULTADOS DA NORMA L! E DE SUA ORDEM PARA O
ESCOAMENTO DE RAYLEIGH.

N h [m] Norma L' [kg/m3/nd] Ordem
upwind CRRE upwind CRRE

20 1,00000E-02  9,15550E-03 - - -

40 5,00000E-03  5,56796E-03 2,02819E-03  7,17489E-01 -

80 2,50000E-03  3,15553E-03  3,44627E-04 8,19265E-01  1,40584E+00
160 1,25000E-03 1,70114E-03 4,54261E-05 §8,91379E-01 2,05694E4-00
320 6,25000E-04  8,87375E-04 4,30990E-06 9,38890E-01 2,72312E4-00
640  3,12500E-04 4,53893E-04 2,73185E-07 9,67192E-01 3,43203E+00
1280  1,56250E-04 2,29647E-04 1,09518E-08 9,82932E-01 4,18214E+00
2560  7,81250E-05 1,15519E-04 2,66100E-10 9,91285E-01 4,96940E+00
5120  3,90625E-05 5,79363E-05 3,79866E-12  9,95595E-01  5,78582E4-00
10240 1,95312E-05 2,90127E-05 3,11421E-14 9,97785E-01  6,62447E+00

FONTE: O autor (2019).

FIGURA 28 - COMPORTAMENTO DA NORMA L! PARA O ESCOAMENTO DE RAY-
LEIGH.

CRE 0 ——
CRE1 - £3 -
1072, ——
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FONTE: O autor (2019).

9 e FIGURAS 28 e 29) um excelente desempenho da CRRE. O erro foi reduzido por um
fator de 9,32F + 08 e a ordem foi aumentada de 0,998 para 6,62 na malha mais fina.

Destaca-se novamente que a série de Taylor usada para aplicar as condigoes de
contorno, no contorno esquerdo, tinha ordem um. Isto é condizente com a aproximacao
upwind e o procedimento ILW. Entretanto, a série de Taylor e o polinémio usados no
contorno direito tinham ordem cinco, o que nao condiz com a ordem da aproximacao
upwind. Esta ordem foi utilizada porque com ordem um a CRRE apresentou limite de
ordem e nao foi possivel obter uma reducao significativa do erro. Suspeita-se que a aplicagao

da condicao de contorno possa ter modificado as componentes do erro nas proximidades do
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FIGURA 29 - COMPORTAMENTO DA ORDEM EFETIVA DA NORMA L' PARA O ESCO-
AMENTO DE RAYLEIGH.
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FONTE: O autor (2019).

contorno. Devido a diferenca entre as componentes préximas ao contorno e mais interiores
ao dominio, a CRRE pode nao ter conseguido eliminar algumas componentes do erro.
Isto nao é observado na aplicacao de polindbmios com ordens mais elevadas pois apenas
as componentes de ordens mais elevadas podem ter sido modificadas. De qualquer forma,
uma investigacao mais precisa é necessaria para confirmar a suspeita ou evidenciar a causa
do limite da ordem com a CRRE.

5.3 Escoamento isentréopico

Para o FV explicito, os comportamentos da norma L' e de sua ordem sao apre-
sentados na TABELA 10 e nas FIGURAS 30 e 31 para a massa especifica.

O problema da Q1D com FV implicito foi o que possibilitou identificar o limite de
ordem causado pela aplicacdo das condi¢oes de contorno. Ao remover os volumes proximos
aos contornos e aplicar a CRRE, foi possivel um grande aumento da ordem de acuréacia
da solucao. Varias modificacoes foram feitas na discretizacao para tentar corrigir o limite
de ordem, onde a mais bem sucedida foi a apresentada. Observa-se aumento de erro em
algumas malhas e niveis de CRE e que a ordem nao possui o comportamento esperado.
Mesmo assim, foi possivel reduzir o erro por um fator de 3,35F + 10 e aumentar a ordem

de 1 para 7,57, na malha mais fina e ultimo nivel de CRE.

Para o FD, primeiro sera apresentado o resultado para a solugao da massa especifica
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TABELA 10 - RESULTADOS DA NORMA L' E DE SUA ORDEM PARA O

ESCOAMENTO Q1D ISENTROPICO E FV.

N h [m] Norma L' [kg/m3 /volume] Ordem
upwind CRRE upwind CRRE

20 2,50000E-02  1,64485E-03 - - -

40 1,25000E-02  9,81941E-04 7,07229E-04  7,44252E-01 -

80  6,25000E-03 4,66533E-04 2,68659E-04 1,07366E4+00 1,95680E+-00
160 3,12500E-03  2,26763E-04  3,66244E-05 1,04079E+400 4,98956E4-00
320 1,56250E-03  1,11919E-04 1,75205E-06 1,01873E+400 5,82297E4-00
640  7,81250E-04 5,56180E-05 2,41130E-08 1,008383E+00 5,79433E+00
1280  3,90625E-04 2,77267E-05 2,02918E-10 1,00428E+00 5,46196E+00
2560  1,95312E-04 1,38432E-05 3,17417E-12 1,00210E400 6,77193E4-00
5120  9,76562E-05 6,91658E-06 2,12733E-14 1,00104E+00 8,35421E+00
10240 4,88281E-05 3,45705E-06 1,03220E-16 1,00052E400 7,57459E4-00

FONTE: O autor (2019).

FIGURA 30 - COMPORTAMENTO DA NORMA L! PARA O ESCOAMENTO Q1D ISEN-
TROPICO E FV.

L' [kg/m? /volume]

10

102

h [m]
FONTE: O autor (2019).

com FD na FIGURA 32. Os comportamentos da norma L' e de sua ordem sido apresentados

na TABELA 11 e nas FIGURAS 33 e 34 para a massa especifica.

Observa-se que a distribuicao da massa especifica no bocal convergente-divergente
e grande concordancia entre as solucdes analitica, numérica para o upwind e da CRRE
para o FD na FIGURA 32. Uma importante caracteristica dos métodos numérico em CFD
é a conservacao. Para verificar se a CRRE manteve a conservagao da massa, foi usado o
seguinte

puA = constante. (5.3)
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FIGURA 31 - COMPORTAMENTO DA ORDEM EFETIVA DA NORMA L' PARA O ESCO-
AMENTO Q1D ISENTROPICO E FV.
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FONTE: O autor (2019).

FIGURA 32 - RESULTADO DA MASSA ESPECIFICA PARA O ESCOAMENTO Q1D ISEN-
TROPICO E FD NA MALHA DE 10240 NOS.
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FONTE: O autor (2019).

Dessa forma, ¢ possivel verificar se a massa ¢ conservada. Usando a norma L'
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média
]IV.Z Ip(i)uli)A(i) — pli — 1uli — 1) A = 1)].

=2

L = (5.4)

TABELA 11 - RESULTADOS DA NORMA L! E DE SUA ORDEM PARA O
ESCOAMENTO Q1D ISENTROPICO E FD.

N h [m] Norma L' [kg/m3/nd] Ordem
upwind CRRE upwind CRRE

20 2,50000E-02  1,62959E-02 - - -

40 1,25000E-02  8,79188E-03 4,87100E-03  8,90267E-01 -
80 6,25000E-03  5,07196E-03  2,63485E-03  7,93627E-01  6,08996E-01
160 3,12500E-03  2,95264E-03 7,49291E-05 7,80539E-01 2,87370E+-00
320 1,56250E-03 1,61668E-03 9,97853E-06 8,68969E-01 2,67112E+00
640 7,81250E-04 8,48068E-04 3,08779E-07 9,30784E-01 6,28378E+00
1280  3,90625E-04  4,34536E-04 1,80436E-08 9,64706E-01  3,77323E+00
2560  1,95312E-04 2,19963E-04 3,56336E-10 9,82211E-01 5,18964E+-00
5120  9,76562E-05 1,10664E-04 4,10207E-12 9,91074E-01  6,02350E+400
10240 4,88281E-05 5,55038E-05 3,06788E-14  9,95530E-01 6,73102E4-00

FONTE: O autor (2019).
FIGURA 33 - COMPORTAMENTO DA NORMA L! PARA O ESCOAMENTO Q1D ISEN-
TROPICO E FD.

CREO0O —+— CRE2 -0 CRE4-<- CREG6 -+-- CRE8 ——
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FONTE: O autor (2019).

Para a solucao upwind e g = 10 L. = 275F — 07 [kg/s/n¢], para a CRRE,
g=10em =9 L = 1,16F — 16 [kg/s/nd] e para a solugao analitica nos pontos da

malha g = 10 L} = 4,76 E — 33 [kg/s/né]. Observa-se que o valor obtido para a solugio

upwind esta longe do erro de maquina (~ 1E — 32) e isto ocorre devido a magnitude do

erro e das variaveis da solucdo. Além disso, observa-se que a magnitude de L} reduziu

significativamente para a solu¢cao da CRRE, o que indica que o procedimento nao prejudica
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FIGURA 34 - COMPORTAMENTO DA ORDEM EFETIVA DA NORMA L' PARA O ESCO-
AMENTO Q1D ISENTROPICO E FD.
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Fonte: O autor (2019).

a conservagao, inclusive, a melhora. Para efeito de comparacgao, também foi apresentado o

calculo para a solucao analitica, que ficou préximo do erro de maquina conforme esperado.

Na verificacao da CRRE ¢ possivel observar que, apesar de nao haver aumento
de erro, algumas ordens efetivas nao apresentaram o comportamento esperado desde a
primeira malha disponivel para CRE. Ainda assim, CRRE conseguiu reduzir o erro por
um fator de 1,89F + 09 e aumentar a ordem de acurédcia de 0,96 para 6,73, na malha mais
fina. A causa do comportamento nao mondtono de algumas ordens nao foi investigada
com um grande nivel de detalhes, ela pode estar relacionada, por exemplo, a aplicacao das

condic¢oes de contorno e a ordem do polindmio usado para tal.

5.4 Escoamento adiabatico com choque normal

Para o escoamento com onda de choque normal, nao é interessante utilizar a
equacgio (3.69) para calcular a norma L', pois o comportamento do erro é nao mondtono
na regiao do choque. Ainda, a regiao a jusante do choque esta sujeita a degradacao da
ordem de acuracia (59). Isto ndo acontece com a regiao a montante do choque por causa
do tipo de escoamento, i.e., 0 escoamento é supersonico e a informacao nao consegue se
propagar & montante do choque. Portanto, a norma L' foi calculada em regides suaves da

solucao, identificadas pelo mesmo procedimento apresentado para a CRRE.

Primeiro, é apresentado o erro em todos os nés e o campo de solugoes para
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a malha com 5120 nés nas FIGURAS 35 e 36. Onde observa-se que a transicao pelo
choque é menos suave na aproximacao WENO-Z do que na upwind e na CRRE, e que
a acuracia da WENO-Z é reduzida a jusante do choque. Também, apesar de erros com
maiores magnitudes, a CRRE reduz os erros a montante e a jusante do choque. A perda de
acuracia da WENO-Z é um comportamento comum entre as aproximacoes de alta ordem
(59). Ainda, a transigao suave apresentada pela CRRE ocorre em razao desta ultima nao

conseguir melhorar a transicao suave das solucoes calculadas com a aproximacao upwind.

FIGURA 35 - ERRO NUMERICO EM CADA NO DO CAMPO DE SOLUCOES PARA O
ESCOAMENTO Q1D COM CHOQUE.
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FONTE: O autor (2019).

A norma L' e sua ordem para o escoamento Q1D com onda de choque sao
apresentadas na TABELA 12, onde “tempo acumulado de CPU” representa o tempo
necessario para calcular a solugao em todas as malhas envolvidas no procedimento da
CRRE. O tempo de pés-processamento da CRRE foi insignificante em todos os cédlculos,
quando comparado com o tempo para obter as solugoes em cada nivel de malha. Nesta
analise, o limite de ordem e de erro apresentado pela WENO-Z é resultante da perda de

acuracia a jusante do choque.

E importante destacar que o tempo de CPU necessario para obter os resultados
com a CRRE foi menor do que a aproximacao WENO-Z em todas as malhas. A CRRE
conseguiu atingir a magnitude do erro da WENO-Z nas ultimas duas malhas. Era esperado
um maior aumento de ordem ou maior reducao de erro para a CRRE, se comparado com
o desempenho do procedimento usado em solugoes suaves e se levado em consideragao a

quantidade de nives disponiveis para a CRRE.
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FIGURA 36 - CAMPO DE SOLUCOES PARA O ESCOAMENTO Q1D COM CHOQUE.
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FONTE: O autor (2019).

TABELA 12 - RESULTADOS DA NORMA L' E DE SUA ORDEM PARA O ESCOA-
MENTO Q1D COM CHOQUE NA REGIAO SUAVE.
WENO-Z CRRE

N L' [kg/m?/né] Ordem (;‘Eeréle% LY [kg/m?/né]  Ordem Temé)g g;uUH},ulado
20 9.12F — 03 - 551 5 - - -
40 9,35E — 04 320 16,0 s 2.32F — 02 ; 9.40 s
80 1,33 - 03 —0,51 45,8 s 6,74EF — 03 1,71 36,4 s
160 5,82F — 05 4,51 2,64 min 1,35 — 03 2,11 1,93 min
320 1,42FE — 05 2,03 9,26 min 2,03E — 04 2,72 6,44 min
640 1,36E — 07 6,70 31,5 min 2,83E — 05 2,84 26,9 min
1280 1,93F — 07 -0,5 2,01 h 1,20E — 06 4,55 1,64 h
2560 1,87F — 07 0,04 8,72 h 1,18 — 07 3,35 6,20 h
5120 6,33E — 08 1,56 32,0 h 4,72F — 09 4,64 24,6 h

FONTE: O autor (2019).

NOTA: * Calculada na regiao suave da solugao, determinada pelo procedimento da Secao
4.1.

Com o intuito de comparar a CRRE e a WENO-Z apenas a montante do choque,
a norma L' e sua ordem sao apresentadas na TABELA 13, onde é possivel observar que
a WENO-Z possui uma menor magnitude do erro. Por causa do choque, nao é possivel
concluir sobre o comportamento da ordem. Entretanto, em ambos os casos o erro esta

sendo reduzido conforme a malha é refinada.

Se a CRRE for comparada com a WENO-Z na regiao a montante do choque, as
magnitudes de erro desta ultima sdo menores. Porém, devido a quantidade de malhas (e

niveis de CRE) disponiveis, é possivel aumentar o desempenho da CRRE. Antes de propor
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TABELA 13 - RESULTADOS DA NORMA L! E DE SUA
ORDEM PARA O ESCOAMENTO Q1D
COM CHOQUE A MONTANTE DO CHO-

QUE.
WENO-Z CRRE
N LY [kg/m?/né] Ordem L' [kg/m?®/né] Ordem
20 9,12E — 03 - - -
40 9.35E — 04 3.99 1,89F — 02 -
80 1,33E — 03 —0,51 7.42F — 03 1,27
160 4,44 — 04 1,58 1,30E — 03 2,26
320 1,01E — 04 2,14 1,69F — 04 2,92
640 3,59E — 05 1,49 2,18FE — 05 2,95
1280 6,54 — 08 9.10 6,32 — 07 5.10
92560  1,40FE — 10 8,86 8,96E — 08 2.82
5120 1,31E — 12 6,74 4,90E — 09 4,19

FONTE: O autor (2019).
NOTA: * Calculada a montante do choque.

procedimentos e estratégias para melhorar o desempenho da CRRE em problemas com
fluidos compressiveis, é interessante tratar de problemas mais simples, como por exemplo a

EAL. Esta ultima proporciona um modelo simples e permite solu¢oes com descontinuidade.

5.5 Equacgoes de Euler bidimensionais

Para o escoamento 2D, primeiro serao apresentados os resultados do escoamento
externo e, na sequéncia, os resultados do escoamento simplificado. Para o primeiro, os
comportamentos das normas L' e suas ordens sdo apresentados na TABELA 14 e nas
FIGURAS 37 e 38 para a massa especifica.

TABELA 14 - RESULTADOS DA NORMA L! E DE SUA ORDEM PARA O
ESCOAMENTO 2D EXTERNO E FV.

N h [m] Norma L' [kg/m3 /volume] Ordem
Sem CRRE Com CRRE Sem CRRE  Com CRRE

200 1,54133E-03  8,03418E-03 - - -

800 3,85482E-04  4,52806E-03  2,54483E-03  8,27256E-01 -

3200 9,63798E-05  2,40464E-03 8,13371E-04  9,13074E-01  1,70592E4-00
12800  2,40955E-05 1,22992E-03 2,89869E-04 9,67261E-01  1,82451E4-00
51200 6,02392E-06 6,19428E-04 1,03113E-03  9,89550E-01  -1,37191E+00
204800  1,50598E-06 3,10186E-04 1,03647E-03  9,97804E-01 4,26293E-01
819200  3,76495E-07 1,55047E-04 2,12940E-04 1,00042E+00 2,67791E+00

3276800 9,41239E-08  7,74446E-05 8,38710E-05 1,00147E+400  1,42406E4-00

FONTE: O autor (2019).

Observa-se nos resultados para o escoamento externo que uma aplicagdo de CRE
foi efetiva e conseguiu aumentar a ordem de acuracia da solugdo. Porém, no segundo nivel
de CRE foi observado aumento do erro numérico e um comportamento oscilatério da

ordem efetiva. O problema do escoamento externo foi resolvido, por exemplo, em conjunto
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FIGURA 37 - COMPORTAMENTO DA NORMA L! PARA O ESCOAMENTO 2D EXTERNO
E FV.
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FONTE: O autor (2019).

FIGURA 38 - COMPORTAMENTO DA ORDEM EFETIVA DA NORMA L' PARA O ESCO-
AMENTO 2D EXTERNO E FV.
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FONTE: O autor (2019).

com conceitos de transformacao de coordenadas e o método das solugoes fabricadas.
Outros fatores, como a nao uniformidade da malha fisica ou componentes de erro inseridas

pelo processo de transformacao de coordenadas, podem ser a causa do comportamento



Capitulo 5. Resultados 84

observado para a CRRE.

Com o intuito de limitar as suspeitas envolvidas no procedimento da CRRE
bidimensional, foi resolvido o escoamento simplificado das equagoes de Euler com u, v
e p constantes. Para este tltimo, os comportamentos das normas L! e suas ordens siao
apresentados nas TABELAS 15 e nas FIGURAS 39 e 40 para a massa especifica.

TABELA 15 - RESULTADOS DA NORMA L' E DE SUA ORDEM PARA O
ESCOAMENTO 2D SIMPLIFICADO E FD.

N h Norma L' Ordem
upwind CRRE upwind CRRE

400 5,00000E-02  2,01902E-01 - - -

1600 2,50000E-02  1,82559E-01 1,64457E-01  1,45297E-01 -

6400 1,25000E-02  1,41080E-01 7,84436E-02 3,71843E-01  7,19392E-01
25600  6,25000E-03  9,32469E-02 2,00464E-02 5,97389E-01  1,52053E+00
102400  3,12500E-03  5,50040E-02  3,28457E-03 7,61518E-01  2,21048E+00
409600  1,56250E-03 3,01701E-02 3,85346E-04 8,66417E-01 2,78768E+00
1638400 7,81250E-04 1,58534E-02 3,08597E-05 9,28324E-01  3,40801E+00
6553600 3,90625E-04 8,13445E-03 2,32610E-06 9,62680E-01  3,62002E+00

FONTE: O autor (2019).

FIGURA 39 - COMPORTAMENTO DA NORMA L' PARA O ESCOAMENTO 2D SIMPLIFI-
CADO E FD.
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FONTE: O autor (2019).

Neste ultimo problema, pode-se observar um 6timo desempenho da CRRE com
reducao de erro por um fator de 3,80F + 03 e aumento de ordem de 0,963 para 3,62 na
ultima malha. Apesar de simplificado, este problema foi resolvido em regime transiente
e utiliza as mesmas ferramentas numéricas do que um escoamento interno em bocal

convergente-divergente ou escoamento externo em perfis. Ainda, com os resultados para
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FIGURA 40 - COMPORTAMENTO DA ORDEM EFETIVA DA NORMA L' PARA O ESCO-
AMENTO 2D SIMPLIFICADO E FD.

5 CRE0 —+—— CRE1-#- CRE2 -0+ CRE3 —&— CRE4 - ¢ -

FONTE: O autor (2019).

este problema, conclui-se que a regressao polinomial miltipla pode ser usada em conjunto
com CRRE e que o procedimento da CRRE bidimensional possibilita a redugao de erros

ou aumento de ordem.

5.6 Consolidagao dos resultados

Considerando os modelos fisicos e matematicos para a solucao de escoamentos no
interior de motores-foguete ou ao redor de perfis aerodindmicos, os métodos numéricos e as
discretizacoes envolvidas na solucao dos mesmos, buscou-se, por um procedimento de pos-
processamento capaz de reduzir significativamente os erros numéricos ou aumentar a ordem
de acuracia das solu¢oes numéricas de tais modelos. Ao invés de utilizar o procedimento
original da CRE, foi demonstrado que esta causa um limite no aumento da ordem de
acuracia quando usada repetidamente. Entao, foi proposta a CRRE para malhas sem noés

(ou volumes) coincidentes.

Ficou evidente que a CRRE funciona em solugoes de escoamentos com fluidos
compressiveis, e tipos de malhas mais genéricos, do que aqueles geralmente utilizados com
a CRE original, e que a CRRE funciona com diferentes formas de discretizagao, e.g., FD
explicito e F'V explicito e implicito e, também, em situagoes onde a solugao é uma média
no volume. Entretanto, nesta tltima situacao é necessario modificar o procedimento para

tratar a solucdo como uma média no volume.
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Apesar de possuir um desempenho satisfatério em solugoes com onda de choque,
é possivel melhorar o desempenho da CRRE. Isto se verifica por causa da quantidade de
niveis disponiveis e do desempenho da CRRE em solugoes suaves. Um fator que pode estar
limitando o desempenho da CRRE ¢ a detec¢ao da regiao suave. Observa-se na FIGURA
41 que a magnitude do erro da aproximagao WENO-Z fica um pouco abaixo de 1E — 15 a
montante do choque para a malha mais fina. Porém, a norma L' apresentada na TABELA
12 tem valor 1,31F — 12. Como o procedimento usado para detectar a regiao suave foi o
mesmo do que para a CRRE, acredita-se que este possa estar subestimando o comprimento
da regiao nao suave. No caso da transicao suave, isto poderia ser melhorado com o uso de

particoes de fluxos menos dissipativas como a particao de fluxo de Godunov.

FIGURA 41 - ERRO NUMERICO EM CADA NO DO CAMPO DE SOLUCOES PARA O
ESCOAMENTO Q1D COM CHOQUE E APROXIMACAO WENO-Z.
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FONTE: O autor (2019).

O procedimento apresentou algumas limitagoes em casos especificos, por exemplo,
em decorréncia da aplicacao de condi¢oes de contorno com ordens de aproximagoes baixas,
do uso de aproximagoes numéricas com ordens elevadas e do seu uso em um problema
bidimensional. No primeiro caso, suspeita-se que as aproximagoes de ordens baixas estejam
modificando as componentes da solucao numérica de ordens mais baixas e isto, por sua
vez, prejudica o desempenho da CRRE; apesar de nao ser observado no escoamento de
Rayleigh e contorno esquerdo. Outra suspeita seria que as condi¢oes de contorno nao estao
sendo aplicadas de maneira correta. De qualquer forma, uma analise mais detalhada é

necessaria.

No segundo caso, suspeita-se que a diferenca entre as ordens espacial e temporal
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possa estar causando uma limitacdo de ordem na CRRE. Em testes preliminares da EAL,
verificou-se que uma aproximacao de esténcil fixo de ordem trés permitia uma grande
reducao de erro e um grande aumento da ordem de acurdcia. Porém, uma aproximacao
de esténcil fixo de ordem quatro permitia apenas um nivel de aumento da ordem, com
um comportamento qualitativamente semelhante a aproximacao WENO-Z. Por se tratar
de um problema transiente, nao é possivel concluir apenas sobre a ordem espacial, sendo

necessarias analises mais detalhadas.

Por fim, no tultimo caso suspeita-se da nao uniformidade da malha e do procedi-
mento de transformagao de coordenadas. A nao uniformidade da malha, se nao levada em
consideracao pelas aproximacoes numeéricas, pode causar redugao da ordem das mesmas.
No problema apresentado, a aproximagao foi feita considerando-se a malha computacional,
que é uniforme. Para transformar a malha fisica em uniforme, no dominio computacional,
foi usada a transformacao de coordenadas. Nesta ultima, também é necessario usar aproxi-
magcoes para derivadas, o que pode modificar as componentes do erro da solu¢ao numérica

e, assim, prejudicar o desempenho da CRRE.

Destaca-se que a estimativa de erro de Richardson ¢é equivalente a correcao
apresentada por Roache e Knupp (30) e que a mesma estimativa do erro pode ser facilmente
obtida, uma vez que a extrapolagao tenha sido calculada. Isto representa uma vantagem,
pois a CRRE também poderia ser usada como ferramenta de verificagdo numérica. Ao
longo do desenvolvimento dos c6digos, usados para resolver os problemas discutidos, foram
identificados varios erros numéricos decorrentes da programacao ou do uso inadequado
dos métodos citados. Apds a geracao das solugdes numeéricas, mesmo quando a solugao
parecia estar convergindo para a ordem esperada, o uso da CRRE revelou limite de ordem
e baixo desempenho. Apds os problemas serem corrigidos, a CRRE apresentou um bom
desempenho. Deste modo, quando o desempenho da CRRE estiver limitado ou houver
aumento de erro, pode significar que exista alguma inconsisténcia no c6édigo ou solugao

numérica.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

6.1 Conclusoes

Foi apresentado um procedimento de pds processamento, chamado de CRRE, para
a reducao de erros numéricos, e aumento da ordem de acuracia, em solugoes numéricas
de problemas em CFD. Este procedimento proporciona reducao significativa de erros
numeéricos e aumento significativo da ordem de acuracia de todo o campo de solugoes.
Ainda, o procedimento pode ser aplicado em problemas transientes, permanentes, simples
ou mais elaborados, que é o caso de escoamentos com fluidos compressiveis. Destacam-se
cinco problemas: (i) a EAL, onde foi possivel reduzir o erro por um fator de 2,82F + 24
e aumentar a ordem de acuracia de 1 para 10,9; (ii) o escoamento de Rayleigh, onde foi
possivel reduzir o erro por um fator de 9,32F + 08 e aumentar a ordem de 0,998 para
6,62 com um 6timo desempenho da CRRE; (iii) a equacao de Euler Q1D, escoamento
isentropico e resolvida por FV, onde foi possivel reduzir o erro por um fator de 3,35E + 10
e aumentar a ordem de 1 para 7,57, apesar de haver aumento de erro em algumas situacoes;
(iv) a equagao de Euler Q1D e escoamento com onda de choque, onde foi possivel reduzir
o erro e aumentar a ordem em magnitude comparavel a de aproximagoes numéricas de
alta ordem e em menor tempo e; (v) a equagao de Euler 2D e escoamento simplificado,
onde foi possivel reduzir o erro por um fator de 3,80F + 03 e aumentar a ordem de 0,963

para 3,62 com o uso de regressao polinomial.

6.2 Contribuicoes

Com base no exposto, este trabalho apresenta as seguintes contribuigoes:

a. foi demonstrado que o procedimento original da CRE apresenta um limite de ordem

quando usado repetidamente;

b. foi desenvolvido um novo procedimento, chamado de CRRE, para aumentar a acuracia

das solug¢oes numéricas; e

mostrado que a CRRE possui um bom desempenho

—_

c. fo

nos métodos de discretizagao por FD e FV;

- em malhas sem ndés ou volumes coincidentes;
- em solugoes de escoamentos com problemas transientes;
- em solugoes de escoamentos com fluido compressivel; e

- em solugoes de escoamentos com ondas de choque.
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6.3 Sugestoes para trabalhos futuros

Com base neste trabalho é possivel destacar as seguintes sugestoes para trabalhos
futuros com CRRE:

a. estudar de maneira mais ampla os problemas transientes;

b. estudar os choques ou descontinuidades com modelos mais simples;

c. estudar outros tipos de malhas, como as nao uniformes e nao estruturadas;
d. estudar com mais detalhes a aplicacao das condi¢oes de contorno e seu efeito;
e. verificar os efeitos do erro de interpolagao sobre a CRRE;

f. estudar a estimativa de erro de Richardson, proveniente da CRRE; e

g. estudar outros problemas com fluidos compressiveis e viscosos.
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