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RESUMO

Em mecânica dos fluidos, para estudar escoamentos subsônicos-supersônicos em bocais
ou escoamentos supersônicos ao redor de perfis aerodinâmicos, é necessário usar modelos
de escoamentos com fluidos compressíveis que, geralmente, são resolvidos por métodos
numéricos. Em análise numérica, a extrapolação de Richardson é uma abordagem para
a redução de erros numéricos e possui como vantagem o aumento significativo da ordem
de acurácia de soluções. Essa abordagem foi usada em vários problemas da dinâmica dos
fluidos computacional para reduzir o erro de variáveis secundárias ou do campo de soluções.
Porém, principalmente restrita aos escoamentos de fluido incompressível e um tipo de
malha com nós coincidentes. O objetivo deste trabalho é apresentar um procedimento de
extrapolação de Richardson completa e repetida (CRRE) para um tipo de malha mais
genérica e testá-lo com os métodos de diferenças finitas (FD) e volumes finitos (FV) e
com escoamentos de fluidos compressíveis. Nove testes foram realizados nas equações de
advecção linear e unidimensionais, quase unidimensionais e bidimensionais de Euler. Sendo
que um dos testes possui uma onda de choque normal. O problema da onda de choque
normal também foi resolvido com a aproximação essencialmente não oscilatória ponderada
(WENO), para comparar com o procedimento da CRRE. O procedimento proposto permite
uma redução significativa do erro numérico e aumento significativo da ordem de acurácia
em soluções dos métodos FD e FV. CRRE apresentou um desempenho ótimo com a
equação de advecção linear, onde o erro foi reduzido por um fator de 2.82E + 24 e a ordem
de acurácia foi aumentada de 1,00 para 10,9 na malha com 40960 nós, e no escoamento de
Rayleigh, onde o erro foi reduzido por um fator de 9,32E + 08 e a ordem de acurácia foi
aumentada de 0,998 para 6,62 na malha com 10240 nós. No escoamento isentrópico com
FV, o erro foi reduzido por um fator de 3,35E + 10 e a ordem de acurácia foi aumentada
de 1 para 7,57 na malha com 10240 nós, apesar de haver aumento de erro em algumas
situações. No escoamento adiabático com onda de choque normal, o procedimento reduziu
o erro à montante e à jusante do choque. Porém, a WENO apresentou menor magnitude
de erro à montante do choque e uma transição menos suave. Finalmente, no escoamento
bidimensional com FD, o erro foi reduzido por um fator de 3,80E+03 e a ordem de acurácia
foi aumentada de 0,963 para 3,62 na malha com 6553600 nós. Desta forma, conclui-se que
o procedimento da CRRE proposto proporciona redução significativa de erros numéricos
e aumento significativo da ordem de acurácia de todo o campo de soluções para malhas
mais genéricas e escoamentos com fluidos compressíveis.

Palavras-chave: Erro numérico. Extrapolação de Richardson. Escoamento de fluidos
compressíveis.



ABSTRACT

In fluid mechanics, to study subsonic-supersonic flows through a nozzle or supersonic flows
around bodies, one needs to use compressible fluid flow models that are usually solved by
numerical methods. An approach in numerical analysis to reduce the numerical error is the
Richardson Extrapolation and it has the advantage of highly increase the accuracy order
of the solutions. This approach was used in a variety of computational fluid dynamics
problems to reduce the numerical error of single variables or the entire solution but mainly
restricted to incompressible fluid flows and a coincident-nodes grid type. The purpose
of this work is to present a Completed Repeated Richardson Extrapolation (CRRE)
procedure for a more generic grid and test it with Finite difference (FD) and Finite Volume
(FV) methods, and with compressible fluid flows. Nine tests were performed in the linear
advection equation and one-, quasi-one-, and two-dimensional Euler equations. One of the
tests presents a normal shock wave. The normal shock wave problem was also solved with
a Weighted Essentially Non-Oscillatory (WENO) scheme to compare it with the CRRE
procedure. The proposed procedure can highly reduce the numerical error and increase
the accuracy order in FD or FV solutions. CRRE presented an optimal performance in
the linear advection equation, where the error was reduced by a factor of 2.82E + 24 and
the accuracy order was increased from 1.00 to 10.9 in the grid with 40960 nodes, and in
the Rayleigh flow, where the error was reduced by a factor of 9.32E + 08 and the accuracy
order was increased from 0.998 to 6.62 in the grid with 10240 nodes. In the isentropic flow
and FV, the error was reduced by a factor of 3.35E + 10 and the accuracy order increased
from 1 to 7.57 in the grid with 10240 nodes, although the error was increased in some
situations. In the adiabatic flow with a normal shock wave, the procedure reduced the error
upstream and downstream the shock. However, the WENO scheme had lower magnitude
errors upstream the shock and a sharper shock transition. Finally, in the two-dimensional
flow and FD, the error was reduced by a factor of 3.80E + 03 and the accuracy order
was increased from 0.963 to 3.62 in the grid with 6553600 nodes. Thus, one can conclude
that the proposed CRRE procedure provides a significant numerical error reduction and a
significant accuracy order increase of the entire solution field for more generic grids and
compressible fluid flows.

Keywords: Numerical error. Richardson extrapolation. Compressible fluid flow.
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1 INTRODUÇÃO

1.1 Caracterização do estudo

Estudos podem ser conduzidos experimentalmente, teoricamente ou envolvendo os
dois tipos de abordagem. No estudo puramente experimental buscam-se dados experimen-
tais, que são obtidos por meio de equipamentos. Quando se tratam de experimentos, por
exemplo: estudo de motor-foguete a propulsão líquida por meio de protótipo, é necessária
a construção deste último, aquisição e calibração dos equipamentos que farão a leitura e o
tratamento dos dados experimentais. Isto demanda grande quantidade de tempo e recursos.
Por outro lado, em estudos puramente teóricos, buscam-se resultados para modelos de
fenômenos físicos; tais modelos são construídos com base em conceitos físicos e matemá-
ticos. Considerando o mesmo objetivo, estudo de um motor-foguete a propulsão líquida,
não são necessários o protótipo nem equipamentos de aquisição de dados experimentais.
Porém, o estudo está limitado ao modelo físico-matemático utilizado. Outra possibilidade
é conduzir um estudo misto, envolvendo dados experimentais e resultados dos modelos
físicos e matemáticos (1, 2, 3).

Existem duas vertentes do estudo teórico: a analítica e a numérica. A primeira
trata de e matemáticos menos complexos, que possuem solução analítica ou fechada. A
segunda, mais recente, possibilita a solução de modelos mais complexos. Porém, possui a
desvantagem de apresentar erros numéricos. De fato, todas as abordagens citadas possuem
erros. Erros experimentais para estudos experimentais e erros de modelagem para estudos
teóricos. A FIGURA 1 resume estas características (1).

FIGURA 1 – RESUMO DE ABORDAGENS UTILIZADAS PARA REPRESENTAR UM FENÔ-
MENO FÍSICO.

Fenômeno
físico

Abordagem
experimental

Abordagem
teórica

Vertente
numérica

Vertente
analítica

Erros
experimentais

Erros de
modelagem

Problemas
simples

Erros
numéricos

FONTE: O autor (2019).
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Segundo Ferziger e Perić (4), a obtenção de uma solução numérica pode ser
resumida nas seguintes etapas: seleção dos modelos matemáticos, escolha do método de
discretização, definição do sistema de coordenadas e tipo de malha, seleção das aproxi-
mações numéricas, seleção do método de solução e escolha do critério de convergência.
A etapa de seleção dos modelos matemáticos está limitada ao tipo de problema a ser
estudado. Existem vários métodos de discretização disponíveis na literatura. Como o
intuito deste trabalho não é discutir tais métodos, destacam-se os seguintes: elementos
finitos, diferenças finitas (FD, do inglês Finite Difference) e volumes finitos (FV, do inglês
Finite Volume); sendo que estes dois últimos métodos serão utilizados neste trabalho. In-
dependente do método de discretização escolhido, os estudos numéricos são caracterizados
por proporcionarem soluções aproximadas para modelos matemáticos, ou seja, possuem
erros numéricos. Segundo Marchi (1), os erros numéricos são devidos principalmente aos
erros de truncamento, arredondamento e iteração; de fato, os erros de iteração só ocorrem
quando são usados procedimentos iterativos. Outra fonte de erro é devida aos erros de
programação e usuário, por exemplo. Os erros de trucamento das várias aproximações
usadas geram os erros discretização das variáveis de interesse (1).

A verificação é uma prática necessária ao realizar estudos numéricos e tem como
finalidade garantir a confiabilidade dos resultados numéricos e, inclusive, do código ou
programa computacional (1, 5). Conforme apresentado por Marchi (1), é possível utilizar
análise de erros e ordens a priori e a posteriori para mostrar que um código e suas
soluções estão desempenhando suas funções de maneira correta. O resultado quantitativo
da verificação é o erro numérico ou estimativa numérica, quando não se dispõe de solução
analítica. O erro numérico é a simples diferença entre a solução analítica e a solução
numérica, enquanto que a estimativa pode ser obtida de diferentes formas como por
exemplo: estimador de Richardson, Delta e Multicoeficiente (1). Com o código e suas
soluções verificados, é possível reduzir os erros de discretização através de três maneiras
diferentes: aumentar a quantidade de pontos da solução numérica, usar aproximações (ou
esquemas) numéricas de ordens mais elevadas ou utilizar extrapolação de Richardson (RE,
do inglês Richardson Extrapolation) (6). De fato, é possível utilizar estas extrapolações de
forma recursiva e reduzir ainda mais o erro de discretização; tal procedimento é conhecido
como multiextrapolação de Richardson (RRE, do inglês Repeated Richardson Extrapolation)
(7, 8, 9).

Neste trabalho, serão considerados modelos matemáticos que representem o fenô-
meno físico do escoamento interno em bocais do tipo convergente-divergente de motores-
foguete e escoamentos externos de veículos aeroespaciais e os métodos numéricos usados
para resolver tais modelos. Nos escoamentos de interesse, os fluidos devem ser modelados
como compressíveis e podem ser modelados como invíscidos (10).

A título de exemplo, na FIGURA 2 observa-se um bocal convergente-divergente,
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utilizado em motores-foguete à propulsão líquida. Estão destacados o injetor, a entrada e
saída do fluido de resfriamento regenerativo e a saída dos gases de exaustão. O combustível
e o oxidante são injetados pelo injetor e sua queima ocorre imediatamente na sequência, os
gases da combustão escoam pela câmara de combustão, entram no convergente do bocal,
onde sua velocidade aumenta, passam pela garganta do bocal e vão para o divergente. Neste
último, a velocidade dos gases é aumentada ainda mais, antes de saírem do bocal. Antes
de ser injetado, o combustível é direcionado para os canais de resfriamento regenerativo
onde absorve o calor das paredes do bocal (11).

FIGURA 2 – EXEMPLO DE BOCAL CONVERGENTE-DIVERGENTE.

FONTE: Modificado de Sutton e Biblarz (11).

Na FIGURA 3 observam-se escoamentos externos invíscido e viscoso ao redor de
um perfil, onde v é o vetor velocidade do escoamento, 1 e 2 são pontos do escoamento,
τw é a tensão de cisalhamento e δ é a espessura da camada limite. Na FIGURA 3a, as
linhas de corrente ficam próximas à superfície, onde ocorre o deslizamento. Na FIGURA
3b, apesar de exagerada, a espessura da camada limite fornece uma ideia desta região do
escoamento. No ponto 1 da FIGURA 3b, a velocidade tangencial à superfície do perfil é
zero, devido à condição de não deslizamento (12).

1.2 Revisão bibliográfica

A RE pode ser utilizada em diferentes áreas de estudo para diversas finalidades,
conforme será apresentado na sequência. Para fornecer uma visão abrangente sobre a RE,
serão apresentados alguns trabalhos para destacar suas aplicações e um levantamento
sobre o estado da arte da mesma. Também, serão destacados conceitos sobre os métodos
de discretização por FV e FD e outros métodos, que são usados em conjunto com FV e
FD na solução de escoamentos em CFD.
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FIGURA 3 – EXEMPLOS DE ESCOAMENTOS EXTERNOS.
(a) Invíscido

(b) Viscoso

FONTE: Modificado de Anderson e Hughes (12).

1.2.1 Extrapolação de Richardson

Uma afirmação feita por Richardson (13) continua válida até hoje: existe uma
demanda por métodos rápidos, fáceis de entender e aplicáveis a equações não usuais.
Nesse mesmo trabalho, o autor apresentou um método para redução de erros, inicialmente
chamado de h2-extrapolation, onde foi possível reduzir o erro da solução numérica usando
malhas distintas (14). Apesar de não resolver as equações do modelo matemático, o método
apresentado tornou-se rápido, fácil de entender e é aplicado em equações não usuais, como
Navier–Stokes parabolizado (15). Além das RE serem usadas, principalmente, em CFD,
existem estudos em diferentes áreas, como economia (16), processamento de sinais (17) e
estatística (18).

A partir do trabalho de Richardson foram derivados quatro tipos principais de
aplicação para as RE: controle do passo de tempo (19), acelerador de convergência (20),
estimativa de erro (21) e redução de erros numéricos. Sendo que esse último será abordado
nesse texto. Com base nas aplicações das RE para redução de erros numéricos, encontradas
na literatura, destacam-se sete trabalhos: aplicação da RE em escoamentos viscosos ao
redor de aerofólios, avaliação da RE em dois escoamentos bidimensionais, obtenção de
uma solução com sexta ordem de acurácia, análise da RE com um gradiente descontínuo
de temperatura, análise de dez diferentes esquemas numéricos com a RE, obtenção de
soluções altamente acuradas para a equação bidimensional de Laplace e obtenção de
solução acurada para o problema da cavidade, discutidos a seguir.

Zingg (22) apresentou uma investigação da RE em escoamentos viscosos subsônicos
e transônicos ao redor de aerofólios, modelados pelas equações de Navier–Stokes com
modelo de turbulência Baldwin–Lomax e resolvidos por meio de FD. Nestes escoamentos,
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destaca-se a separação de escoamento por choques, pois um fenômeno como o choque
impõe certas dificuldades na solução numérica. Apesar disso, o autor afirmou que a RE
pode reduzir os requisitos de malha para certo nível de acurácia, em particular, para o
cálculo do arrasto.

Shyy et al. (23) avaliaram a RE para melhorar a acurácia de soluções de dois
problemas bidimensionais: escoamento laminar em cavidade e Reynolds–averaged backward–
facing. A solução foi obtida por meio de FD em malhas uniformes. Ao fim do estudo, os
autores afirmaram que a RE não exibiu comportamento consistente da ordem de acurácia
para o escoamento laminar, que o desempenho da RE não foi satisfatório e que a RE não
funciona adequadamente em abordagens típicas de CFD.

Wang e Zhang (24) obtiveram sexta ordem de acurácia em todo o campo de solução
para a equação bidimensional de Poisson. Para obter a solução, os autores utilizaram FD,
um esquema compacto de quarta ordem, Multigrid e RE. O procedimento desse último
foi o cálculo de uma solução com sexta ordem de acurácia na malha grossa, atribuição
dessa diretamente nos nós coincidentes da malha fina e uma interpolação, com base em
um operador, para calcular a solução com sexta ordem de acurácia nos demais pontos
da malha fina. Apesar de não apresentarem muitas informações sobre o operador, eles
conseguiram obter aumento na ordem de acurácia.

Nicolas et al. (25) analisaram as consequências de um gradiente de temperatura
descontinuo com a RE. Nesta análise, os autores utilizaram os métodos dos elementos
finitos, FD e FV. Além disso, eles propuseram uma correção na obtenção da RE, por série
de Taylor, para tratar a descontinuidade. Ao fim do estudo, os autores afirmaram que a
RE pode aumentar a acurácia de soluções discretas, preferencialmente, quando são usadas
aproximações numéricas com baixa ordem de acurácia no espaço e em apenas algumas
regiões do estudo.

Marchi e Germer (26) avaliaram o desempenho da RRE na redução de erros de
discretização para dez aproximações numéricas diferentes. O problema numérico resolvido
foi a equação de advecção–difusão unidimensional com aproximações numéricas de ordem
um a três. Os autores concluíram que a RRE é extremamente eficiente na redução dos
erros de discretização de variáveis primárias e secundárias; podendo atingir uma ordem de
acurácia de até 18,9. Dentre as aproximações estudadas, o esquema de diferenças centrais
(CDS, do inglês Central Differencing Scheme), de segunda ordem de acurácia, apresentou
o melhor desempenho com a RRE.

Marchi et al. (27) utilizaram a RRE para reduzir e estimar os erros de discreti-
zação de soluções numéricas em problemas de condução de calor. No estudo, a equação
bidimensional de Laplace foi resolvida por meio de FD, malhas uniformes, aproximações
numéricas de segunda ordem e Multigrid. Ao fim do estudo, os autores demonstraram que
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RRE reduz significativamente o erro de discretização, que a ordem de acurácia alcançada
foi de 19,1 e, ainda, que para obter um dado valor de erro são necessários muito menos
tempo de processamento e RAM para a RRE do que sem sua aplicação.

AbdelMigid et al. (28) apresentaram uma extensa revisão da literatura sobre o
problema da cavidade e investigaram a solução das equações de Navier-Stokes com fluidos
incompressíveis para a faixa de Reynolds de 100 a 5000. Neste estudo, FV foi utilizado em
conjunto com computação paralela para obter as soluções numéricas em malhas uniformes
e a RRE foi usada para a redução dos erros de discretização. Os autores conseguiram um
aumento de ordem de acurácia de dois para seis com a RRE.

A partir desses sete trabalhos é possível delimitar as aplicações de RE na redução
do erro numérico, ou de forma equivalente, no aumento da ordem de acurácia. Observa-se
que as RE são aplicadas em problemas simples ou complexos, com ou sem fenômenos
sofisticados, como por exemplo a descontinuidade. Estes problemas podem ser resolvidos
por qualquer um dos métodos numéricos clássicos (elementos finitos, FD ou FV) em
conjunto com modelos de turbulência, Multigrid ou diferentes tipos de aproximações
numéricas. Podem ocorrer situações onde a RE não funciona. Porém, na maioria dos casos,
a RE promove melhorias na qualidade da solução numérica. As situações onde a RE não
funciona ou não é eficiente devem ser estudadas, pelo menos, a fim de se encontrar a causa
deste comportamento.

Em relação às as RE para redução de erro, foram propostas modificações em sua
metodologia para alcançar maior redução de erros numéricos e reduzir os erros onde as RE
não funcionavam ou simplesmente não eram utilizadas. Dentre as alterações no estado da
arte do método, destacam-se: a forma recursiva da aplicação da RE, conhecida como RRE,
que possibilita uma maior redução do erro (14); um algoritmo para a generalização do
procedimento da RE, que requer um número pequeno de cálculos e pouco armazenamento
(29); um método para calcular a RE em todo o campo de soluções para um tipo de
malha específico, conhecido como extrapolação de Richardson completa (CRE, do inglês
Completed Richardson Extrapolation) (30); um método CRE para problemas transientes
(31); uma teoria completa de convergência e estabilidade para o processo generalizado da
RE (32); o conceito de série de Richardson, útil para o entendimento do comportamento da
RE (33); análise de algumas limitações da RE e possíveis soluções (34); uma abordagem
local para a RE no método dos elementos finitos (35); o uso de uma expansão por série de
Taylor modificada em conjunto com a RE para tratar uma descontinuidade (25); uso de
interpolação polinomial com a RRE para melhorar o seu desempenho em cinco tipos de
variáveis diferentes (36); e uma extensão da CRE para ser usado recursivamente e um novo
método, chamado de Full Richardson Extrapolation, para redução de erros em campos de
soluções (37).
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1.2.2 Métodos de discretização clássicos e aproximações numéricas

Considerando os métodos de discretização clássicos, existem várias formas de se
aplicar o FD e o FV. Segundo Lomax, Pulliam e Zingg (38) e Ferziger e Perić (4), as
aproximações, para os termos das equações diferenciais que se deseja resolver em FD,
dependem diretamente dos valores das propriedades nos nós.

Para o FV, Lomax, Pulliam e Zingg (38) e Ferziger e Perić (4) afirmam que este
método parte da forma integral das equações de conservação. Por outro lado, Shu (39) e
Versteeg e Malalasekera (40) utilizam a forma diferencial das equações de conservações
integradas. Além disso, as formas apresentadas por Shu (39) e Lomax, Pulliam e Zingg
(38) resultam em uma média da propriedade no volume de controle. Isto não é observado
nas formas apresentadas por Ferziger e Perić (4) e Versteeg e Malalasekera (40).

Outros métodos podem ser usados em conjunto com os métodos de discretização
e, também, podem ser diferentes entre si. Por exemplo, Versteeg e Malalasekera (40)
consideram o uso do método SIMPLEC (do inglês, Semi IMPlicit Linked Equations
Consistent) para o tratamento do acoplamento entre as equações de conservação e Shu
(39) usa o conceito de decomposição em variáveis características.

Além disso, existem vários tipos de aproximações numéricas (ou esquemas numéri-
cos), que, por exemplo, podem ser obtidos para uma ou mais equações diferenciais. Porém,
algumas dessas aproximações numéricas podem causar instabilidades, quando usadas em
equações diferenciais específicas. Para corrigir estas instabilidades, surgiram conceitos
como monotonicidade e alta resolução de esquemas numéricos (41). Dentre estes esquemas
numéricos, pode-se citar a aproximação variação total decrescente (TVD, do inglês Total
Variation Diminishing), a aproximação essencialmente não oscilatória (ENO, do inglês
Essentially Non-Oscillatory) e a aproximação ENO ponderada (WENO, do inglês Weighted
ENO) (41, 39).

1.3 Justificativa

Geralmente, as modificações e estudos envolvendo a RE foram feitos para o FD e
uma malha que possui nós coincidentes, mostrada na FIGURA 4, onde g é o nível de malha
e a razão de refino (r) entre as malhas é 2. Pode-se observar que a malha grossa (g = 1)
possui nós coincidentes na malha fina (g = 2). Uma malha com nós não coincidentes,
que geralmente é usada com FV, é apresentada na FIGURA 5, onde observa-se que não
existem nós (ou volumes) coincidentes para r = 2.

Considerando que as RE e CRE com e sem repetição já foram usadas em conjunto
com escoamentos de fluidos incompressíveis e com a malha com nós coincidentes (veja
por exemplo, (37), (36) e (27)), é interessante que a CRE possa ser generalizada para um
tipo de malha onde não existam nós (ou volumes) coincidentes e usada recursivamente
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FIGURA 4 – MALHA COM NÓS COINCIDENTES.

g = 2 0 1 2 3 4 5 6

g = 1 0 1 2 3

FONTE: O autor (2019).

FIGURA 5 – MALHA SEM NÓS COINCIDENTES.

g = 2 1 2 3 4 5 6

g = 1 1 2 3

FONTE: O autor (2019).

em escoamentos com fluidos compressíveis, que são um caso mais geral de escoamentos.
Além disso, também é interessante avaliar esta generalização com diferentes métodos
numéricos. Deste modo, define-se o problema a ser estudado neste texto: problemas
de escoamento interno em bocais de motores-foguete, o escoamento externo em perfis
aerodinâmicos e os métodos numéricos para resolvê-los. Pretende-se generalizar a CRE
para reduzir os erros numéricos em todo o campo de soluções de escoamentos com fluidos
compressíveis, modelados pelas equações de Euler unidimensionais, quase unidimensionais
e bidimensionais em malhas genéricas (sem nós coincidentes). Serão usadas geometrias
simples ou idealizadas com condições de contorno de Dirichlet, Neumann ou por meio de
uma técnica conhecida como Lax-Wendroff inverso (ILW, do inglês Inverse Lax-Wendroff).

1.4 Objetivos

O objetivo deste estudo é propor e testar um procedimento de CRRE para malhas
sem nós (ou volumes) coincidentes e que possibilite a redução de erros numéricos em
escoamentos com fluidos compressíveis. Este objetivo geral pode ser dividido nos seguintes
objetivos específicos:

a. resolver numericamente a equação de advecção linear, que modela um escoamento
simplificado;

b. resolver numericamente o escoamento de Rayleigh e as equações de Euler quase
unidimensionais e bidimensionais;

c. utilizar os métodos de discretização por diferenças finitas explícito e volumes finitos
explícito e implícito;

d. avaliar a ordem do erro da CRE com repetição; e

e. verificar as soluções numéricas com e sem a CRRE.
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Para atingir estes objetivos, serão realizados testes numéricos nas equações linear
(EAL) de advecção e unidimensionais (1D), quase unidimensionais (Q1D) e bidimensionais
(2D) de Euler. Para resolver essas equações, serão utilizados os métodos de FD e FV, sendo
esse último nas formulações implícita e explícita. Um fenômeno importante que geralmente
ocorre em escoamentos com fluidos compressíveis é a onda de choque. Nesse trabalho,
CRRE também será avaliado em soluções que envolvem este fenômeno e, para comparar
com métodos de alta ordem já existentes na literatura, o escoamento com choque também
será resolvido com a aproximação WENO.

1.5 Organização do texto

Este texto está organizado da seguinte forma: no Capítulo 1, são apresentadas uma
caracterização do estudo, onde se comenta como o estudo será conduzido e quais problemas
de engenharia se tem interesse, a revisão bibliográfica, onde se discorre sobre as aplicações e
estado da arte da RE e se comenta brevemente sobre os métodos de discretização clássicos,
a justificativa do problema que se deseja resolver, e, por fim, os objetivos desse texto; no
Capítulo 2, são apresentados conceitos físicos e matemáticos dos escoamentos que se deseja
resolver; no Capítulo 3, os métodos numéricos utilizados para os escoamentos citados; no
Capítulo 4, a metodologia utilizada para resolver os escoamentos e aplicar a CRRE; no
Capítulo 5, são apresentados os resultados e discussão dos estudos desenvolvidos nesse
texto e; no Capítulo 6, são apresentadas as conclusões e contribuições do presente estudo
e as sugestões para trabalhos futuros.
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2 PRINCÍPIOS FÍSICOS E MATEMÁTICOS

Neste capítulo serão apresentados os princípios físicos e matemáticos necessários
para o entendimento dos fenômenos presentes nos escoamentos e dos modelos matemáticos
usados para resolver os escoamentos.

2.1 Escoamentos com fluidos compressíveis

Uma das formas de classificar um escoamento é por meio do fluido, por exemplo:
incompressível e compressível (10). Em algumas aplicações, como o escoamento de líquidos
em bombas e turbinas hidráulicas e, até mesmo, o escoamento de ar em ventiladores centrí-
fugos, o fluido pode ser modelado como incompressível e em outras, como os escoamentos
internos em bocais ou externos em perfis aerodinâmicos, é necessário modelar o fluido
como compressível; dependendo do número de Mach (10). A compressibilidade (τ) pode
ser entendida como a variação no volume específico (ν) (ou na massa específica ρ) em
resposta a uma variação na pressão (p) ou vice versa. As equação (2.1) e (2.2) apresentam
estes conceitos (10).

τ = −1
ν

dν

dp
(2.1)

τ = 1
ρ

dρ

dp
(2.2)

Reescrevendo a equação (2.2), resulta

dρ = τρdp, (2.3)

ou seja, considerar um fluido incompressível (τ = 0) é equivalente a considerar a massa
específica como sendo constante. A título de exemplo, a variação da massa específica em
relação ao valor do primeiro ponto de um escoamento e o número de Mach, em um bocal
convergente-divergente, são apresentados na FIGURA 6.

Admite-se escoamento com fluido incompressível quando a variação da massa
específica não ultrapassa 5 % (10). No caso apresentado, seria cometido um erro de quase
100 % se a hipótese de fluido incompressível tivesse sido adotada.

No escoamento, as ondas sonoras são produzidas por distúrbios. Essas, por sua
vez, se propagam na velocidade do som através do fluido e para todo o escoamento. A
velocidade do som (a) pode ser definida de maneira genérica da seguinte forma (42)

a =

√√√√(∂p

∂ρ

)
s

(2.4)

onde o subscrito s representa um processo isentrópico.
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FIGURA 6 – VARIAÇÃO PERCENTUAL DA MASSA ESPECÍFICA DE UM ESCOAMENTO
EM BOCAL.
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FONTE: O autor (2019).

Para um gás perfeito, a velocidade do som pode ser escrita da seguinte forma (42)

a =
√

γRT , (2.5)

onde γ = cp/cv representa a razão entre calores específicos, R a constante do gás, T a
temperatura e cp e cv os calores específicos a pressão e volume constante.

Com a velocidade do som definida, é possível relacionar os efeitos de inércia
com os efeitos de compressibilidade por meio de um importante parâmetro adimensional,
conhecido como número de Mach (M) (10)

M = |v|
a

, (2.6)

onde v representa o vetor velocidade.

Com base no número de Mach, Anderson (10) apresenta quatro faixas de escoa-
mento: subsônico (M < 0,8), transônico (0,8 ≤ M ≤ 1,2), supersônico (1,2 < M ≤ 5) e
hipersônico (M > 5). Além disso, Anderson (10) separa escoamento com fluido incompres-
sível de compressível por meio do número de Mach. Para escoamentos com números de
Mach inferiores a 0,3 considera-se fluido incompressível (10), que é um pouco mais rigoroso
do que a classificação que tem como base a variação da massa específica no exemplo da
FIGURA 6.
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2.2 Ondas de choque e de expansão

As ondas sonoras são responsáveis por propagarem os efeitos de variação de
propriedades e direção causadas por um distúrbio no escoamento. As ondas sonoras
provocam mudanças infinitesimais no escoamento, enquanto que as de expansão e de
choque provocam mudanças mais significativas (10, 42).

A onda de choque oblíqua possui um caso especial para escoamentos unidimen-
sionais conhecida como onda de choque normal. As mudanças, quando um escoamento
atravessa essa última, são mais severas do que aquelas resultantes de uma onda de cho-
que oblíqua. O caso mais próximo de uma onda de choque normal em um escoamento
bidimensional é uma onda de choque oblíqua em forma de arco, conforme a FIGURA
7 (10). Independentemente da dimensão onde a onda de choque ocorra, as mudanças
nas propriedades serão qualitativamente as mesmas, a velocidade será reduzida enquanto
temperatura, pressão e massa específica serão aumentadas de forma não isentrópica (10).

FIGURA 7 – EXEMPLO DE UM CHOQUE OBLÍQUO EM FORMATO DE ARCO.

FONTE: Modificado de Anderson (10).

FIGURA 8 – RESUMO DAS CARACTERÍSTICAS DE ONDAS DE CHOQUE E EXPANSÃO.

FONTE: Modificado de Anderson (10).

As ondas de expansão são, basicamente, o oposto das ondas de choque; a velocidade
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será aumentada enquanto que temperatura, pressão e massa específica serão reduzidas de
forma isentrópica (10). A FIGURA 8 resume as características apresentadas para as ondas
de expansão e de choque.

2.3 Modelos matemáticos

Considere um sistema homogêneo de equações diferenciais parciais de primeira
ordem em x e t

U t(x,t) + AUx(x,t) = 0, (2.7)

onde U : R × R → R
m é um vetor com m componentes, que podem representar as

propriedades de um escoamento (por exemplo, massa específica e velocidade), A é uma
matriz real m × m constante e os subscritos x e t denotam derivadas parciais em relação a
x e t. Para que esta equação seja hiperbólica, a matriz A deve possuir autovalores reais e
um conjunto de m autovetores linearmente independentes (43). A partir dessa afirmação,
pode-se concluir que qualquer vetor em R

m pode ser decomposto como uma combinação
linear desses autovetores, ou seja, é possível decompor um sistema de m equações em m

equações distintas (43).

2.3.1 Equação de advecção linear

Uma das mais simples equações hiperbólicas é a equação de advecção linear e
possui a forma

ut + uux = 0, (2.8)

onde u é a velocidade na direção x e u é a velocidade média. Nessa, a velocidade média
é constante e tem-se uma equação diferencial parcial, escalar, linear e hiperbólica com
coeficiente constante (43).

Segundo Leveque (43), a solução analítica para a equação de advecção linear
(equação (2.8)) pode ser facilmente determinada por qualquer função suave da seguinte
forma

uAnalítica(x,t) = ũ(x − ut), (2.9)

onde uAnalítica é a solução analítica e ũ pode ser entendido como uma função que representa
a condição inicial.

As características e propriedades das equações não lineares e sistemas de equações
não lineares não serão diretamente apresentadas neste texto. Para mais detalhes sugere-se
o texto de Leveque (43). O próximo modelo a ser analisado são as equações de Euler, que
formam um sistema de equações hiperbólicas não lineares.
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2.3.2 Equações de Euler unidimensionais

A formulação conservativa das equações de Euler unidimensionais na forma
diferencial pode ser escrita como (44, 43)

U t + F (U )x = S(U ), (2.10)

onde U também é chamado de vetor das variáveis conservativas, F é o vetor dos fluxos
conservados e S é o vetor termo fonte, que depende do problema a ser resolvido. Os vetores
U e F são escritos como (44, 43)

U =

⎡
⎢⎢⎢⎣

ρ

ρu

E

⎤
⎥⎥⎥⎦ , F =

⎡
⎢⎢⎢⎣

ρu

ρu2 + p

u(E + p)

⎤
⎥⎥⎥⎦ , (2.11)

onde E é a energia interna por unidade de volume e é apresentada na equação (2.12).

E = ρ(u2

2 + e), (2.12)

onde e é a energia interna específica e pode ser obtida da seguinte forma (44)

e = p

ρ(γ − 1) . (2.13)

A velocidade do som e a pressão também podem ser obtidas pelas equações (2.14)
e (2.15) (44).

a =
√

γp

ρ
(2.14)

p = (γ − 1)(E − ρu2

2 ) (2.15)

Escrevendo as equações de Euler (equação (2.11)) na forma da equação (2.7),
resulta a matriz Jacobiana (44)

A(U ) = ∂F

∂U
=

⎡
⎢⎢⎢⎣

0 1 0
1
2(γ − 3)u2 (3 − γ)u γ − 1

1
2(γ − 2)u3 − a2u

γ−1
3−2γ

2 u2 + a2

γ−1 γu

⎤
⎥⎥⎥⎦ , (2.16)

que possui autovalores e autovetores à esquerda e à direita, apresentados, respectivamente,
nas equações (2.17), (2.18) e (2.19) (44, 45).

λ =

⎡
⎢⎢⎢⎣

u − a

u

u + a

⎤
⎥⎥⎥⎦ (2.17)
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L =

⎡
⎢⎢⎢⎣

u/(2a) + u2/(4H − 2u2) −u/(2H − u2) − 1/(2a) 1/(2H − u2)
2 − 2H/(2H − u2) 2u/(2H − u2) −2/(2H − u2)

u2/(4H − 2u2) − u/(2a) 1/(2a) − u/(2H − u2) 1/(2H − u2)

⎤
⎥⎥⎥⎦ (2.18)

R =

⎡
⎢⎢⎢⎣

1 1 1
u − a u u + a

H − ua u2/2 H + ua

⎤
⎥⎥⎥⎦ (2.19)

Nessas últimas equações, H é a entalpia total e pode ser obtida pela seguinte
relação (44)

H = E + p

ρ
≡ u2

2 + h, (2.20)

onde h = e + p/ρ é a entalpia específica.

Este modelo matemático é capaz de representar escoamentos unidimensionais de
fluidos compressíveis e invíscidos, como por exemplo o escoamento de Rayleigh. Considere
o volume de controle apresentado na FIGURA 9, onde q é a quantidade de calor sendo
adicionada ao volume de controle e os subscritos 1 e 2 representam dois pontos distintos
do escoamento.

FIGURA 9 – VOLUME DE CONTROLE GENÉRICO DE UM ESCOAMENTO UNIDIMENSI-
ONAL.

q

ρ1 ρ2

u1 u2

p1 p2

h1 h2

FONTE: O autor (2019).

Ao aplicar as equações de Euler unidimensionais no volume de controle da FIGURA
9 e considerar a adição de calor, escoamento permanente e área da seção constante, resulta
(10)

ρ1u1 =ρ2u2,

p1 + ρ1u
2
1 =p2 + ρ2u

2
2,

h1 + u2
1

2 + q =h2 + u2
2

2 .

(2.21)

Sabendo que h = cpT e cpT0 = cpT + u2/2, onde o subscrito 0 representa pro-
priedade de estagnação ou total, e resolvendo a equação da energia para q, resulta (10)

q = cp(T02 − T01). (2.22)
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Com os valores de q, T01 e M1 é possível obter T02 por meio da equação (2.22), e
M2, p2 e T2 por meio das equações (2.23) a (2.25) e ρ e u por meio das equações (2.26)
e (2.27) (10). Deve-se notar que é possível obter a solução analítica da equação (2.23),
por meio de software algébrico, ou a solução exata, por meio de um método numérico de
obtenção de raízes.

T02

T01
=
(

1 + γM2
1

1 + γM2
2

)2 (
M2

M1

)2 (1 + γ−1
2 M2

2

1 + γ−1
2 M2

1

)
(2.23)

p2

p1
= 1 + γM2

1
1 + γM2

2
(2.24)

T2

T1
=
(

1 + γM2
1

1 + γM2
2

)2 (
M2

M1

)2
(2.25)

p = ρRT (2.26)

u = aM (2.27)

Desta forma, as soluções analíticas (ou exatas), das propriedades do escoamento de
Rayleigh, podem ser obtidas com base nos valores de q, T01 e M1. Para que este escoamento
seja resolvido numericamente, é necessário adicionar a contribuição de q nas equações de
Euler unidimensionais. Isto é feito por meio do termo fonte

S(U ) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0
0

Δqρu

Δx

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ , (2.28)

onde Δq = q/N é a quantidade de calor adicionada em cada nó e N é a quantidade de nós.

2.3.3 Equações de Euler quase unidimensionais

Segundo Anderson (10), para geometrias onde a variação da área é gradual e
função de x apenas, é possível modelar o escoamento como quase unidimensional. Este é o
caso de escoamentos em bocais convergentes-divergentes, conforme exemplo da FIGURA
10, onde a área crítica é representada pela área da garganta (At).

Para o escoamento quase unidimensional, o número de Mach é uma função da
área do bocal (A) e da menor área do bocal, conhecida como área crítica (A∗), (10)

(
A

A∗

)2
= 1

M2

[
2

γ + 1

(
1 + γ − 1

2 M2
)](γ+1)/(γ−1)

. (2.29)

A equação (2.29) fornece uma solução exata para o número de Mach e pode ser
resolvida por um método numérico de obtenção de raízes, como o método da bisseção
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FIGURA 10 – PERFIL DE UM BOCAL CONVERGENTE-DIVERGENTE.

At

FONTE: O autor (2019).

ou de Newton-Raphson. Porém, deve-se notar que ambos métodos apresentam perda de
precisão quando A se aproxima de A∗. Nesta situação, recomenda-se calcular a solução
com o dobro de dígitos que se deseja obter.

Segundo Anderson (10), podem existir três situações no escoamento quase unidi-
mensional bloqueado no interior de um bocal convergente-divergente: solução isentrópica
subsônica (linha pontilhada preta), solução isentrópica supersônica (linha contínua azul) e
solução com onda de choque normal no divergente do bocal (linha tracejada vermelha),
conforme apresentado na FIGURA 11. O tipo de situação dependerá das condições na
entrada e saída do bocal. Por exemplo, considere que a pressão no bocal e nas suas
vizinhanças seja a atmosférica (patm). Na medida em que a pressão na entrada do bocal
(p0) é aumentada, um escoamento começa a se desenvolver da esquerda para a direita e é
totalmente subsônico. Com um novo aumento de p0, o escoamento passará a ser transônico
na região da garganta do bocal (bloqueado), mas o divergente ainda será subsônico (linha
pontilhada). Se a pressão for aumentada até um certo limite, o escoamento será isentrópico
e supersônico no divergente do bocal (linha contínua). Caso a p0 seja aumentada além
deste limite, e recaia sobre uma faixa específica, ondas de choque aparecerão no divergente
do bocal, caraterizando um escoamento não isentrópico (linha tracejada). Mais detalhes
sobre o escoamento quase unidimensional em bocais convergentes-divergentes podem ser
encontrados em Anderson (10).

Neste trabalho o interesse recai sobre as soluções supersônicas isentrópica e com
choque normal. Na primeira, a solução exata pode ser encontrada com base na área
do bocal, na equação (2.29), nas propriedades de entrada do bocal ou propriedades de
estagnação, nas propriedades do fluido e nas equações (2.30) a (2.32) e (2.27) (10). Deve-se
notar que na equação (2.29) A∗ = At para este escoamento. Para o escoamento com onda
de choque, A∗ = At à justante do choque e é necessário determinar A∗ à montante do
choque, pois este causa um aumento na entropia do fluido (10).

p0/p =
(

1 + γ − 1
2 M2

)γ/(γ−1)
(2.30)

ρ0/ρ =
(

1 + γ − 1
2 M2

)1/(γ−1)
(2.31)
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FIGURA 11 – POSSÍVEIS SOLUÇÕES DE ESCOAMENTO BLOQUEADO EM UM BOCAL
CONVERGENTE-DIVERGENTE.

solução isentrópica subsônica
solução isentrópica supersônica
solução com onda de choque normal

p

xAt

FONTE: O autor (2019).

T0/T = 1 + γ − 1
2 M2 (2.32)

Para determinar A∗ à jusante do choque, é necessário antes determinar o número
de Mach na saída do bocal (Mex, com a equação (2.33)), a pressão total à jusante do
choque (p0ex) e o número de Mach imediatamente à jusante (MSh1) e à montante (MSh2)
do choque. Com o número de Mach na saída usa-se a equação (2.30) para obter p0ex. A
partir da equação (2.30) em conjunto com as equações (2.34) e (2.35) é possível obter
MSh1. Agora, com a equação (2.35) obtém-se MSh2, e com este resultado é possível utilizar
a equação (2.29) para encontrar A∗ à jusante do choque (10).

M2
ex = − 1

γ − 1 +

√√√√ 1
(γ − 1)2 +

(
2

γ − 1

)(
2

γ + 1

)(γ+1)/(γ−1) (
p0At

p0exAex

)2

, (2.33)

onde Aex é a área da saída do bocal.

pSh2/pSh1 = 1 + 2γ

γ + 1(MSh
2
1 − 1), (2.34)

onde os subscritos Sh1 e Sh2 representam, respectivamente, as posições imediatamente à
montante e à jusante do choque.

MSh
2
2 = 1 + [(γ − 1)/2]MSh

2
1

γMSh
2
1 − (γ − 1)/2

(2.35)

Com A∗ à jusante do choque determinada, basta resolver a equação (2.29) com os
valores de A∗ relativos à posição do choque. As outras propriedades podem ser obtidas
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pelas equações (2.30) a (2.32) e (2.27). Contudo, deve-se notar que p0 e ρ0 mudam após o
choque, ou seja, p0 passa a ser p0ex e ρ0ex pode ser obtido por meio da equação (2.26) (10).

Para que este escoamento quase unidimensional (com ou sem choque) seja re-
solvido, é necessário adicionar a contribuição da variação da área nas equações de Euler
unidimensionais. Isto é feito por meio do termo fonte (46)

S(U ) = −Ax

A

⎡
⎢⎢⎢⎣

ρu

ρu2

u(E + p)

⎤
⎥⎥⎥⎦ . (2.36)

2.3.4 Equações de Euler bidimensionais

Quando um corpo pode ser criado por revolução, é possível modelar o escoamento
através ou ao redor desse por um modelo bidimensional axissimétrico, que é o caso de
escoamentos internos em bocais e externos em perfis aerodinâmicos (10). Por causa da alta
velocidade do escoamento ao redor do corpo, o fluido deve ser modelado como compressível.
Para um escoamento invíscido e axissimétrico de um fluido compressível, é possível utilizar
as equações de Euler bidimensionais, que na forma compacta são escritas como (47)

Cφ

[
∂(ρφ)

∂t
+ ∂(ρuφ)

∂z
+ 1

r

∂(ρrvφ)
∂r

]
= P φ, (2.37)

onde z e r representam as coordenadas axial e radial, v é a velocidade na direção r. Os
parâmetros Cφ e P φ são usados para alternar entre as equações de conservação da massa,
quantidade de movimento linear (QML) e energia. Informações sobre estes parâmetros são
apresentadas na TABELA 5.

TABELA 1 – PARÂMETROS USADOS PARA ALTERNAR
ENTRE AS EQUAÇÕES DE CONSERVAÇÃO.

Equação de conservação Cφ P φ

massa 1 0
QML-z 1 − ∂p

∂z

QML-r 1 − ∂p
∂r

energia cp
∂p
∂t + u ∂p

∂z + v ∂p
∂r

FONTE: Modificado de Bertoldo (47).

No caso das equações de Euler bidimensionais são raros os escoamentos que
possuem solução exata. Porém, nesse trabalho tem-se o interesse em escoamentos que
possuam solução analítica ou exata. Assim, será utilizado o método das soluções fabricadas
para obter uma solução analítica para um caso especial das equações equações de Euler
bidimensionais axissimétricas. Os detalhes serão apresentados no Capítulo 4.

Outra forma de calcular a solução analítica em problemas bidimensionais é por
meio da solução de um problema simplificado. Para isso considere o sistema de coordenadas
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cartesiano e a formulação conservativa (44)

U t + F (U )x + G(U )y = 0, (2.38)

onde G é o vetor dos fluxos conservados na direção y. Os vetores U , F e G são escritos
como (44)

U =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ρ

ρu

ρv

E

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, F =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ρu

ρu2 + p

ρuv

u(E + p)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, G =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ρv

ρuv

ρv2 + p

v(E + p)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (2.39)

onde v é a velocidade na direção y e E deve ser calculado por meio da seguinte equação
(44)

E = ρ(1
2v2 + e), v2 = (u2 + v2). (2.40)

Mesmo no sistema de coordenadas cartesiano, é difícil encontrar uma solução
analítica ou exata para as equações de Euler. Uma alternativa, seria considerar u, v e p

constantes. Assim, o sistema de equações da equação (2.38) se reduz a

ρt + uρx + vρy = 0, (2.41)

ou seja, pode ser entendida como uma equação de advecção linear em duas dimensões.
Deste modo, a solução analítica para este escoamento pode ser calculada por

ρAnalítica(x,y,t) = ρ̃(x − t,y − t), (2.42)

onde ρ̃ representa uma função da condição inicial. Note que as velocidades u e v e a pressão
possuem valores unitários e constantes no tempo e espaço.

Apesar de se tornar um problema simplificado, ele permite o uso de todas as
ferramentas numéricas envolvidas na solução das equações de Euler bidimensionais para
um fluido compressível.

2.4 Fechamento

Com os princípios físicos apresentados nesse capítulo, é possível entender e discutir
sobre os fenômenos que ocorrem nos escoamentos, como a propagação por ondas sonoras
e a onda de choque. Agora, com os princípios matemáticos é possível determinar quais
métodos numéricos são mais adequados para a solução do escoamento e usá-los. Esses
métodos serão apresentados no Capítulo 3
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3 MÉTODOS NUMÉRICOS

Neste capítulo serão apresentados os conceitos sobre os métodos numéricos usados
para a solução dos escoamentos. Primeiro, serão apresentados detalhes sobre os FD e
FV. Depois, conceitos de aplicação de condições de contorno, estratégias de verificação,
conceitos sobre a extrapolação de Richardson e, por fim, técnicas de interpolação e regressão
polinomial.

3.1 Método das diferenças finitas

Nesta seção será apresentado o procedimento de discretização por FD explícito
para uma equação escalar unidimensional, depois para um caso mais geral de sistemas de
equações não lineares unidimensionais e, então, para sistemas de equações não lineares
bidimensionais.

Considere a malha uniforme apresentada na FIGURA 12, a equação (2.8) e a
seguinte aproximação conservativa (39)

dui(t)
dt

= −1
h

(
f̂i+ 1

2
− f̂i− 1

2

)
, (3.1)

onde ui(t) é uma aproximação numérica para u no nó i, h é o tamanho da partição (nó ou
volume) e f̂ é o fluxo numérico, avaliado nas interfaces i + 1/2 e i − 1/2.

O próximo passo é o uso de uma partição de fluxo. Uma das mais simples e suave,
porém, mais dissipativa é a partição de fluxo de Lax–Friedrichs (39)

f± = 1
2(f(u) ± αu), (3.2)

onde f± são as partições de fluxo à esquerda ou à direita da interface e α = max
u

|f ′(u)| é
o maior autovalor e é calculado em uma faixa relevante de u. Se todo o domínio de u for
utilizado, o cálculo será mais robusto, porém, mais dissipativo. Outra alternativa seria
usar apenas a faixa de valores de u onde deseja-se fazer a partição de fluxo. Note que o
jacobiano para a da equação de advecção linear resulta f ′(u) = 1.

FIGURA 12 – EXEMPLO DA DISPOSIÇÃO DOS NÓS E DOS FLUXOS NUMÉRICOS.

i − 1

i − 1/2

i

i + 1/2

f̂−
i+1/2 f̂+

i+1/2

i + 1

h

FONTE: O autor (2019).



Capítulo 3. Métodos numéricos 39

Segundo Shu (39), a aproximação para a derivada começa com a escolha da
partição de fluxo. Então, identifica-se vi = f+(ui) e usa-se uma aproximação numérica
para obter v−

i+1/2 nos pontos do domínio. Com estas informações, é possível calcular o
fluxo numérico

f̂+
i+ 1

2
= v−

i+ 1
2
. (3.3)

De maneira análoga, vi = f−(ui), com uma aproximação numérica obtém-se v+
i+1/2

para todo o domínio e o fluxo numérico negativo é calculado como

f̂−
i+ 1

2
= v+

i+ 1
2
. (3.4)

Com estas informações, é possível obter o fluxo numérico

f̂i+ 1
2

= f̂+
i+ 1

2
+ f̂−

i+ 1
2
, (3.5)

e formar o esquema da equação (3.1).

As aproximações numéricas são feitas sobre os valores de vi, por exemplo, no caso
da aproximação upwind, de primeira ordem, usa-se

v+
i+ 1

2
= vi+1,

v−
i+ 1

2
= vi.

(3.6)

Para o WENO-Z de quinta ordem, usa-se (48)

v−
i+ 1

2
= ω0f0 + ω1f1 + ω2f2, (3.7)

onde ω são os pesos não lineares e f0, f1 e f2 são aproximações polinomiais para v−
i+ 1

2
.

A metodologia para o cálculo dos pesos não lineares e outros parâmetros do
WENO-Z foi apresentada por Borges et al. (48). No caso dos pesos não lineares tem-se

ωk = αk∑2
j=0 αj

, k = 0, . . . ,2, (3.8)

e αk são os pesos não lineares não normalizados e podem ser calculados como (48)

αk = dk

[
1 +

(
τW

βk + ε

)pW
]

, k = 0, . . . ,2, (3.9)

onde dk são os pesos ideais, τW é o indicador de suavidade global, βk são os indicadores
locais de suavidade, pW é o parâmetro de potência e ε é o parâmetro de sensibilidade.
Neste caso, pW = 2 e ε = 10−40, conforme informado pelos autores (48). Os pesos ideais e
os indicadores de suavidade são calculados como (48)

d0 = 1
10 , d1 = 6

10 , d2 = 3
10 , (3.10)



Capítulo 3. Métodos numéricos 40

τW = |β0 − β2|, (3.11)

β0 = 13
12(vi−2 − 2vi−1 + vi)2 + 1

4(vi−2 − 4vi−1 + 3vi)2,

β1 = 13
12(vi−1 − 2vi + vi+1)2 + 1

4(vi−1 − vi+1)2,

β2 = 13
12(vi − 2vi+1 + vi+2)2 + 1

4(3vi − 4vi+1 + vi+2)2.

(3.12)

Por fim, as aproximações polinomiais podem ser calculadas como

f0 = 2vi−2 − 7vi−1 + 11vi

6 ,

f1 = −vi−1 + 5vi + 2vi+1

6 ,

f2 = 2vi + 5vi+1 − vi+2

6 .

(3.13)

Deve-se notar que a equação (3.7) fornece uma aproximação para v−
i+1/2 com base

no estêncil de cinco pontos S = {vi−2,vi−1,vi,vi+1,vi+2}. Agora, para aproximar v+
i+1/2

deve-se usar S = {vi+3,vi+2,vi+1,vi,vi−1}.

Destaca-se que o procedimento apresentado fornece aproximações para f̂i+1/2 e,
de maneira análoga, poderiam ser obtidas aproximações para f̂i−1/2. Além disso, este
procedimento fornece uma aproximação para a derivada espacial da equação (2.8) e, para
resolvê-la, é necessário uma integração no tempo. Esta integração pode ser feita, por
exemplo, por meio do método de Runge-Kutta (RK) de terceira ordem (39)

u(1) = un + ΔtL(un),

u(2) = 3un + u(1) + ΔtL(u(1))
4 ,

un+1 = un + 2u(2) + 2ΔtL(u(2))
3 ,

(3.14)

onde os sobrescritos 1, 2, n e n + 1 representam, respectivamente, o primeiro e segundo
estágios, o passo de tempo atual e o próximo, Δt é o passo de tempo e L(·) é a aproximação
espacial.

No caso das equações de Euler unidimensionais (equação (2.10)), a forma mais
robusta de realizar a aproximação espacial é por meio da decomposição em variáveis
características (39). Após a decomposição, o procedimento é semelhante ao apresentado
anteriormente. Primeiro, calcula-se uci+1/2,m por uma média aritmética (39). Note que uc e o
subscrito m representam as componentes de U e deve ser entendido que os procedimentos
devem ser realizados para todas as suas componentes. Assim, é possível calcular os
autovalores e autovetores pelas equações (2.17) a (2.19) com base em (39) U i+1/2.
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Com os autovetores calculados, basta transformar as variáveis conservativas e o
fluxo nas variáveis características e seu fluxo (39)

V i = L(U i+ 1
2
)U i, H i = L(U i+ 1

2
)F (U i). (3.15)

Então, o procedimento apresentado anteriormente deve ser aplicado em cada uma
das componentes de V e H, para obter o fluxo numérico correspondente ĥ±

i+1/2,m, onde
m = 1, . . . ,3 para as equações de Euler unidimensionais (39). Note que, neste caso, α é o
maior dos autovalores de U , tomado em uma faixa de valores relevante.

Assim que as componentes ĥi+1/2,m forem calculadas, basta retornar às variáveis
conservativas (39)

F̂ i+ 1
2

= R(U i+ 1
2
)Ĥ i+ 1

2
, (3.16)

onde os vetores F̂ 1+1/2 e Ĥ i+1/2 armazenam as componentes f̂i+1/2,m e ĥi+1/2,m, respecti-
vamente.

Para as equações bidimensionais, o procedimento é o mesmo das equações unidi-
mensionais. Porém, deverá ser feito nas duas direções coordenadas.

3.2 Método dos volumes finitos

O FV será utilizado para resolver as equações linear de advecção e de Euler quase
unidimensionais e bidimensionais. O primeiro problema será resolvido por meio de FV
explícito e os demais por FV implícito. Primeiro, será apresentado o procedimento de
discretização para a equação de advecção linear e, na sequência, para as equações de Euler.

Novamente, considere malha uniforme e a equação (2.8). Porém, ao invés de
resolver esta equação, o FV resolve a integral da mesma (39)

du(xi,t)
dt

= −1
h

[
f(u(xi+1/2,t)) − f(u(xi−1/2,t))

]
, (3.17)

onde
u(xi,t) = 1

h

∫ xi+1/2

xi−1/2
u(φ,t)dφ (3.18)

é a média da propriedade no volume i e φ é uma variável auxiliar da integração.

A equação (3.17) é aproximada pelo seguinte esquema conservativo (39)

dui(t)
dt

= −1
h

(
f̂i+1/2 − f̂i−1/2

)
. (3.19)

O fluxo numérico para FV implícito é definido da seguinte forma (39)

f̂i+1/2 = l
(
u−

i+1/2,u
+
i+1/2

)
. (3.20)
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Note que u±
i+1/2 é obtido pelas mesmas aproximações WENO-Z e upwind, apresentadas

anteriormente. A função l representa um fluxo monótono. Dentre os fluxos monótonos, um
dos mais simples, porém, mais dissipativo é o fluxo de Lax-Friedrichs (39)

l(a,b) = 1
2 [f(a) + f(b) − α(b − a)] , (3.21)

onde α é o mesmo da partição de fluxo de Lax-Friedrichs (equação (3.2)).

A integração no tempo do FV explícito é a mesma do FD explícito, ou seja, é
feita pela equação (3.14).

Para o FV implícito, as equações de Euler quase unidimensionais são reescritas
como

∂(ρA)
∂t

+ ∂(ρuA)
∂x

= 0,

∂(ρuA)
∂t

+ ∂(ρuAu)
∂x

= −A
∂p

∂x
,∮

A
ρvH · dA = 0,

(3.22)

sendo v é o vetor de velocidades.

Na equação (3.22), a equação de conservação da energia está na forma integral,
pois é possível considerar que a entalpia total é constante para todo o escoamento. Para
tal, considere o volume de controle infinitesimal da FIGURA 13.

FIGURA 13 – VOLUME DE CONTROLE INFINITESIMAL.

dx

ρ
u

H
A

ρ + ∂ρ
∂x

u + ∂u
∂x

H + ∂H
∂x

A + ∂A
∂x

FONTE: O autor (2019).

Ao aplicar a equação de conservação da energia no volume infinitesimal, resulta

(ρ + ∂ρ

∂x
dx)(u + ∂u

∂x
dx)(H + ∂H

∂x
dx)(A + ∂A

∂x
dx) − ρuHA = 0, (3.23)

desprezando os produtos de derivadas e utilizando a regra da cadeia:

AHu
∂ρ

∂x
+ AHρ

∂u

∂x
+ Aρu

∂H

∂x
+ Hρu

∂A

∂x
= ∂

∂x
(ρuHA) = 0 (3.24)

Utilizando novamente a regra da cadeia e a equação de conservação da massa
(∂(ρuA)/∂x = 0), resulta

∂

∂x
(ρuHA) = H

∂

∂x
(ρuA) + ρuA

∂H

∂x
= ρuA

∂H

∂x
= 0, (3.25)
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ou ainda
∂H

∂x
= 0 e H = cte. (3.26)

Deste modo, não é necessário resolver numericamente a equação de conservação
da energia, pois é possível obter a temperatura por meio da entalpia total

H = cP T0 = cP T + u2

2 . (3.27)

Deve-se notar que H depende de cp e T0 e que T0 é constante em todo escoamento,
mesmo que esse contenha choques (10).

Para o escoamento 2D, a equação de conservação da Energia na forma diferencial
pode ser escrita da seguinte maneira (41)

∂

∂t
(ρE) + ∇ · (ρvH) = 0. (3.28)

Considerando escoamento em regime permanente, sistema de coordenadas cartesi-
ano e regra da cadeia, é possível escrever

∂

∂x
(ρuH) + ∂

∂y
(ρvH) = ρu

∂H

∂x
+ H

∂

∂x
(ρu) + ρv

∂H

∂y
+ H

∂

∂y
(ρv) = 0, (3.29)

inserindo a equação de conservação da massa (∂(ρu)/∂x + ∂(ρv)/∂y = 0) nessa última

ρu
∂H

∂x
+ ρv

∂H

∂y
= u

∂H

∂x
+ v

∂H

∂y
= 0, (3.30)

ou ainda (∂H/∂t = 0) (49),
DH

Dt
= 0. (3.31)

Estes resultados permitem apresentar um procedimento de solução das equações de
Euler onde não é necessário resolver a equação de conservação da energia para escoamentos
quase unidimensionais e bidimensionais.

Segundo Versteeg e Malalasekera (40), inicia-se o procedimento de discretização
por meio de uma integração das equações que se deseja resolver. Considerando malha
uniforme e integração no tempo totalmente implícita, o seguinte é válido para a equação
de conservação da massa unidimensional

∫ t+Δt

t

∫ x
i+ 1

2

x
i− 1

2

∂(ρA)
∂t

+ ∂(ρuA)
∂x

dxdt, (3.32)

hAi(ρi − ρ0
i ) + Δt

[
(ρuA)i+ 1

2
− (ρuA)i− 1

2

]
(3.33)

onde h = xi+1/2 − xi−1/2, i ± 1/2 representam as faces dos volumes e o sobrescrito 0 passo
de tempo anterior.
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Para aproximar as propriedades do escoamento, antes é necessário realizar uma
linearização para que os efeitos da velocidade e da massa específica sejam considerados, ou
seja, (van Doormaal(50), 1985 apud Marchi e Maliska(51), 1994)

ρuA = ρ∗uA + ρu∗A − ρ∗u∗A, (3.34)

onde o sobrescrito ∗ representa a iteração anterior.

A aproximação numérica será feita por meio do upwind, que para a massa específica
resulta

ρi+ 1
2

= ρi. (3.35)

Neste procedimento, o acoplamento entre as equações é tratado por meio do
algoritmo SIMPLEC, que transforma a equação de conservação da massa em uma equação
para a solução da correção da pressão por meio do seguinte (52)

ui+ 1
2

= u∗
i+ 1

2
− di+ 1

2
(p′

i+1 − p′
i), (3.36)

ρi = ρ∗
i + p′

i

RTi

, (3.37)

onde d é um coeficiente do SIMPLEC e p′ é o termo de correção da pressão. O coeficiente
e a pressão corrigida podem ser calculados por meio das seguintes equações (52)

di+ 1
2

= di + di+1

2 , (3.38)

di = Ai

au
i−1 + au

i + au
i+1

, (3.39)

p = p′ + p∗, (3.40)

onde au são os coeficientes do sistema linear resultante da discretização da QML; mais
detalhes serão apresentados no Capítulo 4.

Agora, a integração totalmente implícita da QML unidimensional para uma malha
uniforme fica ∫ t+Δt

t

∫ x
i+ 1

2

x
i− 1

2

∂(ρu)
∂t

+ ∂(ρuAu)
∂x

+ A
∂p

∂x
dxdt, (3.41)

h(ρiui − ρ0
i u

0
i ) + Δt

{[
(ρuAu)i+ 1

2
− (ρuAu)i− 1

2

]
+ Ai

(
pi+ 1

2
− pi− 1

2

)}
, (3.42)

onde a seguinte linearização se aplica

ρuAu = ρuAu∗, (3.43)
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ρi±1/2 e u∗
i±1/2 são conhecidos e calculados por meio das seguintes relações (53)

ρi+ 1
2

= ρi, (3.44)

u∗
i+ 1

2
=

[
−∑i −∑i+1 +hu0

i+ 1
2

ρ0
i Ai − ρ0

i+1Ai+1

Δt
− 2Ai+ 1

2
(pi+1 − pi)

]

(ai)i + (ai)i+1
, (3.45)

∑
i

= (au
i+1)iui+1 + (au

i−1)iui−1, (3.46)

∑
i+1

= (au
i+1)i+1ui+2 + (au

i−1)i+1ui, (3.47)

onde, por exemplo, (au
i )i implica em avaliar au

i no volume i e (au
i )i+1 implica em avaliar ai

no volume i + 1; note que (au
i )i+1 �= au

i+1.

A velocidade e a pressão na equação (3.42) são aproximadas por upwind e CDS,
que resultam (53)

ui+ 1
2

= ui, (3.48)

pi+ 1
2

= pi + pi+1

2 . (3.49)

Após a solução das equações, é preciso atualizar os campos das propriedades por
meio das equações (3.40), (3.50), (3.51) e (3.52) (53).

ui+ 1
2

= ui+ 1
2

− di+ 1
2
(p′

i+1 − p′
i) (3.50)

ui = ui − di
(p′

i+1 − p′
i−1)

2 (3.51)

ρ = ρ + p′

RT
(3.52)

Deve-se notar que o procedimento usado para obter as propriedades na face i−1/2
é análogo ao apresentado para a face i + 1/2 e não será detalhado.

O procedimento de discretização das equações bidimensionais de Euler é semelhante
ao apresentado para as equações unidimensionais de Euler e difere em três aspectos:
transformação do sistema de coordenadas, existência da QML na direção y e de termos
para representar o escoamento nessa direção.

Segundo Lomax, Pulliam e Zingg (38) e Ferziger e Perić (4), a discretização por FV
parte da forma integral das equações, e é genérica, ou seja, pode ser feita em qualquer tipo
de malha e geometria e é conservativa por natureza. Apesar de ser genérica, é interessante
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utilizar transformação de coordenadas para produzir um domínio computacional ortogonal
e uniforme, pois, desta forma, os processos de discretização e aproximações numéricas
são triviais (4, 40). Segundo Maliska (52), o procedimento de transformação ocorre em
duas etapas, a primeira transforma o sistema de coordenadas, por meio de relações
como as equações (3.53) a (3.55), e fornece as métricas da transformação. Após esta
etapa, transforma-se o modelo matemático e a discretização é feita a partir do modelo
transformado.

ξ = ξ(x,y,z) (3.53)

η = η(x,y,z) (3.54)

Γ = Γ(x,y,z) (3.55)

Os procedimentos apresentados para o FV implícito resultam em sistemas lineares
tridiagonais e pentadiagonais, que podem ser resolvidos iterativamente por métodos como
o TDMA (TriDiagonal Matrix Algorithm) (4, 40) e o MSI (Modified Strongly Implicit)
(54).

3.3 Condições de contorno

Neste trabalho, as condições de contorno serão aplicadas de quatro formas diferen-
tes: condições de contorno periódicas, de Dirichlet, de Neumann e procedimento Inverse
Lax-Wendroff (ILW) (55, 56). A primeira é a forma mais simples e necessita que a solução
seja periódica no domínio de cálculo, por exemplo, como mostra a FIGURA 14. Ainda,
observa-se que o valor do nó (ou volume) fictício à esquerda do primeiro real é igual ao
do último real. Assim, as condições de contorno podem ser aplicadas conforme equação
(3.56).

FIGURA 14 – EXEMPLO DE SOLUÇÃO PERIÓDICA.

u0

u1

0 1 N N+1

uN

uN+1

FONTE: O autor (2019).
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u0 = uN

uN+1 = u1
(3.56)

A condição de contorno de Dirichlet considera um valor fixo no contorno e a
propriedade no volume fictício pode ser obtida por meio de uma média aritmética ou
interpolação. Para a condição de contorno de Neumann, considera-se uma derivada no
contorno e a propriedade no volume fictício pode ser obtida por meio de uma aproximação
numérica (52).

O procedimento ILW será utilizado em conjunto com FD explícito e as equações
de Euler unidimensionais e quase unidimensionais. Por isso, o procedimento será detalhado
para estas equações.

Será utilizada uma expansão por série de Taylor para extrapolar as condições de
contorno para os nós fictícios (55)

(ucm)j =
4∑

k=0

(xj − xb)k

k! u∗(k)
m , (3.57)

onde uc
∗(k)
m é uma aproximação para a derivada de ordem k da componente m de U no

contorno e xb é a posição do contorno, conforme apresentado na FIGURA 15. Note que a
ordem dessa expansão é cinco. Discussões sobre a ordem da expansão serão apresentadas
nos Capítulos 4 e 5.

FIGURA 15 – EXEMPLO DA DISPOSIÇÃO DO NÓ FICTÍCIO.
0
xj xb

1

FONTE: O autor (2019).

É comum que o escoamento seja subsônico no contorno esquerdo de um bocal
convergente-divergente. Neste caso e considerando escoamento no sentido positivo de x, o
primeiro autovalor será negativo e os demais positivos. Como é um contorno de entrada
(inflow), devem ser impostas duas condições de contorno e deve se extrapolar uma variável
característica. Como o primeiro autovalor é negativo, extrapola-se a primeira componente
das variáveis características.

No caso do contorno esquerdo, serão fornecidas as componentes 1 e 2 do vetor
de variáveis conservativas, que possuem valores prescritos, e extrapolada a primeira
componente do vetor de variáveis características, ou seja (55)

uc
∗(0)
1 = ρl, (3.58)

uc
∗(0)
2 = ρlul, (3.59)
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uc
∗(0)
3 = v

∗(0)
1 − l1,1(U 1)uc

∗(0)
1 − l1,2(U 1)uc

∗(0)
2

l1,3
, (3.60)

onde o subscrito l representa a posição do contorno esquerdo, v∗(k)
m é uma aproximação

para a derivada de ordem k da componente m do vetor de variáveis características no
contorno e li são as componentes do autovetor à esquerda. Destaca-se que o autovetor à
esquerda pode ser obtido a partir do nó real mais próximo, no caso o 1 (55).

Para determinar as aproximações v∗(k)
m sugere-se o uso de polinômios interpola-

dores ou extrapolação do tipo WENO (55, 56); este último quando houver choques ou
descontinuidades.

Para obter uc
∗(1)
m , usa-se a própria equação diferencial para as componentes 1 e 2

do vetor de variáveis conservativas e a aproximação para v
∗(1)
1 , ou seja (55)

uc
∗(1)
2 = −g′

1 + S1(U ),

(γ − 1)uc
∗(1)
3 + 3 − γ

2

⎛
⎜⎝2uc

∗(0)
2

uc
∗(0)
1

uc
∗(1)
2 −

⎛
⎝uc

∗(0)
2

uc
∗(0)
1

⎞
⎠

2

uc
∗(1)
1

⎞
⎟⎠ = −g′

2 + S2(U ),

l1,1(U 1)uc
∗(1)
1 + l1,2(U 1)uc

∗(1)
2 + l1,3(U 1)uc

∗(1)
3 = v

∗(1)
1 ,

(3.61)

onde g′
1 e g′

2 são derivadas em relação ao tempo das condições de contorno das componentes
1 e 2 do vetor de variáveis conservativas. Como o escoamento é em regime permanente,
g′

1 = g′
2 = 0.

Para obter uc
∗(k)
m com k = 2, . . . ,4, é suficiente utilizar as aproximações v∗(k)

m , ou
seja (55, 56)

l1,1(U 1)uc
∗(k)
1 + l1,2(U 1)uc

∗(k)
2 + l1,3(U 1)uc

∗(k)
3 = v

∗(k)
1 ,

l2,1(U 1)uc
∗(k)
1 + l2,2(U 1)uc

∗(k)
2 + l2,3(U 1)uc

∗(k)
3 = v

∗(k)
2 ,

l3,1(U 1)uc
∗(k)
1 + l3,2(U 1)uc

∗(k)
2 + l3,3(U 1)uc

∗(k)
3 = v

∗(k)
3 .

(3.62)

Ao obter uc
∗(0)
m e resolver os sistemas das equações (3.61) e (3.62), os valores de

uc
∗(k)
m estarão determinados no contorno e os nós fictícios podem ser calculados por meio

da equação (3.57).

No contorno direito, o escoamento pode ser supersônico ou subsônico, se existir
um choque normal no divergente do bocal. No caso de escoamento supersônico e no sentido
positivo de x, os três autovalores serão positivos. Como é um contorno de saída (outflow),
devem ser extrapoladas as três componentes das variáveis características.

Primeiro, obtêm-se as aproximações v∗(k)
m para o contorno direito por meio de

polinômios interpoladores ou da extrapolação do tipo WENO e, após isso, calculam-se os
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valores de uc
∗(k)
m por meio do seguinte sistema linear (55, 56)

l1,1(UN)uc
∗(k)
1 + l1,2(UN)uc

∗(k)
2 + l1,3(UN)uc

∗(k)
3 = v

∗(k)
1 ,

l2,1(UN)uc
∗(k)
1 + l2,2(UN)uc

∗(k)
2 + l2,3(UN)uc

∗(k)
3 = v

∗(k)
2 ,

l3,1(UN)uc
∗(k)
1 + l3,2(UN)uc

∗(k)
2 + l3,3(UN)uc

∗(k)
3 = v

∗(k)
3 ,

(3.63)

com k = 0, . . . ,4.

Com os valores de uc
∗(k)
m determinados para o contorno direito, os nós fictícios

podem ser calculados por meio da equação (3.57).

No caso de escoamento subsônico e no sentido positivo de x, o primeiro autovalor
é negativo e os demais são positivos. Então, deve ser imposta uma condição de contorno,
que é prescrita, e devem ser extrapoladas duas variáveis características. Como o segundo e
terceiro autovalores são positivos, extrapolam-se a segunda e terceira componentes das
variáveis características.

Para obter uc
∗(0)
m , calcula-se

uc
∗(0)
1 = ρr, (3.64)

l2,1(UN)uc
∗(0)
1 + l2,2(UN)uc

∗(0)
2 + l2,3(UN)uc

∗(0)
3 = v

∗(0)
2 ,

l3,1(UN)uc
∗(0)
1 + l3,2(UN)uc

∗(0)
2 + l3,3(UN)uc

∗(0)
3 = v

∗(0)
3 ,

(3.65)

onde o subscrito r representa a posição do contorno direito.

Para obter uc
∗(1)
m , novamente, usa-se a própria equação diferencial para a compo-

nente 1 do vetor de variáveis conservativas e as aproximações para v
∗(1)
2 e v

∗(1)
3 . Lembrando

que estas aproximações foram obtidas por polinômios interpoladores, resulta (55)

uc
∗(1)
2 = S1(U ),

l2,1(UN)uc
∗(1)
1 + l2,2(UN)uc

∗(1)
2 + l2,3(UN)uc

∗(1)
3 = v

∗(1)
2 ,

l3,1(UN)uc
∗(1)
1 + l3,2(UN)uc

∗(1)
2 + l3,3(UN)uc

∗(1)
3 = v

∗(1)
3 .

(3.66)

Para obter uc
∗(k)
m com k = 2, . . . ,4, é suficiente utilizar as aproximações v∗(k)

m

(55, 56).

Ao obter uc
∗(0)
m e resolver os sistemas das equações (3.66) e (3.63) (com k = 2, . . . ,4),

os valores de uc
∗(k)
m estarão determinados no contorno direito e os nós fictícios podem ser

calculados por meio da equação (3.57).

Destaca-se que os valores de ρl, ul e ρr são obtidos com a solução analítica.

Em resumo, a condição de contorno periódica será aplicadas à equação de advecção
linear e equações de Euler bidimensionais resolvidas por FD explícito, as condições de
contorno de Dirichlet e de Neumann às equações de Euler quase unidimensionais e
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bidimensionais resolvidas por FV implícito e a técnica ILW será aplicada às equações de
Euler unidimensionais e quase unidimensionais resolvidas por FD explícito.

3.4 Verificação

Na área numérica existem mais de uma fonte de erro (1). Conforme citado
anteriormente, as principais são: erros de discretização, arredondamento e iteração. Para
cada fonte de erro existe uma estratégia para reduzi-la. Os erros de arredondamento são
reduzidos por meio do uso de precisão de cálculo elevada. Os erros de iteração são reduzidos
quando um processo iterativo atinge um grande número de iterações, isto, pois quando
a quantidade de iterações tende ao infinito a solução numérica tende à solução exata do
sistema de equações. Por fim, os erros de discretização podem, por exemplo, ser reduzidos
por meio de obtenção de solução em malhas mais finas e extrapolação (1).

Conforme citado em ASME (3), a verificação envolve avaliação e estimativa do
erro numérico em um processo sistemático de refino de malha. Esta análise é feita por
meio do próprio erro, estimativa do erro numérico ou ordens de acurácia. Para que sejam
obtidos resultados confiáveis, a ordem aparente pU deve se aproximar da ordem assintótica
(p0) monotonicamente em mais de três malhas (33, 3). A ordem assintótica depende dos
esquemas e aproximações utilizados e é obtida a priori, independentemente da solução
numérica (33, 57). Neste trabalho, os problemas terão solução analítica ou exata e, portanto,
a ordem efetiva será utilizada ao invés da ordem aparente.

As análises de erro e de ordem serão feitas em todo o campo de solução por meio
da média da norma L1, que pode ser calculada como

L1m
g = 1

N

N∑
i=1

|Eh
m
g,i|, (3.67)

com
Eh

m
g,i = uanalítico

i − um
g,i, (3.68)

onde Eh é o erro numérico, os sobrescritos “analítico” e m representam a solução analítica
ou exata e o nível de CRE e o subscrito g o nível de malha. Note que m = 0 representa a
solução numérica sem a aplicação de CRE. Para facilitar a leitura, a solução numérica
sem a aplicação de CRE não possuirá sobrescrito.

A ordem efetiva pode ser calculada como

pE
m
g =

log10 (L1m
g−1/L1m

g )
log10 (r) , (3.69)

onde r = hg−1/hg é a razão de refino.

Os comportamentos do erro e das ordens esperados são apresentados nas FIGURAS
16 e 17. Nestas últimas, é possível observar erros de ordem assintótica um e dois e
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comportamentos sub e superconvergentes das ordens (1). Espera-se que, independente da
aproximação numérica, os erros e ordens apresentem comportamento qualitativamente
semelhante.

FIGURA 16 – COMPORTAMENTO ESPERADO PARA O MÓDULO DOS ERROS NUMÉ-
RICOS.
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FONTE: O autor (2019).

FIGURA 17 – COMPORTAMENTOS ESPERADOS PARA A ORDEM EFETIVA.
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FONTE: O autor (2019).
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3.5 Extrapolação de Richardson

A RE tem como base a hipótese de que as soluções discretas têm uma representação
por série em função do tamanho da partição (nó ou volume). Por exemplo, (57)

u = uanalítico + c1h
p0 + c2h

p1 + c3h
p2 + O(hp3), (3.70)

sendo pv, com v = 0, . . ., são as ordens verdadeiras do erro e dependem dos esquemas e
aproximações numéricas. Para a aproximação upwind, pv = 1,2,3, . . ., e para a WENO-Z,
pv = 5,6,7, . . . (1, 48).

Conforme a malha é refinada (h → 0), o primeiro termo de h passa a dominar
sobre os demais e a solução numérica pode ser representada como (1)

u = u∞ + c1h
pv , (3.71)

sendo que u∞ pode ser entendido como uma aproximação para a solução analítica ou exata
ou como a solução extrapolada.

Caso as soluções numéricas em duas malhas distintas estejam calculadas, u∞ pode
ser determinada como

u∞,g,i = ug,i + ug,i − ug−1,i

rpv − 1 . (3.72)

Roache e Knupp (30) desenvolveram um procedimento com base na equação (3.72)
para o campo de solução, chamado de CRE, usando FD e uma malha com nós coincidentes.
Uma vez que a malha possui nós coincidentes, eles propuseram

u∞,g,i = ug,i + Ci, (3.73)

com a seguinte correção
Ci = ug,i − ug−1,i

rpv − 1 , (3.74)

para nós coincidentes (por exemplo, veja os nós u1,i−3, u2,i−3 e u3,i−3 da FIGURA 18) e

Ci = Ci+1 + Ci−1

2 , (3.75)

para os demais nós (por exemplo, veja o nó u3,i−2 da FIGURA 18).

Considere a CRE com repetição. A FIGURA 18 apresenta três malhas diferentes
com r = 2 e a solução numérica sem CRE. Deseja-se avaliar a ordem de acurácia no nó i

com dois níveis de CRE.

O erro de uma aproximação numérica de primeira ordem em um nó (ou volume)
genérico (e.g., i − 3, i − 1, i e i + 1) pode ser avaliado por meio das seguintes expansões
por série de Taylor (h3 = h2/2 = h1/4 = h/4, uma vez que r = 2)

u3,i − uanalítica
i = c1,i

h

4 + c2,i

(
h

4

)2

+ c3,i

(
h

4

)3

+ O(h4), (3.76)
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FIGURA 18 – MALHA COM NÓS COINCIDENTES, TRÊS NÍVEIS DE MALHA E r = 2.

g = 3
u3,i−3 u3,i−2 u3,i−1 u3,i u3,i+1

g = 2
u2,i−3 u2,i−1 u2,i+1

g = 1
u1,i−3 u1,i+1

FONTE: O autor (2019).

u2,i − uanalítica
i = c1,i

h

2 + c2,i

(
h

2

)2

+ c3,i

(
h

2

)3

+ O(h4), (3.77)

u1,i − uanalítica
i = c1,ih + c2,ih

2 + c3,ih
3 + O(h4). (3.78)

Para o primeiro nível de CRE, tem-se

u1
2,i−3 − uanalítica

i−3 = −c2,i−3
h2

2 − 3c3,i−3
h3

4 + O(h4), (3.79)

u1
2,i+1 − uanalítica

i+1 = −c2,i+1
h2

2 − 3c3,i+1
h3

4 + O(h4). (3.80)

Uma vez que c1,i é uma função de uanalítica
i , ela também é contínua ou contínua

por partes. Então, é possível expandir c1,i−3 e c1,i+1 como

c1,i−3 = c1,i−1 − c
(1)
1,i−1

h

2 + c
(2)
1,i−1

h2

8 + O(h3), (3.81)

c1,i+1 = c1,i−1 + c
(1)
1,i−1

h

2 + c
(2)
1,i−1

h2

8 + O(h3), (3.82)

usando a mesma ideia em outros termos, pode-se escrever

u1
2,i−1 − uanalítica

i−1 = −c2,i−1
h2

2 − (c(2)
1,i−1 + 12c3,i−1)

h3

16 + O(h4), (3.83)

u1
3,i−1 − uanalítica

i−1 = −c2,i−1
h2

8 − 3c3,i−1
h3

32 + O(h4), (3.84)

u1
3,i+1 − uanalítica

i+1 = −c2,i+1
h2

8 − 3c3,i+1
h3

32 + O(h4), (3.85)

u1
3,i − uanalítica

i = −c2,i
h2

8 − (c(2)
1,i + 12c3,i)

h3

128 + O(h4). (3.86)

Agora, para o segundo nível de CRE

u2
3,i−1 − uanalítica

i−1 = (c(2)
1,i−1 + 6c3,i−1)

h3

48 + O(h4), (3.87)



Capítulo 3. Métodos numéricos 54

u2
3,i+1 − uanalítica

i+1 = c3,i+1
h3

8 + O(h4), (3.88)

u2
3,i − uanalítica

i = c2,i
h2

4 + (c(2)
1,i + 72c3,i)

h3

128 + O(h4), (3.89)

onde pode-se observar que a ordem de acurácia na malha 3, segundo nível de CRE e nó i

é 2. Isso é um problema, pois o procedimento da CRE não conseguirá remover este termo
de segunda ordem do erro após o primeiro nível.

Observa-se, ainda, que os Ci para nós não coincidentes (equação (3.75)) são
aproximações de segunda ordem. Uma possível solução para o limite de ordem seria o uso
de aproximações de ordens superiores para o cálculo de Ci. Porém, isso deve ser feito para
cada nó não coincidente e em cada nível de CRE.

A solução mais eficiente, para se obter ordens mais altas com CRE e sua repetição,
seria usar a equação (3.72) apenas nos nós coincidentes (e.g., nós i − 3 e i + 1 da FIGURA
18), e usar aproximações de alta ordem para outros pontos com uma interpolação polinomial
adequada. Infelizmente, esta solução não é válida para uma malha sem nós coincidentes.
Portanto, uma abordagem deve ser desenvolvida para aumentar a acurácia de soluções
numéricas nestes tipos de malha.

3.6 Polinômios interpoladores e regressão

Destacam-se duas ferramentas para este estudo: interpolação polinomial por
Diferenças Divididas de Newton (DDN) e regressão polinomial múltipla. A primeira possui
a vantagem de não necessitar de pontos ordenados para a construção do polinômio. Sua
forma geral é apresentada na equação (3.90) (6).

fn(x) = b0 + b1(x − x0) + · · · + bn(x − x0)(x − x1)(x − xn−1), (3.90)

onde fn é o polinômio resultante da aproximação, x a posição e b os coeficientes das
diferenças divididas, apresentados nas equações (3.91) a (3.93). As diferenças divididas
são calculadas conforme equação (3.94) e (3.95) (6).

b0 = f(x0) (3.91)

b1 = f [x1,x0] (3.92)

bn = f [xn,xn−1, · · · ,x1,x0] (3.93)

f [xi,xj] = f(xi) − f(xj)
xi − xj

(3.94)
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f [xn,xn−1, · · · ,x1,x0] = f [xn,xn−1, · · · ,x1] − f [xn−1,xn−2, · · · ,x0]
xi − xj

(3.95)

Chapra e Canale (6) apresentam uma metodologia para se aplicar regressão linear
múltipla, que é útil quando se possuem duas ou mais variáveis independentes. Neste
trabalho será considerado que u (representando uma propriedade qualquer do escoamento)
dependerá de x e y no problema bidimensional e será buscada uma regressão múltipla com
base em um polinômio de grau 4. Para tal, considere a seguinte equação

u =a0 + a1x + a2y + a3x
2 + a4y

2 + a5xy + a6x
3 + a7y

3 + a8x
2y+

a9xy2 + a10x
4 + a11y

4 + a12x
3y + a13xy3 + a14x

2y2
(3.96)

Os coeficientes serão obtidos por meio do resíduo ao quadrado e suas derivadas
em relação a cada um dos coeficientes (6), ou seja,

Sr =
N∑

i=1
[(ui − (a0 + a1x + a2y + a3x

2 + a4y
2 + a5xy + a6x

3 + a7y
3+

a8x
2y + a9xy2 + a10x

4 + a11y
4 + a12x

3y + a13xy3 + a14x
2y2)]2,

(3.97)

∂Sr

∂ai

, i = 0, . . . ,14. (3.98)

Ao igualar as equações da equação (3.98) a zero resultará um sistema linear, que
terá como incógnitas os coeficientes da equação (3.96) (6) e este sistema pode ser resolvido
por qualquer método de solução de sistemas lineares.

3.7 Fechamento

Nesse capítulo foram apresentados as discretizações por FD e FV explícito e
implícito, o tratamento das condições de contorno, estratégias de verificação, conceitos
da RE, que o uso repetido da RE possui um limite de ordem e técnicas de interpolação
e regressão polinomial. Com os métodos apresentados, é possível discretizar os modelos
matemáticos e resolvê-los numericamente. Com a solução dos modelos, é possível reduzir
os erros numéricos com a RE e, então, verificar os resultados. As metodologias usadas na
solução dos modelos matemáticos, na aplicação da RE e na verificação serão apresentadas
no Capítulo 4.
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4 METODOLOGIA

Neste capítulo serão apresentadas as metodologias para aplicar a CRRE em
diferentes situações e a metodologia utilizada para resolver os problemas numericamente.
Primeiro serão apresentados três procedimentos diferentes para a aplicação da CRRE: em
soluções suaves, com onda de choque e em malhas bidimensionais. Após isso, detalhes
sobre o problema da EAL, do escoamento de Rayleigh, das equações de Euler Q1D e, por
fim, das equações de Euler 2D.

4.1 Extrapolação de Richardson completa e repetida

Uma possível tentativa para aumentar a acurácia, em malhas que não possuam
nós coincidentes, seria a combinação de três nós (ou volumes) e uma correção, de maneira
similar ao procedimento original da CRE. Porém, uma correção com ordem de acurácia
fixa deve impor um limite de ordem no procedimento da CRRE. Outra possibilidade
seria a combinação de mais de três nós (ou volumes) para alcançar ordens mais elevadas.
No entanto, ordens mais elevadas exigem uma maior quantidade de nós (ou volumes) e,
portanto, um maior sistema linear para ser resolvido. Destaca-se que este sistema pode
não ter solução. Assim, a forma mais simples, porém, não necessariamente mais eficiente,
seria o uso de repetição com polinômios interpoladores.

Considere uma malha uniforme e a equação

um
g,i = um−1

g,i +
um−1

g,i − um−1
g−1,i

rpm−1 − 1 , com m < g, (4.1)

sendo G é a quantidade disponível de malhas. Note que o primeiro nível de CRE (m = 1)
depende da solução numérica m = 0.

De acordo com com a equação (4.1), são necessários o nó (ou volume) da malha
fina (g) e seu equivalente na malha grossa (g − 1), ou seja, são necessários um−1

g,i e um−1
g−1,i.

A obtenção do nó (ou volume) equivalente na malha grossa pode ser feita por meio de
polinômios interpoladores.

Considere um polinômio unidimensional pd(x), obtido por DDN, de grau d =
li + ri = pG−1 − 1, onde li é a quantidade de pontos à esquerda de i e ri é a quantidade de
pontos à direita de i, que satisfaz pd(xj) = um−1

g−1,j com j = i − li, . . . i + ri e i = 1, . . . ,N ,
sendo N a quantidade de nós (ou volumes). Os valores de li e ri dependem do grau do
polinômio e da proximidade de i em relação aos contornos. Sugere-se o uso de li = ri,
quando possível, pois permite uma aproximação central.

Observa-se que o grau do polinômio deve ser, pelo menos, igual a ordem esperada
do último nível de extrapolação (d = pG−1 −1). Por exemplo, caso a aproximação numérica
possua ordens verdadeiras 1,2,3, . . . e estejam disponíveis 10 malhas, o grau do polinômio
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deverá ser d = p9 − 1 = 10 − 1 = 9. Esta imposição deve ser atendida, pois com um grau
menor os erros de ordem mais baixa, inseridos pela interpolação polinomial, não seriam
removidos pela CRRE.

Com estes polinômios, é possível realizar a interpolação e obter nós (ou volumes)
equivalentes na malha grossa e, então, a extrapolação pode ser calculada com a equação
(4.1). Ainda, CRRE é uma aplicação recursiva de CRE e pode ser resumida conforme a
TABELA 2.

TABELA 2 – EXTRAPOLAÇÕES DE u.

nível de malha (g) nível de extrapolação (m)
0 1 2 3 4

1 u1,i - - - -
2 u2,i u1

2,i - - -
3 u3,i u1

3,i u2
3,i - -

4 u4,i u1
4,i u2

4,i u3
4,i -

5 u5,i u1
5,i u2

5,i u3
5,i u4

5,i

CRE CRRE
FONTE: O autor (2019).

O algoritmo para calcular a CRRE, em soluções suaves e no nível m, é apresentado
na sequência. Para g = m + 1, . . . ,G:

1. Obter um nó (ou volume) equivalente na malha grossa (um−1
g−1,i) com um polinômio

de grau pG−1 − 1.

2. Calcular a CRE com a equação (4.1).

O escoamento de fluido compressível está sujeito a descontinuidades e choques, que
são fenômenos desafiadores em métodos numéricos. Uma das mais populares aproximações
numéricas, usada para capturar choques em equações de conservação, como as equações de
Euler, é a WENO. Por meio de combinações de aproximações ponderadas em diferentes
subestênceis, essa aproximação consegue manter alta ordem de acurácia suficientemente
longe do choque ou descontinuidade. Dito isso, propõe-se o uso da ideia da WENO com a
CRE para aumentar a acurácia de soluções não suaves.

Para reduzir o erro numérico, a CRRE deve ser calculada a uma certa distância
da onda de choque, pois o comportamento dos erros nesta região é não monótono. Isso
será feito por meio dos indicadores de suavidade da WENO e da estimativa de erro de
Richardson. Está última pode ser calculada por meio do seguinte (1)

Uri
m
g,i =

um−1
g,i − um−1

g−1,i−1

rpm−1 − 1 . (4.2)

A solução será suave se

P = βg

βf + ε
≤ 2 + 21+1/p2

v , (4.3)
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onde ε = 1E − 16 para evitar divisão por zero.

Os indicadores de suavidade βf e βg podem ser calculados por meio da equação
(4.4), a única diferença são os estênceis utilizados para obter f̂ (48). Os nós i − 4, i − 2, i,
i + 2 e i + 4 formam o estêncil de f̂g e os nós i − 2, i − 1, i, i + 1 e i + 2 formam o estêncil
de f̂f , conforme apresentado na FIGURA 19.

β =
4∑

i=1
h2i−1

⎛
⎝dif̂

dxi

⎞
⎠

2

, (4.4)

com
f̂ = a4x

4 + a3x
3 + a2x

2 + a1x + a0. (4.5)

FIGURA 19 – EXEMPLO DE ESTÊNCEIS PARA f̂g E f̂f .

f̂g

f̂f

i−4 i−2

i−2 i−1
i

i i+1

i+2

i+2

i+4

FONTE: O autor (2019).

Mesmo com a restrição imposta pela equação (4.3), a CRRE poderia ser calculada
em nós (ou volumes) com uma grande magnitude de erro. Para evitar tal situação, a
CRRE será calculada em nós (ou volumes) onde a equação (4.3) é satisfeita e a estimativa
de erro de Richardson é menor do que no nível anterior. Nota-se que quando m = 0 não
há estimativa de erro e, portanto, usa-se um valor elevado e arbitrário para U0

ri.

O algoritmo desenvolvido para calcular a CRRE em soluções com choques, no
nível m e para g = G, . . . ,m + 1 está descrito na sequência.

1. Calcular P com a equação (4.3) em todos os nós (ou volumes).

2. Encontrar o início (bs) e o fim (es) da região não suave.

3. Para i = 1, . . . ,N :

a. Se i estiver entre bs e es, usar o valor do nível anterior (um
g,i = um−1

g,i ) e sair do
ciclo.

b. Obter um nó (ou volume) equivalente na malha grossa (um−1
g−1,i) com um polinômio

de grau pG−1 − 1 evitando nós (ou volumes) dentro da região não suave.

c. Calcular a CRE com a equação (4.1).

d. Se |Uri
m
g,i| > |Uri

m−1
g,i |, usar o valor do nível anterior (um

g,i = um−1
g,i ).

Para o problema bidimensional, a CRRE será testada apenas em soluções suaves.
Considere uma malha não uniforme para o FV, apresentada na FIGURA 20. Nota-se que,
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FIGURA 20 – EXEMPLO DE MALHA BIDIMENSIONAL NÃO UNIFORME.
y

x

g − 1
g

FONTE: O autor (2019).

apesar de possuir volumes coincidentes, não é possível fixar x ou y para que sejam feitas
interpolações em cada uma dessas direções com polinômio de grau elevado.

É comum encontrar procedimentos para interpolação multidimensional de graus
baixos. Porém, a CRRE exige polinômios de grau pG−1 − 1, ou seja, a ordem verdadeira
relativa ao nível máximo de CRE. Com o intuito de atingir um grau de polinômio mais
elevado, será usada a regressão polinomial múltipla.

Considerando o procedimento apresentado na Seção 3.6 com n = 50, será ajustado
um polinômio de grau quatro com base nos 50 nós (ou volumes) mais próximos, na malha
grossa, do nó (ou volume) que se deseja obter na malha fina. Após o ajuste por regressão
polinomial múltipla, CRE será aplicado conforme equação (4.1). Destaca-se que este
procedimento é válido apenas para soluções sem choques.

4.2 Equação de advecção linear

Para a solução da equação de advecção linear (EAL), foi considerada a malha
uniforme da FIGURA 21, que resultou da seguinte discretização

xi = xl + h
(

i − 1
2

)
, i = 1, . . . ,N, (4.6)

N = Ni2g−1, g = 1, . . . ,G, (4.7)
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com h = (xr − xl)/2, onde xl = −1 e xr = 1 são os extremos esquerdo e direito do domínio,
G = 12 e Ni = 20 é a quantidade de nós da primeira malha.

FIGURA 21 – EXEMPLO DE MALHA UNIFORME.

xl

1 2 N − 1 N

xr

FONTE: O autor (2019).

A condição inicial para a equação de advecção linear, quando resolvida por FD,
foi calculada da seguinte forma

u(x) = 1
4 + sen(πx)

2 , (4.8)

deste modo, a solução analítica pode ser calculada como

u(x) = 1
4 + sen[π(x − tf )]

2 , (4.9)

onde tf = 1 s é o tempo final.

Quando resolvida pelo FV, a condição inicial se torna

u(xi) = 1
h

∫ xi+1/2

xi−1/2

1
4 + sen(πφ)

2 dφ, (4.10)

com a seguinte solução analítica

u(xi) = 1
h

∫ xi+1/2

xi−1/2

1
4 + sen[π(φ − tf )]

2 dφ. (4.11)

Para a integração no tempo, o passo de tempo foi definido como (39)

Δt = hCFL
λ

, (4.12)

onde CFL é o número de Courant–Friedrichs–Lewy e lembrando que λ = 1 para a equação
de advecção linear. Destaca-se que o CFL é arbitrário e foi usado um valor de 0,5, pois
permitiu resultados estáveis em testes iniciais.

Por ser um problema simples e periódico, foram usadas as condições de contorno
periódicas, que resulta

u0 = uN , (4.13)

sendo u0 é um nó fictício, usado para facilitar a imposição da condição de contorno.

A solução numérica foi obtida ao usar o procedimento apresentado na Seção 3.1,
a integração no tempo por RK foi realizada até que o tf tivesse sido atingido.

A quantidade de níveis disponíveis para a aplicação da CRE foi G − 1 = 11 para a
aproximação upwind e G−1 = 9 para a WENO-Z. Como a solução é suave, o procedimento
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para CRRE foi aquele para soluções suaves. Os erros numéricos foram avaliados pela
norma L1 e sua ordem efetiva.

Com o intuito de verificar o desempenho da CRRE com aproximações de alta
ordem, a equação de advecção linear também foi resolvida com a WENO-Z e FD. As
únicas diferenças foram a necessidade de adicionar mais nós fictícios e o cálculo do passo
de tempo. Como a solução é periódica, os nós fictícios podem ser calculados conforme o
seguinte

u−2 = uN−2, u−1 = uN−1, u0 = uN ,

uN+1 = u1, uN+2 = u2, uN+3 = u3.
(4.14)

Para que a ordem no tempo acompanhe a ordem espacial, é necessário usar um
método de integração de ordem superior ou modificar o passo de tempo. Este último é
mais fácil de ser feito e foi realizado da seguinte forma

Δt = min
(

hCFL
λ

,h5/3
)

. (4.15)

4.3 Escoamento de Rayleigh

Para a solução do escoamento de Rayleigh (1D), calor foi removido do escoamento
para manter a condição de escoamento supersônico. Foi considerada a malha uniforme
da FIGURA 21, que resultou da discretização apresentada nas equações (4.6) e (4.7),
com G = 10 e Ni = 20. As condições de entrada e outros parâmetros do escoamento são
apresentados na TABELA 3 e representam o escoamento do ar como um gás ideal em um
duto arbitrário de seção constante.

TABELA 3 – CONDIÇÕES DE ENTRADA E
PARÂMETROS DO PROBLEMA
1D.

R [J/(kgK)] 286,9 M 1,3
γ 1,4 T [K] 400
q [J/kg] −5 · 104 p [MPa] 0,20265
xl [m] 0 ρ [kg/m3] p/(RT )
xr [m] 0,2 u [m/s] M

√
γp/ρ

FONTE: O autor (2019).

Com os valores de M , T e p na entrada do domínio e a quantidade de calor adici-
onada ao escoamento (q), é possível calcular a solução analítica por meio do procedimento
apresentado na Seção 2.3.2. Como este problema foi resolvido em regime permanente, a
solução analítica foi usada como estimativa inicial e o avanço no tempo foi realizado até
que o critério de convergência tivesse sido satisfeito. O passo de tempo foi obtido por meio
da equação (4.12), onde λ é o maior dos autovalores em módulo de todo o domínio de
cálculo.
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O critério de convergência teve como base a variação de U entre os passos de
tempo. Quando esta variação atingiu o erro de máquina, o procedimento de cálculo foi
executado até que a quantidade de passos fosse aproximadamente o dobro de quando o
erro de máquina foi atingido.

As condições de contorno foram aplicadas com o procedimento ILW, descrito na
Seção 3.3. Neste caso, o contorno esquerdo é supersônico e foi necessário informar três
condições de contorno. Com a solução analítica, U l é conhecido no contorno. Como a
aproximação numérica usada no interior do domínio foi de ordem um, é suficiente que a
expansão por série de Taylor tenha ordem um. Deste modo, U 0 = U l.

No contorno direito não é necessário impor nenhuma condição de contorno, con-
forme discutido na Seção 3.3. Deve-se notar que, apesar de aproximação numérica usada
no interior do domínio ser de ordem um, foi necessário utilizar uma aproximação de ordem
5 para que CRRE apresentasse um bom desempenho.

A solução numérica foi obtida ao usar o procedimento apresentado na Seção 3.1
para sistemas de equações não lineares e a integração no tempo por RK foi realizada até que
o critério de convergência tivesse sido satisfeito. A quantidade de níveis disponíveis para a
aplicação da CRE foi G − 1 = 9. Como a solução é suave, foi utilizado o procedimento
CRRE para soluções suaves. Os erros numéricos foram avaliados pela norma L1 e sua
ordem efetiva.

4.4 Equações de Euler quase unidimensionais

O escoamento quase unidimensional (Q1D) isentrópico foi resolvido pelo FD e FV
e o escoamento com onda de choque apenas pelo FD. Para estes problemas, foi considerada
a malha uniforme da FIGURA 21, que resultou da discretização apresentada nas equações
(4.6) e (4.7), com G = 10 e Ni = 20. A geometria do bocal convergente-divergente está
representada na FIGURA 22 e sua área foi calculada a partir da equação (4.16). As
condições de entrada e outros parâmetros do escoamento são apresentadas na TABELA 4.
Note que a pressão na saída (pex) é necessária apenas para o escoamento com onda de
choque e que estes parâmetros representam um escoamento de ar como um gás ideal.

A(x) = π[(x − xth)2 + rth]2, (4.16)

onde xth e rth são a posição e o raio da garganta.

A solução exata do problema isentrópico foi obtida com base na área do bocal,
os valores de p0 e T0 e o procedimento apresentado na Seção 2.3.3. Como este problema
foi resolvido em regime permanente, a solução exata foi usada como estimativa inicial e o
avanço no tempo foi realizado até que o critério de convergência tivesse sido satisfeito. O
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FIGURA 22 – GEOMETRIA DO BOCAL CONVERGENTE-DIVERGENTE.
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FONTE: O autor (2019).

TABELA 4 – CONDIÇÕES DE ENTRADA
E PARÂMETROS DO PRO-
BLEMA Q1D.

xl [m] 0 γ 1,4
xr [m] 0,5 p0 [MPa] 0,2
xth [m] 0,25 T0 [K] 800
rth [m] 0,05 ρ0 [kg/m3] p0/(RT0)
R [J/(kgK)] 286,9 pex [MPa] 0,101325

FONTE: O autor (2019).

passo de tempo foi obtido por meio da equação (4.12), com a mesma ideia do escoamento
1D.

Para o FD, o critério de convergência utilizado foi o mesmo do escoamento 1D e
as condições de contorno também foram aplicadas por meio do ILW, conforme apresentado
na Seção 3.3. Apesar da aproximação numérica usada no interior do domínio ter sido de
ordem um, foi necessário utilizar uma aproximação de ordem 5 em ambos os contornos
para que a CRRE apresentasse bom desempenho.

A solução numérica foi obtida ao usar o procedimento apresentado na Seção 3.1
para sistemas de equações não lineares. A integração no tempo por RK foi realizada até
que o critério de convergência tivesse sido satisfeito. A quantidade de níveis disponíveis
para a aplicação da CRE foi G − 1 = 9. Como a solução é suave, o procedimento de CRRE
foi aquele para soluções suaves. Os erros numéricos foram avaliados pela norma L1 e sua
ordem efetiva.

Para o FV, o critério de convergência é semelhante ao apresentado para o FD. A
diferença é que serão acompanhadas as variações de p, ρ, T e u.

No contorno esquerdo, a pressão foi imposta e a velocidade extrapolada. Para isto,
o valor da pressão no volume fictício foi calculado com base na solução analítica e foi usada
interpolação de grau cinco para obter o valor da velocidade no volume fictício. Destaca-se
que a pressão no contorno possui um valor constante para todas as iterações, deste modo,
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p′
0 = 0. A temperatura foi calculada com base na entalpia total e na velocidade e a massa

específica com base na temperatura e na pressão.

No contorno direito, a correção da pressão e a velocidade foram extrapoladas.
Para isso, foram usadas interpolações de grau cinco para obter os valores da velocidade e
correção da pressão no volume fictício. Temperatura e massa específica foram obtidas da
mesma forma que para o contorno esquerdo.

As velocidades nos contornos, necessárias para realizar os cálculos, foram obtidas
com um polinômio de grau cinco.

Com as aproximações apresentadas na Seção 3.2 para FV implícito, a discretização
das equações quase unidimensionais de Euler podem ser escritas na forma

aφ
i,1φi−1 + aφ

i,2φi + aφ
i,3φi+1 = bφ

i , (4.17)

onde φ representa a velocidade u ou a correção da pressão p′, a são os coeficientes do
sistema linear e b os termos fontes.

Os coeficientes e termos fontes para u, decorrentes das aproximações utilizadas
e condições de contorno, são apresentados nas equações (4.18) e (4.19) para os volumes
fictícios à esquerda e à direita e volumes reais, respectivamente.

au
i,1 = au

i,3 = 0,

au
i,2 = 1,

bu
i = ufic, i = 0 ou i = N + 1,

(4.18)

onde ufic é calculado com base em u nos volumes reais mais próximos ao fictício por um
polinômio de grau cinco.

au
i,1 = ρi− 1

2
ui− 1

2
Ai− 1

2
,

au
i,3 = 0,

au
i,2 = ρ0

i Aih

Δt
− (ai−1 + ai+1),

bu
i = ρ0

i Aihu0
i

Δt
+ Ai

pi+1 − pi−1

2 , i = 1, . . . ,N.

(4.19)

Note que, nestas últimas equações, A representa a área do bocal. Agora, os
coeficientes e termos fontes para p′ são apresentados nas equações (4.20) a (4.22).

ap
0,1 = ap

0,3 = 0
ap

0,2 = 1
bp

0 = 0

(4.20)
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ap
i,1 = −ρi− 1

2
di− 1

2
Ai− 1

2
−

ui− 1
2
Ai− 1

2

RTi−1
,

ap
i,3 = −ρi+ 1

2
di+ 1

2
Ai+ 1

2
,

ap
i,2 =

Aih
Δt

+ ui+ 1
2

+ Ai+ 1
2

RTi

+ ρi− 1
2
di− 1

2
Ai− 1

2
+ ρi+ 1

2
di+ 1

2
Ai+ 1

2
,

bp
i = −

(
Aih(ρi − ρ0

i )
Δt

+ ρiui+ 1
2
Ai+ 1

2
− ρi−1, ui− 1

2
Ai− 1

2

)
, i = 1, . . . ,N.

(4.21)

ap
N+1,1 = ap

N+1,3 = 0,

ap
N+1 = 1,

bp
N+1 = p′

fic,

(4.22)

onde p′
fic é calculado com base em p′ nos volumes reais mais próximos ao fictício por um

polinômio de grau cinco.

Os coeficientes do método SIMPLEC para os volumes fictícios e os contornos do
domínio podem ser calculados por meio do seguinte

d0 = dN+1 = 0, (4.23)

d1/2 = d1, dN+1/2 = dN−1. (4.24)

Os sistemas lineares, formados pelos coeficientes e termos fontes da velocidade e
da pressão, foram resolvidos pelo método TDMA até que o critério de convergência tivesse
sido atingido.

O problema Q1D com onda de choque normal possui poucas características
diferentes do problema isentrópico. A primeira diferença está na forma de cálculo da
solução exata, pois o problema com choque precisa do valor da pressão na saída (TABELA
4), para o cálculo da área crítica à jusante do choque. Com esta última, pressão e massa
específica totais à jusante do choque, é possível calcular a solução exata do escoamento
com choque, que foi utilizada como estimativa inicial.

O critério de convergência é o mesmo do problema isentrópico, resolvido por FD,
e as condições de contorno são tratadas conforme apresentado na Seção 3.3. Porém, ao
invés de utilizar a extrapolação do tipo WENO, foi utilizado um polinômio de ordem baixa
para as primeiras duas malhas e ordem 5 para as demais. Isto foi realizado, pois em testes
preliminares a CRRE apresentou limite de ordem, quando foi usada a extrapolação do
tipo WENO. A ordem foi reduzida para as primeiras duas malhas, pois o choque estava
causando oscilações nas proximidades do contorno.

O problema da onda de choque também foi resolvido com a aproximação WENO-Z,
com o intuito de comparar esta última com a CRRE. Para a WENO-Z, a diferença está na
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necessidade de nós fictícios adicionais e no passo de tempo, conforme discussão da Seção
4.2. A expansão por série de Taylor é a mesma para os fictícios adicionais, o que muda é a
posição do nó fictício. Neste caso, foi utilizada a extrapolação do tipo WENO (55).

Para o problema Q1D, a quantidade de níveis de CRE foi G−1 = 9. Nos problemas
com solução isentrópica, o procedimento de CRRE para soluções suaves foi aplicado e
foram calculadas a norma L1 e sua ordem efetiva. Nos problemas com onda de choque
normal foi aplicado o procedimento de CRRE para soluções com choque, apenas para a
a aproximação upwind. A norma L1 e sua ordem efetiva foram calculadas para a região
suave. O procedimento para determinar esta região é aquele apresentado no algoritmo da
Seção 4.1. Também foram calculadas a norma L1 e sua ordem efetiva na região à montante
da onda de choque.

4.5 Equações de Euler bidimensionais

As equações de Euler bidimensionais (E2D) servem de modelo para o escoamento
externo em perfis e o escoamento simplificado. Primeiro, serão fornecidos detalhes sobre
a metodologia usada para obter as soluções numéricas do escoamento externo, que foi
resolvido pelo FV implícito. Então, serão fornecidos detalhes da obtenção das soluções
numéricas do escoamento simplificado, que foi resolvido pelo FD.

No escoamento externo, a discretização da malha e a solução analítica estão
atreladas. Seguindo o procedimento apresentado por Bertoldo e Marchi (58), as posições z

e r podem ser obtidas por meio das seguintes relações

z = 2 cos (ϕ), r =  sen(ϕ), (4.25)

onde
ϕ = π(2 + ξ)

2Nξ

,  = 1 + 3η

2Nη

, (4.26)

sendo Nξ e Nη as quantidade de volumes em cada direção e ξ e η são as direções coordenadas
da malha transformada.

Destaca-se que, apesar da malha física não ser uniforme, o processo de transfor-
mação de coordenadas irá gerar uma malha computacional uniforme. A malha física inicial
é apresentada na FIGURA 23 e possui Nξ = 20 e Nη = 10. Nesta última figura também
é possível observar a disposição dos contornos. Para este problema, foram construídas 8
malhas com razão de refino 2 em ambas as direções.

As soluções analíticas das propriedades do escoamento, propostas por meio do
método das soluções fabricadas são (58)

ρ(z,r) = ρ∞
{

1 + 1
20 [ sen(πz/4) + cos (πr/4)]

}
, (4.27)
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FIGURA 23 – GEOMETRIA E MALHA INICIAL DO PROBLEMA 2D E RESOLVIDO POR
FV.
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FONTE: O autor (2019).

T (z,r) = T∞

(
1 + u2

∞ − u2 − v2

2cpT∞

)
, (4.28)

u(z,r) = −ρ∞u∞
ρr

∂(rg(z,r))
∂r

, (4.29)

v(z,r) = ρ∞u∞
ρ

∂(rg(z,r))
∂z

, (4.30)

g(z,r) = − r

2

{
1 + 1

20 [− sen(πz/4) + cos (πr/4)]
}

. (4.31)

Nestas últimas equações, o subscrito ∞ representa a propriedade na corrente-livre. A
pressão pode ser obtida por meio da equação de estado e os parâmetros deste escoamento
são apresentados na TABELA 5. Note que a condição inicial usada foi a solução analítica
e os parâmetros escolhidos representam o escoamento de ar como gás ideal.

Segundo Bertoldo (47), as condições de contorno para os contornos superior,
inferior, esquerdo e direito são, respectivamente,

u = u∞, v = 0, p = p∞, T = T∞, ρ = p∞
RT∞

, (4.32)

n̂ · v = 0, (n̂ · ∇)T = 0, (n̂ · ∇)p = 0, (4.33)



Capítulo 4. Metodologia 68

TABELA 5 – PARÂMETROS DO PRO-
BLEMA E2D E ESCOA-
MENTO EXTERNO.

ρ∞ [kg/m3] 1
T∞ [K] 300
R [J/(kgK)] 2,8700669E + 02
cp [J/(kgK)] 1,0044040E + 03
u∞ [m/s] 6,9440203E + 02

FONTE: O autor (2019).

(n̂ · ∇) = 0, v = 0, (n̂ · ∇)T = 0, (n̂ · ∇)p = 0, (4.34)

(v · ∇)φ = cte, φ ∈ {u,v,T,p}, (4.35)

onde n̂ é um vetor unitário e normal ao contorno.

Destaca-se que é necessário inserir termos fontes nas condições de contorno e no
modelo discretizado, que são decorrentes do método das soluções fabricadas (58). Mais
detalhes sobre a discretização, coeficientes e termos fontes podem ser encontrados em
(47, 58). Os sistemas de equações resultantes da discretização foram resolvidos pelo método
MSI até que o critério de convergência tivesse sido atingido. Este último tem como base o
resíduo do sistema linear da correção de pressão (equação (4.36)), e o processo iterativo
foi realizado até que o número de iterações atingisse o dobro da quantidade de iterações
necessárias para o erro de máquina (47).

Rp′
L1 =

NξNη∑
i=1

∣∣∣∣∣ap
i,3p

′
i +

∑
nb

ap
i,nbp

′
nb − bp

i

∣∣∣∣∣ , nb ∈ {1,2,4,5}, (4.36)

onde o subscrito nb representa os volumes vizinhos.

A quantidade de níveis disponíveis para a aplicação da CRE foi G−1 = 7. Como a
solução é suave, foi utilizado o procedimento de regressão polinomial múltipla, apresentado
na Seção 3.6, em conjunto com a CRRE para soluções suaves. Os erros numéricos foram
avaliados pela norma L1 e sua ordem efetiva.

O escoamento 2D simplificado foi resolvido pelo FD, conforme procedimento
apresentado na Seção 3.1. Para este problema, foi utilizada a malha uniforme da FIGURA
21, que resultou da discretização apresentada nas equações (4.6) e (4.7) para a direção
x e, também, para direção y com G = 8 e Ni = 20. Outros parâmetros deste problema
são apresentados na TABELA 6, onde tf é o tempo final e yb e yu são as posições dos
contornos inferior e superior.

A condição inicial utilizada foi

ρ(x,y) = 1 + sen(2πx) cos (2πy), u = v = p = 1, (4.37)
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TABELA 6 – PARÂMETROS DO
PROBLEMA E2D
SIMPLIFICADO.

yu [m] 1 tf [s] 1
yb [m] 0 γ 1,4
xl [m] 0 CFL 0,5
xr [m] 1

FONTE: O autor (2019).

que gera a seguinte solução analítica

ρ(x,y) = 1 + sen[2π(x − tf )] cos (2π(y − tf )], u = v = p = 1. (4.38)

O passo de tempo foi calculado com base na equação (4.12). Porém, neste caso λ

é o maior dos autovalores em módulo das duas direções e de todo o domínio de cálculo.
O critério de convergência foi o tempo final, uma vez que este problema foi resolvido em
regime transiente.

As condições de contorno foram aplicadas por meio das condições de contorno
periódicas, conforme as seguintes equações:

U 0,j = UN,j, UN+1,j = U 1,j, j = 1 . . . N, (4.39)

U i,0 = U i,N , U i,N+1 = U i,1, i = 1 . . . N. (4.40)

Após obter a solução numérica, G − 1 = 7 níveis foram utilizados para aplicar
CRRE. Como a solução é suave, foi utilizado o procedimento de regressão polinomial
múltipla, apresentado na Seção 3.6, em conjunto com a CRRE para soluções suaves. Os
erros numéricos foram avaliados pela norma L1 e sua ordem efetiva.

4.6 Fechamento

Nesse capítulo foi apresentada a proposta da CRRE para malhas sem nós (ou
volumes) coincidentes em soluções suaves e em soluções com choque. A partir da discreti-
zação da EAL e equações de Euler 1D, Q1D e 2D, foi possível aplicar a CRRE e realizar a
verificação. Os resultados para da solução dessas equações, da aplicação da CRRE e da
verificação serão apresentados no Capítulo 5.
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5 RESULTADOS

Neste capítulo serão apresentados os resultados para a aplicação da CRRE nos
problemas e métodos numéricos discutidos. O procedimento de aplicação da CRRE varia de
acordo com o tipo de malha, solução e, até mesmo, método numérico. Todos os resultados
foram obtidos com precisão quádrupla, com exceção dos problemas bidimensionais. A
ordem de apresentação dos resultados é: a EAL, escoamento de Rayleigh e as equações de
Euler Q1D e 2D.

5.1 Equação de advecção linear

Para o problema da EAL, serão apresentados os comportamentos da norma L1

e de sua ordem. Nota-se, para a EAL com FD e upwind, um excelente desempenho da
CRRE com aumento significativo da ordem de acurácia em todo o campo de solução e
redução de erro próximo ao limite da precisão de cálculo. O erro foi reduzido por um fator
de 2,82E + 24 e a ordem foi aumentada de 1 para 10,9 na malha mais fina, conforme
apresentado na TABELA 7 e nas FIGURAS 24 e 25.

TABELA 7 – RESULTADOS DA NORMA L1 E DE SUA ORDEM PARA A
EAL, FD E APROXIMAÇÃO UPWIND.

N h [m] Norma L1 [m/s/nó] Ordem
upwind CRRE upwind CRRE

20 1,00000E-01 1,24051E-01 - - -
40 5,00000E-02 6,95819E-02 1,58748E-02 8,34152E-01 -
80 2,50000E-02 3,69395E-02 9,10808E-04 9,13548E-01 1,79661E+00
160 1,25000E-02 1,90409E-02 2,38874E-05 9,56065E-01 2,79763E+00
320 6,25000E-03 9,66752E-03 2,94295E-07 9,77882E-01 3,80274E+00
640 3,12500E-03 4,87107E-03 1,73401E-09 9,88907E-01 4,80834E+00
1280 1,56250E-03 2,44493E-03 4,95048E-12 9,94446E-01 5,81280E+00
2560 7,81250E-04 1,22482E-03 6,89717E-15 9,97221E-01 6,81633E+00
5120 3,90625E-04 6,13001E-04 4,71042E-18 9,98610E-01 7,81906E+00
10240 1,95312E-04 3,06648E-04 1,58734E-21 9,99305E-01 8,82038E+00
20480 9,76563E-05 1,53361E-04 2,67045E-25 9,99652E-01 9,82388E+00
40960 4,88281E-05 7,66898E-05 2,71612E-29 9,99826E-01 1,08551E+01

FONTE: O autor (2019).

Para a aproximação WENO-Z, observa-se, na TABELA 8 e FIGURAS 26 e 27,
que foi possível apenas um aumento de cinco para seis e um aumento parcial da ordem de
seis para sete. Este comportamento não está relacionado com o fato de a aproximação ser
de alta ordem, pois em testes preliminares foram analisadas aproximações com estênceis
fixos de ordem dois a cinco. Nestes testes, observou-se que os limites de ordem começaram
a partir da ordem quatro. Lembrando que o método de integração no tempo possui ordem
três, acredita-se que o limite de ordem possa estar relacionado com a ordem do método
de integração. Entretanto, o foco deste trabalho não é investigar o uso de CRRE com
diferentes aproximações e, por isso, mais estudos não foram realizados.



Capítulo 5. Resultados 71

FIGURA 24 – COMPORTAMENTO DA NORMA L1 PARA A EAL, FD E APROXIMAÇÃO
UPWIND.
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FIGURA 25 – COMPORTAMENTO DA ORDEM EFETIVA DA NORMA L1 PARA A EAL,
FD E APROXIMAÇÃO UPWIND.
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Além da aplicação da CRRE na solução da EAL com a aproximação WENO-Z,
destaca-se que a magnitude da ordem do erro para a solução da EAL com a aproximação
upwind está na mesma ordem da solução da EAL com a WENO-Z para a malha de 2560
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TABELA 8 – RESULTADOS DA NORMA L1 E DE SUA ORDEM PARA A
EAL, FD E APROXIMAÇÃO WENO-Z.

N h [m] Norma L1 [m/s/nó] Ordem
WENO-Z CRRE WENO-Z CRRE

20 1,00000E-01 6,28863E-05 - - -
40 5,00000E-02 1,98881E-06 2,10626E-07 4,98277E+00 -
80 2,50000E-02 6,23543E-08 3,34780E-09 4,99527E+00 7,04658E+00
160 1,25000E-02 1,95021E-09 2,77921E-11 4,99879E+00 1,01539E+01
320 6,25000E-03 6,09564E-11 1,14644E-13 4,99971E+00 1,08124E+01
640 3,12500E-03 1,90501E-12 2,63659E-16 4,99991E+00 1,07357E+01
1280 1,56250E-03 5,95322E-14 1,06465E-18 4,99998E+00 8,15385E+00
2560 7,81250E-04 1,86039E-15 1,27668E-20 4,99999E+00 6,43291E+00

FONTE: O autor (2019).

FIGURA 26 – COMPORTAMENTO DA NORMA L1 PARA A EAL, FD E APROXIMAÇÃO
WENO-Z.
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e a ordem de acurácia é superior para a EAL com a upwind, conforme apresentado nas
TABELAS 7 e 8.

Como o FV explícito trabalha com médias nos volumes, o procedimento de CRRE
aplicado foi um pouco diferente do apresentado na Seção 4.1 e será apresentado apenas
aqui, pois foi usado apenas nesta situação. Primeiro, calcula-se a estimativa de erro de
Richardson para os volumes da malha grossa por meio do seguinte

Uri
m
g−1,i =

(um−1
g,2i + um−1

g,2i−1)/2 − um−1
g−1,i

rpm−1 − 1 . (5.1)

Após obter a estimativa de erro de Richardson na malha grossa, ela deve ser
interpolada para as posições da malha fina. Para tal, usa-se um polinômio de grau pG−1 − 1
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FIGURA 27 – COMPORTAMENTO DA ORDEM EFETIVA DA NORMA L1 PARA A EAL,
FD E APROXIMAÇÃO WENO-Z.
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FONTE: O autor (2019).

obtido por DDN. Então, a CRE pode ser calculada da seguinte maneira

um
g,i = um−1

g,i + Uri
m
g,i. (5.2)

O resultado da aplicação de CRRE para este problema e FV não será apresentado,
pois é qualitativamente semelhante ao FD com aproximação upwind. Ainda, ao final da
aplicação da CRRE, a solução extrapolada também é uma média nos volumes do campo
de solução.

Destaca-se que este problema foi resolvido em regime transiente. Apesar de
Richards (31) propor uma modificação para a CRE em problemas transientes, neste estudo
não foi verificada nenhuma necessidade de modificar o procedimento.

5.2 Escoamento de Rayleigh

Para o escoamento de Rayleigh, são apresentados os comportamentos da norma
L1 e de sua ordem na TABELA 9 e nas FIGURAS 28 e 29 para a massa específica. Esse e
os próximos problemas possuem mais de um campo de solução e apenas será apresentado
o campo de soluções da massa específica, pois os comportamentos das outras variáveis são
qualitativamente semelhantes.

O escoamento de Rayleigh apresenta o procedimento da CRRE aplicado a um pro-
blema com fluido compressível e em regime permanente. Nota-se nos resultados (TABELA
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TABELA 9 – RESULTADOS DA NORMA L1 E DE SUA ORDEM PARA O
ESCOAMENTO DE RAYLEIGH.

N h [m] Norma L1 [kg/m3/nó] Ordem
upwind CRRE upwind CRRE

20 1,00000E-02 9,15550E-03 - - -
40 5,00000E-03 5,56796E-03 2,02819E-03 7,17489E-01 -
80 2,50000E-03 3,15553E-03 3,44627E-04 8,19265E-01 1,40584E+00
160 1,25000E-03 1,70114E-03 4,54261E-05 8,91379E-01 2,05694E+00
320 6,25000E-04 8,87375E-04 4,30990E-06 9,38890E-01 2,72312E+00
640 3,12500E-04 4,53893E-04 2,73185E-07 9,67192E-01 3,43203E+00
1280 1,56250E-04 2,29647E-04 1,09518E-08 9,82932E-01 4,18214E+00
2560 7,81250E-05 1,15519E-04 2,66100E-10 9,91285E-01 4,96940E+00
5120 3,90625E-05 5,79363E-05 3,79866E-12 9,95595E-01 5,78582E+00
10240 1,95312E-05 2,90127E-05 3,11421E-14 9,97785E-01 6,62447E+00

FONTE: O autor (2019).

FIGURA 28 – COMPORTAMENTO DA NORMA L1 PARA O ESCOAMENTO DE RAY-
LEIGH.
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9 e FIGURAS 28 e 29) um excelente desempenho da CRRE. O erro foi reduzido por um
fator de 9,32E + 08 e a ordem foi aumentada de 0,998 para 6,62 na malha mais fina.

Destaca-se novamente que a série de Taylor usada para aplicar as condições de
contorno, no contorno esquerdo, tinha ordem um. Isto é condizente com a aproximação
upwind e o procedimento ILW. Entretanto, a série de Taylor e o polinômio usados no
contorno direito tinham ordem cinco, o que não condiz com a ordem da aproximação
upwind. Esta ordem foi utilizada porque com ordem um a CRRE apresentou limite de
ordem e não foi possível obter uma redução significativa do erro. Suspeita-se que a aplicação
da condição de contorno possa ter modificado as componentes do erro nas proximidades do
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FIGURA 29 – COMPORTAMENTO DA ORDEM EFETIVA DA NORMA L1 PARA O ESCO-
AMENTO DE RAYLEIGH.
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contorno. Devido à diferença entre as componentes próximas ao contorno e mais interiores
ao domínio, a CRRE pode não ter conseguido eliminar algumas componentes do erro.
Isto não é observado na aplicação de polinômios com ordens mais elevadas pois apenas
as componentes de ordens mais elevadas podem ter sido modificadas. De qualquer forma,
uma investigação mais precisa é necessária para confirmar a suspeita ou evidenciar a causa
do limite da ordem com a CRRE.

5.3 Escoamento isentrópico

Para o FV explícito, os comportamentos da norma L1 e de sua ordem são apre-
sentados na TABELA 10 e nas FIGURAS 30 e 31 para a massa específica.

O problema da Q1D com FV implícito foi o que possibilitou identificar o limite de
ordem causado pela aplicação das condições de contorno. Ao remover os volumes próximos
aos contornos e aplicar a CRRE, foi possível um grande aumento da ordem de acurácia
da solução. Várias modificações foram feitas na discretização para tentar corrigir o limite
de ordem, onde a mais bem sucedida foi a apresentada. Observa-se aumento de erro em
algumas malhas e níveis de CRE e que a ordem não possui o comportamento esperado.
Mesmo assim, foi possível reduzir o erro por um fator de 3,35E + 10 e aumentar a ordem
de 1 para 7,57, na malha mais fina e último nível de CRE.

Para o FD, primeiro será apresentado o resultado para a solução da massa específica
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TABELA 10 – RESULTADOS DA NORMA L1 E DE SUA ORDEM PARA O
ESCOAMENTO Q1D ISENTRÓPICO E FV.

N h [m] Norma L1 [kg/m3/volume] Ordem
upwind CRRE upwind CRRE

20 2,50000E-02 1,64485E-03 - - -
40 1,25000E-02 9,81941E-04 7,07229E-04 7,44252E-01 -
80 6,25000E-03 4,66533E-04 2,68659E-04 1,07366E+00 1,95680E+00
160 3,12500E-03 2,26763E-04 3,66244E-05 1,04079E+00 4,98956E+00
320 1,56250E-03 1,11919E-04 1,75205E-06 1,01873E+00 5,82297E+00
640 7,81250E-04 5,56180E-05 2,41130E-08 1,00883E+00 5,79433E+00
1280 3,90625E-04 2,77267E-05 2,02918E-10 1,00428E+00 5,46196E+00
2560 1,95312E-04 1,38432E-05 3,17417E-12 1,00210E+00 6,77193E+00
5120 9,76562E-05 6,91658E-06 2,12733E-14 1,00104E+00 8,35421E+00
10240 4,88281E-05 3,45705E-06 1,03220E-16 1,00052E+00 7,57459E+00

FONTE: O autor (2019).

FIGURA 30 – COMPORTAMENTO DA NORMA L1 PARA O ESCOAMENTO Q1D ISEN-
TRÓPICO E FV.
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com FD na FIGURA 32. Os comportamentos da norma L1 e de sua ordem são apresentados
na TABELA 11 e nas FIGURAS 33 e 34 para a massa específica.

Observa-se que a distribuição da massa específica no bocal convergente-divergente
e grande concordância entre as soluções analítica, numérica para o upwind e da CRRE
para o FD na FIGURA 32. Uma importante característica dos métodos numérico em CFD
é a conservação. Para verificar se a CRRE manteve a conservação da massa, foi usado o
seguinte

ρuA = constante. (5.3)
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FIGURA 31 – COMPORTAMENTO DA ORDEM EFETIVA DA NORMA L1 PARA O ESCO-
AMENTO Q1D ISENTRÓPICO E FV.
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FIGURA 32 – RESULTADO DA MASSA ESPECÍFICA PARA O ESCOAMENTO Q1D ISEN-
TRÓPICO E FD NA MALHA DE 10240 NÓS.
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Dessa forma, é possível verificar se a massa é conservada. Usando a norma L1
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média
L1

m = 1
N

N∑
i=2

|ρ(i)u(i)A(i) − ρ(i − 1)u(i − 1)A(i − 1)|. (5.4)

TABELA 11 – RESULTADOS DA NORMA L1 E DE SUA ORDEM PARA O
ESCOAMENTO Q1D ISENTRÓPICO E FD.

N h [m] Norma L1 [kg/m3/nó] Ordem
upwind CRRE upwind CRRE

20 2,50000E-02 1,62959E-02 - - -
40 1,25000E-02 8,79188E-03 4,87100E-03 8,90267E-01 -
80 6,25000E-03 5,07196E-03 2,63485E-03 7,93627E-01 6,08996E-01
160 3,12500E-03 2,95264E-03 7,49291E-05 7,80539E-01 2,87370E+00
320 1,56250E-03 1,61668E-03 9,97853E-06 8,68969E-01 2,67112E+00
640 7,81250E-04 8,48068E-04 3,08779E-07 9,30784E-01 6,28378E+00
1280 3,90625E-04 4,34536E-04 1,80436E-08 9,64706E-01 3,77323E+00
2560 1,95312E-04 2,19963E-04 3,56336E-10 9,82211E-01 5,18964E+00
5120 9,76562E-05 1,10664E-04 4,10207E-12 9,91074E-01 6,02350E+00
10240 4,88281E-05 5,55038E-05 3,06788E-14 9,95530E-01 6,73102E+00

FONTE: O autor (2019).

FIGURA 33 – COMPORTAMENTO DA NORMA L1 PARA O ESCOAMENTO Q1D ISEN-
TRÓPICO E FD.
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FONTE: O autor (2019).

Para a solução upwind e g = 10 L1
m = 2,75E − 07 [kg/s/nó], para a CRRE,

g = 10 e m = 9 L1
m = 1,16E − 16 [kg/s/nó] e para a solução analítica nos pontos da

malha g = 10 L1
m = 4,76E − 33 [kg/s/nó]. Observa-se que o valor obtido para a solução

upwind está longe do erro de máquina (≈ 1E − 32) e isto ocorre devido à magnitude do
erro e das variáveis da solução. Além disso, observa-se que a magnitude de L1

m reduziu
significativamente para a solução da CRRE, o que indica que o procedimento não prejudica



Capítulo 5. Resultados 79

FIGURA 34 – COMPORTAMENTO DA ORDEM EFETIVA DA NORMA L1 PARA O ESCO-
AMENTO Q1D ISENTRÓPICO E FD.
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Fonte: O autor (2019).

a conservação, inclusive, a melhora. Para efeito de comparação, também foi apresentado o
cálculo para a solução analítica, que ficou próximo do erro de máquina conforme esperado.

Na verificação da CRRE é possível observar que, apesar de não haver aumento
de erro, algumas ordens efetivas não apresentaram o comportamento esperado desde a
primeira malha disponível para CRE. Ainda assim, CRRE conseguiu reduzir o erro por
um fator de 1,89E + 09 e aumentar a ordem de acurácia de 0,96 para 6,73, na malha mais
fina. A causa do comportamento não monótono de algumas ordens não foi investigada
com um grande nível de detalhes, ela pode estar relacionada, por exemplo, à aplicação das
condições de contorno e à ordem do polinômio usado para tal.

5.4 Escoamento adiabático com choque normal

Para o escoamento com onda de choque normal, não é interessante utilizar a
equação (3.69) para calcular a norma L1, pois o comportamento do erro é não monótono
na região do choque. Ainda, a região à jusante do choque está sujeita à degradação da
ordem de acurácia (59). Isto não acontece com a região à montante do choque por causa
do tipo de escoamento, i.e., o escoamento é supersônico e a informação não consegue se
propagar à montante do choque. Portanto, a norma L1 foi calculada em regiões suaves da
solução, identificadas pelo mesmo procedimento apresentado para a CRRE.

Primeiro, é apresentado o erro em todos os nós e o campo de soluções para
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a malha com 5120 nós nas FIGURAS 35 e 36. Onde observa-se que a transição pelo
choque é menos suave na aproximação WENO-Z do que na upwind e na CRRE, e que
a acurácia da WENO-Z é reduzida à jusante do choque. Também, apesar de erros com
maiores magnitudes, a CRRE reduz os erros à montante e à jusante do choque. A perda de
acurácia da WENO-Z é um comportamento comum entre as aproximações de alta ordem
(59). Ainda, a transição suave apresentada pela CRRE ocorre em razão desta última não
conseguir melhorar a transição suave das soluções calculadas com a aproximação upwind.

FIGURA 35 – ERRO NUMÉRICO EM CADA NÓ DO CAMPO DE SOLUÇÕES PARA O
ESCOAMENTO Q1D COM CHOQUE.

10−25

10−20

10−15

10−10

10−5

100

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5

|E
h

9,
i|

[k
g
/m

3 ]

x [m]

upwind CRRE WENO-Z

FONTE: O autor (2019).

A norma L1 e sua ordem para o escoamento Q1D com onda de choque são
apresentadas na TABELA 12, onde “tempo acumulado de CPU” representa o tempo
necessário para calcular a solução em todas as malhas envolvidas no procedimento da
CRRE. O tempo de pós-processamento da CRRE foi insignificante em todos os cálculos,
quando comparado com o tempo para obter as soluções em cada nível de malha. Nesta
análise, o limite de ordem e de erro apresentado pela WENO-Z é resultante da perda de
acurácia à jusante do choque.

É importante destacar que o tempo de CPU necessário para obter os resultados
com a CRRE foi menor do que a aproximação WENO-Z em todas as malhas. A CRRE
conseguiu atingir a magnitude do erro da WENO-Z nas últimas duas malhas. Era esperado
um maior aumento de ordem ou maior redução de erro para a CRRE, se comparado com
o desempenho do procedimento usado em soluções suaves e se levado em consideração a
quantidade de níves disponíveis para a CRRE.
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FIGURA 36 – CAMPO DE SOLUÇÕES PARA O ESCOAMENTO Q1D COM CHOQUE.
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FONTE: O autor (2019).

TABELA 12 – RESULTADOS DA NORMA L1 E DE SUA ORDEM PARA O ESCOA-
MENTO Q1D COM CHOQUE NA REGIÃO SUAVE.

WENO-Z CRRE

N L1∗ [kg/m3/nó] Ordem Tempo
L1∗ [kg/m3/nó] Ordem “Tempo acumulado

de CPU de CPU”
20 9,12E − 03 - 5,51 s - - -
40 9,35E − 04 3,29 16,0 s 2,32E − 02 - 9,40 s
80 1,33E − 03 −0,51 45,8 s 6,74E − 03 1,71 36,4 s
160 5,82E − 05 4,51 2,64 min 1,35E − 03 2,11 1,93 min
320 1,42E − 05 2,03 9,26 min 2,03E − 04 2,72 6,44 min
640 1,36E − 07 6,70 31,5 min 2,83E − 05 2,84 26,9 min
1280 1,93E − 07 −0,5 2,01 h 1,20E − 06 4,55 1,64 h
2560 1,87E − 07 0,04 8,72 h 1,18E − 07 3,35 6,20 h
5120 6,33E − 08 1,56 32,0 h 4,72E − 09 4,64 24,6 h

FONTE: O autor (2019).
NOTA: ∗ Calculada na região suave da solução, determinada pelo procedimento da Seção
4.1.

Com o intuito de comparar a CRRE e a WENO-Z apenas à montante do choque,
a norma L1 e sua ordem são apresentadas na TABELA 13, onde é possível observar que
a WENO-Z possui uma menor magnitude do erro. Por causa do choque, não é possível
concluir sobre o comportamento da ordem. Entretanto, em ambos os casos o erro está
sendo reduzido conforme a malha é refinada.

Se a CRRE for comparada com a WENO-Z na região à montante do choque, as
magnitudes de erro desta última são menores. Porém, devido à quantidade de malhas (e
níveis de CRE) disponíveis, é possível aumentar o desempenho da CRRE. Antes de propor
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TABELA 13 – RESULTADOS DA NORMA L1 E DE SUA
ORDEM PARA O ESCOAMENTO Q1D
COM CHOQUE À MONTANTE DO CHO-
QUE.
WENO-Z CRRE

N L1∗ [kg/m3/nó] Ordem L1∗ [kg/m3/nó] Ordem

20 9,12E − 03 - - -
40 9,35E − 04 3,29 1,89E − 02 -
80 1,33E − 03 −0,51 7,42E − 03 1,27
160 4,44E − 04 1,58 1,30E − 03 2,26
320 1,01E − 04 2,14 1,69E − 04 2,92
640 3,59E − 05 1,49 2,18E − 05 2,95
1280 6,54E − 08 9,10 6,32E − 07 5,10
2560 1,40E − 10 8,86 8,96E − 08 2,82
5120 1,31E − 12 6,74 4,90E − 09 4,19

FONTE: O autor (2019).
NOTA: ∗ Calculada à montante do choque.

procedimentos e estratégias para melhorar o desempenho da CRRE em problemas com
fluidos compressíveis, é interessante tratar de problemas mais simples, como por exemplo a
EAL. Esta última proporciona um modelo simples e permite soluções com descontinuidade.

5.5 Equações de Euler bidimensionais

Para o escoamento 2D, primeiro serão apresentados os resultados do escoamento
externo e, na sequência, os resultados do escoamento simplificado. Para o primeiro, os
comportamentos das normas L1 e suas ordens são apresentados na TABELA 14 e nas
FIGURAS 37 e 38 para a massa específica.

TABELA 14 – RESULTADOS DA NORMA L1 E DE SUA ORDEM PARA O
ESCOAMENTO 2D EXTERNO E FV.

N h [m] Norma L1 [kg/m3/volume] Ordem
Sem CRRE Com CRRE Sem CRRE Com CRRE

200 1,54133E-03 8,03418E-03 - - -
800 3,85482E-04 4,52806E-03 2,54483E-03 8,27256E-01 -
3200 9,63798E-05 2,40464E-03 8,13371E-04 9,13074E-01 1,70592E+00
12800 2,40955E-05 1,22992E-03 2,89869E-04 9,67261E-01 1,82451E+00
51200 6,02392E-06 6,19428E-04 1,03113E-03 9,89550E-01 -1,37191E+00
204800 1,50598E-06 3,10186E-04 1,03647E-03 9,97804E-01 4,26293E-01
819200 3,76495E-07 1,55047E-04 2,12940E-04 1,00042E+00 2,67791E+00
3276800 9,41239E-08 7,74446E-05 8,38710E-05 1,00147E+00 1,42406E+00

FONTE: O autor (2019).

Observa-se nos resultados para o escoamento externo que uma aplicação de CRE
foi efetiva e conseguiu aumentar a ordem de acurácia da solução. Porém, no segundo nível
de CRE foi observado aumento do erro numérico e um comportamento oscilatório da
ordem efetiva. O problema do escoamento externo foi resolvido, por exemplo, em conjunto
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FIGURA 37 – COMPORTAMENTO DA NORMA L1 PARA O ESCOAMENTO 2D EXTERNO
E FV.
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FONTE: O autor (2019).

FIGURA 38 – COMPORTAMENTO DA ORDEM EFETIVA DA NORMA L1 PARA O ESCO-
AMENTO 2D EXTERNO E FV.
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FONTE: O autor (2019).

com conceitos de transformação de coordenadas e o método das soluções fabricadas.
Outros fatores, como a não uniformidade da malha física ou componentes de erro inseridas
pelo processo de transformação de coordenadas, podem ser a causa do comportamento



Capítulo 5. Resultados 84

observado para a CRRE.

Com o intuito de limitar as suspeitas envolvidas no procedimento da CRRE
bidimensional, foi resolvido o escoamento simplificado das equações de Euler com u, v

e p constantes. Para este último, os comportamentos das normas L1 e suas ordens são
apresentados nas TABELAS 15 e nas FIGURAS 39 e 40 para a massa específica.

TABELA 15 – RESULTADOS DA NORMA L1 E DE SUA ORDEM PARA O
ESCOAMENTO 2D SIMPLIFICADO E FD.

N h Norma L1 Ordem
upwind CRRE upwind CRRE

400 5,00000E-02 2,01902E-01 - - -
1600 2,50000E-02 1,82559E-01 1,64457E-01 1,45297E-01 -
6400 1,25000E-02 1,41080E-01 7,84436E-02 3,71843E-01 7,19392E-01
25600 6,25000E-03 9,32469E-02 2,00464E-02 5,97389E-01 1,52053E+00
102400 3,12500E-03 5,50040E-02 3,28457E-03 7,61518E-01 2,21048E+00
409600 1,56250E-03 3,01701E-02 3,85346E-04 8,66417E-01 2,78768E+00
1638400 7,81250E-04 1,58534E-02 3,08597E-05 9,28324E-01 3,40801E+00
6553600 3,90625E-04 8,13445E-03 2,32610E-06 9,62680E-01 3,62002E+00

FONTE: O autor (2019).

FIGURA 39 – COMPORTAMENTO DA NORMA L1 PARA O ESCOAMENTO 2D SIMPLIFI-
CADO E FD.
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FONTE: O autor (2019).

Neste último problema, pode-se observar um ótimo desempenho da CRRE com
redução de erro por um fator de 3,80E + 03 e aumento de ordem de 0,963 para 3,62 na
última malha. Apesar de simplificado, este problema foi resolvido em regime transiente
e utiliza as mesmas ferramentas numéricas do que um escoamento interno em bocal
convergente-divergente ou escoamento externo em perfis. Ainda, com os resultados para
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FIGURA 40 – COMPORTAMENTO DA ORDEM EFETIVA DA NORMA L1 PARA O ESCO-
AMENTO 2D SIMPLIFICADO E FD.
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FONTE: O autor (2019).

este problema, conclui-se que a regressão polinomial múltipla pode ser usada em conjunto
com CRRE e que o procedimento da CRRE bidimensional possibilita a redução de erros
ou aumento de ordem.

5.6 Consolidação dos resultados

Considerando os modelos físicos e matemáticos para a solução de escoamentos no
interior de motores-foguete ou ao redor de perfis aerodinâmicos, os métodos numéricos e as
discretizações envolvidas na solução dos mesmos, buscou-se, por um procedimento de pós-
processamento capaz de reduzir significativamente os erros numéricos ou aumentar a ordem
de acurácia das soluções numéricas de tais modelos. Ao invés de utilizar o procedimento
original da CRE, foi demonstrado que esta causa um limite no aumento da ordem de
acurácia quando usada repetidamente. Então, foi proposta a CRRE para malhas sem nós
(ou volumes) coincidentes.

Ficou evidente que a CRRE funciona em soluções de escoamentos com fluidos
compressíveis, e tipos de malhas mais genéricos, do que aqueles geralmente utilizados com
a CRE original, e que a CRRE funciona com diferentes formas de discretização, e.g., FD
explícito e FV explícito e implícito e, também, em situações onde a solução é uma média
no volume. Entretanto, nesta última situação é necessário modificar o procedimento para
tratar a solução como uma média no volume.
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Apesar de possuir um desempenho satisfatório em soluções com onda de choque,
é possível melhorar o desempenho da CRRE. Isto se verifica por causa da quantidade de
níveis disponíveis e do desempenho da CRRE em soluções suaves. Um fator que pode estar
limitando o desempenho da CRRE é a detecção da região suave. Observa-se na FIGURA
41 que a magnitude do erro da aproximação WENO-Z fica um pouco abaixo de 1E − 15 à
montante do choque para a malha mais fina. Porém, a norma L1 apresentada na TABELA
12 tem valor 1,31E − 12. Como o procedimento usado para detectar a região suave foi o
mesmo do que para a CRRE, acredita-se que este possa estar subestimando o comprimento
da região não suave. No caso da transição suave, isto poderia ser melhorado com o uso de
partições de fluxos menos dissipativas como a partição de fluxo de Godunov.

FIGURA 41 – ERRO NUMÉRICO EM CADA NÓ DO CAMPO DE SOLUÇÕES PARA O
ESCOAMENTO Q1D COM CHOQUE E APROXIMAÇÃO WENO-Z.
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O procedimento apresentou algumas limitações em casos específicos, por exemplo,
em decorrência da aplicação de condições de contorno com ordens de aproximações baixas,
do uso de aproximações numéricas com ordens elevadas e do seu uso em um problema
bidimensional. No primeiro caso, suspeita-se que as aproximações de ordens baixas estejam
modificando as componentes da solução numérica de ordens mais baixas e isto, por sua
vez, prejudica o desempenho da CRRE; apesar de não ser observado no escoamento de
Rayleigh e contorno esquerdo. Outra suspeita seria que as condições de contorno não estão
sendo aplicadas de maneira correta. De qualquer forma, uma análise mais detalhada é
necessária.

No segundo caso, suspeita-se que a diferença entre as ordens espacial e temporal
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possa estar causando uma limitação de ordem na CRRE. Em testes preliminares da EAL,
verificou-se que uma aproximação de estêncil fixo de ordem três permitia uma grande
redução de erro e um grande aumento da ordem de acurácia. Porém, uma aproximação
de estêncil fixo de ordem quatro permitia apenas um nível de aumento da ordem, com
um comportamento qualitativamente semelhante à aproximação WENO-Z. Por se tratar
de um problema transiente, não é possível concluir apenas sobre a ordem espacial, sendo
necessárias análises mais detalhadas.

Por fim, no último caso suspeita-se da não uniformidade da malha e do procedi-
mento de transformação de coordenadas. A não uniformidade da malha, se não levada em
consideração pelas aproximações numéricas, pode causar redução da ordem das mesmas.
No problema apresentado, a aproximação foi feita considerando-se a malha computacional,
que é uniforme. Para transformar a malha física em uniforme, no domínio computacional,
foi usada a transformação de coordenadas. Nesta última, também é necessário usar aproxi-
mações para derivadas, o que pode modificar as componentes do erro da solução numérica
e, assim, prejudicar o desempenho da CRRE.

Destaca-se que a estimativa de erro de Richardson é equivalente à correção
apresentada por Roache e Knupp (30) e que a mesma estimativa do erro pode ser facilmente
obtida, uma vez que a extrapolação tenha sido calculada. Isto representa uma vantagem,
pois a CRRE também poderia ser usada como ferramenta de verificação numérica. Ao
longo do desenvolvimento dos códigos, usados para resolver os problemas discutidos, foram
identificados vários erros numéricos decorrentes da programação ou do uso inadequado
dos métodos citados. Após a geração das soluções numéricas, mesmo quando a solução
parecia estar convergindo para a ordem esperada, o uso da CRRE revelou limite de ordem
e baixo desempenho. Após os problemas serem corrigidos, a CRRE apresentou um bom
desempenho. Deste modo, quando o desempenho da CRRE estiver limitado ou houver
aumento de erro, pode significar que exista alguma inconsistência no código ou solução
numérica.



88

6 CONSIDERAÇÕES FINAIS

6.1 Conclusões

Foi apresentado um procedimento de pós processamento, chamado de CRRE, para
a redução de erros numéricos, e aumento da ordem de acurácia, em soluções numéricas
de problemas em CFD. Este procedimento proporciona redução significativa de erros
numéricos e aumento significativo da ordem de acurácia de todo o campo de soluções.
Ainda, o procedimento pode ser aplicado em problemas transientes, permanentes, simples
ou mais elaborados, que é o caso de escoamentos com fluidos compressíveis. Destacam-se
cinco problemas: (i) a EAL, onde foi possível reduzir o erro por um fator de 2,82E + 24
e aumentar a ordem de acurácia de 1 para 10,9; (ii) o escoamento de Rayleigh, onde foi
possível reduzir o erro por um fator de 9,32E + 08 e aumentar a ordem de 0,998 para
6,62 com um ótimo desempenho da CRRE; (iii) a equação de Euler Q1D, escoamento
isentrópico e resolvida por FV, onde foi possível reduzir o erro por um fator de 3,35E + 10
e aumentar a ordem de 1 para 7,57, apesar de haver aumento de erro em algumas situações;
(iv) a equação de Euler Q1D e escoamento com onda de choque, onde foi possível reduzir
o erro e aumentar a ordem em magnitude comparável a de aproximações numéricas de
alta ordem e em menor tempo e; (v) a equação de Euler 2D e escoamento simplificado,
onde foi possível reduzir o erro por um fator de 3,80E + 03 e aumentar a ordem de 0,963
para 3,62 com o uso de regressão polinomial.

6.2 Contribuições

Com base no exposto, este trabalho apresenta as seguintes contribuições:

a. foi demonstrado que o procedimento original da CRE apresenta um limite de ordem
quando usado repetidamente;

b. foi desenvolvido um novo procedimento, chamado de CRRE, para aumentar a acurácia
das soluções numéricas; e

c. foi mostrado que a CRRE possui um bom desempenho

- nos métodos de discretização por FD e FV;

- em malhas sem nós ou volumes coincidentes;

- em soluções de escoamentos com problemas transientes;

- em soluções de escoamentos com fluido compressível; e

- em soluções de escoamentos com ondas de choque.
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6.3 Sugestões para trabalhos futuros

Com base neste trabalho é possível destacar as seguintes sugestões para trabalhos
futuros com CRRE:

a. estudar de maneira mais ampla os problemas transientes;

b. estudar os choques ou descontinuidades com modelos mais simples;

c. estudar outros tipos de malhas, como as não uniformes e não estruturadas;

d. estudar com mais detalhes a aplicação das condições de contorno e seu efeito;

e. verificar os efeitos do erro de interpolação sobre a CRRE;

f. estudar a estimativa de erro de Richardson, proveniente da CRRE; e

g. estudar outros problemas com fluidos compressíveis e viscosos.
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