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RESUMO

Neste trabalho é estimado o erro de discretizagdo espacial na solugdo numérica de problemas
de radiacdo térmica em meios participantes e meios nao participantes. Isso € feito por meio de
uma analise a posteriori, empregando os estimadores de Richardson e Grid Convergence Index.
Os problemas escolhidos possuem solucdo analitica para a maioria das variaveis analisadas,
portanto é possivel mostrar que as estimativas de erro sdo acuradas e confiaveis. Paralelamente
é conduzida uma analise a priori, deduzindo equacdes do erro de discretizacdo dos problemas
mais simples. Estas equagdes permitem prever as ordens verdadeiras dos respectivos problemas
e sdo uteis na andlise dos problemas mais complexos. Usando a técnica de Multiplas
Extrapolacdes de Richardson s&o obtidas (a posteriori) solugdes numéricas mais acuradas,
assim como as ordens verdadeiras dos esquemas humeéricos empregados. As ordens verdadeiras
observadas a posteriori tendem aquelas deduzidas a priori a medida que o tamanho do elemento
de malha tende a zero. Nos problemas de meios ndo participantes sdo usadas malhas entre 2 e
4.096 elementos de malha, ja nos problemas em meios participantes sdo usadas malhas entre 2
e 262.144 elementos. Os problemas em meios ndo participantes séo: a) radiacdo trocada entre
placas paralelas (equacéo algébrica contendo termo integral); b) tubo com extremidades abertas
e fluxo prescrito na area lateral (equacéo integral de Fredholm) e; ¢) cavidade esférica dividida
em duas calotas e duas zonas esféricas (sistema de equacGes integrais de Fredholm). Estes
problemas sdo resolvidos numericamente usando a Regra do Trapézio e a Regra 1/3 de
Simpson. As varidveis analisadas sdo o poder emissivo e temperatura das superficies. As
variaveis apresentam ordens verdadeiras a posteriori condizentes com a analise a priori, exceto
no problema do tubo usando a Regra 1/3 de Simpson. Isto ocorre porque o fator de forma
infinitesimal (no nicleo da integral) possui derivadas descontinuas. J& os problemas em meios
participantes sdo: a) meio absorvedor-emissor com temperatura constante; b) problema similar,
porém a temperatura do meio apresenta perfil parabélico; c) problema similar ao item a, porém
em meio que também apresenta espalhamento isotrépico; e d) problema em equilibrio radiativo.
Estes quatro problemas sdo resolvidos com o Método das Ordenadas Discretas usando 0s
esquemas Degrau e Diamante. Sdo identificadas trés fontes de erro de truncamento na equacgéo
do erro de discretizacdo: a) devido a Ponderacdo Variavel, da qual os esquemas Degrau e
Diamante sdo os exemplos classicos; b) da aplicacdo da Regra do Retangulo; e c) devida ao
processo de marcha no espago, uma combinacgdo de ambas as fontes que é passada ao elemento
seguinte na direcdo ordenada. Em geral, as ordens verdadeiras observadas a posteriori tendem
as respectivas ordens verdadeiras calculadas a priori a medida que o tamanho do elemento de
malha tende a zero. Sdo analisadas a intensidade e irradiacdo sobre uma superficie e a
temperatura, radiacdo incidente e fluxo de calor no meio do dominio. As excecfes observadas
sdo a radiacdo incidente e a temperatura de equilibrio radiativo, ambas nos ultimos dois
problemas.

Palavras-Chave: Transferéncia de calor por radiacdo. Cavidades preenchidas por meios néo
participantes. Problemas em Meios Participantes. Erro de discretizagdo
espacial. Equagdo do Erro de Truncamento. Solu¢Ges numéricas acuradas.
Método das Diferencas Finitas. Regra do Trapézio. Regra 1/3 de Simpson.
Método das Ordenadas Discretas. Esquema Degrau. Esquema Diamante.



ABSTRACT

In this work, the spatial discretization error in the numerical solution of thermal radiation
problems in participating and non-participating media is estimated. This is done through a
posteriori analysis, using the Richardson and Grid Convergence Index estimators. The chosen
problems have an analytical solution for most of the variables analyzed, therefore it is possible
to show that the error estimates are accurate and reliable. In parallel, an a priori analysis is
conducted, deducing equations of the discretization error of some simplest problems. These
equations make it possible to predict the true orders and are also useful in the analysis of the
most complex problems. Using the technique called Repeated Richardson Extrapolations, more
accurate numerical solutions are obtained (a posteriori), as well as the true orders of the
numerical schemes employed. The true orders observed a posteriori tend to those deduced a
priori as the mesh size tends to zero. In the problems of non-participating media, meshes
between 2 and 4,096 elements are used, while in the problems in participating media, meshes
between 2 and 262,144 elements are used. The problems in non-participating media are: a)
radiation exchanged between parallel plates (algebraic equation containing an integral term); b)
tube with open ends and heat flux prescribed in the lateral area (Fredholm integral equation)
and; c) spherical cavity divided into two caps and two spherical segments (system of Fredholm
integral equations). These problems are solved numerically using the Trapezoid Rule and
Simpson's 1/3 Rule. The variables analyzed are the emissive power and surface temperature.
The variables present a posteriori true orders consistent with the a priori analysis, except for
the tube problem using Simpson's 1/3 Rule. This is because the infinitesimal configuration
factor (in the integrand) has discontinuous derivatives. The problems in participating media are:
a) absorbing-emitting medium with constant temperature; b) similar problem, but the medium
temperature has a parabolic profile; c) a problem similar to item a, but in a medium that also
presents isotropic scattering; and d) problem in radiative equilibrium. These four problems are
solved with the Discrete Ordinance Method using the Step and Diamond schemes. Three
sources of truncation error are identified in the discretization error equation: a) due to Variable
Weighting, of which the Step and Diamond schemes are the classic examples; b) the application
of the Rectangle Rule; and c¢) due to the process of marching in space, a combination of both
previous sources that is passed to the next element in the ordinate direction. In general, the true
orders observed a posteriori tend to the respective true orders calculated a priori as the mesh
size tends to zero. The intensity and irradiation on a surface and the temperature, incident
radiation and heat flux in the middle of the domain are analyzed. The exceptions observed are
the incident radiation and radiative equilibrium temperature, both in the last two problems.

Keywords: Radiation heat transfer. Enclosures filled with non-participating media. Problems in
participating media. Spatial discretization errors. Truncation Error Equation.
Accurate numerical solutions. Finite Difference Method. Trapezoidal Rule.
Simpson’s 1/3 Rule. Discrete Ordinates Method. Step Scheme. Diamond Scheme.
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1 INTRODUCAO

O presente trabalho trata de erros numéricos em problemas de radiacdo térmica, mais
especificamente erros de discretizacdo. Frequentemente presentes em problemas de
computacao cientifica, estes erros decorrem da necessidade de se fazer aproximacfes para as
derivadas da variavel dependente em posicdes especificas dentro do dominio de calculo. A
medida que a quantidade de pontos (ou volumes ou elementos, dependendo do método
numérico empregado) é aumentada, € esperado que solu¢do numerica tenda a solucao analitica.

O estudo dos erros de discretizacdo em problemas de transferéncia de calor é
razoavelmente bem estabelecido para dois dos mecanismos de transferéncia de calor: a
conducéo térmica e a conveccdo. Ja o terceiro mecanismo, a radiacdo térmica, recebe reduzida
atencdo da comunidade cientifica no sentido de se embasar uma teoria de estudos de erros de
discretizacdo.

Nesta tese ndo é abordado um problema Gnico, mas sim um conjunto de problemas
envolvendo apenas a transferéncia de calor por radiacdo. Em alguns destes, apenas a radiacédo
trocada entre superficies € importante. Em outros, 0 meio que separa as superficies também
influencia a quantidade de energia trocada, seja absorvendo, emitindo ou espalhando-a.

Como o objeto de estudo desta tese reine dois temas relativamente distintos, neste
primeiro capitulo serd feita a introducdo aos erros de discretizacdo e da importancia da
verificacdo de solucdes numéricas. Em seguida é feita uma breve explanacao sobre a radiacédo

térmica.

1.1 ERROS DE DISCRETIZACAO EM SOLUCOES NUMERICAS

Nas ciéncias naturais e tecnoldgicas, frequentemente se deseja conhecer como um
fendmeno fisico, um sistema ou um equipamento se comporta a medida que certas variaveis se
modificam. Para estudar fenbmenos fisicos, uma alternativa a abordagem experimental é a
modelagem matematica, meio pelo qual alguns principios fisicos sdo representados por meio
de equacdes. Se o fendmeno for adequadamente modelado e descrito em termos matematicos,
entdo os resultados obtidos serdo similares aqueles medidos experimentalmente.

Muitos fendmenaos fisicos de interesse podem ser descritos pela aplicagcdo de um ou mais
principios fundamentais da fisica, como o principio da conservagdo da massa, da quantidade de

movimento linear e angular e o principio da conservacdo da energia. Muitas vezes tais
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principios sdo formulados sob a forma de equagdes diferenciais, equacgdes integrais ou ainda
equacdes integro-diferenciais.

Em algumas aplicagdes da engenharia, por exemplo, para a concepcdo de um
equipamento cuja operacdo envolve o escoamento de um fluido ou a troca de calor, pode ser
necessaria a solucdo de uma ou mais equacBes supracitadas a fim de representar
matematicamente como 0 equipamento se comportard. N&o é incomum que tais solugdes
analiticas sejam desconhecidas. Os métodos numéricos podem, assim como a abordagem por
meio de experimentos, permitir a solucdo do problema. Desta forma, podem ser conduzidos
estudos que produzirdo bases tecnoldgicas para o projeto de meios de transporte, equipamentos
usados em diversos segmentos da industria, instrumentos de medic&o, etc.

Obviamente a teoria das equacdes diferenciais e integrais s foi possivel apos o
desenvolvimento do Calculo Integral e Diferencial, por volta de 1700. Entretanto, mesmo apds
aproximadamente trezentos anos, muitos problemas de interesse pratico sdo por demais
complexos para permitir uma solugdo analitica em forma fechada, ou seja, uma solucéo
matematica que satisfaca a equacdo e suas condi¢bes de contorno. Assim, por aproximadamente
dois séculos, apenas problemas onde a geometria era simples e as condi¢Ges de contorno eram
simples puderam ser abordados analiticamente. Estudar problemas mais complexos demandava
(e ainda demanda) muito esforco e investimento de recursos em experimentos.

Knupp e Salari (2003, p. 1) apontam que uma significativa melhoria em termos da
capacidade de resolver problemas sem solucdo analitica conhecida s6 foi possivel apds o
aparecimento do computador e de métodos matematicos que equivalem, aproximadamente, a
resolver uma equacdo diferencial com suas condi¢cBes de contorno e iniciais. Tais métodos
vieram a ser criados e aplicados na forma de programas de computador, combinando a
criatividade e experiéncia dos cientistas e a capacidade de processamento e memdria cada vez
maior dos computadores.

Entre os mais antigos trabalhos cientificos referentes ao uso de métodos numéricos na
solucéo de problemas de engenharia, talvez o trabalho mais inovador, considerando a proposta
do presente trabalho, seja o de Richardson (1910). Neste artigo o autor emprega 0 Método das
Diferencas Finitas para estudar quatro problemas de interesse pratico da engenharia, um dos
quais o calculo da distribuicdo de tensdes em uma barragem com geometria bidimensional
relativamente complexa, reproduzida na FIGURA 1.1. O autor reconheceu a importancia de se
usar uma discretizagdo refinada (malha formada por muitos nds) a fim de minimizar o erro das

aproximacoes abaixo de um valor considerado aceitavel para sua aplicacdo na engenharia.
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FIGURA 1.1 - GEOMETRIA E CONDIGOES DE CONTORNO EM UMA BARRAGEM
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FONTE: Richardson (1910, p. 332)

Entretanto, os “métodos numéricos” para a solugdo de equacdes diferenciais ordinarias
foram concebidos muito antes da era dos computadores. Considera-se que o Método das
Diferencas Finitas foi desenvolvido por Euler em 1768 (GALLAGHER et al., 2009, p. 16).
Porém, apenas na segunda metade do século XX que o0 uso de tais métodos comegou a ser mais
amplamente utilizado. Segundo Knupp e Salari (2003, p. 2), durante a Il Grande Guerra
Mundial a solucdo de equacbes diferenciais para prever o movimento de projéteis era feito
usando um método numérico, porém calculado manualmente, e um grupo de pessoas se reunia
para efetuar os calculos manualmente ou com réguas de célculo. Ap6s a Il Grande Guerra
Mundial os métodos numéricos gradativamente comecaram a ser mais frequentemente
empregados e seu uso se consolidou, em grande parte, nas tecnologias desenvolvidas no
contexto da Guerra Fria.

Segundo Oberkampf e Roy (2010, p. 2), a década de 1960 pode ser considerada como o
periodo no qual o aumento da capacidade dos computadores, assim como sua dispersdo na
academia, na industria e nas organizacdes governamentais, promoveu um aumento significativo
na modelagem e simulacdo cientificas. Estes autores consideram que na referida década a
simulacdo por computador comecou a ser utilizada para projeto e tomada de decisdes,
principalmente nas industrias aeroespacial e militar. Foi nesta época que ficou evidente uma
questdo relevante, principalmente quando o projeto ou equipamento é de custo elevado ou
quando a sua falha produz consequéncias graves: até que ponto uma solugdo numeérica pode ser
levada em conta no estudo de um fendmeno fisico ou ainda como ferramenta de projeto ou de
tomada de decisbes?

O estudo da barragem, abordado por Richardson (1910) é um bom exemplo, pois uma

falha na barragem pde em risco tudo o que estiver a sua jusante: comunidades, industrias,
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sistemas de transporte e infraestrutura além do préprio meio ambiente. Richardson (1910)
reconheceu e mostrou a importancia da qualidade da discretizagdo espacial do dominio e das
aproximacdes empregadas para discretizar as equacdes.

Atualmente, alguns exemplos relevantes sdo citados em Oberkampf e Roy (2010): a
simulacdo de sistemas de seguranca de reatores nucleares e de depositos de lixo radioativo,
estudos de seguranca de edificacGes e previséo do tempo e do clima. Valendo ressaltar que o
efeito da radiacédo térmica é importante no projeto de edificagdes, mais especificamente na
avaliacdo de evacuacdo em caso de incéndio.

AIAA (1998) ressalta a importancia das simulagdes numéricas na meteorologia, na
oceanografia e na engenharia, por exemplo, no estudo de fenbmenos complexos como a
turbuléncia e a combustdo. Roache (2009, p. 25) cita também a modelagem do transporte de
aguas subterraneas, aeroacustica, transporte de néutrons, magneto-hidrodinamica,
eletrodindmica, dindmica do plasma, quimica e extracéo de petroleo.

Os paragrafos acima podem induzir no leitor uma confianga demasiada nos resultados
obtidos com a computacdo cientifica, especialmente quando se leva em conta os avangados
pacotes de ferramentas computacionais, como 0 FLUENT (ANSYS Inc., 2020a), CFX (ANSYS
Inc., 2020b) e 0 STAR-CCM+ (SIEMENS PLM SOFTWARE, 2020). Roache (2009, p. 26-27)
critica uma postura recorrente dos usuarios de programas de computacao cientifica. Segundo o
autor, ¢ comum que uma credibilidade exagerada seja dada aos resultados numéricos.

Um exemplo disso é a conclusdo apontada em Chapman, Mark e Pirtle (1975 apud
ROACHE, 2009, p. 27), a qual previa que a solucdo numérica das equacOes diferenciais
governantes dos fendbmenos de aerodindmica tornariam os experimentos em tanel de vento
desnecessarios em um futuro préximo. A previsdo foi contestada logo ap6s a publicacdo do
artigo e mesmo atualmente tal alegacdo ndo é valida. Sorbilli* (2019) menciona que na
fabricante de aeronaves EMBRAER a quantidade de horas demandadas para estudos de
aerodindmica computacional tem crescido ao longo dos ultimos anos, mas a quantidade de
ensaios em tunel de vento também tem crescido na mesma proporcao.

Assim chega-se a duas questdes relevantes sobre o0 uso de métodos numéricos. A
primeira questdo é: qual a confianca de que uma solugdo numérica representa corretamente a
solugdo do modelo matematico escolhido para descrever o processo fisico ou fendmeno de
interesse? Tal questdo e feita pela pessoa envolvida no processo de transformar o modelo

matematico em um cddigo computacional e de resolvé-lo.

! Fala do Eng. Rodrigo Sorbilli no curso de Aerodindmica Aplicada na Aviacdo, ministrada no Portal Engenharia
Aeronautica, 2019.
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J& a segunda questdo é: qual a confianga de que a solucdo numérica obtida (e
consequentemente o modelo matematico) representa adequadamente o fenémeno fisico a ponto
de a solucdo numérica poder ser utilizada como ferramenta de projeto, de tomada de decisdes
ou mesmo da predicdo do comportamento de algum sistema? Esta € uma questdo que o usuario
da simulacdo numeérica fara, por exemplo, um 6rgéo de execucao de politicas publicas ou um
gerente de projeto de uma empresa. A Validacdo avalia qudo bem as equagbes do modelo
matematico representam o fendBmeno do mundo real que se procura modelar.

Segundo Oberkampf e Roy (2010, p. 22), a fim de tratar tais questdes, as comunidades
que se utilizam da computacdo cientifica formularam comités para avaliar e padronizar a
terminologia e metodologia para formular, testar e reportar resultados de estudos numeéricos.
Exemplos sdo: a comunidade de pesquisa operacional, The Institute of Electrical and
Electronics Engineers (IEEE), The US Department of Defense (DoD), The American Institute
of Aeronautics and Astronautics (AIAA), a American Society of Mechanical Engineers
(ASME), e a comunidade cientifica de hidrologia.

O objetivo deste esfor¢co organizado dentro da engenharia mecanica é atribuir
credibilidade a modelagem e a simulacdo numeérica de problemas, por exemplo, de Dinamica
dos Fluidos Computacional (CFD, da terminologia em lingua inglesa Computational Fluid
Dynamics) e de Transferéncia de Calor Computacional (CHT, da terminologia em lingua
inglesa Computational Heat Transfer). Dentre a terminologia definida pelas entidades
supracitadas, no presente trabalho serdo adotadas as definicdes recomendadas na norma técnica
ASME (2009), exceto quando outras fontes sdo explicitamente citadas.

Incerteza: é uma potencial deficiéncia em qualquer fase ou atividade do processo de
modelagem que ¢ devida a falta de conhecimento. Exemplos sdo as estimativas de propriedades
fisicas e simplificaces do modelo matematico.

Erro: essencialmente a mesma defini¢do de incerteza, porém néo ocorre devido a falta
de conhecimento. Alguns exemplos sdo os erros de arredondamento na representacdo de
numeros em um computador (devido as operacdes de ponto flutuante), erros de truncamento,

erros de iteracéo e erros de programacao. Neste trabalho o erro numérico E sera dado por?

E(@)=2—-¢, (1.1)

2 Nesta tese € usada a definicdo apresentada em Knupp e Salari (2003, p.10), entretanto pode-se usar E(¢) = ¢ —
@, que ¢ usada por Roache (2009) e em ASME (2009, p.10). Basta trocar o sinal para converter o resultado entre
uma e a outra definicao.
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em que @ é a solucdo analitica exata de uma variavel qualquer e ¢ € a sua solugdo numeérica.

Verificacdo: o processo de determinar se a implementagéo de um modelo acuradamente
representa a descri¢do conceitual do desenvolvedor do modelo e a correspondente solugéo.

Segundo Knupp e Salari (2003, p. 20), a verificacdo de codigo pode ser feita constatando
se as solugbes numéricas nas diversas malhas convergem para a solugcdo exata na taxa de
convergéncia esperada. Segundo os autores, se a ordem de acuracia formal é observada em um
senso assintotico, entdo o cddigo é considerado verificado para as opgdes de codificacéo
exercitadas. A falha em atingir a ordem formal de acuracia indica a presenca de enganos no
codigo ou um problema com o algoritmo numeérico.

A Verificacdo prové evidéncia convincente de que o modelo conceitual (matematica
continua) é resolvido corretamente pela matematica discreta incorporada na forma do cddigo
de computador (OBERKAMPF; TRUCANO, 2002, p. 18). H& dois processos a citar: a
Verificacao de Codigo e a Verificacdo da Solucgéo.

Segundo a norma da ASME, a verificacdo de codigo estabelece se o codigo esta correto
por meio de testes sistematicos envolvendo discretizagdes progressivamente mais refinadas e
monitorando a convergéncia da solugdo numérica com alguma solugdo modelo, ou como muitas
vezes aparece na literatura “benchmarking”, preferivelmente uma solu¢do analitica
suficientemente acurada que envolva func¢des simples. A norma ASME ainda aponta que nao é
suficiente que a solucdo analitica seja acurada, € necessario que sua estrutura seja
suficientemente complexa a ponto de testar todos os termos presentes na(s) equacgéo(des)
governante(s). No caso de o problema ndo possuir solugdo analitica conhecida, se recomenda o
Método das Solucgdes Fabricadas, muito bem explicado em Knupp e Salari (2003), por exemplo.

Segundo Knupp e Salari (2003) verificacdo de cddigo € a verificacdo da ordem de
acurécia do codigo numérico, na qual se mostra que a ordem assintotica de acuracia exibida
pelo cédigo concorda com a ordem de acuracia tedrica prevista de acordo com o método
numerico.

Ja a verificacdo da solucdo numérica assume que o codigo foi apropriadamente
verificado e que produz solugbes numeéricas corretas. Segundo ASME (2009), verificacdo da
solucdo numérica é feita por meio de refinamento sucessivo da malha e quantificacdo do erro
numerico. O meio mais empregado para tal é a Extrapolacdo de Richardson (ASME, 2009) e
as vezes é empregada a generalizacdo desta técnica, denominada Mdltiplas Extrapolacdes de
Richardson, para aumentar a acuracia das solu¢bes numéricas (ROACHE; KNUPP, 1993;
MARCHI; SUERO; ARAKI, 2009).
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Validag&o: o processo de determinar o grau em que um modelo representa acuradamente
0 mundo real da perspectiva de intencdo de uso do modelo.

A Validacdo identifica e quantifica o erro e a incerteza nos modelos conceitual e
computacional. Segundo AIAA (1998, p. 1-2) a principal estratégia da Verificacdo e Validacédo
é a avaliacdo do erro e da incerteza em simulagcdes computacionais. O grau de acurécia
requerido dependera do problema em anélise e de questdes como custo, cronograma e seguranga
de um projeto. Portanto, o usuario do programa deve estabelecer o nivel de acuracia desejado e
executar as simulacoes a fim de estimar ndo apenas os resultados da simulacdo, mas também
sua acuracia.

Os procedimentos de Verificagdo e Validacdo sdo importantes para assegurar que as
conclusdes de estudos que dependam da andlise de solu¢des numéricas se traduzam em tomadas
de decisdo assertivas. Tanto que nas décadas de 80 e 90 os meios de divulgacao cientifica como
journals e revistas especializadas passaram a ndo aceitar artigos contendo solu¢fes numericas
que ndo tenham sido verificadas. Exemplos sdo Freitas (1993), Roache, Ghia e White (1986,
2008), Gresho e Taylor (1994), AIAA (1994) e ASME (1994).

Algumas organizacdes dentro da engenharia publicaram guias e relatorios técnicos
recomendando procedimentos de Verificagdo e Validacdo (AIAA, 1998; GALLAGHER et al.,
2009; ASME, 2006). Alguns anos mais tarde, com a consolidagdo dos procedimentos e
readequacao de definicdes, foi publicada a norma ASME V&V 20-2009, que padroniza 0s
procedimentos de verificacdo e validacdo de simulacdes numéricas (ASME, 2009).

Entretanto, € incomum encontrar artigos cientificos sobre radiacdo térmica publicados
recentemente que apresentam estimativas de erros numéricos. Talvez isso ocorra porque o foco
atual das pesquisas em radiacdo térmica numérica é a solucdo de problemas de elevada
complexidade, tanto em termos de geometria como em termos da quantidade de fendmenos
fisicos modelados simultaneamente (LECOCQ et al., 2014; ROGER; SILVA; COELHO, 2009;
SANTOS et al., 2008; FRAGA; CENTENO; FRANCA, 2017). Neste sentido, a verificacéo,
conforme a ASME (2009) pode se tornar muito demandante, ja que os problemas de CFD e
CHT sdo de convergéncia lenta e requerem malhas muito refinadas para que os fenbmenos
sejam todos adequadamente representados. Como o0s métodos numeéricos tipicamente
empregados em CFD e CHT estimam erros por meio de resultados obtidos em malhas
sucessivamente mais refinadas, entdo o esforco computacional se torna elevado. Isto explica,
em parte, porque se aceita comparar os resultados numéricos a resultados considerados de

referéncia.
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Aparentemente um estudo metodico e aprofundado de erros numéricos, analisando
problemas simples e gradativamente aumentando a complexidade do modelo matematico, é um
tema que aparentemente ainda ndo foi abordado, representando uma lacuna importante a ser
preenchida antes de partir para problemas cuja descricdo matematica é complexa e depende
fundamentalmente de boa descricdo da radiagcéo, por exemplo, em problemas envolvendo
combustéo.

Por exemplo, Goebel et al. (2013) apresentam um modelo sofisticado para calcular o
fluxo de calor devido a radiacéo sobre as paredes internas de motores-foguete de propelente
liquido. Os autores utilizaram o Método de Harménicos Esféricos (no caso foi aplicada a
Aproximacao P;) juntamente com o Modelo Soma Ponderada de Gases Cinza (WSGG, da sigla
em lingua inglesa Weighted Sum of Gray Gases) para contabilizar a variacdo do coeficiente de
absorcdo dos produtos de combustdo no interior do motor. Como a complexidade dos
fendmenos fisicos simulados € elevada, o que os autores denominam “validagdo” é comparar
os resultados da parte do programa dedicada ao calculo da radiacdo com problemas modelo
(benchmarking) e depois acopla-la ao programa preexistente que resolve o escoamento reativo
e turbulento dos produtos de combustao.

Por esse motivo, nesta tese sdo estudados problemas teoricos e suficientemente simples
que permitem a analise sistematica dos erros de discretizacdo espacial. Sdo eles:

Problemas de Meios N&o Participantes:

a) Radiacdo trocada entre placas planas, negras, nao isotérmicas e paralelas entre si,
uma tendo fluxo de calor prescrito e a outra tendo sua temperatura prescrita (cujo
modelo matematico é uma equacéo algébrica contendo termo integral);

b) Calculo datemperatura da area lateral de um tubo de comprimento finitos submetido
a fluxo de calor constante, cujas extremidades sao frias (cujo modelo matematico é
uma equacao integral de Fredholm do segundo tipo);

c) Cavidade esférica contendo duas calotas com temperatura prescrita e duas zonas
esfericas com fluxo de calor prescrito (cujo modelo matematico € um sistema de
equac0es de Fredholm do segundo tipo);

Problemas de Meios Participantes:

d) Meio absorvedor-emissor com temperatura constante confinado entre duas paredes
negras, isotérmicas, planas e paralelas entre si (cujo modelo matematico € uma

equacdo diferencial ordinaria homogénea);
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e) Meio absorvedor-emissor com temperatura varidvel entre duas paredes negras,
isotérmicas, planas e paralelas entre si (cujo modelo matematico é uma equacao
diferencial ordinaria ndo homogénea);

f) Meio absorvedor-emissor, com espalhamento e temperatura constante confinado
entre duas paredes negras, isotérmicas, planas e paralelas entre si (cujo modelo
matematico € uma equacdo integro-diferencial ndo homogénea);

g) Meio absorvedor-emissor, com espalhamento em equilibrio radiativo (cujo modelo

matematico € uma equacao integro-diferencial ndo homogénea).

1.2 A RADIACAO TERMICA

Segundo Bergman et al. (2011, p. 768) radiacdo térmica é a energia emitida pela matéria
em funcdo da sua temperatura absoluta e € modelada como sendo transportada ou por meio de
ondas eletromagnéticas ou por fétons. O mecanismo de emissdo da radiacdo térmica estd
relacionado a energia liberada como o resultado da oscilacdo ou transicdo dos muitos elétrons
gue compdem a estrutura atbmica da matéria. Tais oscilacdes sdo mantidas pela energia interna
da matéria, portanto funcéo da sua temperatura absoluta.

Ainda segundo estes autores, a liberacdo da energia térmica se concentra em
comprimentos de onda na faixa de 0,1 a 100 um. Tal faixa abrange toda a regidao denominada
infravermelho, a regido do espectro visivel e uma parcela da regido do ultravioleta. Por ter
origem eletromagnética, a radiacdo térmica ndo necessita de um meio material para se propagar,
sendo esta uma marcante diferenca em relacdo aos dois outros mecanismos de transferéncia de
calor: a condugéo e a convecgao.

Segundo Bergman et al. (2011, p. 769), toda matéria com temperatura absoluta ndo nula
emite radiacdo. A superficie de um sélido opaco emite e absorve radiacdo como um fenémeno
de superficie, ou seja, apenas uma camada superficial com poucos adtomos de espessura
consegue absorver radiacao, transformando-a em energia interna ou o contrario, transformando
a energia interna em radiacdo que € emitida a partir da superficie.

Quando apenas superficies opacas trocam radiacao entre si, sem influéncia do meio que
as separa, entdo se diz que este meio é ndo participante, ou seja, ndo interfere na intensidade da
radiagdo, na sua direcdo ou nos comprimentos de onda em que ocorre. O UGnico meio
efetivamente ndo participante é o vacuo, mas gases com moléculas diatbmicas e solidos e
liquidos transparentes aos comprimentos de onda tipicos da radiacdo térmica também podem

ser considerados como meios néo participantes (FIGURA 1.2 A).
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Varios gases, como o vapor de agua e o didxido de carbono e alguns sélidos e liquidos
semitransparentes emitem e absorvem radiacdo como sendo um fenémeno volumeétrico. Assim,
a emissdo e absorcdo podem ocorrer em todo o interior do corpo e ndo apenas na superficie,
como mostrado na FIGURA 1.2 B.

Se o tamanho de um corpo emissor de radia¢do térmica for da ordem do tamanho das
moléculas e 4&tomos que o constitui, entdo a termodinamica estatistica € a ferramenta mais
adequada para descrever matematicamente a emissao e a absorcéo da radiacdo. Entretanto, nas
aplicacdes classicas de engenharia o tamanho dos sistemas estudados € muitas vezes maior que

o0 tamanho dos atomos e moléculas que os compde.

FIGURA 1.2 - DUAS CLASSES DE PROBLEMAS DE RADIACAO TERMICA EM CAVIDADES. (A)
MEIO NAO PARTICIPANTE E (B) EM MEIO PARTICIPANTE.

(4) (B)

FONTE: O AUTOR (2020)

Para esses grandes sistemas, onde os efeitos de interferéncia e polarizagdo da radiacéo
ndo sdo importantes, em vez de descrever a radiacdo por meio da teoria eletromagnética,
costuma-se utilizar o modelo de fétons ou modelo quantico. Assim, o problema das trocas de
calor por radiagcdo pode ser simplificado pela utilizagdo de uma abordagem baseada em
conceitos de Optica geometrica para descrever a variacao direcional da intensidade da radiacdo
e modelos como o corpo negro e corpo cinza para descrever a distribuicdo espectral da radiagédo
(HOWELL; SIEGEL; MENGUC, 2011, p. 2).
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1.3 JUSTIFICATIVA

Segundo Howel, Siegel e Mengiic (2011, p. 441) a importancia da radiacédo térmica em
aplicacdes industriais € conhecida desde a década de 1920. Quando os primeiros fornos de vidro
de grande porte foram concebidos, notou-se que a distribuigdo de temperatura nos tanques de
vidro fundido profundos era mais uniforme que a prevista em projeto (sem considerar a radiagéo
térmica). Mesmo levando em conta a convecgdo no interior do tanque, a distribuicdo de
temperaturas ndo era explicada satisfatoriamente quando desconsiderados os efeitos de troca de
calor por radiacdo. Gardon (1958a, 1958b, 1961) foram alguns dos primeiros estudos a
reconhecer a importancia da radiacéo térmica neste tipo de equipamento.

Ainda em Howell, Siegel e Mengii¢ (2011, p. 400) os autores reconhecem a necessidade
de pesquisar sobre a quantificacdo do erro numérico em problemas de radiacdo térmica e citam
os erros de discretizagdo espacial e angular, além de erros de modelagem e aqueles devidos ao
uso de dados de entrada inadequados. Entretanto nenhuma metodologia de estudo de erros
numéricos é apresentada.

No prefacio do livro que trata da radiacao térmica de gases de combustéo, Ludwig et al.
(1973) comentam que durante a década de 1950 houve varios percalgos no desenvolvimento
dos foguetes da National Aeronautics and Space Administration (NASA) devido ao
superaquecimento da base onde os motores eram instalados. Isso ocorria devido a radiacdo
proveniente da pluma dos gases de exaustdo. Os problemas de superaquecimento evidenciaram
a importancia e a necessidade da pesquisa da emissdo e absorcdo da radiacdo por gases a
elevadas temperaturas. Os estudos conduzidos facilitaram, mais tarde, durante o Programa
Apollo, o desenvolvimento dos grandes motores utilizados na familia de foguetes langadores
Saturn.

Dada a importancia da radiacdo térmica em diversos problemas de engenharia e a
aparente lacuna de estudos sistematicos de erros numéricos, o problema abordado na presente
tese de doutorado € estimar os erros de discretizacdo em problemas de radiacdo térmica no
interior de cavidades preenchidas por meios ndo participantes e em problemas onde o meio é
participante.

Como a solucdo analitica dos problemas praticos que envolvem a radiacdo térmica em
geral ndo é possivel, entdo o uso dos métodos numericos assume um papel importante na
engenharia. Problemas de CFD e CHT (especificamente os de conducéo e convecgao) possuem
estratégias ja consolidadas de estimativa e de reducao dos erros de discretizacdo (ASME, 2009;
AlIAA, 1998; FERZIGER; PERIC, 2002, p. 58-60; VERSTEEG; MALALASEKERA, 2007, p.
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285-303) e de iteracdo (FERZIGER; PERIC, 2002, p. 124-134; ROACHE, 1998, p. 527).
Também se observa atualmente a continuidade nas pesquisas sobre erros numéricos em geral,
sejam erros de discretizacdo (MARCHI, 2001; MARCHI; SILVA, 2002; VARGAS, 2013;
MARTINS, 2013) ou de iteracdo e arredondamento.

O estudo dos erros numéricos em problemas de radia¢éo térmica, por outro lado, possui
quantidade reduzida de trabalhos cientificos (CHAI;, LEE; PATANKAR, 1993, 1994,
CHEONG; SONG, 1995; JESSEE; FIVELAND, 1996; LARSEN; WOLLABER, 2007
RAITHBY, 1999). Parte desta escassez pode ser explicada pelo nimero relativamente pequeno
de pesquisadores dedicados ao tema em contrapartida com a comunidade de CFD, mas também
pode ser devida & complexidade adicional da natureza direcional e espectral da radiacéo.

A intensidade direcional, também chamada apenas intensidade neste trabalho, € a
grandeza basica para se estudar a radiacdo térmica em sistemas macroscopicos. Esta grandeza
é funcdo ndo apenas das coordenadas espaciais, mas também da direcdo de propagacdo e do
comprimento de onda. Desta forma, os métodos numéricos dedicados aos calculos de
transferéncia de calor por radiacdo podem apresentar erros devido as discretizaces espacial,
angular e espectral.

Mesmo que as superficies (¢ o meio, no caso dele ser participante) sejam
homogéneas(os) a intensidade varia de acordo com a posic¢éo no interior do dominio e com a
direcdo. Assim, a discretizacdo espacial ocorre porque em geral é necessario subdividir o
dominio em entidades discretas, que podem ser elementos, nds ou volumes, nos quais as
propriedades e valores das grandezas fisicas sdo calculados. Dependendo do método numérico
escolhido para a formulacdo espacial do problema se tem um tipo de ente numérico diferente,
que pode ser elementos (Método dos Elementos Finitos), nds (Método das Diferencas Finitas)
ou volumes (Método dos Volumes Finitos) (FERZIGER; PERIC 2002, p. 25).

Os erros de discretizacdo espacial ocorrem devido a dois processos de discretizacdo: a)
do dominio, o que permite uma representacdo pormenorizada da variacdo das grandezas e
propriedades no espaco e b) do modelo matematico, pois as derivadas espaciais presentes nos
termos da equacdo sdo representadas por aproximagdes numéricas (LEONARD, 1988, 1994,
1995). No presente trabalho se pretende estudar os erros de discretizagdo espacial apenas.

Segundo Chai, Lee e Patankar (1993), a discretizacdo angular ocorre nos metodos que
descrevem a radiacdo em termos da intensidade direcional (e.g. Método das Ordenadas
Discretas, Método da Transferéncia Discreta). Decorre da necessidade de discretizar a
intensidade da radiacdo em uma quantidade finita de diregdes a fim de representar

aproximadamente sua distribuicdo direcional. As dire¢cdes estdo posicionadas no interior de
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elementos de angulo solido e se assume que a intensidade direcional é constante no interior de
cada angulo sélido discreto. Quanto mais direcdes forem empregadas, mais bem representado
se torna o campo de intensidade direcional e menor o erro de discretizacdo angular associado.
No limite, quando um numero infinito de direcdes é considerado, o campo de intensidade se
torna continuo e é esperado que esta fonte de erro numérico tenda a zero.

A discretizacdo espectral é importante em problemas nos quais a hipétese de superficie
negra ou cinza ndo pode ser feita ou caso haja gases participantes que nao possam ser modelados
como gases cinza. Por Gltimo, ha a situacéo na qual os gases participantes s@o cinza assim como
as superficies, porem com emissividades diferentes em duas ou mais faixas de comprimentos
de onda. No caso em que as propriedades das superficies ou do meio apresentam variacGes
significativas em diferentes comprimentos de onda os efeitos espectrais ndo podem ser
desconsiderados, especialmente se as temperaturas das superficies ou meio sdo
consideravelmente diferentes entre si (e.g. a superficie de aquecedores solares utilizados para
aquecer agua em edificagdes possui superficie com absortividade seletiva em relacdo ao
comprimento de onda, aproveitando-se da significativa diferenca entre a distribuicéo espectral
da radiacdo solar e a da superficie do proprio aparelho). Entretanto, ndo se pretende estudar o
impacto desta fonte de erro de discretizagéo neste trabalho.

E importante ressaltar que ha diversos métodos numéricos dedicados a modelagem da
radiacdo térmica, sendo que podem apresentar algumas fontes de erros de discretizacdo e ndo
apresentar outras. Por exemplo: o Método Monte Carlo pode apresentar nenhum dos tipos de
erros de discretizacdo citados, pois se trata de um método probabilistico e seu principio basico
é usar numeros aleatdrios na escolha da posicao de emisséo de “pacotes” de radiacdo, na escolha
da direcdo de emisséo e também ap0s o raio incidir sobre uma superficie qualquer, decidir se
este sera absorvido ou refletido.

Caso haja meio participante entre as superficies, 0 método também usa ndmeros
aleatorios para avaliar a probabilidade de o pacote ser absorvido ou entdo espalhado em uma
nova direcdo, caso em que é requerido outro nimero aleatério para selecionar a nova direcao
da radiacdo. Sua fonte de erro numérico é proveniente do fato que na prética, o programa que
implementa o método utiliza um namero finito de pacotes, 0 gera um erro numérico em fungéo
da perda de representatividade estatistica.

Tambeém vale citar que o Método dos Harmdnicos Esféricos ndo apresenta discretizacao
angular. Trata-se de um método analitico que, em vez de operar com a intensidade direcional,
produz uma equacdo aproximada para varidveis secundarias, como a radiagdo incidente e o

fluxo de calor (no caso da Aproximacéo Pn), ou seja, grandezas derivadas da intensidade. Estas
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duas grandezas ndo sdo dependentes da distribuicdo direcional da intensidade. A equacgéo
resultante, assim como as condi¢Ges de contorno sdo, entdo, discretizadas por um método
numérico, tipicamente o Método das Diferencas Finitas, e as equacfes discretizadas resolvidas
numericamente.

Uma abordagem interessante para o estudo sistematico de erros numéricos em
problemas de radiacdo térmica é classificar os fendmenos fisicos e abordar sistematicamente
cada classe, da mais simples para a mais complexa. E importante lembrar que mesmo 0s
problemas mais simples podem ser Uteis na pesquisa dos méetodos numeéricos de radiacéo e na
compreensdo de fenbmenos fisicos, por exemplo, embora os problemas desta tese sejam
resolvidos em malhas estruturadas e uniformes, a metodologia é vélida para malhas nédo
estruturadas também (ASME, 2009, p. 7, 13). Além disso, atualmente ja estdo disponiveis
computadores com capacidade de processamento e memoria para simular problemas em malhas
suficientemente refinadas, mesmo no caso em que a radiagdo térmica é um dos fenébmenos
envolvidos (e.g. combustdo turbulenta, que requer a simulacdo conjunta da turbuléncia, reacoes

quimicas e radiacéo).

1.4 OBJETIVOS

A fim de organizar o presente trabalho, escolheu-se definir os seguintes objetivos geral

e especificos descritos a seguir.

1.4.1 Objetivo Geral

Medir e estimar erros de discretizacdo espacial em solu¢Ges numeéricas de problemas de
radiacdo térmica em cavidades preenchidas por meios ndo participantes e em problemas de

radiacdo em meios participantes.

1.4.2 Objetivos Especificos

Os objetivos especificos do presente trabalho sdo:
a) Realizar estimativas de erro a priori, encontrando a equacdo geral do erro de

truncamento para as aproximag6es numericas empregadas nos problemas;
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b) Programar modelos numéricos para a solugdo das equagdes integrais e dos sistemas de
equac0es integrais que modelam os problemas de radiacdo em meios néo participantes.
Em seguida realizar a verificacdo de cada codigo;

c) Programar o Método das Ordenadas Discretas (aproximagées S,, S4, Sg € Sg) na versdo
unidimensional com simetria azimutal. Em seguida, realizar a verificacdo do codigo;

d) Incorporar em cada modelo numérico a técnica das Multiplas Extrapolacfes de
Richardson, o que possibilita a anélise a posteriori dos erros, estimativas do erro e suas
ordens verdadeiras, em funcdo do tamanho do elemento de malha, a fim de confirmar
ou refutar os resultados da andlise a priori;

e) Avaliar se as solucbes analiticas estdo contidas dentro da faixa de estimativa de erro
obtida nas simula¢Ges numéricas. As estimativas do erro numéricas sao calculadas com
o Estimador de Richardson e com o Estimador GCI (da terminologia em lingua inglesa

Grid Convergence Index);

N&o sera objeto de estudo desta tese os erros numéricos em funcdo da discretizacéo
angular e espectral. O presente trabalho se concentrard em analisar processos de transferéncia
de calor em termos totais, ou seja, considerando todo o espectro da radiacdo térmica. Assim, as
superficies que formam as fronteiras dos problemas estudados serdo negras ou cinza.

No caso de problemas envolvendo meios participantes, serdo estudados apenas
problemas onde o meio participante € considerado cinza e seus coeficientes de absor¢do e
espalhamento constantes e especificados.

Por ultimo, apenas superficies difusas serdo estudadas e quanto aos meios participantes
que apresentam espalhamento, apenas o caso do espalhamento isotrépico é estudado. O objetivo
de limitar os problemas é permitir o estudo sistematico de casos mais simples, uma vez que,
como € visto na revisao bibliogréfica a seguir, os estudos de erros numéricos em problemas de

radiacdo térmica ndo sdo bem desenvolvidos.

1.5 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Esta secdo estd dividida em 3 partes. Na primeira é feito um apanhado do
desenvolvimento e estado atual do estudo de erros de discretizacdo e nas duas seguintes o
mesmo ¢é feito para os desenvolvimentos numeéricos dos problemas de transferéncia de calor por

radiagdo em meios ndo participantes e em meios participantes.
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1.5.1 Erros de Discretizacao

Como um apanhado sobre erros de discretizacdo é apresentado na Secdo 1.1, portanto
aqui apenas trabalhos que reportam desenvolvimentos diretamente relacionados ao tema da
presente tese sdo apresentados. O primeiro artigo a mencionar € Leonard (1994), onde €
mostrado como € obtida a equacdo do erro de truncamento na equacao da convecgao pura, tanto
com o Método das Diferencas Finitas quanto ao Método dos Volumes Finitos. O autor mostra
gue embora com mesma ordem, os coeficientes do termo assintotico da equacao sao diferentes.
Leonard (1995) é outro artigo que também mostra como obter a equacdo do erro de
truncamento, desta vez para o esquema QUICK, usado como aproximagao do termo convectivo
da equacéo da adveccao-difusao.

Koshev e Beilina (2013) resolvem com o Método dos Elementos Finitos um problema
mal posto modelado por uma equacdo integral de Fredholm do primeiro tipo. Os autores
minimizam o funcional de Tikhonov para encontrar uma solugéo regularizada e estimam o erro
a posteriori tanto da solu¢do como também do funcional. Os autores comparam as solucdes
numéricas com resultados experimentais de microtomografias, entretanto nao é conduzido um
processo de validacdo segundo os moldes da ASME (2009).

Rider et al. (2016) propdem uma metodologia baseada em critérios estatisticos para
calcular o fator de seguranca do estimador GCIl. A metodologia, denominada como robust

verification, inclui também o julgamento de um especialista na avaliacdo do fator de seguranca.

1.5.2 Problemas de Radiacdo em Meios N&o Participantes

Os problemas de radiacdo em meios ndo participantes estdo presentes em aplicacdes de
engenharia tais como em aquecedores solares (VARGAS et al., 2009), iluminacdo de ambientes
(CASSOL et al., 2011) e em fornos de recozimento, estufas e muflas (LEMOS; BRITTES;
FRANCA, 2014). Também sdo importantes na analise de meios participantes ndo cinza, ou seja,
daqueles meios participantes onde ocorre uma ou mais faixas de comprimentos de onda nas
quais 0 meio ndo interage com a radiacdo térmica significativamente (CHAI; LEE;
PATANKAR, 1993). Muitos gases presentes em aplicacOes de interesse na engenharia se

comportam desta forma.
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Dependendo de como sdo formulados quando descritos em forma matemaética, os
problemas de radiacdo em meios ndo participantes constituem desde uma Unica equacao integral
de Fredholm até conjuntos ou mesmo sistemas de equacdes integrais de Fredholm.

Frequentemente as pesquisas sobre esta classe de problemas nao tém como Unico foco
o fendmeno de radiacdo térmica em si. Muitos artigos abordam técnicas de otimizacdo que
buscam a melhor disposicao entre superficies que trocam radiacdo térmica entre si ou entéo
minimizar a quantidade de energia consumida por equipamentos (OBA; POSSAMAI,
NICOLAU, 2014; CARVALHO; NOGUEIRA, 1997).

Algumas das técnicas de otimizacdo sdo os Métodos Inversos, o0 Método dos Gradientes
Conjugados (BAYAT; MEHRABAN; SARVARI, 2010) e o Método da Otimizacdo Extrema
Generalizada (LEMOS; BRITTES; FRANCA, 2014). Em geral o foco da pesquisa destes
trabalhos esta na aplicacdo dos métodos de otimizacao nos problemas de radiacdo térmica e ndo
nas questbes relativas a solu¢do numérica das equagdes, que em geral constituem equacdes
integrais de Fredholm do segundo tipo.

Uma dltima éarea de pesquisa atualmente em desenvolvimento, porém néo
necessariamente relacionada ao tema da presente tese € a caracterizacdo das propriedades
radiativas de superficies, particularmente de materiais em elevadas temperaturas, como
ceramicos (FU et al., 2015) e de meios dispersos como leitos granulares, fuligem, fibras e
espumas (LOPES et al., 2001; MOURA, 1998).

Grande parte dos problemas de radiagdo em meios ndo participantes sdo resolvidos
usando o modelo da cavidade (enclosure da terminologia em lingua inglesa). Tais problemas
tipicamente recaem em modelos matematicos constituidos de uma equacdo integral de
Fredholm do segundo tipo ou mesmo em um sistema de tais equagoes.

Usando a notacdo comumente empregada na literatura (POLYANIN; MANZHIROV,
2008, p. 301; HILDEBRAND, 1965, p. 281), uma equacdo linear de Fredholm do segundo tipo

¢ escrita como

b
() - A f K(x, 0)y(@©)dt = £, (1.2)

onde x e y sdo as variaveis independente e dependente, respectivamente, A é denominado valor
caracteristico (i.e. inverso de um autovalor da equacéo integral), a funcdo K € denominada
ndcleo da integral definida entre os limites a < x < b e f € um termo independente de y.

Quando f = 0, a equacdo integral é dita homogénea, do contrario ela é dita ndo homogénea.
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Segundo Hildebrand (1965, p. 279) a integral na equagcdo de Fredholm pode ser
considerada como caso limite de um somatério de N termos, onde N — oo. No caso de N finito,

entdo a solucdo é obtida de forma aproximada

y() = A ) WK, 1)) ~ f(3), (13)
k=1

onde W, sdo coeficientes de ponderacao, tipicos do método numérico empregado para conduzir
a integracao.
Como a Eq. (1.3) precisa ser satisfeita em todos os N pontos escolhidos, entdo tem-se

um sistema linear de equacdes algébricas

YD) = A ) WeK(xp %)y0ed = fG), = 12,0, N 14)
k=1

Embora na Eq. (1.4) ambos os membros estdo escritos como iguais, deve-se ter em
mente que ja existe uma aproximacdo em funcdo da transformacdo da integral em um
somatario.

Analisando a Eq. (1.4), vé-se que em cada ponto discreto x; é considerado o efeito dele
mesmo e de todos 0s demais pontos x;,, de acordo com a funcéo nucleo K. Desta forma, no caso
mais geral, é esperado que o sistema linear representado pela Eq. (1.4), apresente matriz cheia
quando escrito na forma matricial.

Em termos de métodos numéricos, matrizes esparsas (e.g. matrizes diagonais,
tridiagonais) sdo preferiveis as matrizes cheias, pois ha técnicas numéricas que resolvem
sistemas lineares com tais matrizes de forma eficiente, ou seja, com pouco custo computacional
e poucos requisitos de memoria. E claro que em geral a matriz K = K (x;, x;) é diagonalizavel,
caso em que existe uma matriz D = [Diai,,-] que permita a solucdo numeérica eficiente do

problema, que escrito em forma vetorial fica
y—AKDy =f. (1.5)

Em Atkinson (1967) € desenvolvida a técnica de solucéo de equacdes integrais por meio

de regras de quadratura generalizadas. O autor realiza uma anélise a priori que permite calcular
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um limite méximo para o erro de discretizacdo. O autor deduz a Regra do Trapézio
Generalizada, que possui ordem dois, (h?), enquanto que a Regra de Simpson Generalizada
é de ordem trés, o(h®), ou seja, uma ordem menor que a Regra de Simpson regular (¢ (h%)). A
implementacdo numérica é feita na forma de sistema linear, algo que também é usado nesta tese
(Secdo 5.1.2), apesar que nesta tese sdo usadas apenas as versdes regulares das Regras do
Trapézio e 1/3 de Simpson e sem 0 mesmo formalismo matematico. Em principio, a vantagem
de ambos os trabalhos é resolver um problema linear usando um solver direto (VERSTEEG,;
MALALASEKERA, 2007, p. 3-4, 212), a desvantagem é que a matriz de coeficientes deste
sistema é cheia. Outro trabalho interessante é Knirk (1976), no qual é empregada a técnica de
Multiplas ExtrapolacGes de Richardson para aumentar a acuracia das solu¢des numericas. Tal
estratégia também é empregada nesta tese.

Um exemplo de trabalho relativamente recente sobre a solugdo de equacdes integrais é
Ogunlaran e Akinlotan (2013). Neste trabalho, os autores descrevem um método computacional
para resolver estes sistemas aproximando a funcdo incdgnita que aparece no integrando da
equacdo integral por uma spline cubica. O integrando é particionado em subintervalos de
integracdo que sdo transformados em integrais no intervalo [0,1]. Em seguida, condicfes de
consisténcia sdo impostas, além de condigdes nas extremidades. Os autores reportam resultados
mais acurados que os obtidos por um método similar. Como o problema possui solucdo
analitica, o erro péde ser medido diretamente. Em Ogunlaran e Akinlotan (2013) o erro
numérico é calculado com base na Eq. (1.1), mas ndo é informado se foi conduzido algum
processo de verificacdo de codigo (KNUPP; SALARI, 2003) ou das solu¢cbes (OBERKAMPF;
ROY, 2010; ROACHE, 2009).

Embora menos estudados atualmente, os problemas de radiacdo em meios néo
participantes sdo importantes. Mesmo para a analise de problemas de radiacdo em meios
participantes o seu estudo € relevante. Especialmente na modelagem de gases ndo cinza é
comum ocorrerem faixas de comprimentos de onda nas quais 0 meio se comporta
essencialmente como néo participante (CHAI; LEE; PATANKAR, 1993).

1.5.3 Problemas de Radiacdo em Meios Participantes

Os problemas de transferéncia de calor por radiagdo em meios participantes sao
consideravelmente importantes em algumas areas da engenharia e provavelmente constituem a

maior parte das pesquisas sobre radiagdo conduzidas atualmente. H& basicamente duas grandes
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areas de pesquisa nesta classe de problema: a emissdo e absor¢cdo em meios participantes,
especialmente em gases (HOWELL; SIEGEL; MENGUC, 2011, p. 401-490; MAURENTE et
al., 2017; BRITTES et al., 2017) e o desenvolvimento e aplicacdo de modelos numéricos
aplicados em problemas diversos. Esta ultima frente de pesquisa € a que sera detalhada nesta
revisao bibliogréfica.

Trabalhos envolvendo o estudo da radiacdo de misturas gasosas comecaram a ser
empregados logo que o desenvolvimento dos computadores permitiu capacidade de
processamento e de memoria relativamente grandes. Trés das primeiras aplicacbes de
engenharia a empregar modelagem numérica para resolver problemas de radiagdo térmica
foram o estudo de camaras de combustédo e o projeto de reatores nucleares e de motores de
foguetes.

Um dos primeiros trabalhos sobre reatores nucleares é o de Kaplan (1958) e Fleck Jr e
Cummings (1971), que utilizaram o Método de Monte Carlo na pesquisa de reatores de fissao.
O método € capaz de calcular o caminho dos néutrons irradiados dos elementos de combustivel
através do moderador (agua) e sua absorcdo e emissao.

Ja Robbins (1961) e Howell, Strite e Renkel (1965a, 1965b) aplicaram o Método de
Monte Carlo para estimar os fluxos de calor radiativo sobre as paredes internas de motores-
foguete de propulsdo nuclear, antes que estes tipos de motores fossem efetivamente projetados,
fabricados e testados durante a Guerra Fria.

O programa consiste na solucdo do escoamento compressivel pelo modelo de
Escoamento Quase-Unidimensional (BORGNAKKE; SONNTAG 2009, p. 725; ANDERSON
Jr. 2001, p. 567). Usando a hipétese de reservatorio térmico, os autores usam o campo de
temperatura e pressdo para calcular o coeficiente de absor¢cdo do meio participante. Dadas as
temperaturas e emissividades das paredes internas do motor, 0 Monte Carlo calcula o fluxo de
calor em cada elemento discreto de area nas fronteiras e o termo fonte devido a radiacdo em
cada elemento de volume do interior do dominio. Apesar de o modelo ser essencialmente
unidimensional, a geometria tridimensional do motor € levada em conta no calculo das trocas
de radiacéo.

Os autores resolvem o problema em malhas progressivamente mais refinadas até que o
resultado das variaveis de interesse ndo se altere dentro de um ndmero preestabelecido de
algarismos significativos. Embora sem solucdo analitica para o problema, uma avaliacdo da
acurécia das solugdes numéricas é feita por meio de comparagdo com os seguintes casos limites:
conveccao pura; radiacdo pura; convecgdo e radiagdo combinados (i.e. condi¢do de operagéo

prevista do motor). Outra analise que foi conduzida é a comparacao da solu¢do numérica com
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uma solucéo de segunda ordem, obtida com a Aproximacéo por Difusdo (HOWELL,; SIEGEL,
MENGUC, 2011, p. 573). Esta foi a mais antiga referéncia encontrada pelo autor durante esta
pesquisa bibliografica onde sdo discutidas as possiveis fontes de erro numérico em simulacoes
de radiacdo térmica e se busca minimiza-las.

No final da década de 1980, pesquisadores do Instituto Técnico de Lisboa consolidaram
um grupo de pesquisas bastante ativo no estudo de métodos numéricos aplicados a problemas
de radiacdo térmica. Sao reportadas aplicacdes de modelos de radiacdo em meios participantes
para modelar equipamentos industriais como fornos de vidro (CARVALHO; DURAO;
PEREIRA, 1987; CARVALHO; OLIVEIRA; SEMIAO, 1988), combustores de turbinas a gas
(CARVALHO; COELHO, 1989) e caldeiras (CARVALHO; COELHO 1990).

Tanto os fornos de vidro como os combustores de turbinas a gas possuem geometrias
relativamente complexas, que ndo permitem simplificacbes de geometria e precisam ser
representados tridimensionalmente. Nos quatro trabalhos supracitados s&o descritos
detalhadamente os modelos de turbuléncia, combustdo e de radiacdo empregados. Também é
descrito o algoritmo do modelo numérico: como ¢é feito o acoplamento pressdo-velocidade,
como sdo aplicadas as condi¢des de contorno, valores de constantes, etc. Também séo descritas
as caracteristicas da malha, procedimento de convergéncia, solver e hardware utilizados.

Outros grupos de pesquisa em radiacdo em meios participantes estdo na Inglaterra
(LOCKWOOD; SHAH, 1981; HENSON, 1998; MALALASEKERA et al. 1999), na Coreia do
Sul (KIM; BAEK, 1998, 2005; BYUN; BAEK, 2007; KIM, 2008; LEE; BAEK, 2012), na
China (CAI; ZHU; ZHANG, 2007; ZHANG; CAI, 2009) e na Alemanha (GOEBEL et al, 2013;
SVENTITSKIY, 2017). No Brasil, dentre outros, pode ser citado o grupo de estudos da
Universidade Federal do Rio Grande do Sul, que trabalha com combustdo turbulenta, métodos
inversos e trabalhos relacionados a espectroscopia (LEMOS; BRITTES; FRANCA, 2014;
BRITTES, 2015; FRAGA et al., 2020a, 2020b; BRITTES; FRANCA; BARICHELLO, 2011;
BARICHELLO, 2011).

Ja na comunidade de transporte de néutrons ha o artigo de Martin e Duderstadt (1977)
que recomenda o uso do que em Knupp e Salari (2003) € chamado de Método das Solucbes
Fabricadas para construir solucfes analiticas capazes de efetivamente testar se 0 programa de
computador resolve corretamente 0 modelo matematico dentro da respectiva precisdo usada
pelo computador para representar as variaveis de tipo real.

E curioso notar que apesar de as comunidades de CFD e CHT possuirem atualmente

mais publicagOes acerca de Verificacdo e Validagdo, a mais antiga encontrada pelo autor que



40

efetivamente aplica uma técnica de Verificacdo de Cddigo é o artigo supracitado, proveniente
da Comunidade de Transporte (de néutrons).

O Método das SolucBes Fabricadas consiste em propor solucBes continuas
suficientemente diferenciaveis e ndo triviais capazes de “exercitar” todos 0s termos da equacgéo
governante. Estas solugdes fabricadas sdo entdo substituidas na equacdo governante, resultando
em um residuo, chamado aqui de termo fonte fabricado. Este termo é entdo adicionado ao termo
fonte original da equacao governante apenas quando o problema fabricado esta sendo resolvido.
Neste caso a solucdo numérica tendera a solucdo proposta a medida que malhas mais refinadas
sdo simuladas. As condicdes iniciais e de contorno do problema fabricado também sdo dados
de entrada da simulacdo e sdo obtidas a partir da solugéo proposta.

Quando descrevem o Método das Solugdes Fabricadas, Martin e Duderstad (1977) citam
um artigo de 1971 do Laboratorio Los Alamos que o descreve como método para verificar
cbédigos computacionais, porém este artigo nao foi encontrado durante a pesquisa bibliogréfica.
Entretanto, encontrou-se o relatério LA-UR-01-1487 do Laboratdrio Los Alamos (PAUTZ,
2001), que embora publicado antes de Knupp e Salari (2003), baseia-se em Salari e Knupp
(2000). Em Pautz (2001) sdo reportadas solugdes fabricadas para alguns tipos de problemas de
transporte de néutrons. Consequentemente estas solugdes podem ser aplicadas em problemas
equivalentes de radiacdo térmica em meios participantes, embora tais solucBes sdo
relativamente complexas.

Nos trabalhos mais recentes era esperado que uma maior atencdo fosse dada a
confiabilidade das simulacdes numéricas, porém nem sempre isso € observado. Em Abbassi e
Khoshmanesh (2008) reporta-se resultados da simula¢do de um tanque de vidro industrial,
semelhante ao apresentado em Carvalho, Durdo e Pereira (1987) e Carvalho, Oliveira e Semiéo,
(1988). Mais uma vez, o que os autores chamam “validagdo” é a comparacdo com dados
experimentais da temperatura da parede interna em algumas posicdes especificas. A solucéo
numeérica aparentemente foi obtida em malha Unica, portanto a verificacdo do codigo, seguindo
metodologias recomendadas, por exemplo em Knupp e Salari (2003), nao foi feita.

Outra aplicacdo de modelos numéricos de radiacdo é na modelagem de motores de
combustdo interna, particularmente em motores de igni¢do por compressédo, onde a pressao e
temperatura durante a combustdo séo relativamente elevadas (HEYWOOD, 1988, p. 671, 683-
688) e a formacéo de fuligem impacta significativamente no espalhamento da radiacdo. Yan et
al. (2000) implementaram o Método de Monte Carlo para contabilizar o fluxo de calor devido
a radiagdo na parede do pistdo e no cabegote de um motor Diesel de injecdo direta. Neste

trabalho também ndo é feita uma analise de erros numéricos, embora o Método de Monte Carlo
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permita, por meio de inferéncia estatistica, estimar o erro da solugdo numérica (HOWELL;
SIEGEL; MENGUCG, 2011, p. 384).

Henson (1998) é um trabalho bastante completo em termos de abrangéncia dos
fendmenos fisicos empregados. Neste trabalho o autor utiliza 0 modelo soma ponderada de
gases cinza WSGG para descrever o coeficiente de absor¢do dos produtos de combustéo de um
motor de combustdo por ignicdo a centelha. O autor testa o Monte Carlo, o Método da
Transferéncia Discreta e 0 Método Y1X. O modelo de radiacao é resolvido juntamente com as
equacOes de conservacdo da massa, quantidade de movimento linear e energia. Combustao e
turbuléncia também sdo considerados. A verificacdo da parte do codigo que resolve os
problemas de radiagéo foi feita com nove diferentes classes de problemas, desde geometrias
ndo ortogonais, passando por meios nao isotérmicos ou entdo com absorcdo ndo uniforme, até
problemas com espalhamento e de meio néo cinza.

Atualmente h& varios métodos numéricos dedicados a simulagdo de fenbmenos de
transferéncia de calor por radiagdo. Além dos ja citados: Método Monte Carlo, Método da
Transferéncia Discreta (DTM, da terminologia em lingua inglesa Discrete Transfer Method),
Método dos Harmonicos Esféricos (SHM, em lingua inglesa Spherical Harmonics Method) e o
Método das Ordenadas Discretas (DOM, em lingua inglesa Discrete Ordinates Method), ainda
ha o Método dos Volumes Finitos (FVM, em lingua inglesa Finite Volume Method), Método
do Fator de Forma Discreto (DEF, em lingua inglesa Discrete Exchange Factor), o0 Método das
Zonas e 0 Método YIX, dentre outros.

Provavelmente o método numérico mais difundido em andlises de radiacdo térmica € o
Método das Ordenadas Discretas (CHANDRASEKHAR, 1950; COELHO, 2007). Talvez a
maior vantagem do DOM é porque é relativamente eficiente computacionalmente e a0 mesmo
tempo apresenta resultados relativamente acurados.

A acurcia dos resultados obtidos com o DOM esta relacionada basicamente com duas
fontes de erro: os devidos a discretizacdo angular (KOCH et al., 1995; MOURA; BAILLIS;
SACADURA, 1997; RAITHBY, 1999; KOCH; BECKER, 2004; RUKOLAINE; YUFEREV,
2001; MISHRA; ROY; MISRA, 2006; LARSEN; WOLLABER, 2007) e os devidos a
discretizacdo espacial (LATHROP, 1969; JESSEE; FIVELAND, 1997; MOURA,; BAILLIS;
SACADURA, 1998; JOSEPH et al., 2005; COELHO, 2007; BARICHELLO et al., 2016).
Dentre os erros devido a discretiza¢do angular, ocupa posicao de destaque o efeito do raio ou
Ray Effect, da terminologia em lingua inglesa, enquanto que o erro de discretizagdo espacial

mais comumente mencionado na literatura é o falso espalhamento (false scattering).
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A referéncia mais antiga que o autor teve acesso sobre o efeito do raio é Lathrop (1968),
sendo que na época 0 DOM era empregado em problemas de fisica de reatores nucleares. O
autor aponta que ocorrem restricbes no numero de direcGes caracteristicas nas quais as
particulas podem viajar. Provavelmente a primeira mencao ao efeito do raio em um problema
de radiacdo térmica é reportado em Fiveland (1984). Segundo Chai, Lee e Patankar (1993), ao
longo dos anos 70 e 80 surgiram propostas para mitigar seu efeito, porém sem elimina-lo.
Dentre elas estdo a transformacdo da equagdo da aproximagdo Sy em uma equacdo de
harmonicos esféricos (atraves da introducdo de um termo fonte) e aplicar diferentes conjuntos
de quadraturas.

O efeito do raio ocorre devido a impossibilidade de se representar no dominio discreto
a intensidade como continuamente variavel com a diregdo. Como a esséncia do DOM é resolver
a equacao do principio de conservacdo da energia em um conjunto finito de direcdes
preestabelecidas, entdo a medida que regides distantes de uma fonte pontual de radiacdo séo
avaliadas, estas regides recebem influéncia da fonte ou ndo, dependendo da sua orientacdo em
relacdo a fonte e as referidas direcdes. Chai, Lee e Patankar (1993) exemplificam o efeito do
raio sem a necessidade de uma discretizacdo espacial, mesmo que a solucdo analitica da
equacdo discreta seja usada. Em resumo: o efeito do raio é independente da discretizacdo
espacial, entretanto sempre que houver discretizacdo angular ele ocorrerd. Outros métodos
numericos, como 0 DTM por exemplo, também apresentam limitacdo semelhante pelo mesmo
motivo (FOLTRAN, 2015, p. 95-96,103-104). O efeito do raio geralmente produz solu¢bes ndo
realisticas, em geral contendo “oscilagdes” no campo do fluxo de calor, especialmente
perceptiveis em meios opticamente finos.

Um artigo interessante, que talvez possa ser usado no estudo dos erros de discretizagéo
angular, e especificamente na quantificacdo do efeito do raio € Larsen e Wollaber (2007), pois
compara a solucdo analitica e a solucdo da aproximacao Sy, sendo que em ambas um vetor
unitario de direcdo arbitraria aparece no produto interno com a direcdo ordenada. Os autores
mostram que o conjunto de dire¢des ordenadas ndo é rotacionalmente invariante, de forma que
solugdes com diferentes orientacGes deste vetor unitario possuem diferentes taxas de variacdo
espacial da intensidade.

Outro artigo importante no estudo dos erros de discretizagdo angular é Raithby (1999),
onde é usado o Método dos Volumes Finitos para realizar tanto a discretizagdo espacial como
a discretizacdo angular. Semelhantemente ao que ocorre com a discretizacao espacial, onde o
valor da variavel de interesse no ponto central do elemento de volume representa a variavel em

todo o elemento, 0 mesmo ocorre com a discretizagdo angular, ou seja, a radiagdo concentrada



43

em um elemento de angulo solido discreto € representada pela radiacao viajando no centro deste
elemento. Agravando esta limitacdo est4 o caso 3D, que em geral varios elementos de angulo
solido intersectam as fronteiras dos elementos de volume, fazendo com que haja a contribuicéo
de mais de um elemento de volume na radiacdo contida em um elemento de angulo sélido
discreto.

Ja o falso espalhamento é uma consequéncia puramente numérica, proveniente da
discretizacdo espacial apenas e nédo relacionado com o fenémeno fisico do espalhamento em si.
Muito provavelmente é citado pela primeira vez na literatura de radiacédo térmica no trabalho
de Chai, Lee e Patankar (1993), embora ja conhecido da comunidade de transporte de néutrons
como difusdo numérica (MONAHAN; FILIPPONE, 1991 apud CHAI; LEE; PATANKAR,
1993). O falso espalhamento é um efeito decorrente do uso de uma discretizacao espacial. Este
efeito indesejado é conhecido como falsa difusdo em problemas de adveccao/difusdo em CFD
(VERSTEEG; MALALASEKERA, 2007, p. 150).

O falso espalhamento ocorre em problemas multidimensionais, sempre que uma dire¢ao
ordenada ndo esta alinhada com as linhas que definem as faces dos elementos de volume da
malha (CHAI; LEE; PATANKAR, 1993). Este é o principal motivo pelo qual nesta tese as
andlises de radiacdo em meios participantes se limitam a problemas unidimensionais, conforme
mostrado no Capitulo 4. Parece ndo haver consenso na terminologia, pois muitas vezes o falso
espalhamento é denominado espalhamento numérico ou mesmo difusdo numérica. Nesta tese
sera usado o termo falso espalhamento, uma vez que o fenbmeno de difusdo ndo ocorre na
transferéncia de calor por radiacdo (apesar do termo diffusion ser usado na lingua francesa para
se referir ao fendmeno do espalhamento).

Referente a discretizacdo espacial, Lathrop (1969) discute a positividade e acuracia dos
esquemas de discretizacdo espacial comumente usados na época da publicacdo: o esquema
Degrau (Step), o Diamante (Diamond ou Diamond Difference), Wendroff, Woods-Carlson,
esquemas de diferencas ponderadas e esquemas de ponderacao varidvel. Destes, sem divida 0s
mais conhecidos e as vezes ainda empregados em publicacdes recentes sao 0s esquemas Degrau
(RIDER et al., 2016) e Diamante. Vale comentar aqui que em Lathrop (1969) os esquemas
Degrau e Diamante séo classificados diferentemente de trabalhos posteriores. Segundo este
autor, o Degrau é um esquema de diferencas baseado no Método das Caracteristicas, enquanto
que o Diamante é um esquema de diferencas baseado em formas assumidas da funcdo de
distribuicdo, mais especificamente uma funcéo linear.

O esquema Degrau, assim como o seu analogo em problemas de advec¢do/difusdo em

CFD, o esquema upwind, provoca suavizag¢ao do campo de intensidade direcional. Ja 0 esquema
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Diamante, cujo contraparte em CFD é o esquema de diferencas centrais, é ndo limitado e pode
induzir o aparecimento de oscilagfes (overshoots e undershoots) ndo realisticas no campo de
intensidade direcional, especialmente para casos em que o meio é opticamente fino (JESSEE;
FIVELAND, 1997). No caso de o valor da intensidade extrapolada para a face do volume ser
negativo, muitas vezes o que se faz é fixar seu valor como nulo e recalcular a intensidade no
centro do volume. Este tratamento, denominado negative intensity fix-up procedure é bastante
difundido na literatura e tem por objetivo obter solu¢6es numéricas fisicamente possiveis com
0 esquema Diamante (FIVELAND, 1984, 1988; CHAI; LEE; PATANKAR, 1993; CHAI;
PATANKAR; LEE, 1994; COELHO, 2008). Em alguns trabalhos é sugerido que o esquema
Diamante seja trocado localmente e substituido esquema Degrau sempre que a intensidade
extrapolada para a fronteira do elemento de volume resulte negativa.

Apbs a publicacdo do diagrama da variavel normalizada, em Leonard (1988), outros
esquemas limitados e de ordem mais elevada que o Degrau passaram a ser recomendados no
DOM. Em Coelho (2008) é realizada uma comparacdo dos seguintes esquemas: MINMOD
(HARTEN, 1983), CLAM (van LEER, 1974), MUSCL (van LEER, 1979), SMART
(GASKELL,; LAU, 1988), esquemas TVD, dentre outros. Mais recentemente foi publicado um
compilado das ultimas pesquisas com 0 DOM e o FVM (COELHO, 2014). Neste artigo o autor
aborda o tema da discretizacao espacial e resume trabalhos referentes a técnicas de refinamento
localizado de malha, malhas construidas em maultiplos blocos, etc.

Por fim, embora ja citado nesta revisdo bibliografica e mesmo sendo relativamente
antigo, Chai, Lee e Patankar (1993) é o trabalho mais préximo do proposto nesta tese, porque
considera os esquemas Degrau e Diamante como casos particulares de uma mesma classe de
métodos denominada Esquema de Ponderagdo Varidvel (Variable Weight Scheme) e por
mostrar, usando expansdes em Série de Taylor, que a aproximacdo da derivada da intensidade
produz erro de truncamento que é funcdo do fator de ponderacdo espacial y. Quando y =1
tem-se 0 esquema Degrau, que é de primeira ordem e quando y = 1/2 tem-se 0 esquema
Diamante, o Unico dentre todos os valores validos de y que resulta em erro de truncamento de
segunda ordem. Além disso, nesta tese a analise contempla ndo apenas o erro de truncamento
devido ao Esquema de Ponderagdo Varidvel, mas também o erro devido a integragdo da
intensidade pela Regra do Retdngulo e como esses dois erros sdo propagados na direcédo
ordenada.
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1.6 ORGANIZACAO DO TEXTO

Este trabalho € constituido de sete capitulos, sendo os seus contetdos brevemente

descritos a sequir:

a)

b)

h)

)

k)

No Segundo Capitulo € apresentada a fundamentacdo tedrica do trabalho, basicamente
dividida entre o modelamento matemético dos processos fisicos de transferéncia de
calor por radiacéo e a teoria de erros de discretizacdo espacial em solu¢es numéricas;
No Terceiro Capitulo é descrita a fundamentacéo tedrica que é usada nos estudos dos
erros de discretizagé@o espacial em problemas em meios ndo participantes;

No Quarto Capitulo é descrita a fundamentacdo tedrica que é usada nos estudos dos
erros de discretizacdo espacial em problemas em meios participantes;

No Quinto Capitulo sdo apresentados os problemas que serdo resolvidos;

O Capitulo Seis é dedicado a mostrar e analisar os resultados obtidos;

O Capitulo Sete faz um compilado das principais conclusées e contribui¢des obtidas;
No Apéndice A é detalhado o algoritmo empregado na solucdo das fungdes integrais
exponenciais. Essas fungdes sdo usadas na solucdo analitica de alguns problemas de
radiagdo em meios participantes;

No Apéndice B é apresentada a solu¢do analitica do problema de radiacdo em meio ndo
participante encerrado em uma cavidade esférica dividida em duas calotas e duas se¢oes
esféricas. Este problema origina um sistema de equac@es integrais de Fredholm do
segundo tipo;

No Anexo A é apresentada a deducdo da equacdo do erro de truncamento da Regra do
Trapézio obtida a partir de expansdes em Série de Taylor com o Método das Diferencas
Finitas;

O Anexo B é similar ao topico anterior, porém dedicado a Regra do Retangulo usando
0 Método dos Volumes Finitos;

Por ultimo, o Anexo C apresenta a solucdo analitica do problema de radiacdo em meio
nédo participante no interior de um tubo circular de comprimento finito e extremidades
abertas, onde sua area lateral interna é submetida & um fluxo de calor constante e as

extremidades abrem-se para vizinhancas hipotéticas com temperatura nula.
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2 FUNDAMENTACAO

A fundamentacdo tedrica deste trabalho é basicamente dividida em trés partes:
transferéncia de calor por radiacdo em cavidades preenchidas por meios ndo participantes,

transferéncia de calor por radiacdo em meios participantes e estudo de erros numericos.

2.1 TRANSFERENCIA DE CALOR POR RADIACAO EM CAVIDADES
PREENCHIDAS POR MEIOS NAO PARTICIPANTES

Uma cavidade é uma regido do espaco fechada em todas as dire¢bes por N superficies.
Admite-se que possa haver uma ou mais aberturas, mas neste caso estas sao pequenas e o fluxo
radiativo que as atravessa pode ser modelado assumindo que h& uma superficie ficticia com
emissividade unitaria e temperatura de corpo negro condizente com a radiacdo que entra por
ela para o interior da cavidade A cavidade pode ter superficies convexas e cOncavas, para
algumas a condicdo de contorno é temperatura prescrita e para outras pode ser fluxo prescrito.
Ainda é possivel que uma superficie bloqueie parcialmente ou mesmo totalmente a troca de
radiacdo entre outras duas superficies quaisquer. Tais situacGes ocorrem na FIGURA 2.1

abaixo.

FIGURA 2.1 - CAVIDADE HIPOTETICA CONTENDO N SUPERFICIES

FONTE: Adaptacgdo de Howell, siegel e Mengui¢ (2011).
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Outro conceito fundamental é o fator de forma. Segundo Howell, Siegel e Mengii¢
(2011, p.152), fator de forma é a fracdo da radiacdo difusa deixando uma superficie que
diretamente atinge outra superficie. Admitindo que a radiacdo difusa seja emitida pela
superficie A; e interceptada pela superficie A,, entdo o fator de forma para essa interacdo é

dado por

cos 8, cos 6,

AFgp1-aaz = T gsz | 2o (2.1)

onde 6, e 6, sdo angulos formados entre a normal de cada superficie e a linha reta que une o
centro dos dois elementos de area infinitesimal, cujo comprimento é S. O nimero m no
denominador decorre de o fato do fator de forma ser definido apenas para superficies difusas,
e as férmulas de troca de calor entre superficies estarem escritas para as temperaturas das
superficies e ndo para as intensidades da radiacdo. As relacdes de reciprocidade entre os fatores

de forma sdo necessarias ao entendimento das equacdes de transferéncia radiativa no interior

de cavidades. Estas relacfes sdo

dA; dFgai-aaj = dAj dFgaj-aai (2.2a)
A dFpi_qaj = dAj Faaj_ai (2.2b)
Ai Fainj = Aj Faj_ai, (2.2¢c)

onde o primeiro subindice representa a superficie emissora de radiacdo e o segundo representa
a receptora, por exemplo: dF,;_q,4; € o fator de forma infinitesimal que representa a fragéo da
radiacdo difusa emitida por toda a superficie A; e interceptada pela superficie infinitesimal dA;.
Observa-se que quando a &rea receptora de radiacdo € infinitesimal, o correspondente
fator de forma também ¢é infinitesimal.
As relacOes entre os fatores de forma infinitesimais e os fatores de forma para superficies

finitas séo listados pelas equacdes (2.3a-2.3c) a seguir

cos 6; cos 6;
Faai-aj =fA TSz d4;, (2.3a)

J
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dA; cos 6; cos 6;
AFpj_aai = 4 fA — ;i (2.3b)
j
1 cos 6; cos 6;

J

A Ultima relagdo importante para superficies fechadas é dedutivel do Principio de

Conservacao da Energia

N
ZFAi—Aj =1, (2.4)
=1

onde N € o nimero de superficies que constituem a cavidade. Vale comentar que caso haja uma
superficie concava k, entdo F 4,_4, # 0, ou seja a superficie concava k recebe uma parte da energia
proveniente dela mesma.

O balanco de energia na superficie i requer que a taxa de transferéncia de calor g;
atravessando a superficie seja igual a diferenca entre a taxa na qual a energia radiante é emitida

e a taxa na qual a radiacdo proveniente de outras superficies € absorvida pela superficie i
qi = EiAio—Ti4 - al-Al-Hi . (25)

O primeiro termo no lado direito da Eq. (2.5) representa a quantidade de energia radiante
emitida pela superficie i, onde oT;* = E; é denominado poder emissivo da superficie i, sendo
0 = 5,670374419 x 108 W /(m?K*) a constante de Stefan-Boltzmann (CODATA, 2020),
T; a temperatura absoluta da superficie i e g; sua emissividade.

O segundo termo no lado direito da Eq. (2.5) representa a fracdo da radiagéo que atinge
a superficie i que é absorvida. Neste termo H; representa a irradiacdo sobre a superficie i e a;
a absortividade desta superficie.

Esta equacdo é valida independentemente das propriedades espectrais e direcionais da
superficie i, porém no presente trabalho considerar-se-d0 apenas situagbes nas quais as
propriedades das superficies independem da direcédo (superficies difusas) e do comprimento de

onda (superficies cinza e negras).
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2.1.1 TRANSFERENCIA RADIATIVA ENTRE SUPERFICIES NEGRAS

Se todas as superficies de uma cavidade forem negras (i.e. &; = a; = 1), entdo o estudo
da transferéncia de calor por radiacdo é relativamente simples, uma vez que ndo ocorre reflexdo
da radiacdo em nenhuma superficie. Entretanto esta classe de problemas produz relativa
diversidade de problemas de interesse na engenharia, indo desde a resolucéo de um sistema de
equacdes algébricas até a solucao de um sistema de equagdes integrais de Fredholm do segundo
tipo.

2.1.1.1 Transferéncia radiativa entre superficies negras isotérmicas

Caso cada uma das superficies da cavidade seja isotérmica e negra (¢ = a = 1), entdo
estas emitirdo difusamente com intensidade de corpo negro nas suas respectivas temperaturas.
Assim a radiacdo incidente sobre uma superficie qualquer i proveniente das demais N

superficies é dada por

N
AiHi = Z 0-7}4AjFAj—Ai , (26)
j=1

onde a relacdo de reciprocidade equacéo (2.2c) pode ser empregada, chegando a equacgéo

N
Hi = z 0-’1}4FAL'—A]' . (27)
j=1

A equacdo da taxa liquida de transferéncia de calor por radiacdo, equacao (2.5) para a

superficie i de uma cavidade constituida apenas por superficies negras assume a forma

N
q; = o AT — A Z 0T Fai—aj, (2.8)
=1
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que pode ainda ser escrita na forma de fluxo liquido de calor por radiacéo q; fazendo q; = %.

O primeiro termo do lado direito da equacéo (2.8) representa a emissdo de corpo negro

da superficie i podendo ser escrito como

N

AT =) GAT Fai_ay, (2.9)
j=1

pois o Principio da Conservacgdo da Energia, equacéo (2.4), é sempre observado.

Substituindo a equacao (2.9) na equacao (2.8) tem-se

N
—t Z(T;* —T*)Fyaj, 1<i<N (2.10)
=

A equacdo (2.10) representa um sistema de N equacOes algébricas com N incognitas.
Caso todas as temperaturas de superficie sejam conhecidas, entdo o sistema se torna um
conjunto de equac0es algébricas e as equacbes podem ser resolvidas independentemente, uma
de cada vez a fim de encontrar as taxas de transferéncia gq;.

Muitos problemas de cavidades sdo caracterizados por condicdes de contorno de fluxo
conhecido em uma ou mais de suas superficies (e.g. parede adiabatica, aberturas com irradiacédo
prescrita adentrando a cavidade). Neste caso deve-se encontrar a temperatura das superficies
com fluxo prescrito antes da solucéo do conjunto de N equac6es para a taxa, conforme equacéo
(2.10). Supondo que a k-ésima superficie tem o fluxo especificado, entdo oT;* pode ser isolado

na equacdo (2.10) e trocados os indices i por k obtém-se

Te 4 O'ijzl,j¢k(71]‘4FAk—Aj)

o = A (2.11)

)

1— Fag_ax

onde observa-se que a superficie k foi considerada como sendo cdncava e portanto recebe
radiacdo dela mesma. Como T}, € incAgnita, ela é retirada do somatorio no segundo termo do
lado direito da equagdo (2.11) e combinada ao primeiro termo do lado direito desta mesma
equacao, sendo posteriormente isolada. Caso k seja ndo concava, entdo F,,_4, = 0 e aequagéo

(2.11) continua valida.
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Caso mais de uma superficie tenha fluxo prescrito, a equacéo (2.11) formara um sistema
linear com tantas equac6es quanto o numero de superficies com fluxo prescrito (comumente 0s
termos do somatorio para as superficies com fluxo prescrito sdo isolados no lado esquerdo da
equacdo de cada superficie). Depois de resolvido o sistema linear, a temperatura dessas
superficies é encontrada e procede-se, entdo, o calculo das taxas de transferéncia de calor com
0 conjunto de equacdes (2.10).

Observa-se nesta secdo, sobre superficies negras e isotérmicas, que todos os tipos de
problemas podem ser resolvidos com técnicas simples de algebra linear e elementar, ndo

requerendo programas de computador.

2.1.1.2 Transferéncia radiativa entre superficies negras ndo isotérmicas

Quando uma superficie de uma cavidade é ndo isotérmica, sua temperatura pode ser

descrita em funcdo de algum referencial arbitrario, conforme mostrado na FIGURA 2.2 abaixo.

FIGURA 2.2 - REFERENCIAL ARBITRARIO PARA SUPERFICIES NAO ISOTERMICAS

FONTE: Sparrow e Cess (1978)

A equacdo que descreve o fluxo liquido de calor transferido por radiacdo a partir da

superficie negra i é
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q:(ry)
A;

q;(r;) = = oT*(r;) — Hi(ry), (2.12)

para a qual a irradiacdo passa a ser dada pela equacao (ja considerando a aplicacdo da relacdo
de reciprocidade, Eqg. (2.2¢))

N

Hi(ry) = Zf .O-T]"l(rj)dFdAi—dAj - (2.13)

j=1"4j

Para que a variavel de integracdo apareca explicitamente na equacdo é comum

apresentar o fator de forma com base na funcdo nucleo da integral K

dFdA'—dA'
K(Ti, T]-) = #, (2.14)

assim a equacao (2.13) assume a forma

N

Hi(ri) = Zj .07}4(1‘]-)1((1',-, 'rj)dA_] . (215)

j=1"4j

A equacdo para o fluxo de calor liquido por radiacdo para uma cavidade composta por

cavidades negras ndo isotérmicas, equacdo (2.12) assume entdo a forma

N
q;(ri) = O'Ti4(ri) - Zf 0"1}4(rj)K(ri,rj)dAj , (216)
j=1 "4

]

valida para todas as superficies i talque 1 <i < N.
Uma vez conhecido o fluxo g; (r;), pode-se integra-lo na superficie i para se obter a

taxa de transferéncia de calor desta superficie

q; = f q; (ry)dAi . (2.17)

i
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Quando todas as temperaturas T; sd@o conhecidas, entdo forma-se um conjunto de
equacdes algébricas, uma vez que as integrais de cada equagdo podem ser resolvidas
analiticamente ou numericamente.

Em equipamentos praticos da engenharia (e.g. caldeiras aquotubulares de grande porte,
fornos de recozimento continuo de aco, fornos de vidro e em camaras de combustao que operam
em elevadas pressdes e temperaturas, como em motores de combustao interna, turbinas a gas e
em motores-foguete), via de regra € raro serem especificadas as temperaturas de todas as
superficies. O mais comum € que se estabelecam trocas de calor com o ambiente (condicao de
contorno de Robin).

No caso de uma superficie, por exemplo, a superficie k ter o fluxo de calor especificado,
entdo a equacdo (2.16) pode ser manipulada para fornecer a temperatura de equilibrio para o

fluxo especificado. Isto fornece a equacéo algébrica

oTi(r) = qp(ri) + z L oT}* (1)K (ri, 1j)dAj (2.18)
=4

Jj*k

valida se a superficie k for plana ou convexa, pois entdo K(ry,r,) = 0. Eventualmente a
funcéo K(rk, r]-) pode assumir uma forma complexa, de integracédo trabalhosa, de forma que a
integracdo numeérica seja preferida. Caso a superficie k seja cdncava, entdo esta recebera
radiacdo proveniente dela propria e como sua temperatura ndo € conhecida, a equacao (2.16)
torna-se uma equacdo integral de Fredholm do segundo tipo, sendo linear em T*, pois a quarta

poténcia da temperatura T aparecera dentro e fora da integral

O'T]?(Tk) = C(Tk) + f O'T]?(Tk)K(rk, rk)dAk , (219)

Ak

onde

N
C(ry) = q,(rp) + Z f oT*(r;)K (ry, 1) dAj . (2.20)

j=1,j#k " Ai
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Caso mais superficies ndo concavas tenham especificados seus fluxos de calor, entdo se

forma um sistema de equac0es integrais de Fredholm do segundo tipo.

2.1.2 TRANSFERENCIA RADIATIVA ENTRE SUPERFICIES CINZA-DIFUSAS

O estudo de cavidades envolvendo uma ou mais superficies cinza-difusas aumenta a
complexidade do modelo matematico, uma vez que é necessario levar em conta a reflexdo de
parte da radiagdo que incide sobre uma superficie cinza. Assim como o estudo de cavidades
negras, as cavidades contendo superficies cinza-difusas produzem modelos matematicos desde
sistemas de equacdes algébricas até sistemas de equacOes integrais, porém com maior
frequéncia os problemas produzirdo modelos matematicos de maior complexidade, por
exemplo, sistemas de equagdes integrais.

Uma superficie cinza-difusa € uma superficie que emite difusamente (i.e. com
intensidade igual em todas as direc6es) uma fracdo da radiacdo de um corpo negro equivalente
(que esteja a mesma temperatura) e esta fracdo é constante em todos os comprimentos de onda
do espectro eletromagnético.

Para o estudo de superficies cinza-difusas define-se a radiosidade B; da superficie i

como

Bi = EiO'Ti4 + piHi , (221)

onde p; € a refletividade hemisférica da superficie i a radiacdo incidente sobre ela H;.
Considerando que a superficie i seja opaca (nenhuma fracdo da radiacdo incidente é
transmitida) entdo p; = 1 — a; onde «; é a absortividade da superficie i. Como a superficie €

cinza por definicdo, entdo a; = &;, ou seja, sua absortividade é igual a sua emissividade.

2.1.2.1 Transferéncia radiativa entre superficies cinza-difusas isotérmicas com radiosidade

uniforme

A quantidade de energia fornecida (externamente a cavidade) para uma superficie

interna de uma cavidade pode ser calculada por
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q; = A;(B; — H;) = A;(g;0T}* — a;H;), (2.22)

e que também pode ser escrita em funcao apenas das temperaturas e das radiosidades como

4G _ __&
4, T

(oT* — By). (2.23)

Quando todas as superficies internas de uma cavidade sdo isotérmicas e cinza, entdo é
possivel formular um sistema de N equacfes com N incognitas, obtendo assim as radiosidades
B;

N
Bi = SiO'Ti4 + (1 — Sl’)z BjFAi—Aj , (224)
j=1

onde o Gltimo termo do lado direito representa a parcela da irradiacdo sobre a superficie i que
é refletida. Ap6s encontrar todas as radiosidades, pode-se calcular as taxas de transferéncia de
calor por radiacdo com a equacao (2.23).

Caso uma das N superficies seja negra, por exemplo a superficie k, entdo sua
radiosidade sera simplesmente sua emisséo de corpo negro B, = o T}, portanto ndo dependera
das demais superficies. O sistema linear sera entdo de N — 1 equac¢des por N — 1 incognitas.
No limite, se apenas uma superficie for cinza, entdo ao invés de um sistema de equacdes
lineares, ter-se-4 um conjunto de equacdes algébricas.

Quando pelo menos uma superficie possui fluxo de calor prescrito ou a taxa de

transferéncia prescrita, entdo a radiosidade pode ser obtida por
N
qi
Bi :Z‘FZBJ'FAL'_AJ', (225)
l .
j=1

Ainda é possivel obter uma formulacdo para as temperaturas que elimina as

radiosidades. Esta formulag&o é dada por
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N

1g, (1-g)a
re-—L= z TAFyiaj Z _JAJ it (2.26)

valida inclusive para superficies negras.

2.1.2.2 Transferéncia radiativa entre superficies cinza-difusas néo isotérmicas

Para o caso de superficies cinza ndo isotérmicas, a radiosidade sera variavel. Neste caso

a taxa de transferéncia de calor sera calculada em funcéo do fluxo de calor local g; como

ai= | aitroda;. (2.27)
A

i

Para 0 caso onde as temperaturas de todas as N superficies sdo conhecidas, as

radiosidades podem ser calculadas por
N
Bi(r) = goT(r) + (1 - Ei)ZJ _Bj(rj)dFdAi—dAj' (2.28)
=14

formando um sistema de N equacdes por N incAgnitas. Caso uma das superficies seja concava,
entdo recebera radiacdo dela mesma, configurando uma equacdo integral de Fredholm do
segundo tipo para esta superficie.

Com o calculo das radiosidades B;, entdo o fluxo de calor pode ser encontrado

substituindo cada B; na equacgéo

[oT(r) — B;(ry)] . (2.29)

" &
q;(ry) = m

Caso uma ou mais superficies tenham especificados o fluxo de calor em vez da

temperatura, entdo sua irradiacdo sera calculada por
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N
Bir) = qir+ . | By(ry)dFasi-an;- (2.30)

]:1 A]

A férmula alternativa, eliminando a radiosidade é

; N N
q; (1) 1—¢) .
oT(ry) — — 2f 07}4(Tj)dFdAi—dAj - 2f %‘U(rj)dFdAi—dAj . (231)
j =174 J

' j=1"4
2.2 TRANSFERENCIA DE CALOR POR RADIACAO EM MEIOS PARTICIPANTES

Segundo Howell, Siegel e Mengui¢ (2011, p.8) o objetivo dos calculos de transferéncia
de calor por radiacdo é determinar a quantidade de energia trocada entre superficies apos
atravessar um meio que as separa, composto de gases, particulas em suspensdo ou outro
material. Se uma superficie emite certa quantidade de radiacdo que eventualmente atinge a outra
superficie e a intensidade da radiacéo que & chegou sofreu alteracdo, entdo o meio que as separa
é denominado meio participante.

Ainda segundo Howell, Siegel e Mengi¢ (2011, p.441-444), a emissdo e absorcdo de
radiacdo térmica podem ocorrer em solidos, liquidos e em gases, porém nos gases as variagdes
espectrais sao bastante irregulares, principalmente em temperaturas relativamente baixas,
tornando o problema da sua modelagem dificil. Dentre os gases comumente encontrados em
aplicacdes de engenharia (em geral combustdo) estdo o didxido de carbono (CO2), 0 mondxido
de carbono (CO), vapor de 4gua (H20) e metano (CHa).

A fim de quantificar a energia radiante emitida a partir de superficies, se define angulo
solido como sendo a razédo entre a area de calota esférica em relacdo ao quadrado do seu raio
(BERGMAN et al., 2011, p. 773). O angulo sélido, mostrado FIGURA 2.3B € um analogo
tridimensional para o angulo plano, mostrado FIGURA 2.3A.

O angulo solido infinitesimal d( é dado por

dA,

dQ = ,
2

(2.32)

onde dA,, é a &rea infinitesimal de uma calota esférica de raio r. Com base nesta definicdo tem-

se o0 esferorradiano ou esterradiano, unidade de medida de angulo solido do Sistema
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Internacional de Unidades. O esferorradiano (simbolo sr) é o angulo solido subentendido por
uma calota esférica de area equivalente ao quadrado do seu raio de curvatura d4,, = r2. Uma

esfera, por exemplo, subentende 4 sr.

FIGURA 2.3 - RELAGAO ENTRE ANGULO SOLIDO E ANGULO PLANO

I r > I r

A

i =] -
dl dA
da =— do=—" dA,
-
(4) (B)
A z
n A
/? (r.6,9)

© (D)

FONTE: Adaptado de Bergman et al. (2011, p.773)

A éarea de calota esférica é tipicamente representada no sistema de coordenadas
esféricas, onde 6 é denominado angulo polar e ¢ é o angulo azimutal. De acordo com a
FIGURA 2.3C, se pode deduzir que dA,, = r2 sin(8) dfd¢, portanto

dQ = sin(0) dodey . (2.33)

Uma vez definido o angulo sélido define-se uma propriedade escalar da radiacéo
denominada intensidade espectral direcional. E definida como a taxa de transferéncia de calor
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q é emitida a um comprimento de onda A na direcdo § = 5(6, @), por unidade de area de
superficie emissora normal a essa direcao dA cos 6, por unidade de angulo sélido dQ em torno
dessa direcdo e por unidade do intervalo do comprimento de onda dA no entorno de A
(BERGMAN et al., 2011, p. 774). Em termos matematicos

Cq,(S.3) (2.34)

ACUDM da, d/’L d0-0dA cosO dQ dA’

Na equagdo (2.34) d3 denota que a taxa de transferéncia de calor é em relacéo a area,
ao angulo soélido e ao comprimento de onda. Entretanto, neste trabalho, como efeitos espectrais
ndo estardo sendo analisados, entdo a intensidade estard sempre em base total, ou seja,

considerando todos os comprimentos de onda

d*q(S,3)

= AT (2.35)
dA dQ—>0 dA cosf dQ°

I(r,s) =

Escreve-se o principio da conservacdo da energia considerando um feixe de radiacdo
viajando pelo percurso S = |[r — r,,|| na direcdo §. Um elemento de volume infinitesimal de
comprimento dS pode absorver a radiacéo viajando na diregdo § (denotado por 2 na FIGURA
2.4), ou espalha-la para fora da direcdo § (denotado por 4), sendo em ambos 0s casos a
intensidade direcional da radiacdo atenuada durante o percurso.

O elemento de volume também emite radiacdo em funcdo da sua temperatura ndo nula,
sendo que parte desta emissdo ocorre na direcdo § (denotado por 1 na FIGURA 2.4),
aumentando a intensidade da radiacdo quando esta sai do elemento de volume na posicéo S +

dS. O elemento de volume pode ainda espalhar a radiacdo viajando em outra direcdo qualquer

s, para dentro da direcéo $, aumentando também a intensidade da radiagdo ao sair do elemento

de volume em S + dS (denotado por 3, onde 0 angulo a é o angulo formado entre as dire¢des

de incidéncia s’ e a direcdo do feixe 8). O principio da conservacao da energia pode ser escrito

na forma de equagdo como

as(r)

[(r,8)®(r,5,8)dQ’ . (2.36)
41

4

&-VI(r,s) =—-p)I(r,s) + k(),(r) +
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A equacdo (2.36) é denominada Equacdo da Transferéncia Radiativa (RTE, da
terminologia em lingua inglesa Radiative Transfer Equation), onde a intensidade foi escrita em
base total, ou seja, sem o subindice A. Entretanto, a equacdo (2.36) também é vélida em base
espectral para um meio ndo cinza e neste caso acrescenta-se o subindice A na intensidade. O
lado esquerdo desta equacdo representa a derivada direcional da intensidade direcional,
enquanto os termos do lado direito quantificam a influéncia dos diferentes fenémenos fisicos

que a fazem variar.

FIGURA 2.4 - PRINCIPIO DE CONSERVAGAO DA ENERGIA EM MEIO PARTICIPANTE

L(r +dr,5) =
IA(I”, S) + (;UA(?’, S)

Tw

FONTE: Adaptacdo de Howell, Siegel e Mengli¢ (2011)

O coeficiente de extingdo S € dado por § = k + a5, onde k é o coeficiente de absorgéo
e o, 0 coeficiente de espalhamento. Todos os trés coeficientes sdo dados na unidade m~* no
Sistema Internacional de Unidades. Portanto o primeiro termo do lado direito corresponde ao
decréscimo da intensidade I devido a absor¢do do meio ou espalhamento para fora do trajeto
original da radiacéo S.

O segundo termo do lado direito da equagéo (2.36) corresponde a emissdo do elemento
de volume, onde I, ¢ a intensidade de corpo negro, dada por I, = n?6T*/m, onde n é o indice
de refracdo do meio participante (considerado unitario no presente trabalho). O Gltimo termo

do lado direito corresponde ao espalhamento para a direcdo § de parte da radiagdo proveniente
das demais diregdes s A funcéo de fase @ relaciona a probabilidade da radiacdo proveniente

da direcéo de incidéncia s’ ser espalhada para a direcdo S. Percebe-se que a integral neste termo
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é na verdade uma integral dupla, pois em geral se utiliza o sistema de coordenadas esféricas na
sua descrigédo, conforme mostrado na FIGURA 2.3C e pela equacéo (2.33).

A RTE estéa sujeita a condicao de contorno

p(

T
I(r,,8) =)@, + w) f I(r,,8)|n-8'dQ, n-§>0 (2.37)
n-sr<0

T

onde ¢ ¢é a emissividade hemisférica total da superficie opaca na posicéo r,, situada na parede
e p é arefletividade hemisférica total desta superficie. A equacéo (2.37) foi escrita considerando
as paredes difusas, ou seja, as propriedades € e p sao independentes da direcdo. Também vale
lembrar que para uma superficie difusa opaca p =1 —¢. O vetor 7 representa o vetor
ortonormal ao elemento de area na posicao r,, orientado para dentro da cavidade (72 - § > 0).
Nota-se que apenas a radiacdo que incide sobre a superficie na posi¢édo r,, é contabilizada na
parcela de radiacdo que pode ser refletida.

Quando o meio € unidimensional e apenas emissor e absorvedor, a RTE se resume a

uma equacdo diferencial ordinaria ndo homogénea

dI(r,s)
as

3-WVI(,3) = = —k(M)I(T,3) + k(1) (7). (2.38)

Uma vez resolvida a RTE e encontrada a intensidade direcional, pode-se entdo calcular
as duas principais variaveis secundarias de interesse na engenharia, que sao a radiacdo incidente

G (1) e o fluxo de calor q (1)

2T T
G(r) = f f I(r,3)dQ, (2.39)
0 0

2T T
q ™ =f0 fol(r,ﬁ)-?dﬂ. (2.40)

Também é comum escrever a RTE em uma forma alternativa, que utiliza o albedo de

espalhamento w e a espessura optica 7. A defini¢do de albedo de espalhamento é
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Os Os

w:K+aS:,8' (2.41)
Define-se espessura Optica na dire¢do s como
N S
T5(s) = f (k +05)ds* = f pds*, (2.42)
s*=0 s*=0

que resulta t5(s) = BS quando B é constante. Substituindo a Eq. (2.41) e a forma diferencial

da Eq. (2.42) na Eq. (2.36) tem-se a RTE escrita em fungéo da espessura optica

dl(zs, 8
(T80 _ 1) + (1 — )y (15) + ~— | 1(zg,8) (', 8)d0 . (2.43)
dTS 4m 41T

A aplicacdo da Eq. (2.43) para o caso de um meio fisico unidimensional e sem
espalhamento merece atencdo especial, ndo apenas pela sua aplicabilidade, mas também pela
simplicidade, pois possui solucdo analitica para alguns problemas e permite o estudo
sistematico dos erros de discretizagdo. Para ilustrar este caso considera-se um meio homogéneo
que absorve e emite radiacdo. O meio esta confinado entre placas paralelas negras e infinitas
mantidas a temperaturas diferentes, ambas isotérmicas e espacadas entre si de uma distancia S.
Analisa-se o caminho real de propagacao da radiacédo 8, mas decomposto em relagéo a um eixo
coordenado x, perpendicular as placas, sendo que 6 é o angulo formado entre essas duas
direcdes, conforme mostrado na FIGURA 2.5.

Em vez da definicdo dada na Eq. (2.42), neste tipo de problema a espessura Optica
costuma ser escrita com base na direcdo x. Para isso costuma-se usar a espessura ética de acordo

com a relacdo mais a esquerda na Eq. (2.44) a seguir

x S
T(x) = J ) B(x*)dx* = cos B(S)dS* = cos 6 14(S), (2.44)

x*=0 S$*=0

pois dS = dx/cos@ = —dx/cos(m —0). Com esta relacdio deduz-se que dz(S) =
dt(x)/cos 6, portanto, considerando que a intensidade emitida em cada placa independe da
direcdo e depende da sua temperatura, entdo a equacao (2.43) pode ser reescrita para as dire¢oes

positiva e negativa do eixo x como



63

+

i 2.45a
K ot ( )

+If (o) =I(t,pw, 0<p<i,

u¥+1‘(1,u)=f(r,u), -1<u<0, (2.45b)
onde t significa 7(x) (ndo confundir com ), u = cos 8, ou seja, 0 angulo formado entre a
direcdo S e o eixo x* e I'* indica a intensidade direcional viajando no sentido positivo do eixo

x e I~ a intensidade direcional viajando no sentido negativo. O termo fonte radiativo I é dado

por

[(t, ) = (1 — )1, (T(D))

1 0 (246)
+ %U d>(u’,u)1+(r,u’)du’+j O, I~ (r,1)du'| .
0

-1

FIGURA 2.5 - CAMADA ABSORVEDORA-EMISSORA ENTRE FRONTEIRAS PARALELAS, NEGRAS E
INFINITAS

/ y Meio absorvedor /[

/S e emissor .

e 6 _ / J
S I7(S,6) //
/ Fronteira2 _~ /

ry S a
qr(x) Iy <
\ _',dA 4 + | 4
> $x / I . )
¢ L
\‘\ / -
J,-’f 2] S | '/’J
ﬂr,- x* +
/ v I ;2(0,6) Fronteira 1 Z

FONTE: Adaptacdo de Howell, Siegel e Mengii¢ (2011)

Em uma primeira analise considerar-se-a4 a solucdo da RTE para um meio que nédo

apresenta espalhamento. Uma vez conhecidas as intensidades direcionais deixando ambas as

fronteiras do dominio, tem-se as condic¢des de contorno

(W= =1"0,u), 0=<p=<1, (2.47a)
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I7 (1, W e=r, = 1" (11, 1), -1<u<o0. (2.47b)

No caso sem espalhamento [(z, u) = I,,. A solucdo das Egs. (2.45) é dada por

-t T —(-1) 1
I"(t,w) =110, pe +f I'(thwe *H ;dr’, o<u<ti, (2.48a)
0
—(z-11) T -(=-7') 1
I"(t,uw) =1 (1, e * +j I'(t',pe ~ ;dr', —-1<u<o. (2.48b)

TL

Usando a ja citada transformacéo p = cos 6 nas Egs. (2.39) e (2.40) e decompondo I
nas intensidades viajando em cada sentido do eixo x, ento a irradiacio G e o fluxo de calor q°
escritos em funcéo de 7 resultam em (MODEST, 2003, p. 427)

1 - 1 (=)
G<r>=2n{ j I*(0, 1) dyu + f I~ —we -7 du
0

0
2.49
[ 7. —(t—-11) L (r'-7) du ( )
+f [f I'(th,we *H dT'+f I'(t',—we —H dr’l—},
o Lo T u

" 1 -t 1 (rL-1)
q (t) =2m {f 17(0, e # udu —f I~ (t,—pe —* udu
0 0

(2.50)
N —(z—11) L (r'-7)
+J U I'(thwe *+ dT'—J I'(t',—pe —# dr’l d,u}.
0 0 T

E possivel ver que no caso das fungdes I+, 1~ e [ serem independentes de u (e.g. paredes
difusas e meio cinza sem espalhamento), entdo as integrais podem ser relacionadas a fungéo
integral exponencial E, de ordem n (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1972, p.228; MODEST,

2003, p. 429). Fazendo isso, as equacdes (2.49) e (2.50) resultam, respectivamente em
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G(t) =2m [1+(0)E2(r) + 17 (t)Ey(t, — 1) + fTIA’ (TYE;(t — t)dT’
° (2.51)

TL
+f I'(t)E, (7 — T)dr’l,
T

q (1) =2n [1+(0)E3 () —I"(t)Es(r, — 1) + f I' @)E,(x — v")dr’
. ° (2.52)
— f I'(?HE, (7' — T)d’l"l .

Nas equagdes supracitadas E; (1), E,(t) e E5(t) sdo fungbes integrais exponenciais de
primeira, segunda e terceira ordem. A func¢do integral exponencial de n-ésima ordem é definida

por

o _—xt
E,(x) = f o dt, n=0,1,2,..; x> 0) (2.53)
1

que por meio da mudanca de variavel ¢ = 1/t assume a forma

1

X
E,(x) =J umDe udy, (2.54)

0

No desenvolvimento das solugdes analiticas também sdo necessarias as seguintes

relacdes

d
aEn(x) = —Ep1(%), (2.552)
E,(x) = fooEn_l(x) dx, (2.55b)

1
En(O) = m, n>1, (2.55¢)
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o

b oo
f E,_1(x)dx = f E,_1(x)dx — f E,_;(x)dx, a<b. (2.55d)
a a b

As func0es integrais exponenciais sdo utilizadas na obtencdo da solugdo analitica de
alguns problemas analisados nesta tese, portanto foi programado o cddigo
“Integral Exponencial”, dedicado a calcular as integrais exponenciais com 32 algarismos
significativos. O codigo esta descrito no APENDICE A.

A FIGURA 2.6 a seguir mostra as seis primeiras fungdes integrais exponenciais para o
intervalo 0 < x < 2. Valores tabelados para as seis primeiras ordens sdo apresentados no
APENDICE A para o intervalo 0 < x < 10.

FIGURA 2.6 - SEIS PRIMEIRAS FUNCOES INTEGRAIS EXPONENCIAIS

FONTE: O Autor (2020).

Vé-se nas equacles da radiacdo incidente e do fluxo de calor, Egs. (2.51-2.52) que
dependendo da forma da funcdo /' a integracdo do produto de [’ com a funcéo integral
exponencial pode ndo ser possivel (e.g. um dos limites da integral pode ndo existir),
inviabilizando a obtencéo de solucGes analiticas. Para os casos onde 0 meio participante é dito
“fino”, em que a espessura optica é pequena (i.e. T — 0) ou entdo quando a temperatura do meio
é relativamente pequena, (meio frio) isso faz com que a intensidade de corpo negro do meio

seja pequena se comparada as intensidades provenientes das fronteiras. Nestes casos, as
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seguintes aproximagfes podem ser empregadas, facilitando a obtencdo de solugdes analiticas

aproximadas.

Ey(7) = 1, (2.56a)
1

E3(7) =~ 570 (2.56h)

i) ~o. (2.56¢)

Para cumprir 0s objetivos desta tese é importante se ter solu¢des analiticas acuradas,
portanto nenhum problema usaré a aproximagao do meio fino, assim como néo e abordada no
presente texto a aproximacdo de meios espessos. Para mais detalhes sugere-se ver Modest
(2003, p. 450-456).

Quando o problema que esta sendo estudado envolve a condi¢cdo denominada equilibrio
radiativo (e.g. dq /dz = 0), entdo toda a radiacdo incidente sobre um elemento de volume
infinitesimal se equipara a sua emissdo de corpo negro, ou seja, G = 4mxl,. Isto faz com que a

Eq. (2.51) passe a ser uma equacéo integral de Fredholm do segundo tipo, linear em T4

1 L
T4(7) = > THE, (1) + TS E,(t, — T) + f T*(t") E (' — 1)d7’|, (2.57)
0

cuja solucdo analitica aproximada é apresentada em Heaslet e Warming (1965)

1 3
T —-Tt¢ 35—z —1) 1,
T — T~ (2.58)
Ty — 1o, 1+77 2
77L

relativamente acurada na regido do grafico distante das fronteiras. Nesta equacéo T, e T, sdo
as temperaturas das paredes nas fronteiras do meio participante. A Eg. (2.57) vale para um meio

participante emissor, absorvedor e paredes negras.
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2.2.1 Métodos Numéricos Empregados na Solucdo de Problemas de Radiacdo em Meios

Participantes

Os principais métodos numéricos empregados na solucdo de problemas de radiacao
térmica em meios participantes sdo o Método das Zonas (HOWELL; SIEGEL; MENGUC,
2011, p.672-680), 0 Método de Monte Carlo (HOWELL; SIEGEL; MENGUC, 2011, p.680-
691; HOWELL 1998), o Método dos Harmonicos Esféricos (MODEST, 2003, p. 465-492;
HOWELL; SIEGEL; MENGUC, 2011, p.623-640), o Método das Ordenadas Discretas
(CHANDRASEKHAR, 1950; MODEST, 2003, p. 498-523; HOWELL; SIEGEL; MENGUC,
2011, p.640-655), o Método da Transferéncia Discreta (LOCKWOOD; SHAH, 1981;
COELHO; CARVALHO, 1997) e o Método dos Volumes Finitos (CHUI; RAITHBY;
HUGHES, 1992). Dentre os métodos citados, serdo descritos apenas aqueles que o autor ja
empregou na solugdo de problemas de radiagdo em meios participantes. Inicialmente séo
descritos brevemente o Método da Transferéncia Discreta e o Método dos Harmonicos
Esféricos. Em seguida é descrito mais detalhadamente o Método das Ordenadas Discretas,

sendo este 0 método escolhido para a analise dos erros de truncamento nesta tese.

2.2.1.1 Método da Transferéncia Discreta

Proposto e descrito por Lockwood e Shah (1981), o Método da Transferéncia Discreta
(DTM da terminologia em lingua inglesa Discrete Transfer Method) € um método integral, ou
seja, a equacdo da transferéncia radiativa é usada na forma integrada ao longo de uma distancia
AS para calcular a intensidade que sai de um de um elemento de volume discreto com base na
intensidade que entra e no quanto o elemento de volume absorve, emite e espalha.

Trata-se de um método numérico eficiente que permite a aplicacdo em geometrias
complexas e em qualquer tipo de malha, sendo indicado para abordar problemas de combustao,
por exemplo, camaras de combustdo de motores de combustdo interna (HENSON, 1998),
combustores de turbinas a gas (CARVALHO; COELHO, 1989), fornos de vidro
(CARVALHO; DURAOQ; PEREIRA, 1987; CARVALHO; OLIVEIRA; SEMIAO, 1988).

Entretanto, até o final da década de 80 o DTM apresentava desvantagens,
principalmente por ser ndo satisfazer o Principio da Conservagdo da Energia e pouco eficiente
na modelagem do espalhamento, particularmente o espalhamento anisotrépico. Dentre as

diversas melhorias sugeridas ao longo dos anos, sobressaem a proposta de uma formulagéo
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conservativa do método (COELHO; CARVALHO, 1997), a proposta de quadraturas para
aumentar a acuracia no célculo da radiacdo incidente e uma representacdo mais acurada do
campo de temperatura (CUMBER, 1995) e mais recentemente, Heugang, Kamdem e Pelap
(2016) propuseram uma solucdo para contornar a dificuldade do DTM em modelar o
espalhamento anisotrdpico. Portanto, atualmente este método é capaz de modelar todas as
classes de problemas de radiagéo térmica.

O DTM foi empregado pelo autor em seu mestrado, de forma que a descri¢do a seguir é
basicamente aquela apresentada em Foltran (2015). Também se recomenda a leitura de Henson
(1998), onde informac0es detalhadas séo dadas, néo apenas do procedimento de tracagem de
raios, mas também de como acoplar métodos de célculo das propriedades radiativas dos gases
participantes e como acoplar o algoritmo de radiacdo com a simulacdo dos demais fenémenos
fisicos.

A fronteira do dominio € discretizada em elementos de area ou elementos de face, ng,
de tal forma que pelo menos uma das faces do elemento de volume adjacente a fronteira
coincida com um elemento de area, sendo crucial armazenar a informacédo de qual elemento de
volume esta associado com qual(is) elemento(s) de area na fronteira. As propriedades fisicas
séo consideradas uniformes dentro de cada elemento de volume e em cada elemento de &rea.
Para todos os elementos de area i da fronteira do dominio é feita a determinacdo dos pontos
centrais P;, conforme a FIGURA 2.7.

FIGURA 2.7 — REPRESENTACAO DE UM RAIO PERCORRENDO O DOMINIO.

Q] P,k/”)Q

elemento de
volume n

FONTE: Adaptado de Howell, Siegel e Mengii¢ (2011, p.655).
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Um hemisfério hipotético centralizado sobre o elemento de area P; e orientado para
dentro do dominio é discretizado em um namero de angulos soélidos. Os elementos discretos de

angulo nas direcOes 6 e ¢ sdo dados por

AG = E , (2.59a)
2n

Ap = —, (2.59b)
Ny

onde ng e n,, sdo 0 numero de elementos de angulo discretizados nas diregdes polar e azimutal,
respectivamente e informados pelo usuario do programa.

No centro de cada elemento de angulo sélido (i.e. A8/2 e Ap/2) um raio é “disparado”
no interior do dominio. Este raio é seguido até que atinja uma fronteira do dominio no ponto
Q; no elemento de face ;. E necessario armazenar a informagao de quais elementos de volume
sdo atravessados pelo raio assim como a distancia percorrida pelo raio dentro de cada elemento
de volume (mapeando os pontos de entrada e saida do raio).

De forma geral Q; néo coincide com o ponto central do elemento de area de fronteira j,
porém € assumido que a intensidade em @Q; € igual a intensidade no centro do elemento de face
j que pertence a fronteira. Até entdo nenhum calculo relativo a radiagéo térmica é feito, apenas
uma tragagem do raio para determinar o caminho percorrido (Procedimento de Tragcagem dos
Raios ou Ray Tracing Procedure, conforme terminologia técnica em lingua inglesa).

A condicdo de contorno para temperatura conhecida no elemento de face j é dada por
By = &(T;)oT;* + [1 - &(T;)]H;, (2.60)

onde H; € a irradiacdo total ou fluxo de radiacdo incidente na superficie j e B; a radiosidade
total ou fluxo de radiagdo combinada (emissdo e reflexdo difusa a partir da superficie j). A
partir de Q; o raio € seguido em sentido contrario até a origem e a equacéo da transferéncia

radiativa (caso sem espalhamento) € integrada analiticamente ao longo do trajeto produzindo a
relacao
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Insr = Ine ™%+ I 1) (1—e70%), (2.61)

onde &8 indica a distancia percorrida no interior do volume n e os indices n + 1 e n indicam,
respectivamente a intensidade na saida e entrada do volume n atravessado pelo raio. A diferenca
entre a intensidade que deixa um elemento de volume e a que entra é usada para calcular a

contribuigéo deste raio para o termo fonte radiativo do elemento de volume n

Sp = Z Z(In+1,j—>i
j i

- In,j_,l-)Al-cos(Gk)sen(ek)sen(Aek)Agok ,

(2.62)

onde os dois somatorios compreendem todos os raios emitidos a partir de elementos de area em
todas as fronteiras e atingem outro elemento de area, eventualmente atravessando o volume n.

Se 0 nimero de raios que atravessam cada um dos elementos de volume no interior do
dominio for suficientemente grande, entdo o termo fonte radiativo calculado sera

aproximadamente igual ao divergente do fluxo de calor radiativo para o volume n

o S.
Srad,n = —(V ’ q")n = _ﬁ' (263)

n

onde AV, € o volume do elemento de volume n e S,,4, indica o termo fonte radiativo do
elemento de volume n a ser utilizado em algoritmos que acoplam a radiacdo térmica com 0s
demais mecanismos de transporte de energia térmica.

Por fim a irradiacdo H; é calculada somando a contribuicdo de todos os raios conforme

a discretizacdo do hemisfério sobre o elemento de area de fronteira i

nr
H; = Z I;,; cos(0y)sen(fy)sen(AB)Ag, , (2.64)
k=1

onde n,, = nfng é o nimero de raios discretizados e os indices i e j estdo associados aos

elementos de area onde ocorre a incidéncia e emissdo da radiacdo térmica, respectivamente.
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Depois de calculada a irradiacdo para a superficie i 0 processo passa para 0 proximo
elemento de area na fronteira até que toda a fronteira do dominio tenha sido visitada pelo
método.

Como se pode observar na Eq. (2.60), a radiosidade deixando um elemento de area da
fronteira depende, além da sua emissdo, da irradiacdo vinda de todos os outros elementos de
fronteira que possam ser visualizados a partir dele. Como esta irradiacdo é influenciada pelo
meio participante, o processo se torna iterativo a menos que &; = 1 para todos os elementos de
area da fronteira. Neste caso todas as superficies se comportam como corpos negros e a
radiosidade € a propria emissdo de corpo negro.

FIGURA 2.8 - TRACAGEM DE RAIOS NO INTERIOR DA CAMARA DE EMPUXO DE UM MOTOR-
FOGUETE HIPOTETICO

FONTE: Foltran e Araki (2018).
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2.2.1.2 Meétodo dos Harmodnicos Esféricos

Também denominado Aproximacao Py, 0 Método dos Harménicos Esféricos (SHM da
terminologia em lingua inglesa Spherical Harmonics Method) é caracterizado pela expansao da

intensidade direcional em uma Série de Fourier bidimensional

i zl: @Y™ ), (2.65)

onde /™, sdo coeficientes a serem determinados (funcéo das coordenadas espaciais apenas) e
Y™ sdo harmodnicos esféricos (fungdo da direcdo apenas), apresentados em (MODEST. 2003,

p. 466) como®

1
m+|m| 8 . :mB:l 2 eim‘PPl|m|(COS 9) ) (266)

G OEICHY)

Na Eq. (2.66) Pl'm| (cos 6) séo os Polindmios Associados de Legendre do primeiro tipo,

grau [ e ordem m dados por

m

l

(1-p®)z diim - 1! (2.67)
2L du”'m' ’

P () =
onde u = cos@. As cinco primeiras ordens dos polindbmios associados sdo mostradas na
TABELA 2.1 da préxima pagina. Quando substituidos na Eq. (2.66), estes produzem 0s
harmonicos esféricos mostrados na TABELA 2.2, também apresentada na préxima pagina,
porém limitada a mostrar os harmonicos até m = 3 para ndo exceder o limite das bordas.

A Eq. (2.65) satisfaz 0s momentos, porém é necessario truncar a série a fim de obter
solugdes analiticas ou numéricas para os problemas de interesse pratico. Normalmente a série
é truncada logo nos primeiros termos, pois a complexidade matematica do método aumenta

sobremaneira a medida que mais termos sdo considerados.

3 Em Howell, Siegel e Mengii¢ (2011, p.625) é apresentada uma definicio equivalente de Y7*(5), que esta em
acordo com outra versdo da Eq. (2.67).
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m\l 0 1 2 3 4 5
0 1 0 0 0 0 0
1 J sin 6 0 0 0 0
2 %(3;12 -1 3 cos O sin 6 3sin%6 0 0 0
1 3 . 2 i3
3 3 Gu? =3)u 5 (5c0s?0 — 1) sin @ 15 cos 6 sin?0 15sin36 0 0
1 5 X 15 . .3 i 4
4 5(35;1"‘ —30u%+3) 5(7 cos@ — 3)cosfsinf 7(7c0526 — 1)sin?6 105 cos 0 sin®6 105sin6 0
i . i5 . . , 05 o 105 - - s
5 §(63u —70u” + 15)u 3(21cos 6 — 14cos*6 + 1) sin B T(3cos 6 — 1) cos 8 sin?H T(9cos 6 — 1)sin36 945cosOsin*0 | 945sin°6
Fonte: O Autor (2020).
TABELA 2.2 — PRIMEIROS TRES HARMONICOS ESFERICOS
\m -3 -2 -1 0 1 2 3
0 1
1 1 ( ' sin ) sin 8 0 -1 ( + ising) sin 0
— (cos ¢ — i sin @) sin cos — (cos i sin @) sin
2 Y Y 2 [ 2
3 3 -3 3
——[cos(2¢) — (cos ¢ — (cos ¢ ——[cos(2¢)
2 - 2v6 V6 %(3c0529 -1) V6 26 -
— isin(2¢)]sin%6 — ising)cos@sin@ + isin¢) cos 6 sin@ + isin(2¢)]sin?6
5 15 3 ) 15 -5
——[cos(3¢) [cos(2¢) —— (cos ¢ 1 ——(cos ¢ [cos(2¢) ——[cos(3¢)
3 45 230 43 3 (5c0s20 —3)cos | 4V3 2v/30 45
—isin(3¢)]sin®0 = —isin(2¢)]cosHsin?d = — isin@)(5cos26 — 1) sinf + isin@)(5cos?0 —1)sinf | + isin(2¢)] cos B sin?8 | + isin(3¢p)]sin38

Fonte: O Autor (2020).
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O método é construido multiplicando a RTE, Eq. (2.36) por Y;" e expandindo a funcgao
de fase do espalhamento em uma Série de Polinémios de Legendre. Em seguida, integra-se a
equacdo para cada k em todas as dire¢des, totalizando 4 sr.

No caso do meio participante com simetria azimutal (i.e. caso unidimensional) a

expansdo da intensidade direcional resulta em

10,8) = ) LOP®W, (2.68)
=0

pois P (1) = P,(k).
A funcdo de fase do espalhamento expandida em Série de Polinémios de Legendre

assume, entdo, a forma

M
P ) = ) ApPu()Pn(0), (2.69)
m=0

onde M é a ordem da aproximacdo para a funcéo de fase e 4,,, sdo os coeficientes usados na
definicdo da forma da funcédo de fase do espalhamento.

Multiplicando a Eq. (2.68) e Eq. (2.69), porém imaginando I na Eq. (2.68) como sendo
a radiacdo proveniente de outra direcdo qualquer I’, constrdi-se o termo dentro da integral da
versdo unidimensional da RTE, Eq. (2.41). Truncada a série apds N termos, o termo integral da

RTE, Eq. (2.41) fica (ap6s transformado 6 para p e usando a condicdo de simetria azimutal)

j D (p, u)I(z, u)dy'
-1
o . (2.70)
[ D AnPaOBa() Y PG di
~1m=o 1=0

Expandindo ambos os somatdrios no integrando e reagrupando os termos, primeiro com

base em I; e depois com base em A,,, B, (1), obtém-se
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1
f D, w)I (T, pHdy'
-1
= u . (2.71)
= Z Il(T) z Aum('u)f Pm(.u,)Pl(,Ll’)d,u',
=0 m=0 -1

Usando a propriedade da ortogonalidade dos Polinémios de Legendre (MODEST 2003,
p. 468)

PP = =20m ) 2.72)
 BnGoPGodp = 522 .

onde §;,, € a funcdo Delta de Dirac, chega-se enfim no termo integral da RTE a ser usado no
SHM

240 (W) . (2.73)

N

1
@ (u, w1 (T, p)dp' = Z
f_l 2l+1 !

=0
A Eq. (2.41) e escrita em termos de 7 ao invés de 7 fica

di(t) w (1

w2 L0 = A - o)) + 2 f (1) (o, 1) i
-1

dr 2 (2.74)

Substituindo a Eq. (2.73) truncada ap6s o N-ésimo termo e a Eq. (2.68), ambas na Eq.
(2.74) tem-se

N N
d
p [Z HOLIMI BWIOLIM
=0 =0 y (2.75)
Al
= (1 - w)ly(7) + wz 2’l ’fl) Pi(u).
=0

Usando a relagéo de recursividade 8.5.3 apresentada em Abramowitz e Stegun (1972,

p.338) e escrita aqui para 0 numero real u
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L+ DpP,(W) = 1P () + L+ P (w), (2.76)

tem-se

i luﬂl L) + (U + DPy () dI ()

2+ 1) i 'HI(T)PI(M)l

=0

y (2.77)

- wh®+ 0y D p,

=0

A Eq. (2.77) pode ser convertidaem N + 1 equacdes diferenciais ordinérias para [;, | =
0,1, ..., N. Faz-se isso multiplicando-a por P, (1), k = 0,1, ..., N e integrando sobre todos os u,

0 que resulta em

k+1 d1k+1 " k dlk—l (1 CUAk )I
2k+3 dr  2k-1 dr 2k +1)°F
= (1 - w)]b(‘[)50k B k= 0,1, ,N

(2.78)

Este sistema de equacdes requer N + 1 condi¢des de contorno, por exemplo as
condicdes de Mark ou de Marshak (MODEST 2003, p. 469-472). Assumindo que a

. ~ p , ~ ~ L. N+1 -~
aproximacdo usada é de ordem impar (e.g. Py, Ps, Ps, ...) entdo sdo necessarias - condicdes
de contorno para cada fronteira. Por exemplo, as condi¢fes de contorno de Marshak para

problemas de simetria azimutal sdo obtidas multiplicando a intensidade conhecida em cada

fronteira pelo Polindmio de Legendre e integrando no hemisfério correspondente

1 1 \
j 1(0, W) Py (u)du = J Ly (WP () du L
0 00 i

jOI(TLuu')PZi—l(M)d:u = J

-1 -1

Lyz (W) Pyi—q (.U)leJ

onde I, e I, Sdo as intensidades das fronteiras em x = 0 e x = 1, respectivamente. Com

base nestas condicdes € possivel quantificar os coeficientes I, na Eq. (2.78).
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H& uma maneira alternativa relativamente simples de obter as equa¢Ges do SHM, ao
menos para a Aproximacao P, porém ela ndo € apresentada aqui porque o objetivo principal
do estudo do SHM foi tentar obter uma relagdo que permitisse estudar o erro de truncamento
devido a discretizacdo angular. Entretanto, contratempos na obtencdo de relagbes que
embasassem o0 erro de truncamento devido a discretizagdo espacial impediram o autor de
progredir no estudo dos erros de discretizagdo angular. Por isso 0 SHM aparece apenas nesta
revisdo bibliogréafica, ndo sendo utilizado na anélise dos problemas propostos nesta tese.

O SHM foi programado pelo autor e usado para calcular o fluxo de calor adimensional
trocado entre um meio participante e suas fronteiras em fungdo da espessura Optica, como
exemplificado na FIGURA 2.9. Para mais detalhes da deducdo da Aproximacgdo P; consultar
Modest (2003, p. 472-477).

FIGURA 2.9 — FLUXO ADIMENSIONAL OBTIDO COM O SHM EM FUNGCAO DA ESPESSURA OPTICA

j ; . . — . - :
T i TN SR NV R S—— I— -

og W AT T i

0d [ g SO S U Nk

9 Mo(T-T" )]

0’2% ........................... ............................... P —— .......

FONTE: O Autor (2020).

Na FIGURA 2.9 ambas as fronteiras sdo superficies negras, paralelas e isotérmicas,
mantidas na temperatura T,,. O meio € mantido a uma temperatura T, onde T > T,, e possuli
albedo de espalhamento w especificado. O primeiro caso da legenda, w = 0 significa que o
meio ndo promove espalhamento, porém emite e absorve. Nota-se que quanto menor a

espessura Gtica do meio (abscissa), ha menos meio aquecido separando as duas paredes.



79

No limite, quando a espessura Otica tende a zero, ndo ha fluxo de calor (pois ambas as
paredes estdo & mesma temperatura e 0 meio praticamente nao influencia no fluxo de calor).
Entretanto, a medida que mais meio participante se torna mais espesso, mais ele transfere calor
para elas (pois esta significativamente mais aquecido), aumentando o fluxo de calor.

Nota-se que além de aproximadamente 7, =3, este fluxo ndo aumenta
significativamente mais. Isso ocorre porque a radia¢do deixando uma das paredes é sobrepujada
pela emissdo do meio que, sendo isotérmico, ndo importa quanto maior seja sua espessura, 0
fluxo ndo aumenta mais porque é quase atingida a maxima intensidade possivel da radiacédo
(intensidade de corpo negro).

Para os trés outros casos apresentados na FIGURA 2.9 onde ha espalhamento (w = 0,5,
ou seja, Kk = ag), 0 espalhamento ocorre de acordo com o valor do coeficiente linear
anisotropico A,. Quando A; = —1 o espalhamento ocorre preferencialmente em direcGes
contrérias a de incidéncia (u < 0), o que faz menos radiacao atingir a parede a direita, onde
T = 1, (por isso o fluxo de calor € ligeiramente menor que o caso A; = 0). Nocasode A; =0
0 espalhamento ocorre igualmente em todas as direcGes, ou seja, é isotropico. Por Gltimo, ha o
caso em que o espalhamento ocorre preferencialmente em diregdes u > 0, caso em que A; =
1, o que faz aumentar um pouco o fluxo de calor que atinge a parede a direita.

Outra observacdo gue se pode fazer na FIGURA 2.9 é que o fluxo de calor adimensional
para 0 caso w = 0 é maior que a unidade, o que é inconsistente fisicamente. Este resultado
evidencia a acuracia relativamente pobre da Aproximacao P,, especialmente notavel quando a
intensidade apresenta anisotropia. Para contornar esta deficiéncia deve-se empregar
aproximacdes de ordem maior, como a P; e a Ps (ja que aproximacBGes de ordem par
imediatamente superiores ndo aumentam significativamente a acuracia da solugéo).

Por Gltimo, pode-se dizer que o0 SHM obtém resultados diretamente para as variaveis
globais do problema como a radiaco incidente G e o fluxo de calor ¢ e ndo para a intensidade
direcional. Do ponto de vista de aplicacfes de engenharia, via de regra estas sao as variaveis de
interesse, porém ressalta-se que h& problemas em que o objetivo é conhecer a distribui¢do
direcional da intensidade direcional (MOURA, 1998).

2.2.1.3 Método das Ordenadas Discretas

Um dos métodos mais utilizados atualmente para célculos de radiacdo térmica, o

Método das Ordenadas Discretas (DOM da sigla em inglés Discrete Ordinates Method) foi
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possivelmente sugerido pela primeira vez por Wick (1943) e desenvolvido em detalhes por
Chandrasekhar (1950, p.54-68), visando o estudo de atmosferas de estrelas. O DOM também
tem sido empregado no estudo de reatores de fissdo nuclear e de armas atdbmicas (CARLSON,
1953, 1970; CARLSON; LEE, 1961; LATHROP, 1966). Uma das primeiras aplicacdes do
DOM na engenharia mecanica foi para quantificar o fluxo de calor radiativo em camaras de
combustdo de fornos a gas (KHALIL; TRUELOVE, 1977) e em caldeiras aquotubulares de
grande porte (FIVELAND, 1988), mas o método foi e continua sendo aplicado para modelar
diversos equipamentos como espaconaves (ALMEIDA, 2000), fornos de vidro, caldeiras, e
fendmenos como a predicdo de fuligem (LECOCQ et al., 2014), dentre outros.

Segundo Modest (2003, p. 498) o DOM ¢ baseado na representacdo discreta da variagcdo
direcional da intensidade. A RTE € resolvida para um conjunto de dire¢6es discretas no entorno
de 4 esferorradianos de acordo com a ordem da aproximagao (e.9. S, S4, Se, Sg)-

A discretizacdo angular consiste em escrever a Equacdo da Transferéncia Radiativa,
RTE para um numero finito de direcdes especificas, escolhidas de forma a preservar a simetria
geomeétrica, ou seja, garantir que reflexdes e rotacdes de 90° sejam mantidas para certos grupos
de direcbes (CARLSON; LEE, 1961; FIVELAND, 1991; THURGOOD; POLLARD;
BECKER, 1995). Com isso, 0 termo integral da RTE é substituido por uma quadratura
numerica.

No caso de um meio tridimensional que ndo espalha radiacdo, por ndo haver
acoplamento entre as direcBes, 0 modelo numérico se resume a um conjunto de equacdes
diferenciais parciais. Caso 0 meio participante apresente espalhamento, entdo ha acoplamento,
produzindo assim um sistema de equacdes diferenciais parciais. No caso de o problema ser ndo
linear (e.g. propriedades do meio ou das superficies dependentes da temperatura e problema de
equilibrio radiativo) é necessario repetir o processo até que algum critério de convergéncia seja
atingido. Por fim, calcula-se o fluxo radiativo e radiacdo incidente no interior do dominio e a
radiosidade e irradiacdo nas fronteiras (pds processamento).

Feita a discretizagdo angular, a RTE escrita para cada dire¢do m fica

ol,, ol,, ol,,

Z
(2.80)

(S
= (S5 (S) = B(S)m(S) + (n)z W Lt () P (5),

4
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onde u,,, = cos 8, &, = sin @ cos @ e n,, = sin B sen ¢ sdo 0s cossenos diretores da direcdo m
de acordo com os eixos coordenados mostrados na FIGURA 2.10 e w representa fatores de
ponderacdo usados na quadratura que substitui o termo integral da RTE. Os valores de w e u
para a versdo unidimensional do DOM sdo mostrados na TABELA 2.3 e ilustrados
geometricamente para a versdo tridimensional do DOM na FIGURA 2.10 e FIGURA 2.11.

FIGURA 2.10 - COSSENOS DIRETORES DAS DIREGCOES DISCRETAS, APROXIMAGOES s,, s,, 56 E sg

FONTE: Adaptado de Verteeg e Malalasekera (2007) e Carlson e Lathrop (1965)

TABELA 2.3 — PESOS E DIRECOES ORDENADAS PARA VERSAO UNIDIMENSIONAL DO DOM

Sn w Tu
S, (assimétrica) 6,2831853 0,5000000
Sy 4,1887902 0,2958759
2,0943951 0,9082483
Se 2,7382012 0,1838670
2,9011752 0,6950514
0,6438068 0,9656013
Sg 2,1637144 0,1422555
2,6406988 0,5773503
0,7938272 0,8040087
0,6849436 0,9795543

Fonte: Modest (2003, p. 503)

4 Por se tratar da versdo unidimensional do método, os pesos contabilizam todas as dire¢cdes com mesmo angulo
polar.
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FIGURA 2.11 - DIVISAO DE UM OCTANTE DA SUPERFICIE DA ESFERA EM AREAS QUE
REPRESENTAM O PESO DA SUA RESPECTIVA DIREGAO PARA A APROXIMAGAO sj.

A

FONTE: Carlson e Lee (1961)

A condicdo de contorno na posicao r,, sobre a fronteira (em geral uma superficie opaca)
onde tem inicio a direcdo m inclui, de forma genérica, a emissdo e reflexdo da radiagédo

incidente sobre ela
1- Sw(rw)
[, (S = 0,7y,) = &,(ry)lpw(ry) + T Lin' Wit Iy (rw), (2.81)
ml

onde [; ,,» € 0 cosseno entre a m'-ésima direcdo e a direcdo i, que é perpendicular a fronteira.

A ordem da aproximacdo angular Sy é denotada por N = {2,4,6, ...} e 0 nimero total
de direc@es utilizadas n é determinado pela ordem da aproximacao e pelo nimero de dimens@es
do dominio d de acordo com a formulan = 2¢N(N + 2)/8 (HOWELL; SIEGEL; MENGUC,
2011, p. 646). Para cada direcdo ordenada € necessario calcular a intensidade no sentido
positivo e negativo, portanto havera duas equagdes para uma determinada direcéo, sendo esta a
explicacdo do porqué as direcdes devem garantir reflexao e rotacéo de 90° entre certos grupos
de diregdes.

Jé a discretizacdo espacial pode ser feita de forma similar a empregada no Método dos
Elementos Finitos (MARTIN; DUDERSTADT, 1977; FERNANDES, 1991) ou no Método dos
Volumes Finitos (LATHROP; CARLSON, 1967; MODEST, 2003, p. 514; COELHO, 2014),
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sendo que alguns autores, como Fiveland (1989) chamam esta técnica de Aproximacdo de
Diferencas Finitas, entretanto este termo ndo tem sido mais usado.

Ap0s a discretizacdo no espaco € feita a integracdo da equacéo governante no elemento
de volume. Isto faz aparecer os valores da intensidade em cada face do volume. Para um

dominio bidimensional, a Eq. (2.80) quando integrada para o volume genérico P resulta em

.um(IemAe - IwmAw) + Em(lnmAn - IsmAs) = _ﬁAVIPm + .BAVSPm' (2-82)

valida para as direcbes m = 1,2, ...,n e onde AV indica o volume do elemento, A indica a area
da face do elemento de volume sendo que os subindices e, w, n, s indicam as faces leste, oeste,

norte e sul, respectivamente. O termo fonte Sp,,, € dado por

n
w
Spm = (1 —w)l, + E z Wop Lyt @iy (2.83)
m/=1

Tanto o DOM a como o Método dos Volumes Finitos efetuam a integracdo da RTE no
elemento de volume discreto, porém a subsequente substituicdo de alguns termos por
aproximacgdes numéricas é fundamentalmente diferente. Enquanto no Método dos Volumes
Finitos as aproximagdes conectam 0 volume discreto com seus vizinhos, no DOM isso néo
ocorre. A aproximacdo numeérica apenas escreve a variacdo da intensidade dentro de um
elemento de volume como uma fun¢do de ponderacao linear em funcéo das intensidades em

cada face do elemento de volume, ou seja
Ipm = Viem + (1 = ¥)lym, (2.84a)
Ipm = VIpm + (1 = V)lsy , (2.84b)

onde 0 <y <1 é o fator de ponderacdo. Em geral sdo utilizados os esquemas Diamante
(y =0,5) e Degrau (y = 1,0) (LATHROP 1969). Outros fatores de ponderacdo podem ser
encontrados em Lathrop (1969) e em Moura, Baillis e Sacadura (1988).

Isolando 1., na Eq. (2.84a), I,,, na EQq. (2.84b), substituindo-os na Eq. (2.82)

juntamente com a Eq. (2.83) e isolando Ip,,, tem-se
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— .umAyPIwm + fmAxPlsm + VAxPAyPSPm
HmAYp + &mAxp + yAxpAypf

: (2.85)

IPm

onde se sup6s uma malha de volumes retangulares com tamanhos Axp e Ayp nas diregdes x e
y, respectivamente.
Uma vez calculado Ip,,, isolam-se as intensidades nas faces leste e oeste para obter

intensidades “saindo” do elemento de volume P, Ou seja

IPm - (1 - y)lwm
y )

(2.86a)

Iem

IPm - (1 - )/)Ism
Y .

(2.86b)

Inm

As intensidades “saindo” do volume P se tornam as intensidades “entrando” no
elemento de volume seguinte na diregédo m.

E registrado na literatura que, dependendo do problema, as Egs. (2.84) eventualmente
produzem intensidades negativas a jusante quando o Esquema Diamante € usado, 0 que é
fisicamente inconsistente. Neste caso, recomenda-se fixar a intensidade a jusante como nula e
recalcular Ip,, com a Eq. (2.82) (LATHROP, 1969; CHAI; LEE; PATANKAR, 1993).

O processo de marcha prossegue até atingir a fronteira oposta. Ao atingi-la, a irradiagdo
sobre ela pode ser calculada assim que todas as dire¢fes forem contabilizadas

n
HS =rr,) = Z Wyl (r,ry,)n-r, (2.87)
m=1

onde r € o vetor posicao na fronteira oposta e 11 - r representa o produto interno entre a direcdo
1 e o0 vetor normal a fronteira oposta n. Apenas produtos internos de sinal negativo devem ser
considerados, pois indicam que a radiacdo incide sobre a fronteira oposta.

Em seguida o processo de marcha pode correr no sentido contrario, resolvendo a dire¢éo
oposta a m, utilizando a condicao de contorno pertinente a fronteira em questdo. Apds todas as
direcOes ordenadas terem sido calculadas o termo fonte radiativo S,,4, (que em problemas
envolvendo modos combinados de transferéncia de calor entra na equacgdo da energia como

termo fonte) é dado por
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n
Sradm = (V-q") = 4nkl, — z Winlm (S, 1), (2.88)
m=1

assim como as varidveis secundarias nas fronteiras, conforme j& comentado anteriormente.

Nos problemas de equilibrio radiativo a temperatura do meio ndo € conhecida em
principio. Neste caso € usada uma estimativa inicial e apds o DOM ter sido executado uma nova
estimativa da temperatura é calculada com base na radiacao incidente.

Para isto faz-se V- q" = 0 na Eq. (2.88) e isola-se a temperatura do meio participante
4
T, ja que I, = % Este processo é repetido até que algum critério de convergéncia seja

atingido.
2.3 ERROS NUMERICOS

Nesta secdo é apresentada a teoria basica dos erros de truncamento e célculo do erro de
discretizacdo e da ordem de uma varidvel dependente qualquer. Também sdo apresentados 0s
equacionamentos da técnica denominada Mdltiplas Extrapolacdes de Richardson (MER).

Embora ja definido na Secdo 1.1 desta tese, é necessario discorrer com mais detalhes
sobre os erros numéricos. Por questdo de comodidade, a definicdo do erro numérico E, dado

pela Eq. (1.1), é reproduzida abaixo®

E(¢) =29, (2.89)

onde @ é a solucdo analitica exata e ¢ a solucdo numérica. Segundo Marchi (2001, p.6) as
fontes de erros numéricos sdo: a) erros de truncamento; b) erros de iteracdo; c) erros de
arredondamento e d) erros de programacao. Se o programa de computador ndo possui erros de
programacao e os erros de iteracdo e arredondamento sdo muito pequenos ou inexistentes, entdo
0 erro numérico na Eq. (2.89) é devido majoritariamente aos erros de truncamento. Quando isso
ocorre, entdo o erro é chamado de discretizacdo (FERZIGER; PERIC, 2002, p. 58).

5 Nesta tese é usada a definicdo apresentada em Knupp e Salari (2003, p.10), entretanto também se pode usar
E(¢) = ¢ — &, que é usada por Roache (2009) e em ASME (2009, p.10), bastando trocar o sinal para converter
o resultado entre ambas as definicdes.
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Adotando a nomenclatura empregada em Marchi et al. (2013) o erro de discretizagdo
pode ser escrito como

E(¢) = CohPo + C1hP* + C3hP2 + - = Z CrhPm. (2.90)
m=0

Na Eg. (2.90) C,, C;, C,, ... sdo coeficientes dependentes das derivadas da solugédo
analitica @, porém independentes do tamanho do elemento de malha h. Os expoentes py, p1,
P2, ... S80 chamadas ordens verdadeiras p,,, do erro e assumem valores positivos inteiros 0 <
Po < p1 < p, < .. Que aparecem em progressdo aritmética com razdo q = p; — py. Seus
valores tipicos sdo 1 < g < 4. O menor expoente p, € denominado ordem assintdtica porque
compde o termo que domina o erro quando h — 0, caso em que as solucBes numéricas
apresentam convergéncia monoténica, porém ainda ndo afetadas pelo erro de arredondamento.
Quando analisado um grafico de E em funcédo de h, onde ambos 0s eixos coordenados estdo em
escala logaritmica, observa-se que p, representa a inclinacéo dos resultados representados. As

ordens verdadeiras p,,, do erro de discretizacdo sdo dadas por

Pm = Do + m(p1 — Do) , (2.91)

onde m é um inteiro maior ou igual a unidade.

O erro numérico dado pela Eq. (2.89) s6 pode ser usado para problemas cuja solucao
analitica do modelo matematico é conhecida. Entretanto, ndo é este o caso da maioria dos
problemas de interesse pratico na engenharia, seja por conta da quantidade de fendémenos fisicos
que precisam ser considerados (equacdo ou sistema de equagfes muito complexo), seja por
complicagdes devidas a geometria do dominio, condigdes de contorno e iniciais ou entdo devido
a ndo linearidades (e.g. propriedades fisicas sdo funcdes das variaveis dependentes).

Nos problemas sem solugéo analitica conhecida € possivel calcular o erro estimado U4
da solucdo numérica. Isso é feito por uma técnica a posteriori, ou seja, a estimativa do erro €
calculada com base nas solu¢Ges numéricas obtidas em duas ou mais malhas de progressiva
razdo de refino. De forma anéloga ao erro numérico, a estimativa do erro da solugdo numérica

Ug) € dada por

Ug) = P — @, (2.92)
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onde ¢, € a solucéo analitica estimada.

H& vaérios tipos de estimadores de erro (i.e. Richardson, GCI, Delta, dentre outros) que
podem ser encontrados em Ferziger e Peri¢ (2002, p.59) e Marchi (2001, p. 55-72), assim como
a metodologia empregada para estimar o erro de discretizacdo e como apresenta-la. Entretanto,
no presente trabalho sdo empregados apenas o estimador de Richardson Ug; e o Grid

Convergence Index (GCI) U, dados por

2 — Py
Uni=—0—71 (2.93)
e
P, — ¢4l
UGCI = FSW . (294)

onde r = h,/h, € arazao de refino, tipicamente 2 e ¢, e ¢, sdo as solugdes numericas obtidas
nas malhas grossa e fina, respectivamente. Observa-se que U, é basicamente Ug; tomado sem
o sinal e multiplicado por um fator de seguranca FS, que pode ser 3 para aplicacdes em geral,
porém quando se sabe que as solugbes numeéricas se encontram na regido de convergéncia
monotdnica, pode-se usar 1,25. As representacdes dos resultados numéricos sdo feitas de acordo

com as seguintes equagoes

b = b2 + Urigp,) » (2.95)

¢ =2 £ Usci(e,) - (2.96)

Segundo Sidi (2003, p.2), quando apropriado, um método de extrapolacdo produz, a
partir de uma determinada sequéncia, uma nova sequéncia que converge para o limite da
primeira mais rapidamente quando este limite existe. A Extrapolagdo de Richardson (RE da
terminologia em lingua inglesa Richardson Extrapolation) é uma técnica de extrapolacéo que

pode ser empregada como pds-processamento em programas, aumentando a acuracia das
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solugdes numéricas mesmo se formulas de baixa ordem s&o empregadas (RICHARDSON,
1910; RICHARDSON; GAUNT, 1927; BURDEN; FAIRES, 2011, p. 185). Outra vantagem é
que seu uso permite reduzir o erro de discretizacdo a partir de resultados obtidos em malhas
relativamente grosseiras.

A estratégia deste procedimento ¢ combinar duas solugdes numéricas obtidas com
diferentes tamanhos de elementos de malha h para eliminar o termo de mais baixa ordem na
Eqg. (2.90), neste caso p,. A equacao resultante sera de ordem p;, que é maior que p,.

Considerando n&o duas, mas um conjunto de vérias solu¢fes numéricas obtidasem g =
[1, G] malhas, onde g = 1 é a malha mais grossa (i.e. maior h) e g = G a malha mais fina (i.e.
menor h), o processo de RE produz m = G — 1 solugdes extrapoladas de ordem p;. As solucbes
extrapoladas das malhas mais finas sdo mais acuradas que as das malhas mais grossas,
considerando que todas sdo do mesmo nivel de extrapolacéo p, (exceto no caso em que a malha
é suficientemente fina para que o erro de arredondamento seja significativo em relacdo ao erro
de discretizagio). E possivel notar que o processo pode ser repetido, obtendo solugdes
extrapoladas de ordem p, baseadas nas solugdes extrapoladas de ordem p; previamente obtidas.
Este processo pode ser repetido varias vezes produzindo tantas extrapola¢fes quanto possivel,
ou seja, G — 1 no total. Esta generalizacdo do processo de Extrapolacdo de Richardson é
denominada Mudltiplas Extrapolacdes de Richardson (MER, ou RRE, da nomenclatura em
lingua inglesa Repeated Richardson Extrapolations) (ROACHE; KNUPP, 1993; SIDI, 2003;
MARCHI; SUERO; ARAKI, 2009).

A solucdo numérica extrapolada ¢ na malha g apds m extrapolagdes é dada por

d)g,m—l - ¢g—1,m—1
¢g,m = ¢g,m—1 + 1) — 1 , (2-97)

validapara2 <g<Gel<m<g—1leonder = h,_,/h, éarazdo de refino, conforme ja
visto anteriormente. Observa-se que o segundo termo no membro da direita na Eq. (2.97) é o
estimador de Richardson Ug; do nivel de extrapolacdo g, ou seja, é a generaliza¢do da Eqg.
(2.93).

As ordens efetivas do erro de discretizacdo podem ser obtidas a priori, ou seja,
deduzidas matematicamente a partir da comparacédo entre os operadores diferenciais presentes
nas equacdes do modelo matematico e seus equivalentes numéricos obtidos por meio de
expansdes em Série de Taylor. Entretanto, as ordens verdadeiras podem ser confirmadas a

posteriori, por meio do conceito de ordem efetiva py do erro de discretizacdo calculada por
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(2.98)

véalidapara2 < g < Ge 0 <m < g — 2. Se forem obtidas solu¢gdes numéricas em um nimero
relativamente grande de malhas, entdo € possivel observar que quando h = 0, (pg)gm = Pm.

Apesar de quase todos os problemas estudados neste trabalho possuirem solucao
analitica conhecida, nem sempre este é 0 caso de muitos dos problemas de interesse préatico da
engenharia. Além disso, quando se deseja confirmar a posteriori as ordens verdadeiras p,,, a
Eq. (2.97) ndo é totalmente independente da anélise a priori, pois as solugdes numéricas nas
diversas malhas e niveis de extrapolacao séo obtidas com base na Eq. (2.91), portanto baseadas
em p,,. Em tais casos recomenda-se 0 uso do conceito de ordem aparente ou ordem observada

py, dada pela equagao

Oy 1m — 64
1 g—1m g—2m
81 0ym — Og1m (2.99)

log(r) ’

(pU)g,m =

validapara3 < g <G e 0 <m < int[(g — 3)/2], onde int denota a parte inteira da fracdo
entre colchetes e subentende o uso de razdo de refino constante. Quando m = 0, a variavel 6
recebe a solugdo numeérica da variavel de interesse na respectiva malha 6, = ¢,,. Na Eqg.
(2.99) a solucdo numérica é denotada por 6 ao invés de ¢ porque as extrapola¢des sdo baseadas

na ordem aparente ao invés da ordem efetiva, ou seja,

Ogm-1 — Og—1m-1
+ r(pU)g,m—1 -1 4 (2100)

Hg,m = Hg,m—l

validade3<g<Gel<m<int[(g—1)/2].

Comparando as equagdes das solucdes extrapoladas e suas respectivas equagdes para
calculo das ordens, vé-se que a andlise baseada na ordem aparente requer trés malhas
consecutivas para produzir uma extrapolacdo enquanto que a ordem efetiva requer apenas duas.
Entretanto é vantajoso considerar a ordem aparente porque enquanto a ordem efetiva py requer

o conhecimento da solucéo analitica @, a ordem aparente p,, requer apenas solugdes numéricas
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¢ em diversas malhas, permitindo também a analise de problemas sem solucdo analitica
conhecida.

Embora a analise a posteriori ndo permita provar que a deducéo a priori esta correta,
ela pode ser utilizada para evidenciar uma deducéo incorreta. Para isso se analisa a diferenca
entre 0 erro deduzido a priori e 0o medido a posteriori. Também pode-se analisar
sistematicamente fun¢fes matematicas que permitam avaliar cada termo da equagdo do erro de
discretizacdo. Este ultimo procedimento é conduzido para testar a deducéo da equacdo do erro

de discretizacdo da Regra 1/3 de Simpson reportada no préximo capitulo.
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3 ERROS DE DISCRETIZACAO NA SOLUCAO NUMERICA DE INTEGRAIS

Hildebrand (1965, p. 281-293) apresenta técnicas de solucdo de equacfes integrais de
Fredholm. Dentre as técnicas de integracdo numéricas podem ser citadas a Regra do Trapézio,
as Regras de Simpson e a Quadratura de Gauss.

Embora a Quadratura de Gauss permita a integracdo exata sob certas condices, é
necessario calcular as posicGes dos nos e 0s respectivos pesos da quadratura. No caso das
Regras do Trapézio e Simpson o dominio pode ser discretizado usando uma malha uniforme
(i.e. elementos da malha possuem tamanhos iguais) e os pesos aplicados a cada né ou conjunto
de nos sdo 0s mesmos, independentemente da posicao e do grau de refinamento da malha (i.e.
a férmula conectando um né genérico com os nds adjacentes ndo varia). Esta metodologia foi
empregada em Galant e Goorvitch (1996) e permite obter as solu¢cdes numéricas em malhas
com refinamento de malha progressivo de forma imediata.

Combinar regras de integragdo simples, mesmo que de baixa ordem, juntamente com
MER permite ndo apenas obter solugdes de elevada acuracia (SIDI, 2003), mas também obter
0 erro estimado associado a cada solu¢do (ROACHE; KNUPP, 1993; MARCHI; SUERO;
ARAKI, 2009), além de servir como procedimento de verificacdo de codigo, ou seja, ajuda a
conferir se 0 programa de computador contém erros de programacao (KNUPP; SALARI, 2003).

Os esquemas mais comuns de integracdo numérica baseiam-se nas férmulas de Newton-
Cotes e nos Polindmios Interpoladores de Lagrange (CHAPRA; CANALE, 2015, p.603). A

estratégia € aproximar o integrando continuo F(x) por um polinémio B, (x)

b b
sz F(x)dx%f B, (x)dx, (3.2)

a a

onde o polinémio P, (x) de ordem n é da forma
P,(x)=ag+ax+ax>+ -+ a,_x" 1 +a,x". (3.2)

Problemas envolvendo radiagdo em meios ndo participantes sao geralmente resolvidos
utilizando o Método das Diferencas Finitas, 0 Método dos Elementos Finitos e o0 Método de
Monte Carlo. Destes, o Método das Diferencas Finitas foi escolhido para estudar erros
numericos para problemas de radiacéo térmica em meios ndo participantes, pois é simples e é

embasado por uma metodologia de calculo de erros de truncamento.
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As aproximagdes numéricas mais comuns baseadas nas formulas de Newton-Cotes s&o
a Regra do Trapézio (CHAPRA; CANALE, 2015, p. 605-615) e as Regras de Simpson
(CHAPRA; CANALE, 2015, p. 615-624), as quais serdo estudados em detalhe nas secdes a

sequir.
3.1 REGRA DO TRAPEZIO

A Regra do Trapézio é a primeira férmula de integracdo de Newton-Cotes, ou seja, 0
polindmio utilizado na sua construcéo é de primeira ordem: P; (x). Nos problemas de radiagéo
térmica em meios ndo participantes € comum que se utilize fatores de forma infinitesimais,
assim uma etapa de integracdo numeérica é necessaria para avaliar os fluxos radiativos.

A férmula geral para a aplicagdo multipla da Regra do Trapézio (integracdo sobre o
dominio completo, discretizado em N elementos, ou seja, 0,1, ..., N nds) pode ser obtida com a

expansdo em Série de Taylor conforme mostrado no ANEXO A deste trabalho, resultando em®

_hz th4 Fol
480 53760

he — ... |, (3.3)

exato: Z(F} 1+F)+L

onde F; e Fj_; sdo os valores que a fungéo a ser integrada assume no né que esta sendo
considerado no somatério e no seu vizinho da esquerda, respectivamente. As variaveis Fi, Fv

e Fvi representam a média em todo o dominio das derivadas de segunda, quarta e sexta ordens
da funcdo incdgnita, respectivamente, e suas definicdes podem ser encontradas no ANEXO A.

O primeiro termo do lado direito é considerado quando se faz a aproximacao pela Regra do

trapezto

Trapézio no dominio de comprimento L, neste trabalho representada por I; ,0U seja
h N
t
rapeZLo _ Ez F} (3.4)
trapezio

O erro da aproximagéo pela Regra do Trapézio E; para a integral sobre o dominio

de comprimento L é

® Deducéo feita por Carlos Henrique Marchi e apresentada ao autor enquanto cursava a disciplina Verificacdo e
Validacdo em CFD, ofertada pelo Programa de Pds-Graduacdo em Engenharia Mecanica da UFPR.
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Etrapezio =L|——h2— h?

— 6 _ ... | 35
L 12 480 53760h (3:3)

Na Eqg. (3.5) pode-se constatar que quando a malha for refinada sucessivamente o
primeiro termo dentro dos colchetes no lado direito se torna dominante porgque os demais termos
tendem a zero mais rapidamente a medida que o tamanho do elemento de malha tende a zero
(h — 0). Quando este comportamento ocorre, diz-se que o erro de discretizacdo se encontra na
regido assintdtica ou regido de convergéncia monotonica. No caso da Regra do Trapézio, a
medida que o tamanho dos elementos da malha é reduzido pela metade, o erro da aproximacéo
se reduz com o quadrado do tamanho do elemento de malha, ou seja, se reduz quatro vezes.

Vale ressaltar aqui que na literatura especializada o erro de truncamento € geralmente

apresentado como Fg'ihz/lz (CHAPRA; CANALE, 2015, p.608; ABRAMOWITZ; STEGUN,
1972, p. 885; CARNAHAN; LUTHER; WILKES, 1969, p. 78). Isto ocorre porque sendo

baseada em um polindmio interpolador de Newton-Gregory, a dedugéo do erro de truncamento
possui um anico termo calculado em uma posicdo desconhecida ¢ dentro do intervalo de
integracdo. A Eq. (3.5), cuja formulacéo é mostrada no ANEXO A, baseia-se em expansdes em
Série de Taylor, portanto obtém o erro na forma de uma série infinita, calculada no centro de
cada elemento discreto, uma caracteristica que permite a analise das solu¢des numéricas obtidas

com a técnica de Mdltiplas ExtrapolacGes de Richardson.
3.2 REGRA DE SIMPSON

Em Chapra e Canale (2015, p.616) é apresentada a deducdo da Regra 1/3 de Simpson,
(aqui também denominada simplesmente Regra de Simpson) que inclui a estimativa de ordem
de magnitude do erro de truncamento. O método 4 usado é a integracdo do polindmio
interpolador de Newton-Gregory de quarta ordem em dois intervalos discretos [xj_l,xj] e
[xj,xj+1], delimitados por trés pontos quaisquer no interior do dominio x;_i,x; € X4,

conforme mostrado na FIGURA 3.1. A férmula da Regra de Simpson é dada por

jnum _ (E/'_l + 4F} + F}""l)h

[-1j+1] — 3 ’ (3.6)
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onde h € o tamanho dos intervalos discretos e o erro de truncamento Ej;_, j.q; da integragéo

numérica no intervalo [x;_,, x;4 ] é dado por

4%
—Fe
Ej-vjen) =501 %1 <E < (3.7)

FIGURA 3.1 - NOMENCLATURA DOS PONTOS NODAIS NA MALHA 1D UNIFORME

‘ —3h/2 .
i —h/2 | hj2 i
nos: J 1 J - +1
A 4 ! L J ! A4
—h/2 | h/2 x
) 3h/2
R ) )
A Xj-1/2 .
) Xj )
A Xjt1/2 | R
1 Xj41

FONTE: O Autor (2020)

O texto que se segue mostra uma deducéo alternativa da Regra de Simpson e constitui
uma contribuicdo inédita desta tese. Ela emprega expansdes em Séries de Taylor para os valores

da funcdo nos pontos nodais. Sua principal caracteristica é que o erro de truncamento néao é
obtido em um ponto & contido em uma posicao desconhecida dentro do intervalo ]xj_l,xj+1[,
mas sim no ponto nodal x;. A contrapartida & que possui tantos termos quanto 0 nimero de

derivadas ndo nulas do integrando. Caso o integrando possua infinitas derivadas, entdo a

equacéo do erro de truncamento terd infinitos termos.
Para ser aplicada, a Regra de Simpson requer no minimo dois intervalos discretos
[xj-1, %;] € [}, x}41]. O primeiro passo consiste em calcular a integral da fungo Fy, nos dois

intervalos, somando-as em seguida

num — Jhum num
=140 = =1 g - (3.8)
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Cada termo no lado direito da Eq. (3.8) é obtido a partir da integral da fungdo F,, no
respectivo intervalo de integracdo. Para obter o primeiro termo faz-se a expansao no entorno
do ponto intermediario x;_, ,, € para o segundo termo expande-se a série no entorno do ponto

Xj4+1/2- Iniciando com a expansdo no entorno de x;_; /,, tem-se

] I_;'ll1
/2
F(x) = i-1/2 T F}l—1/2(x - Xj—1/2) + (x - Xj- 1/2)
1111/2 le/z 4
+ (x = ;- 1/2) + = (x = x_1/)
(3.9)
J 1/2 5 ] 1/2 6
120 (X xf—l/z) + 720 (X xj—l/z)
Uli/z Vlil/z 8
] J
+ 5020 8~ 512) +qg30 (¥ )
O valor exato da integral I5%%'% no semi-intervalo [x;_y, x;] é
Xj
e - f F(x)dx. (3.10)
x]’_l
Substituindo a Eq. (3.9) na Eq. (3.10) tem-se
xj X
IG5, =] Fj—l/zdx"'j Fay2(x = xj-1/2)dx
xj_l x]'_l
j F “1/2 i F}'iii1/2 3
+J 5 (x = xj-1/2) dx"‘f 3 (x = xj-1/2) "dx
Xj—1 Xj-1
x] FlUl j
/2 4 1/2 5
f (x = x1-1/2) dx+f ]120 (x = %j-1/2) dx (3.11)
x]'_1 xj—l
j F 1_1 Ji Ull
/2 6 -1/2 7
f 720 (x — xj_l/z) dx+f 040 (x — xj_l/z) dx
xj_1 x]-_

5 E ;
J
— X dx + -
+ij_140320 (x Xj 1/2) X+

Definindo uma variavel auxiliar z
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Z=X— x]’_l/z ) (312)
dz = dx. (3.13)

Os limites inferior z; e superior z, de integracdo séo

2= X=Xy, =) (3.14)

ZS - XJ - Xj_l/z - z. (3.15)

Em forma gréfica as variaveis z; e z, ficam conforme a FIGURA 3.2. Substituindo da

Eqg. (3.12) até a Eq. (3.15) em cada termo da Eq. (3.11) e resolvendo obtém-se

Xj Zs h/Z
f Fi_1j2dx = Fj—1/2] dz = F}'—1/ZZ|_h/2 = Fj_12h, (3.16)

Xj-1 zZj

FIGURA 3.2 — INTEGRACAO DA FUNCAO FDONO j — 1 ATEONO j

F F 3
e ~F(x)
Foypf " , i
RN —
‘ . ‘ .
Xj—1 Xj-1/2 Xj X

(z:) (z5)

FONTE: O Autor (2020)



h
x]' ) ) Zg ) 2 /2
EtUAX_XPuﬂdx:fﬁaﬂjnZdzzﬁﬁufj
Xj-1 Zj _h/Z
-S| - ()] -o
2 |\2 2/
i Fly 2 Fyp (% Fy ), 2° /2
L' ) (X—Xj_l/z) dx = > L ZZdZ ZT? .
j-1 i /2
Fli) (h) _ (—_h)3 _ 2FLy 2
6 2 2 48 ’
fx] Flll/z llll/ Zg Fllll/ZZ4 /2
(x — xj- 1/2) dx = f z3dz = —
Xj—1 6 Z; 6 4 h/2
.ii'il/z (E)4_(__h)4 iy
24 |\2 2/
Xj le v 4 Flf 25 /2
/2 4 j—-1/2 4 1/2
X —Xi_4 2) dx = f dz =
fx » 21 (0 %y 24 ) 24 5|,
_ B (ﬁ)s _ <—_h>5 2
120 |\2 2 3840
g F.i,z /2
1/2 5 j—1/2 5 j—1/2
dx = dz =
f 120 (X~ %j-2) dx 120_L 120 6|
—-1 /2

; ; ; h
xj RV FV! Zs FY 712
j—1/2 6 j—1/2 6 j—1/2Z
X—Xi—1/2 dx=—f z%dz = ———
L ( 2) . 720 7

_ﬂ(ﬁ>7_(—_h)7 2,
"~ 5040 |\2 2 645120

_h/2
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(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)



. : h
J-x]- }]”1/2 (x_x' )7dx _ F}Jill/z z, : 1_11/2 78 /2
%, 5040 =127 7 75040 5040 8]_s,
2
CFR G~k o
40320 (E) _(7) o
x;j Fvuz Fyiii Zg Fyiii 9 h/2
j—1/2 (X—X- )de _ i1 84, — ~J=1/2 Z
x;, 40320 j-1/2 40320 ), 40320 9|
2

viii
_ Fioip

J

2F1Jll:ll/2

36288

Substituindo a Eq. (3.16) até a Eq. (3.24) na Eqg. (3.11) tem-se

2 2F[" 2F
jexata F h J 1/2 h3 + 1/2 s “lj-1/2
U-1j] = fi-/2ht T 49 3840 645120

2 _‘Ulll

Jj—1/2 9
— I po4.
t 185794560 " T

B -] ¥
0]\2 2) |~ 185794560

h7
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(3.23)

(3.24)

(3.25)

Efetuando a expansdo da funcdo F(, em Seérie de Taylor no entorno do ponto

intermediario x;..,, tem-se

F(x) = Fjyq/2 + +1/2(x

_iii1/2
Jj+

X —
e (

]+1/2
120 ™

vu/
+1/2
J (x

5040

Xjs1/2) =5 Hl/z (x— xj+1/z)2
x1+1/z) T ]H/Z (x - xj+1/2)4
Xjs12) + ]7+2162 (x = %j1172)

" 8

]
Xj+1/2) m(’f—xjﬂ/z) T

O valor exato da integral 1575, no semi-intervalo [x;, ;1] é

jexata —
[.j+1]

Xj+1
F(x)dx .

xj

(3.26)

(3.27)
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Substituindo a Eqg. (3.26) na Eq. (3.27) tem-se

. x]'+1 xj+1 .
I57 = f Fjy1/2dx + f F}'l+1/2(x - xf+1/2)dx
x]' xj

X+ jiJir1/2 2
+f > (x—xj+1/2) dx
Xj

il

RARRIFEYP 3
+ 6 (x — xj+1/2) dx
Xj

Xj+1
j+1/2 4
+f (x xj+1/2) dx
X

(3.28)

QAR PP 5
+ . 120 (x — xj412) dx

Xjyq1 FYL
j+1/2 6
+ T2 (x — xj412) dx
]
x]+1 vii
j+1/2 7
+ X — Xj dx
" 5040 ( ]+1/2)
Xj41 viii
j+1/2 8
X — X dx + -
" 20320 X ~%+172)

Novamente emprega-se a variavel auxiliar z, mas desta vez em relagdo ao ponto x4,

para aplicar como limites de integracéo inferior e superior

Z=X—Xj41/2, (3.29)
dz = dx, (3.30)
h
Zi = Xj — Xjt1/2 = _E, (3.31)
Zs = Xj+1 — Xj+1/2 = 2" (3.32)

Em forma gréfica as variaveis z; e zg ficam conforme a FIGURA 3.3.



FIGURA 3.3 - INTEGRACAO DA FUNCAO F DONO j ATEONO j + 1

' 0
& " "y

Xj Xj+1/2  Xj+1 X

(2:) (z5)

FONTE: O Autor (2020)

Substituindo a Eq. (3.29) até a Eq. (3.32) em cada termo da Eq. (3.28) tem-se

Xj+1 Zs h/2
j Fjyq2dx = F}‘+1/2f dz = F}'+1/ZZ|_h/2 = Fji12h,
x]' Zi

Xj+1 Zs 2 h/z
i i iz
Fir1y2(x = Xj41/2)dx = Fj+1/2f 2dz = Fp—
Xj Zj _h/z
_Fap (ﬁ)z _ (—_h>2 _0
—_— 2 2 2 - )
Xj+1 ji-ir1/2 2 F}ij-l/z Zs P}ij'l/z ZB /2
[ =) e = S [ T = IR
Xj Zj h/z
_ By (h) _ (__h>3 _ 2,
6 2 2 48 ’
Xj+1 jiiil/z 3 Fjiii1/2 “s jiJiril/2 z* /2
f 3 (x - xj+1/2) dx = Tf zdz = 6 4
xj Zj h/z

it

-TE) -G )=
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(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)



. . h/
1+1F+1/2 Fi¥1 (% Fi{12 2% 72
dx =22 | z%dz = L2222
J;j (x x]+1/2) X 24 L z az 24 5 _h/z
_ ji}:1/2 (ﬁ)s _ (—_h>5 _ 2 ]+1/2 B
120 [\2 2 3840 '
hy
1 Fiayn 5 i (7 fr1/22°] 72
— dx = 12222 Sdg = 1127
ij 120 (x x]+1/2) X 120 J, z dz 120 6 oy,
-T6) -]
720 |\2 2) |7
1l 6 F (% 6 Fi1 27 "2
j}, 720 X~ Xw1/2) dx =g J =720 7_%
B Flay (ﬁ)7 B (—_h>7 2F% B
5040 |\2 2 645120’
i1 FY 2 7 Fiti (7 Fﬁll/z 2|72
— . — 7
L]_ 5040 ( ~¥j+1/2) 4 = 5og Z,Z 92=5040 8 Y
¢ 2
| -G ]
~40320|\2 2/ 7
Xj4q Ui i 2 FUil g hy,
f Jj j+1/2 (x s )de _ j+1/2 /8dy = j+1/2 2"
40320 j+1/2 40320 ), 40320 9|
¢ 72

viii 9 viii

_ Fiap (ﬁ) _(—_h)g _ 2Fiap X
"~ 362880|\2 2 © 185794560

Substituindo a Eq. (3.33) até a Eq. (3.41) na Eqg. (3.28) tem-se

2 j+1/2
3840 645120

ii

h 2

j+1/2 ]+1/2
I[efic]q'ftll] = F}+1/2h’ + 48 h® +

h7
2 jiﬂi/z RO 4 ..
185794560 '
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(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)
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A integral exata no intervalo [xj—11 x]-+1] ¢ obtida substituindo a Eq. (3.25) e Eq. (3.42)
na Eq. (3.8)

2 . ..
I[ej)iCth:?+1] = (Fj—l/z + Fj+1/2)h + 18 (Fjli1/z + jlil/z)h3

2 . )
+ 3840 ([’}131/2 + }}111/2)}15
2 , .
+ 645120 (F}'v—ll/Z + F}'lfl-ll/Z)h7
L2
185794560

(3.43)

(FY ), + FRE)h° +

Por enquanto a Eg. (3.43) ndo possui nenhum valor da fungdo F,, nos pontos nodais

F;_, e F;, entdo € necessario fazer F,) = F;_; em x = x;_; na Eq. (3.9)

=l (7)* &)+
4 5 vi 6
«ﬁ)+ (_J +5ﬂﬂGf> (3.44)
2 120 720 \ 2
mez(_ﬁ>7+ Jwbz<— >8+ F%1 (:ﬁ>9+
020\ 2 40320 362880 \ 2
F'i—1/2 F‘ii1/2 F'i—ii1 2 F'ifl 2 F1/2
.= F'_ _ ] h ] hZ _ ] / h3 ] / h4. _ ] / hS
Fj1 = Fimapa 7 'ty 48 * 384 3840
vi vii viii
NV DY VYR V. Y (3.45)
46080 645120 10321920
'ix1/2
J- 9
N k. Sy ' T
185794560

Aplicando o mesmo procedimento para o ponto x = x;, onde F,) = F;, obtém-se
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F'i—l/z F'iil/z F'iiil 2 F'ifl 2 Fv—l 2
F' — F‘_ ] h J hZ ] / h3 ] / h4. ] / h5
j = et Ty T M e T e v T 3840
B e Bhye o BRip g (3.46)
26080 © ' 645120 " ' 10321920
F.ix
j—1/2 9
R A
185794560

Somando-se a Eq. (3.45) com a Eq. (3.46) e isolando F;_, /, tem-se

il v vi viil
bEath Fup, By Hove o i-1/2 g

b1 == 8 384 46080 10321920 (3.47)

Para obter uma equagdo para Fj. , /, basta fazer F(, = F; em x = x; na Eq. (3.26), assim

COMO Fryy = Fjq €M X = Xj4q

F'i+1/2 F'ii1/2 Fi Fi/ F1y2
F. = F. _J h+ -2 p2 — J*YZps  JHY244  J¥1/2 45
A I 28 " T 38 3840
+ jlii1/2 6 Fﬁli/z 7 Fj’iigi/z 8 (3.48)
46080 645120 10321920
'ix1/2
Jt+ 9
S A
185794560
'i F_ii F_iii F.iv FU
F..=F JAY2 Y2 40 TJHY/2 3 TJHL/2 g 4125
j+1 = e ¥ E g T8 " T 382 " T 3840
N Fz o Frp o Fhip o, (3.49)
46080 645120 10321920
.ixl/z
jt 9
— _ _h’ 4 ...
185794560

Somando-se a Eq. (3.48) com a Eq. (3.49) e isolando F, 4/, tem-se

v F_Ui Vit
j+1/2 2 8 384 46080 © 10321920 (3.50)
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Substituindo a Eq. (3.47) e a Eq. (3.50) na Eg. (3.43) obtém-se uma equacdo para a

integral exata no intervalo [x;_y; x;4]

(Fioy +2F+Fyy) 4, . y
Jj—1 ] jt+1
I[ejx—a1t5+1] = > h — 48 (F}'li1/2 + F}li1/2)h3

- 3840 (F}ifl/z + F}i}:yz)hs
12 ) .
- 645120 (F}U—LI/Z + F}'lfl-ll/Z)h7
16
F‘Ul
T 185794560 (12

(3.51)

+ F}lﬁi/z)hg -

Agora a Eq. (3.51) possui em seu primeiro termo no lado direito os valores da variavel
nos pontos nodais, porém observa-se que o segundo termo do lado direito (e primeiro termo do
erro de truncamento) é de ordem trés, enquanto sabe-se que é de ordem cinco para dois
intervalos discretos (CHAPRA; CANALE, 2015, p. 617). Também se observa que o primeiro
termo ndo constitui a aproximacdo da Regra de Simpson. Estas constatacbes ocorrem porque

ainda é possivel expandir a funcdo F,, nos pontos nodais e manipular as equacées de modo a
obter F, , e F{%, 5, de forma similar ao que foi feito desde a Eq. (3.44) até a Eq. (3.51).
A fim de obter Fjiil /2 €m funcdo dos pontos nodais, toma-se as Eq. (3.45), Eq. (3.46) e

a Eq. (3.53) deduzida a seguir como uma expressdo para Fj.., no entorno de x;_; ,

i 3h jiiil/z 3h 3
o () B2 ) + B )
4 i 6
RN
2 120 720 \ 2
J‘Ulll/2 (ﬁ)7 + J‘Ull.ll/2 ( ) +
5040 2 40320
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31«*}_1/2h+9F;11,2 , 27FY o BIFEY,
2 8 48 384
243F ), o T29F, o 2187FYY

J=1/2 p7 (3.53)
3840 46080 645120

6561F 1, o

10321920

Fis1 =Fji_1/2 +

_.|_

_.|_

Assim, tem-se 0 seguinte sistema linear

( F_i 1 F’ii F,iii F.iv
-1/2 Jj—1/2 Jj—1/2 j—1/2
Fioy=Fi_1p——2-Lh h? — 4+ L Lopt—
-1 = fj-2 T g 28 " T 384
F_i L F’ii F.iii F.iv
-1/2 Jj—1/2 j—1/2 j—1/2
{ F. =F._ Uiy S h? 3+ L M2pe 3.54
j = Floip = h+ = +18 + g ht (3.54)
3FL, 9F !t 27FM 81FY
-1/2 Jj—1/2 Jj—1/2 j—1/2
Fi,.=F_ =/ h h2 4 —1ep3 4 T lfpd g
(41 = Fjm2 t 7 +t—3g t 8 t3g +

Embora foram representados até os termos de ordem quatro, os célculos devem
considerar até a ordem oito, a fim de que o resultado, quando substituido na Eq. (3.51) produza
termos de ordem nove, ou seja, em acordo com o restante das equacoes.

A fim de obter uma expressdo de Fj"_i1 /2 COM h =1 € necessario cancelar os termos
sublinhados nas equacdes que compdem o sistema (4.54). Desta forma, pode-se criar outro
sistema linear de equacdes, que permita calcular as constantes multiplicadoras das Eq. (3.54)

de forma que, ao soma-1las, os termos de ordem baixa sejam cancelados

1 O O
Uy Y 3h|ly| = o], C+0 (3.55)
1/8 1/8 9/8 7 I

Resolvendo-se o sistema linear, Eq. (3.55) e assumindo que C = 1 tem-se que X =
1;Y = —2eZ = 1. Conclui-se que para isolar Fjii'I/Z basta multiplicar a equagao para F; na Eq.

(3.54) por —2 e somar com as outras equacdes que compdem o sistema. Feito isso, tem-se
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Jj—

2
h 48 384 _”3840 (356)
728F’”1/2h 2184F% ), o 6560F7, o

46080 645120 10321920

A fim de obter ]+1/2 em funcdo dos pontos nodais, toma-se a Eq. (3.48), Eq. (3.49) e a

Eq. (3.58) deduzida a seguir, obtida da expansao de F;_, no entorno do ponto x;.4,

Fro = Bt Bl (o) Tz (2 Bz (20
Jj+ j+1/2

2 2 2 6 2
4 5 vi 6
j+1/2( Sh) s ]+1/2< h) LB <—3h> (3.57)
2 120 720 \ 2
111”1/2 —3h)7+ Jliull/Z (_ h>8+...
* 5020 \ 2 40320 ’
3Fh12, iy 27F%1 /2 81F 11/,
foa=Bup == ht =g b - g b g =
24’3 j+1/2 s+ 729 ]+1/2 ne 2187 J'ifl'lill/2 % (3.58)
3840 46080 645120
6561F7Y, -
10321920

Assim, tem-se o seguinte sistema linear

rF- _F 3F+1/2h+9F+1/2 n2 _ 27 jlil1/2 3 811:}'1}:1/2 4
LMz 8 48 384
S 8 48 384
F F'ii Flll F
_ j+1/2 j+1/2 j+1/2 ]+1/2
kI'—’}'_|.1 —_ P}'+1/2 + h + 8 hz 4 h3 384 h4

Repetindo o procedimento descrito apds a Eq. (3.54) verifica-se que para isolar Fj, /2

deve-se multiplicar a equagdo de F; em (3.59) por —2 e soma-la com as demais equagdes. Feito
iSSO obtém-se
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j+1/2 =

Fi_1—=2F + Fj11)2 + 24 jiii1/2

80 ]+1/2 hz 240 ]+1/2

h? 48 384
728 2 2184FY
46080 645120

3840
_ 6560 T
10321920

Substituindo a Eqg. (3.56) e Eq. (3.60) na Eq. (3.51) tem-se

Iexata

Iexata

U-1j+1] = 3 24

_ (F_1 + 2F + Fy) B

2
A a2+ 24 11111/2 80FW1/2 )
48 h? 48 384

2184 vil

384-0 4-6080 645120
_&%Oﬁ%ZG_”-1¢1—m§+ﬂﬂ+24ﬁbﬁl
10321920 h? 48

384 3840
2184 %, o 6S60FYys
645120 10321920

46080

+ .| h3

8 . . 12 .
~ 3540 (e T Fa)h® = eemn (B2 o + By 2 )1
16

_F18579456O(FWU/24_E?im)h9_

(s + 45+ Fu) (Bl = Fi)
11([’?1}1/2 + F+1/2) A (F}'U—l/Z — F}'Z'l/z) h6
720 192
157(};}11_11/2 + F}Z.ll/z) 13(le/z le/Z)
120960 46080
307(FP, + FL)
5806080

+

h8

h° +
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(3.60)

(3.61)

(3.62)

Observa-se que o primeiro termo do lado direito da Eq. (3.62) é a aproximacdo da Regra

de Simpson, porém os termos do erro estdo escritos com base nos pontos x;_1,, € X;41 /2 € N30
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com base em x;. Também se observa que o termo de mais baixa ordem é de ordem quatro,

enquanto a ordem esperada € a quinta.
O dltimo passo da deducdo envolve a expansdo em Série de Taylor de todas as derivadas

até oitava ordem no entorno do ponto x;

iv v vi vii 'Ulll

F- ; F;
lll — le _ —h Lhz g R34+ L _pt— hS + e, (363)
-1/2 7 ht g~ ag P + 3" ~ 3850
F,iv v vi m’i mu
fi o gy ) Lz L p3 4 44 L psg.. (3.64)
v F_vi Fvii vlu
v _ piv_ ] Jop2_J _p3y 4 _ 3.65
o _ R h3+-2—h . (3.69)
Flie = FY = h+—g-h? =< h? + 2
F_v vi Vil vlu ( )
w Jop2sd _p3y 44 3.66
i X e 7
F}:i F}:ii viil
_ J J 2 J 3 .
Flap = = h 4 =g=h® = —gh® 4 (367
Fpi Vil F};iii
J ] 2 J 3
F}+1/2 FU 5 h + ?h + Eh + .- (3.68)
' ' vii Fvul
F}‘U_ll/z — F}‘Ul h 4+ 21— hz (369)
vii Ulll
]+1/2 _ Fvl h R A 8 hZ (370)
viii
vu — Fvu _J h - (3.71)
-1/2 2 +
Vit

]11”1/2 Fvu Th-l_m’ (3.72)
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jv-iif/z _ Fjviii — (3.73)
jlfl-iili/Z _ Fjviii 4o (3.74)

Substituindo da Eq. (3.63) até a Eq. (3.74) na Eq. (3.62) e organizando os termos tem-

Se

jexata (F}—l + 41;}' + F}'+1) h— iF-ivhS _ 1 Frip7 1 Friiipo

L-tj+1] — 3 90/ 1890 / © 90720 / (3.75)

AEq. (3.75) ¢ aintegral exata da fungdo Fy, no intervalo [xj—l; xj+1]. O primeiro termo

do lado direito € a aproximacao da integral conhecida por Regra 1/3 de Simpson, dada por

ISimpson _ (F}'—l + 41:} + F}'+1) h

3.76
U-1j+1] — 3 ’ (3.76)
enquanto os demais termos constituem o erro de truncamento E[;X7;, 4, dado por
Enum _ _iFivhS _ 1 Fvih7 _ 1 Fviiih9 — . (3 77)
U=1j+11 7 90" 1890/ 90720 ' '

Comparando a Eqg. (3.7) com a Eq. (3.77), vé-se que ambas possuem ordem cinco,
mesmo coeficiente numérico e envolvem a derivada de quarta ordem. A diferenca € que a Eq.
(3.7) se constitui de um termo Unico e a derivada de quarta ordem é avaliada é no ponto &, que
esta posicionado em alguma posicdo desconhecida dentro do intervalo ]xj_l,xj+1[. Ja na Eq.
(3.77) a derivada é avaliada no ponto nodal x; e ha infinitos termos, sempre de ordem impar
maior e igual a cinco.

Com base na Eq. (3.77), tem-se que a Regra 1/3 de Simpson para dois intervalos

discretos possui ordens verdadeiras

P =579, ... (3.78)
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Uma vez feita a deducdo da equacgéo do erro de truncamento para dois intervalos, entéo
deve-se deduzir como fica a equacdo do erro para 0 dominio completo contendo N intervalos
discretos, sendo que para a Regra 1/3 de Simpson N € um numero par, maior ou igual a 2. Desta
forma o nimero de pontos nodais do dominio (N + 1) serd sempre impar e nomeados conforme
mostrado na FIGURA 3.4 abaixo, para a qual se escolheu arbitrariamente N = 6, ou seja,

havera 7 pontos nomeados como P = 0,1, 2, 3,4, 5, 6.

FIGURA 3.4 — INTEGRAL NO DOMINIO COMPLETO CONTENDO 6 INTERVALOS DISCRETOS

\ ix

Fy Fy F, F. 5 Fs X

N

F,

FONTE: O Autor (2020)

A integral numérica considerando todo o dominio € dada em Chapra e Canale (2015,
p.618)

(b—a)
180

exata _
Iy =

Eh*, (3.79)

w| s

Fy+4 21 (F) + 2 Nz_:z (F) +Fy| -

i=1,3,5,... j=2,4,..

onde a posicao do ponto u é desconhecida, porém dentro do dominio, ou seja, a < u < b. A

aproximacdo da integral exata em todo o dominio usando a Regra de Simpson é

1

N-2
(F) +2 z (F) + Fy |- (3.80)

num __
I} =
i=1,3,5,... j=24,...

hF+4
30

Em termos dos pontos nodais genéricos j — 1,j e j + 1 e considerando o exemplo da

FIGURA 3.4, a Eq. (3.80) pode ser escrita em uma forma mais conveniente
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N-1
h
= S (B 4+ Fry)

j=1,35,... (3.81)

[(Fo +4F, + F,) + (F, +4F; + F,) + (F, + 4Fs + Fy)].

w| s

Considerando a integral analitica I£¥%** no dominio completo, por exemplo, no

intervalo [a, b], onde L = b — a, entdo pode-se escrever, com base na forma da Eq. (3.75)

b L
Ifxata = f F(x)dx = j- F(x)dx
a 0

N—-1
_ (Fj_1 +4F + Fji1) B
- 3 (3.82)
j=13,5,..
- 1 1 1
__F_ivhS _ _F]iih7 _ _F]iiiih9 —
+_ — [ 90 ’/ 1890/ 90720/
J]=1,

onde o primeiro termo do lado direito da Eqg. (3.82) ¢ a integral numérica dada pela Regra de

Simpson, Eq. (3.81), e o segundo termo do mesmo lado representa o erro de truncamento em

todo o dominio E/**™, ou seja

N-1
1 . 1 . 1
Enum — Z [——F-“’hs _ F-mh7 _ F};mh‘) e ] )
L , 90/ 1890 90720 / (3.83)
j=1,3,5,...
Definindo as seguintes médias de derivadas
N-1 iv
et By (3.84)
g (N/2)
N-1 vi
e i (3.85)
g (N/2)
N-1  piii
pyiil — 2J=13, "] ' (3.86)

g (N/2)
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que substituidas na Eq. (3.83) produzem

1 —N 1 —N 1 — N
num _ _ __ piv_p5 _ vi__ K7 _ Vil __ [p9 _ 3.87
EL 90F/ 2 h 1890Ff 2 h 90720Ff 2 h ( )

Isolando N e um h de cada poténcia tem-se

1 — 1 — 1
num _ _ (% Jp— ) ) Y C— 115 1 R 3.88
B Nh( 180 " “3780') " ~1gia40 ) ) (389)

Como h = L/N, entdo L = Nh, que substituido na Eq. (3.88) reduz a ordem de cada

termo da série

1 — 1 — 1
num _ _ vpd 4y~ pvip6 4~ pviip8 4 ) 3.89
EL L (1801:} ot 37801:} he+ 1814401:} o+ ) ( )

A Eq. (3.89) representa o erro de discretizagdo proveniente da aplicacdo da Regra 1/3
de Simpson em um dominio unidimensional segundo a técnica de expansdes em Série de
Taylor. Assim, tem-se que a ordem assintética p, da Regra de Simpson € quatro e que 0

intervalo entre ordens sucessivas € dois, ou seja, as ordens verdadeiras p,,, sdo
Pm =4,6,8, ... (3.90)

Todos os resultados apresentados nesta secdo sé@o obtidos de um programa de
computador escrito pelo autor na linguagem FORTRANO95 e denominado ‘Projeto 0 Tese’,
composto por duas partes distintas, uma dedicada a solu¢cdo do modelo matematico e a outra
dedicada a aplicacdo de MER. Todas as variaveis empregadas sdo de precisao quadrupla.

As soluces analiticas utilizadas para o calculo do erro de discretizacdo foram obtidas
pelo autor com o software MAPLE17 fixando o nimero de algarismos significativos em 50,
sendo que os 34 primeiros foram copiados para compor a solugdo analitica, fazendo-a
compativel com a precisdo quadrupla.

Embora a equagdo do erro de discretizacdo da Regra de Simpson, Eg. (3.89) nédo
constitua uma deducdo formal, é possivel avaliar se ela estd correta por meio de testes
sistematicos de fungdes polinomiais. Sua vantagem é que possuem um numero especifico de

derivadas ndo nulas, e como a Eq. (3.89) possui derivadas da variavel dependente em cada um
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de seus termos, entdo uma andlise pode ser feita selecionando polinbmios de graus
progressivamente maiores a fim de testar se cada termo da referida equacdo esta correto.

Polindmios de ordem quatro e cinco tem apenas um termo nao nulo na Eq. (3.89),
enquanto polindmios de ordem seis e sete terdo dois termos, e assim por diante. Mediante a
aplicacdo de MER, ap6s um determinado nimero de extrapolagdes a solugdo analitica deve ser
atingida em todas as malhas e ordens efetivas maiores ndo existiréo.

Também estdo incluidas nas andlises as funcdes e* e senx. Como elas possuem um
numero infinito de derivadas ndo nulas, entdo elas permitirdo a obtencdo de tantos niveis de
extrapolacdo quanto possiveis.

Iniciando com os polinémios, as fungdes testadas sao representadas de forma geral como
5
I = j x"dx, (3.91)
2

onden = 4,5,6,7,8,9,10,20. Os limites de integracdo sdo arbitrarios e escolhidos de forma
a evitar o intervalo classico [0,1] que ndo exercita a variavel L na Eq. (3.89).

A TABELA 3.1 mostra as solu¢des numéricas para n = 4, cuja solucéo analitica é & =
618,6. O problema foi resolvido em 14 malhas contendo de 2 até 16.384 elementos discretos.
A integracdo de x* possui apenas o primeiro termo nao nulo na Eq. (3.89), entdo ap6s a primeira
extrapolacdo (m = 1) a solucdo analitica é atingida em todas as malhas. Apesar de nao
mostrados na TABELA 3.1, valores param > 1e g > m + 1 so 0s mesmos de m = 1.

Como a solucdo analitica é atingida ap6s uma extrapolacdo, apenas a quarta ordem é
observada, conforme o esperado. Isto € facilmente observado na FIGURA 3.5 como a
inclinacdo do logaritmo do erro de discretizacdo em funcdo do logaritmo do tamanho do
elemento de malha. Ambas pj e p resultam iguais a p, = 4, como mostrado na FIGURA 3.6.

Embora ndo mostrados aqui, resultados similares sdo obtidos para o caso n =5,
conforme esperado considerando-se a Eqg. (3.89). Isto porque o polindbmio de ordem 5 possui

cinco derivadas ndo nulas e apenas a quarta aparece na referida equacao.
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TABELA 3.1 — SOLUGOES NUMERICAS 6, ,,) DAEQ. (3.89) PARA 1 = 4.

m —

0

6,2062500000000000000000000000000E+02

6,1872656250000000000000000000000E+02

6,1860791015625000000000000000000E+02

6,1860049438476562500000000000000E+02

6,1860003089904785156250000000000E+02

6,1860000193119049072265625000000E+02

6,1860000012069940567016601562500E+02

6,1860000000754371285438537597656E+02

O i O U B WIN R« Q

6,1860000000047148205339908599854E+02

[E=N
o

6,1860000000002946762833744287491E+02

=
=

6,1860000000000184172677109017968E+02

=
N

6,1860000000000011510792319313623E+02

=
w

6,1860000000000000719424519957101E+02

14

6,1860000000000000044964032497319E+02

6,1860000000000000000000000000000E+02

Fonte: O Autor (2020).

FIGURA 3.5 - MODULO DO ERRO NUMERICO DO POLINOMIO x* COMO FUNCAO DO TAMANHO
DO ELEMENTO DE MALHA.
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Fonte: O Autor (2020).
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FIGURA 3.6 - ORDENS EFETIVA E APARENTE DA INTEGRAGAO DO POLINOMIO x* COMO
FUNCAO DO TAMANHO DO TAMANHO DE MALHA.
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Fonte: O Autor (2020).

Os casos n =6 e n =7 possuem dois termos na Eq. (3.89), portanto apds duas
extrapolagBes (m = 2) a solucédo analitica deve ser atingida em todas as malhas. Esta predicéo
é confirmada na TABELA 3.2, onde se V€ as solucdes numéricas para n = 6 baseada na ordem
efetiva, Eq. (2.98). A TABELA 3.3 mostra as respectivas ordens efetivas. Como esperado, ap6s
a primeira extrapolacdo, o primeiro termo da Eq. (3.89) é eliminado e a ordem efetiva tende a
sexta ordem. Quando m = 2 os termos restantes na Eq. (3.89) resultam zero e ® — ¢4 ) = 0.
Como esta subtracdo aparece dentro de um logaritmo na equacéo de pg, Eq. (2.98), entdo esta
perde a validade.

Entretanto, € interessante notar que, diferentemente do comportamento observado com
base em pg, as solu¢Bes numéricas baseadas na ordem aparente p,; atingem a solucéo analitica
somente nas malhas mais finas mesmo para m > 2, fazendo com que a Eq. (2.99) néo perca a
validade e as extrapolacdes possam prosseguir. A medida que o calculo de py e as solucdes

extrapoladas 6,y progridem até ordens mais altas, as solu¢des numéricas das malhas mais

grossas tambem atingem a solucdo analitica.
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TABELA 3.2 — SOLUGOES NUMERICAS 6,y DA EQ. (3.89) PARA n = 6 BASEADAS EM p;.

«—

m —

0

1

1,1521031250000000000000000000000E+04

1,1166854003906250000000000000000E+04

1,1143242187500000000000000000000E+04

1,1143967079162597656250000000000E+04

1,1142441284179687500000000000000E+04

1,1142524914383888244628906250000E+04

1,1142428770065307617187500000000E+04

1,1142434595772996544837951660156E+04

1,1142428574532270431518554687500E+04

1,1142428947995562339201569557190E+04

1,1142428571477066725492477416992E+04

1,1142428594964718740811804309487E+04

1,1142428571429329167585819959641E+04

1,1142428572899591735279045678908E+04

1,1142428571428583268243528436869E+04

O©: 0 NI OO O B! Wi N

1,1142428571520510371173351416019E+04

1,1142428571428571613566305131826E+04

=
o

1,1142428571434317615193934636331E+04

1,1142428571428571431461973517685E+04

(B
(BN

1,1142428571428930565277677167471E+04

1,1142428571428571428616593336214E+04

[EEN
N

1,1142428571428593874616230701915E+04

1,1142428571428571428572134270878E+04

=Y
w

1,1142428571428572831449239041978E+04

1,1142428571428571428571439597982E+04

14

1,1142428571428571516251291887360E+04

1,1142428571428571428571428743718E+04

1,1142428571428571428571428571429E+04

Fonte: O Autor (2020).



TABELA 3.3 - ORDEM EFETIVA p; PARA O CASO n = 6.

117

—

0

3,9542286060349046953906982607076E+00

3,9887805056541707469491128449864E+00

5,9999999999999999999999999999245E+00

3,9972087066194298043281155280843E+00

5,9999999999999999999999999951657E+00

3,9993030196722077980544506269717E+00

5,9999999999999999999999996906079E+00

3,9998258075175540711161510962880E+00

5,9999999999999999999999801989083E+00

3,9999564551654681685092419431685E+00

5,9999999999999999999987327301293E+00

3,9999891139967253239920253548637E+00

5,9999999999999999999188947282744E+00

O©:! 00 N OO O i W N

3,9999972785120158846505294790751E+00

5,9999999999999999948092626095592E+00

=
o

3,9999993196288061254696055563701E+00

5,9999999999999996677928070117864E+00

[2=Y
(=Y

3,9999998299072516659263385415342E+00

5,9999999999999787387396487544857E+00

[EEN
N

3,9999999574768160498502748785261E+00

5,9999999999986392793375209388159E+00

=
w

3,9999999893692042076588863032523E+00

5,9999999999129138776040095647304E+00

14

3,9999999973423010538872054664579E+00

5,9999999944264881775908043018818E+00

)

(1) aequacdo que calcula pg, Eq. (2.98) perde sua validade.
Fonte: O Autor (2020).
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Apo6s um numero suficiente de extrapolacfes a solucao analitica € atingida em todas as
malhas e s6 entdo a equacdo de py, Eq. (2.99), perde a validade para todos os trios de malhas
consecutivas. Entretanto, este comportamento produz ordens aparentes ndo realisticas,
chamadas aqui de “ordens fantasma”, que a primeira vista estdo coerentes com a equacéo de
pm, EQ. (2.91). A TABELA 3.4 apresenta a tendéncia de p; atingir a oitava ordem (fantasma)

para o caso de n = 6 (dados para m = 0 foram omitidos).

TABELA 3.4 - COMPORTAMENTO ANOMALO DA ORDEM APARENTE p,; PARA O CASO n = 6.

m —

6,0511944515912422329340040442271E+00 -
6,0125245434875339395982729270638E+00 -

6,0031145182693227085101499994434E+00

8,0267172904188597381924959646708E+00

6,0007775986911526756961109243058E+00

8,0066483593755642967228307126324E+00

© 00 ~N O Ol b W N R« Q

6,0001943353626908339520877146317E+00

8,0016601681290620290896908273273E+00

[N
o

6,0000485798231574069103717385606E+00

8,0004149221341004234240558278334E+00

=
=

6,0000121447047240003927763561837E+00

8,0001037230537823004125862108400E+00

[EY
N

6,0000030361604858517946024027065E+00

8,0000259288787752429781188046953E+00

[EY
w

6,0000007590393470080204658026013E+00

8,0000065955272540463274139390969E+00

14

6,0000001897217813746578783099711E+00

7,9999993713855291427506008178215E+00

Fonte: O Autor (2020).

Os resultados para 0s casos n = 8 e n = 9 apresentam o mesmo comportamento de n =
6. Os resultados do médulo do erro de discretizacdo sdo mostrados na FIGURA 3.7 para 0 caso
n = 9, onde é possivel observar as trés ordens esperadas: 4,6,8. A aparente falta de dados para
m > 3 para as malhas mais grossas e devida ao erro de discretiza¢do nulo. Somente nas malhas
mais refinadas este erro aparece, provavelmente devido ao erro de arredondamento.

As ordens efetiva e aparente sdo mostradas na FIGURA 3.8. Novamente as ordens
efetivas estdo de acordo com a teoria, porém a ordem aparente apresenta ordens nao realisticas,
neste caso as ordens 10 e 12.

O mesmo comportamento observado na FIGURA 3.7 e FIGURA 3.8 foi obtido para os

casosn = 10 e n = 20, portanto ndo s&o mostrados aqui.
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FIGURA 3.7 - MODULO DO ERRO NUMERICO PARA O POLINOMIO x” EM FUNGAO DO TAMANHO

DO ELEMENTO DE MALHA
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Fonte: O Autor (2020).
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FIGURA 3.8 —- ORDENS EFETIVA E APARENTE PARA A INTEGRACAO DO POLINOMIO x° EM
FUNCAO DO TAMANHO DO ELEMENTO DE MALHA
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Fonte: O Autor (2020).
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Outros problemas testados foram as fungdes exponencial e seno

5
sz e*dx, (3.92)
2

5
I =f sen(x) dx . (3.93)
2

As funges supracitadas possuem infinitas derivadas ndo nulas, portanto tantas ordens
efetivas e aparentes devem aparecer quanto o processo de MER e a precisdo da computacéo
permitir. As ordens efetiva e aparente sdo mostradas nas FIGURA 3.9 e FIGURA 3.10
referentes a integral da funcdo seno. Porém os resultados para a integral da exponencial séo
similares. Ambas as figuras mostram o comportamento tipico da aplicacdo de MER em
problemas de CFD e CHT, conforme reportado em Marchi et al. (2013).

FIGURA 3.9 — MODULO DO ERRO NUMERICO DA INTEGRAL DE SEN(x) COMO FUNCAO DO
TAMANHO DO ELEMENTO DE MALHA
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Fonte: O Autor (2020).
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FIGURA 3.10 — ORDENS EFETIVA E APARENTE PARA A INTEGRAL DA FUNCAO SEN(x) COMO
FUNCAO DO TAMANHO DO ELEMENTO DE MALHA
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Fonte: O Autor (2020).

Por ultimo é analisada a diferenca entre o erro numérico calculado com a Eq. (3.89)
(considerando apenas os trés termos deduzidos) e o respectivo valor medido com a Eq. (2.89).

E possivel ver na FIGURA 3.11 que a diferenca entre os erros calculado e medido esto
na ordem do erro de arredondamento (dentro da precisdo quadrupla) para todos os polinbmios
gue possuem nove derivadas ndo nulas ou menos. 1sso ocorre porque o0s trés termos deduzidos
na Eq. (3.89) séo suficientes para calcular o erro de discretizagdo dessas fungoes.

Ja o polinémio x° possui a décima derivada ndo nula, portanto o grafico exibe uma
inclinacdo correspondente a ordem 10, conforme o esperado. O mesmo é observado para a
integral do polindmio x2°, porém como esta possui derivadas com valores diferentes das
derivadas de x'°, seus resultados sdo relativamente diferentes, porém apresentando a mesma
inclinagdo. O mesmo vale para as fungdes exponencial e seno.

Considerando os resultados das diversas analises apresentados nesta se¢do, considerou-
se que constituem evidéncias suficientes de que a dedugéo da equacdo do erro de truncamento

para a aplicacdo da Regra 1/3 de Simpson, Eq. (3.89) esta correta.
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FIGURA 3.11 - DIFERENGA ENTRE O ERRO NUMERICO CALCULADO E MEDIDO PARA TODAS AS
FUNCOES ANALISADAS

L] T lllllli 1 L} lllllli 1 I lllllli 1 1
107 10" 10°
h
Fonte: O Autor (2020).

Neste capitulo é mostrada a equacdo do erro de truncamento para a aplicacdo da Regra
do Trapézio com base em expansdes em Série de Taylor no Método das Diferencas Finitas. De
forma similar é deduzida a equacao do erro de truncamento para a Regra 1/3 de Simpson, sendo
este o principal resultado inédito referente a analise de problemas de radiacdo em meios nao
participantes, cujo modelo matematico recai em equac@es integrais de Fredholm do segundo
tipo.

A equacéo do erro de truncamento para a aplicagdo composta da Regra 1/3 de Simpson
é metodicamente testada usando a integracdo de polindmios de ordens progressivamente
maiores sdo usados para avaliar se a deducdo de cada termo da equacao esta correta. Também
foram incluidos testes com a funcéo exponencial e seno, que por possuirem infinitas derivadas

nédo nulas, apresentam todos os termos da equacao do erro de truncamento ndo nulos.
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4 ERRO DE DISCRETIZACAO ESPACIAL NO DOM PARA PROBLEMAS DE
SIMETRIA AZIMUTAL EM MEIO PARTICIPANTE HOMOGENEO SEM
ESPALHAMENTO

Apesar do interesse em estimar o erro numerico em problemas bidimensionais e
tridimensionais, eles geralmente séo afetados por outras fontes de erro de truncamento (e.g.
efeito de raio, falso espalhamento). Por isso esta secdo se limita a analisar os erros de
discretizacdo em problemas unidimensionais (e.g. problemas de simetria azimutal) sem
espalhamento. O conteudo deste capitulo constitui contribuicdo inédita ao estudo dos erros de

discretizacdo espacial quando usado o DOM.

4.1 DEDUCAO DO ERRO DE TRUNCAMENTO DA RTE DISCRETIZADA

A deducdo apresentada nesta secdo baseia-se na discretizacdo espacial da RTE, Eq.
(2.80) de forma semelhante a empregada no Método dos Volumes Finitos. Com base na
FIGURA 4.1, que mostra o elemento de volume P pertencente ao interior do dominio, o volume
P ¢ delimitado & esquerda pelo volume oeste W, sendo x,, a posicdo da fronteira entre eles. A
direita 0 volume P faz fronteira com o elemento de volume leste, E sendo x, a posicdo da

fronteira entre ambos.

FIGURA 4.1 - MALHA DE VOLUMES FINITOS 1D MOSTRANDO O VOLUME P

h/2 | h/2

vh | a-nh |
| T 7

Fonte: O Autor (2020).

O ponto P esta centrado no elemento de volume, na posi¢do xp. Partindo desta malha
uniforme, define-se um fator de ponderacéo espacial ou simplesmente fator de ponderagéo,

representado por y
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y=—Lt—Y (4.1)

Isolando x,, e observando que h = x, — x,, tem-se

x, = x,, +vh, (4.2)
de forma que
Xy — X, = —vh, (4.3)
e
Xe —x, = (1 =y)h. (4.9)

Como na literatura especializada a discretizacdo espacial é feita no dominio fisico
(coordenadas fisicas x, y, z) e ndo em termos das coordenadas Opticas 7s ou 7, toma-se a versao
unidimensional da RTE, Eq. (2.80) para o volume P e sem usar o subindice m, indicativo da

dire(;éo
U + K , ( )

onde o termo fonte [ é dado por
I=xl,. (4.6)

A simplificagdo de meio sem espalhamento decorre da necessidade de tornar o processo
de marcha em uma dada direcdo independente das demais, ou seja, ndo ‘poluir’ o erro de
truncamento calculado no volume P para uma dada dire¢do com erros similares provenientes
das demais diregdes.

Integrando a Eq. (4.5) no volume P tem-se
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Xe
ull, — 1) + K'f ldx = Iph, 4.7
X

w

dentro do qual o coeficiente de absorc¢do é constante, assim como a temperatura do meio.
No primeiro termo do lado esquerdo da Eq. (4.7) aplica-se o fator de ponderacéao entre
as intensidades nas fronteiras e a intensidade I, conforme j& mencionado na explanagéo sobre

0 DOM, feita na Secdo 2.2.1.3, ou segja,
Ip=yl,+(1-y)I,, 0<y<1. (4.8)

Esta aproximacdo € semelhante aquela usada nos esquemas de ponderacdo no tempo
empregados em problemas de CFD em regime transiente, caso em que a equacdo governante
possui caracteristica parabélica. Por exemplo, nota-se que nos problemas de radiacdo em meio
participante o Esquema Diamante (LATROP, 1969) é o analogo do Esquema Crank-Nicolson
(CHAPRA; CANALE, 2015, p.882-885) para os problemas de Adveccao-Difuséo, pois ambos
sd0 obtidos quando y = 1/2 e ambos 0s esquemas sdo de segunda ordem. Também o Esquema
Degrau (LATROP, 1969) é o analogo do Esquema Upwind Differencing Scheme, UDS, obtido
quando y = 1, sendo ambos de primeira ordem’.

A solucdo da RTE, Eq. (4.5), apresenta comportamento exponencial e ndo linear como
0 sugerido pela Eg. (4.8). Portanto esta aproximacao apresenta um erro de truncamento, que
sera aqui denominado Ejp, onde I representa a média ponderada da intensidade dentro do
volume P. Reescrevendo a Eq. (4.8), considerando o erro de truncamento no volume P devido

a ponderagéo Eyp, tem-se
I'=yl,+(1—y),=1p +Ejp. (4.9)

O objetivo da andlise deste capitulo é encontrar a forma do erro de discretizacdo na
solucéo da Eq. (4.5). Entretanto, o erro devido a ponderacdo E;p ndo e 0 unico erro de
truncamento que ocorre na Eq. (4.7), pois € necessario conduzir a integral numérica no segundo
termo do lado esquerdo desta equagéo e o integrando I é a incognita do problema, desconhecido

a priori. Segundo a deducdo apresentada na Se¢do 2.2.1.3 e tipicamente encontrada na

" Em verdade usa-se y = 0 como fator de ponderagdo no esquema UDS com Correcdo Adiada, frequentemente
usado na solugdo numérica da equagao da adveccao-difusdo, porém a ideia da ponderacdo entre dois casos limites
de esquemas de aproximacao numeérica é semelhante.
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bibliografia especializada (MODEST, 2003, p. 514), a integral deste termo resulta na
aproximacdo denominada Regra do Retangulo. Considerando que a integral exata é dada pela

aproximagado numerica I»h mais o erro de truncamento Ezg p NO intervalo [x,,, x.], tem-se
Xe
f Idx = Iph + Egp p - (4.10)
Xw

Substituindo a Eq. (4.10) na Eq. (4.7) tem-se
M(Ie _IW) +K(1Ph+ERR,P) = fph. (4.11)

Por ultimo, ha que se considerar que o processo de marcha na direcdo ordenada ‘carrega’
consigo o erro de discretizagdo do volume anterior. Isto ocorre porque I, calculado no volume
anterior, P — 1, j& possui erros de truncamento devido as duas fontes de erro citadas nos
paragrafos anteriores. Este erro na intensidade que entra no volume P propagar-se-a pelo
volume P (pois I p_1 = I, p).

Para considerar a propagacédo do erro de truncamento no processo de marcha, substitui-

se I,, na Eq. (4.9) por I,, + E, p_1, OU Seja,
yle + (1 - y)(lw + Ee,P—l) =Ip+Eip, (4.12)

onde E, p_, € 0 erro de truncamento devido ao processo de marcha proveniente do volume
anterior, onde I,, p = I, p_1.

Isolando I, na Eq. (4.12) e substituindo-o na Eq. (4.11), tem-se

Ip—A-=yI, N Erp— a- V)Ee,P—1

y y - (IW + Ee,P—l) + K(Iph + ERR,P) = Tph . (413)

Isolando I, na Eqg. (4.13) tem-se

I hi Ey E Eep-
P=#W+V p _H pt VK RR,P_I_H e,P 1’ (4.14)
U+ vh u + yhk p+ yhr
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onde o primeiro termo do lado direito € a versdo unidimensional correspondente a Eg. (2.85).
O segundo termo no lado direito contém os erros de truncamento produzidos pelas
aproximagfes numéricas no volume P enquanto o Ultimo termo representa como 0 erro de
discretizacdo provindo do volume anterior também € afetado pela discretizacdo espacial do
DOM no volume atual.

Vale ressaltar que os dois ultimos termos da Eqg. (4.14) constituirdo no erro de

discretizacdo que sera propagado para o elemento de volume seguinte P + 1, ou seja,

_ HE7p +YKERgp + KEep-1
U+ yhk U+ yhr'

Eyp = (4.15)

e assim por diante, até atingir a fronteira oposta de onde a dire¢éo ordenada iniciou seu caminho.
A Eg. (4.15) quantifica o erro de truncamento no ponto nodal xp, mas o processo de
marcha no espaco requer que se calcule I, com base I, para completar o calculo para o volume

P. Com base na Eq. (4.12) tem-se

hx hi Kk(E — hEf hx
I, = (1 3 )I 4 P (Err,p ip) n (1 _ )Ee b1, (4.16)
U+ yhk U+ yvhk U+ vhk U+yhx) "

onde os dois primeiros termos do lado direito da Eq. (4.16) s@o a aproximagao que se toma para
I, e os dois ultimos termos a direita representam o erro de truncamento na posicéao x,, sendo o
penultimo resultante das aproximacgdes no volume P e o ultimo representa quanto do erro
proveniente do volume anterior foi afetado no volume atual, até atingir I,.

Desta forma, o erro de discretizagdo devido ao processo de marcha é

K(ERRP — hEl_p) ( hK )
E ,=— ’ d 1——\E. ,_ 417
eP U+ vhk + w4+ yhie) Pt (4.17)

A partir da Eq. (4.17) é possivel obter uma equagé&o para calcular o erro de discretizagéo
cumulativo ao longo do caminho até um dado volume, ou mesmo até a fronteira oposta. O erro
de discretizagéo total, desde o volume onde a direcdo inicia (nesta dedugdo P = 1) até a face

leste do volume P, E, p, € dado por
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P
_ | | _ : ' "™ g 4.18
Ee,P { ” +th + 1 ‘u +th Ee,l—l ) ( )

i=1

onde o produtdrio termina em i = P, mas poderia ser outro elemento de volume intermediério
1 < i < P. No caso de a fronteira refletir parte da radiacdo incidente sobre ela, entdo este termo
€ ndo nulo (E,, # 0) e pode ser dependente da solugéo da ETR em todas as dire¢Oes. Neste
caso o0 processo de célculo do erro de truncamento sera iterativo e possivelmente havendo
combinacéo dos erros de discretizacdo espacial e angular.

Ja no caso de a fronteira ser negra E, , = 0 para a solugdo de cada direcéo ordenada,
ndo havendo a possibilidade de haver a contaminacao de outras fontes de erro ou mesmo do
erro devido a discretizacdo espacial proveniente das demais direcfes. Por essa razdo na Sec¢éo
4.4 apenas problemas com paredes negras sdo estudados.

Uma equacdo semelhante a Eq. (4.18), porém considerando o erro de truncamento até o

centro do volume P, representado aqui por Ep p, € dada por

Epp=—— =+ — (4.19)

onde E, p_, € dado conforme a Eq. (4.18) calculada ate P — 1.

4.2  APROXIMAGCAO NUMERICA E ERRO DE TRUNCAMENTO DO ESQUEMA DE
PONDERACAO VARIAVEL

Em Coelho (2014) os esquemas diamante e degrau sdo descritos como dois casos limite
do que o autor denominou de esquema de ponderacao variavel, onde o fator de ponderacao y
pode assumir qualquer valor no intervalo [0, 1], porém apenas valores no intervalo [1/2 , 1] séo
efetivamente empregados. O calculo do erro devido ao esquema de ponderagéo variavel Ezp

constitui contribuicdo inédita desta tese. Sua deducdo se inicia com a expansdo em série de

Taylor da intensidade na posicdo x, situada no interior do volume P, ou sgja, x,, < x,, < Xx,:
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i iii

106) = L, + I (x — x,) + %(x — x),)2 +%(x - xy)3

w Iv vi p (4'20)
(x —xy) + 150 "~ (x —xy) +=0 = (x—x,) + -
Fazendo x = x, substitui-se a Eq. (4.4) na Eq. (4.20)
I;ici 9icii Jicv
o = Ly, + 15, (L= Ph+ =L (1= 1) + LA =y)*h* + 52 (1 =)'
v o (4.21)
Xr 5h5 + —¥_ (1 — v)6R6
+120(1 T A O
Fazendo x = x,, substitui-se a Eq. (4.3) na Eq. (4.21)
u lii w ;c7
—7 i 2p2 _ v 3p3 L XY apa v
Ly = I, Ixyyh+ th 6yh 24yh 120yh
b (4.22)
*y yohS +
*720 7207 h

Nas Eq. (4.21) e Eq. (4.22) aparece 0 parametro y, cuja analise é de interesse no contexto
desta tese ja que permite a analise dos esquemas degrau e diamante. Entretanto, estas equacoes
estdo escritas no entorno do ponto x,, e 0 DOM considera a intensidade no ponto x,, por isso é

necessario calcular I e as suas seis primeiras derivadas expandidas no centro de cada elemento

de volume, ou seja, em xp.

ii iii

. Iy Ip
Ix]/ =IP+IILJ(XV xp)h+ (xy_xP) h2+—(XV—XP) h3

I

toa — %) '+ 120( —xp) kS (4.23)
I‘UL

720 (xy—xp) h® + -

Como

xy —xp =y —1/2)h, (4.24)
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entdo substituindo a Eq. (4.24) na Eq. (4.23) tem-se

i il

) I I
L, =1Ip +15(y —1/2)h + %(y —1/2)%h% + %(y —1/2)3h3

iv v

IP 414 IP 515
P P 4.25
+24(y 1/2)*h +120()/ 1/2)°h (4.25)
Izt
_ 61,6
+720(y 1/2)°h® + -,

cujas seis primeiras derivadas dadas pelas equagdes a seguir, onde o nimero de termos

considerados sdo aqueles necessarios para o erro de truncamento ser escrito até a ordem seis.

iii v

L, =1p+1p(y—1/2)h + %(y —1/2)2h2 -I—%(y —1/2)3h3

. (4.26)
i 1/2)*h* > 1/2)°h®
+ﬁ()’— /2) +m()f— /2)°h> + .
o I I}
I, =l +Ip'(y = 1/2)h + —- (v = 1/2)*h* + - (y — 1/2)°h°
% 2 6
, (4.27)
gl 4h4
—(y—1/2
o 0 -1/ +
o Iz Iz
L=+ 1P = 1/2h+— (& =1/ + (v = 1/2%h + . (428)
. , I3
I =1F + Iy = 1/2)h + = (y = 1/2)°h* + - (4.29)
I =15+ By —1/2)h + -, (4.30)
I =g+ - (4.31)

Substituindo a equacgdo da intensidade no centro do volume, Eq. (4.25), e as suas
derivadas de ordem um até seis, Eq. (4.26) até Eq. (4.31), tem-se uma expressdo para I, cujo

ponto de expansao da série é xp, Ou Seja,
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Ie=Ip+1[(y—1/2)+ A= p)]h+ I§ @%1/2)2+(y—1/2)(1—y)+(1_2—”zlh2
4 i [(y— ;/2)3 L= 21/2)2 1)+ & —1/2) (1—2 . a —6 y)3l B3
i [(y —214/2)“+(V—61/2)3 (1_y)+(y—21/2)2(1 —ZV)2+(y_1/2) (1 —6)/)3+(1 ;41/)4 B4
i [(V —12162)5+(V —214/2)4 (1_y)+(y—61/2)3 (1—2)/)2_'_()’—21/2)2 (1 —6)/)3+(y_1/2) (1 ;4)/)4 (4.32)
+(11_22)/)Sl hS
L l(y —72152)6+(V —12152)5(1_)/”()/ —22/2)4(1—2)/):(1/—2/2)3 (1 —6)/)3+(V—21/2)2 (1 ;4)/)4
+(y—1/2)(1_]/)5+(1_y)6 he 4 o

120 720

Substituindo as Eq. (4.25) até a Eq. (4.31) na Eq. (4.22) tem-se uma expressao para I,, cujo ponto de expansdo da série é xp, isto é,



— 2 _ 2
Ly = Ip + [0y = 1/2) = ylh + I [M—w—m)w(l ZV)]hZ
[ =1/2)° (v —1/2)? 2 g3
+I}J”[(V /2)° 2/)y+(y_1/2)y7_)%lh3
=1/ (r—1/2) —1/2)%y? 3yt
e v-1/2)* 6/)y+(y 2/)__( 1/2)V_+)2/4lh
Ly —=1/2° y—-1/2)*  (y—1/2)°y? ()/—1/2)2 3 y*
I”l 120 24 ' 6 2 2 (_1/2)___
p |02 @1/ +(y—1/z)4ﬁ_(y—1/z)3y_3 (v - 1/27%y*
720 120 ' 24 2 6 6 2
]/6
+m h® +

Substituindo as Eq. (4.32) e Eq. (4.33) na aproximacdo do DOM, Eq. (4.8), tem-se

- =1/
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(4.33)
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yle + (1 - V)IW

=1+ (y—1/2)I}h + I}

[(y — 21/2)2 N (1—-y)?y N (1- )/))/Zl B2

2 2
((y = 1/2)3 1=y A=yy?] =13y A=y
Hﬁl{(V 6/)+(y_1/2)l( ZV)V+( ZV)VI_I_( 6V)V_( 6V)V}h3

w(r—1/2)" (y—1/2?[A-y)?y A -p)y? A-y)v A-yv’l Q-
HP{ 24 2 [ 2 T2 ]J’(V_l/z)l 6 6 l+ 24
A-vr") .,

St

(4.34)

120 2 6
— 4 _ 4 _ 5 _ 5
1=y A-=y)y l+ A-y° A-py }hS

e {(y —1/2)° (- 61/2)3 l(l —ZV)ZV La- V)Vzl L 21/2)2 l(l —6)/)3V - V))/3l

24 24 120 120
i =1/2) v —1/2*[A-y)?y A-yW?*] G¢-1/2°[A-y)’v A-py?
e { 720 T 24 l 2 T 2 l 7% [ 6 6 l

_ 2 _ 4 _ 4 _ 5 _ 5 _ _
IV (ol O N b ) Ny @ Y)ler(l e A )’))’G}hG

2 24 * 24 120 120 720 * 720

+(V—1/2)l

(1
I+(V—1/2)[
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Na Eq. (4.34) vé-se que o primeiro termo do lado direito constitui, juntamente com o

lado esquerdo, no esquema de Ponderacao Variavel empregada no DOM, isto é
Yle+ 1=y, =1p , (4.35)
enquanto os demais termos do lado direito constituem o erro de truncamento dessa aproximagao

escrito em funcéo do fator de ponderacdo y. Para escrever o erro de forma sintética, pode-se

usar a funcdo F de ordem n, deduzida por inducédo, assumindo a forma

—1/2)" o ((y —1/2)@D . _ _
Fiy) = Sk / ) +Z{(y /2 [(1—V)ly+(—1)‘(1—y)y‘]} n=1  (4.36)

- (n=0'!

assim o erro de truncamento fica
EI —_ F(y)lph + F(y)llglhz + F(y)]}l)llh3 + F )Ill;vh4 + F(y)lghs + F(},)Iglh6 (437)

Nota-se que o somatério na Eq. (4.36) ndo é executado para F(ly). Fazendo y = 1 na Eq.
(4.37), tem-se o erro de truncamento do Esquema Degrau, isto é
L IE I v I3 v

Degrau 2 3 5 6
- =—h Lhz+LEp h he + -, (4.38)
I + 8 48 384 3840 * 46.080 *

portanto as ordens verdadeiras séo
py =123, ... (4.39)
Fazendo y = 1/2 na Eq. (4.37), tem-se 0 erro de truncamento do Esquema Diamante:

. I I I
Eplamante — P p2 h4 he + ... ,
8 o 384 + 46.080 *

(4.40)

portanto as ordens verdadeiras sao
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Py = 24,6, ... . (4.41)

43 APROXIMACAO NUMERICA E ERRO DE TRUNCAMENTO DA REGRA DO
RETANGULO

A aplicacdo da Regra do Retangulo no elemento de volume P da FIGURA 4.1 é obtida
com a expansdo em Série de Taylor conforme mostrado no ANEXO B deste trabalho,

resultando em?®

Igsse = Lho+ 1 {or - 1/2) + 5 [y -y 212

— 2 —
+I};i{(y 1/2) +(V 1/2)

5 (- ¥)*—v?]

O\Ib—‘

[(1-y)3+y? ]}h

— 3 _ 2
+I}'}"{(y 1/2) _l_()/ 1/2)

c Z [(1—y)?—v?]

+@[(1 -V’ +7°] +%[(1 - —V4]}h4
e {(y —214/2)4 4 —112/2)3 (1= )% — y?] o
()/_1—1/2)2[(1— v +v%+ #[(1—)/)4—)/4]
+%[(1 Y +y ]}h5
e (B
T R E = LU CEO )
+%[(1—w5 +v ]+%[(1 Y)°—vy° ]}h6
.

8 Deducéo feita por Carlos Henrique Marchi e apresentada ao autor enquanto cursava a disciplina Verificacdo e
Validagdo em CFD, ofertada pelo Programa de P6s-Graduacdo em Engenharia Mecanica da UFPR. Nesta tese
foi apenas acrescentado o conceito do fator de ponderagéo y na formulacéo original.
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O primeiro termo do lado direito constitui a aproximacdo numérica da Regra do
Retangulo, isto é,

Xe
J‘ Idx ~ Iph (4.43)
X

w

enquanto o erro de truncamento, Erp p € constituido por todos os termos a partir do segundo do
lado direito.

Efetuando os produtos notaveis na Eq. (4.42) e simplificando, verifica-se que os termos
de ordem par resultam nulos, enquanto que os de ordem impar resultam sempre nos mesmos

valores, independentemente do valor de y usado dentro do intervalo [0,1], ou seja,

Enum=l—’i’ih3+ 7 h® + 3 h? + - (4.44)
RRP ™94 1920 322.560 '

Portanto o erro de truncamento da Regra do Retangulo independe do fator de
ponderacdo y, sendo esta constatacdo a Unica contribuicdo nova deste trabalho para o tema

abordado nesta se¢éo.

4.4 COMPARACAO ENTRE O ERRO CALCULADO E ERRO MEDIDO PARA A
APLICACAO DO DOM EM PROBLEMA DE RADIACAO EM MEIO
PARTICIPANTE 1D, HOMOGENIO E SEM ESPALHAMENTO

O objetivo desta se¢do é mostrar que as equacdes do erro de discretizacdo deduzidas
para 0 DOM nas secBes anteriores deste capitulo efetivamente preveem o erro de discretizacdo.
Na primeira analise considera-se um meio participante homogéneo com temperatura
T, = 200 K, coeficiente de absorcao k = 0,7 m~1, espessura L = 1,2 m e paredes negras com
temperatura T,, = 100 K. A solucéo analitica para o calculo da intensidade em uma posicéo x

e com cosseno diretor u é dada por

_kx _kx
Ip:I()e #+IP<1_6 H), (445)



137

onde I, € a intensidade deixando a fronteira oeste, calculada a partir de T,,. Vé-se que I, na Eq.
(4.45) pode ser derivada em relagéo a x infinitas vezes, portanto tanto E;  Como Egp p possuem
infinitos termos ndo nulos. Considerando que apenas o0s seis primeiros termos de fonte do erro
de discretizacdo foram deduzidos e programados no computador, entdo é esperado que a
diferenca entre o erro calculado e 0 medido tenda a zero a medida que h — 0. Adicionalmente,
é esperado que isso ocorra seguindo a ordem imediatamente posterior & ordem 6, 0 que
dependera do esquema usado na simulacdo. No caso dos esquemas estudados nesta tese, prevé-
se ordem 7 para o esquema Degrau e ordem 8 para o esquema Diamante.

O problema foi resolvido com a aproximacdo S; em 20 malhas com razéo de
refinamento progressivo e constante igual a dois. Considerando o L especificado, o tamanho de
cada elemento de volume variade h = 0,6 maté h ~ 1,14 x 10~° m, portanto dentro da regido
de convergéncia monotoénica.

A primeira variavel analisada é a intensidade nodal I |p—, na direcdo mais inclinada em
relacdo ao eixo x, que é u = 0,183867, para a qual o erro é calculado substituindo a Eq. (4.45)
e suas derivadas nas Eq. (4.37) e Eq. (4.44), que por sua vez sdo substituidas na Eq. (4.19). E
importante notar que esta variavel ndo leva em conta o erro de truncamento devido ao processo
de marcha no espaco, ja que para a condi¢do de contorno de parede negra e P = 1 tem-se que
E.o = 0. Assim o erro de discretizacdo e composto apenas do erro da Ponderagdo Variavel E7p
e do erro da integragdo com a Regra do Retangulo Egg p.

Observa-se na FIGURA 4.2 que o erro calculado e o erro medido aparecem graficamente
sobrepostos para ambos 0s esquemas simulados. Porém mais interessante € observar que a
diferenca entre eles se reduz rapidamente até que uma malha suficientemente refinada €
atingida, além da qual o erro de arredondamento E, passa a dominar 0 erro numérico,
impedindo que diferencas ainda menores sejam atingidas. Isso ocorre préximo do limite de
precisdo da computagdo com precisdo quadrupla ~10733. Resultados similares s&o obtidos para
as demais aproximacoes Sy e outras dire¢des, e por isso ndo sdo mostrados.

Como esperado, as solugdes usando o esquema Diamante (y = 1/2) sdo mais acuradas
que as obtidas com o esquema Degrau (y = 1) para um mesmo h. Ja que foram deduzidas as
seis primeiras ordens de cada erro e como 0 esquema Degrau possui ordens verdadeiras p, =
1,2,3, ... e a Diamante ordens p, = 2,4,6, ..., entdo a primeira ordem resultante apos a subtracdo
entre o erro calculado e o erro medido € 7 para 0 Esquema Degrau e 8 para 0 Esquema Diamante,
0 que é observado na FIGURA 4.2, mas principalmente na FIGURA 4.3, que mostra a ordem

aparente em funcgéo do tamanho do elemento de malha.



FIGURA 4.2 -DIFERENGCA ENTRE O ERRO CALCULADO E O MEDIDO PARA Ip|p-4
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FIGURA 4.3 - ORDEM APARENTE DA DIFERENCA ENTRE OS ERROS CALCULADO E MEDIDO
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Fonte: O Autor (2020)
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A préxima varidvel analisada é a intensidade direcional em um ponto nodal P > 1,
situacéo na qual o erro decorrente do processo de marcha no espaco E, » passa a se manifestar
juntamente com os demais erros. O efeito cumulativo deste processo de marcha até pode reduzir
o0 erro de discretizacdo caso este erro de truncamento tenha sinal contrario a uma ou as duas
outras fontes de erro (cancelamento subtrativo), entretanto é esperado que o erro de truncamento
aumente a medida que o processo de marcha prossegue.

Tomando uma condi¢cdo em principio desfavoravel P = N, a FIGURA 4.4 mostra o erro
para a intensidade direcional Ip|p—y calculado com a Eq. (4.19), o erro medido com a Eq. (1.1)

e a diferenca entre eles.

FIGURA 4.4 — DIFERENCA ENTRE OS ERROS CALCULADO E O MEDIDO PARA Ip|p-y
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Fonte: O Autor (2020)

Curiosamente o erro de discretizacdo para Ip|p—y S€ apresenta menor que o de Ip|p—1,
0 que também contribui para que erro de arredondamento seja atingido em malhas menos
refinadas. O mesmo ocorre para a ultima variavel analisada nesta secdo: o erro na intensidade

atingindo a fronteira leste do dominio I.|p—y, calculada com a Eq. (4.18) e mostrada na
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FIGURA 4.5. Interessante notar que I.|p—y € a variavel que apresenta menor erro de

discretizagdo dentre as varidveis analisadas e considerando os dados de entrada deste problema.

FIGURA 4.5 - DIFERENCA ENTRE OS ERROS CALCULADO E O MEDIDO PARA I, |p-y
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Fonte: O Autor (2020)

Dado esse comportamento inesperado, o autor realizou alguns testes variando as
temperaturas do meio participante e das paredes. Resultados preliminares sugerem a
combinacdo de dois fatores: O primeiro é que o erro no centro de um volume qualquer (x = xp)
é maior que o erro na face leste deste mesmo volume (x = x,). O segundo esté relacionado a
variacdo da intensidade dentro do dominio. Quanto maior a magnitude das derivadas da
intensidade, maior tende a ser o erro de discretizagéo local.

Como ambas as fontes de erro E7 » € Erg p sS40 fungdes locais dependentes das derivadas
da intensidade, entdo € esperado que 0 erro seja maior proximo a fronteira oeste, especialmente
em P = 1 e na dire¢do mais inclinada (menor valor de u), pois € nesta regido e direcdo que a

intensidade e suas derivadas apresentam maior variagao, conforme mostrado na FIGURA 4.6.
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FIGURA 4.6 — INTENSIDADE DIRECIONAL PARA AS 3 DIREGCOES POSITIVAS DE S,
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Fonte: O Autor (2020)

Todas as analises até este ponto foram conduzidas considerando os dados de entrada
citados no inicio desta secdo. Entretanto, condi¢des diferentes foram testadas, variando tanto as
temperaturas das paredes e do meio, como também testando diversas configuracBes de
espessuras oOticas. Para exemplificar, dois cenarios podem ser considerados: no primeiro 0 meio
participante € espesso (k = 5m~'e L = 1 m, resultando em 7 = 5) e no segundo o0 meio é fino
(k =1/5=0,2m"teL =1m,resultando em 7 = 0,2). As temperaturas da parede e do meio
participante sdo as mesmas do problema original descrito nesta se¢do: Tp =T, = 100K e T, =
200 K. E empregada a aproximagcéo S,. Os resultados obtidos com ambos o0s esquemas Degrau
e Diamante para o erro calculado, o erro medido e a diferenca entre eles para a variavel I, | p—y
na dire¢cdo mais inclinada e meio espesso sdo mostrados na FIGURA 4.7. Resultados similares
sdo mostrados na FIGURA 4.8 para o caso do meio fino.

Primeiramente o que chama a atencdo é que enquanto o erro no caso do meio fino parece
se situar inteiramente na regido de convergéncia monotonica, no caso do meio espesso aparece
também uma regido onde o erro ainda é influenciado pelos termos de ordem mais elevada
(aqueles com expoentes p,, p,, ... Na EQ. (2.90)) pelo fato que h ndo € suficientemente pequeno

na regido em que dr = 10~ L.
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FIGURA 4.7 - COMPARAGAOQ DE I, |-y CONSIDERANDO MEIO ESPESSO, 7 = 5
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Fonte: O Autor (2020)

FIGURA 4.8 - COMPARACAO DE 1,|,_y CONSIDERANDO MEIO FINO, 7 = 0,2
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Como ja mencionado, diversas combinacBes de diferentes valores de varidveis de
entrada foram testadas com resultados similares. Isso indica que quando um problema de
radiacdo em meio participante espesso com simetria azimutal e sem espalhamento é resolvido,
os resultados das malhas mais grossas possiveis ndo sdo adequados para estimar o erro de
discretizagdo. Quanto mais espesso € 0 meio, mais refinadas devem ser as malhas para garantir
que as solucGes estejam na regido de convergéncia monotonica e as estimativas de erros de
discretizacdo sejam confiaveis.

Apesar dessa caracteristica aparentemente desfavoravel na simulacdo de meios
espessos, observa-se na FIGURA 4.7 e FIGURA 4.8 que o erro na malha mais fina de todas é
menor no caso do meio espesso. Isso ocorre porque imediatamente antes de entrar na regido de
convergéncia monotdnica o erro de discretizacao se reduz consideravelmente no caso do meio
espesso. No caso mostrado o erro de discretizagio do meio fino na malha mais fina é ~1075,
enquanto no caso do meio espesso é ~1071*, ambos os resultados considerando o esquema

Degrau.
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5 PROBLEMAS ESTUDADOS

Os modelos matematicos estudados no presente trabalho estdo basicamente divididos
em duas grandes classes, que sao avaliados separadamente. Sao elas: problemas de radiacédo
térmica em meios ndo participantes e problemas de radiacdo térmica em meios participantes.
Cada classe sera abordada com uma metodologia diferente, porém independentemente da
classe, os problemas de ambas as classes estdo nesta tese descritos em linhas gerais por:

a) Um texto definindo o problema. Neste texto estardo identificadas as varidveis de
interesse e seus simbolos, as propriedades fisicas envolvidas (i.e. propriedades das superficies
e dos meios participantes), a geometria do problema e as condig¢des de contorno;

b) Lista das hipoteses simplificadoras utilizadas para modelar matematicamente o
problema;

c) Apresentacdo do modelo matematico para todas as variaveis de interesse ainda nao
apresentadas, assim como as equacdes para determinacdo de propriedades secundarias;

d) Apresentacao dos dados de entrada das simulacdes e caracteristicas da malha;

e) As solucdes analiticas serdo extraidas da literatura especializada ou obtidas pelo autor
utilizando, por exemplo, o software Maple 17 ou uma rotina dedicada dentro do préprio
programa que implementa o problema. As solugdes analiticas serdo obtidas preferencialmente
com um numero de algarismos significativos maior que os respectivos valores obtidos nas
solucdes numeéricas a serem estudadas.

f) Apresentacdo das ordens verdadeiras e assintética das solu¢cdes numeéricas;

g) Descricdo do solver empregado na solugdo do sistema linear, caso aplicavel
(MALISKA, 2010, p.212-230);

h) Caso aplicavel, é descrito como é monitorada a convergéncia do processo iterativo e
apresentadas equacdes definindo as varidveis usadas para acompanhar a reducao do residuo e
do critério de parada;

i) Apresentar nome e versdo dos programas de computador implementados. Todos 0s
projetos sdo do tipo Console Application e versao release;

j) A linguagem de programacio usada em todos os programas é o0 FORTRAN 95. E
usada precisdo quadrupla para as variaveis reais;

k) O hardware empregado na simulacdo dos problemas de radiagdo em meio nédo
participante, descritos na Sec¢do 5.1 foi um computador Samsung NP300E4A-BD2BR, com
processador Intel Core i3-2350M de 2,3 GHz e 4 GB de memdria RAM. O sistema operacional

é 0 Windows 7 Home Premium de 64 Bits. J& os problemas de meios participantes, descritos
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na Segéo 5.2 foram simulados em um notebook DELL Inspiron, com processador Intel Pentium
com 1,6 GHz e 4 GB de memoria RAM. O sistema operacional é o Windows 10 de 64 Bits;
I) O tempo de processamento dos problemas em geral € entre alguns segundos e cinco

minutos, portanto nao se julgou necessario apresentar o tempo para resolver cada problema.

5.1 PROBLEMAS DE RADIACAO TERMICA EM MEIOS NAO PARTICIPANTES

Segundo Hildebrand (1965, p. 279) as Regras do Trapézio e as Regras de Simpson sao
as técnicas numéricas mais comumente empregadas na solugdo de equagdes integrais, embora
haja técnicas mais elaboradas e acuradas na literatura. Entretanto, o uso das Multiplas
Extrapolacdes de Richardson permite aumentar a acuracia das solucdes numéricas sem a
necessidade de se recorrer a tais técnicas. De forma pratica esses problemas compdem as etapas

listadas a seguir.

5.1.1 EQUAQAO ALGEBRICA CONTENDO TERMO INTEGRAL
O primeiro problema trata da transferéncia de calor por radiacdo apenas entre as duas

placas negras nao isotérmicas e paralelas entre si mostradas na FIGURA 5.1 (CARNAHAN;
LUTHER; WILKES, 1969, p.80).

FIGURA 5.1 - PLACAS PARALELAS NEGRAS DO PRIMEIRO PROBLEMA.

FONTE: Adaptado de Carnahan, Luther e Wilkes (1969)
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A distancia de separacédo das duas placas paralelas é h e seus comprimentos infinitos e
larguras L. Enquanto a placa 1 tem area A, e temperatura T; constante, a placa superior 2 tem
area A, e recebe um fluxo de calor constante g,. Entre as duas placas ha um meio néo
participante e admite-se que a radiagdo proveniente de fora da regido entre as placas seja nula.
Desta forma, a temperatura T, deve variar em fungéo de x,, podendo ser calculada com a Eq.

(2.18), reproduzida aqui e adaptada para o problema:

oTH(x,) = q, +f oT{K (xy,x,)dA;, (5.1)
A

1

onde o fator de forma dF;4,_441 € Mais convenientemente escrito usando o nacleo K (x5, x4):

dF,
K(x3,x1) = —i;jlldm —d(smﬁ) (5.2)

Na Eq. (5.2) o angulo S é o angulo formado entre a normal da placa 2 e o elemento de
area infinitesimal dA, posicionado na coordenada x;. Observa-se que dA, é a variavel de
integracdo. Como as placas sao infinitamente longas, entdo faz-se dA, = dx,. Reescrevendo a

Eqg. (5.2) em termos das dimensdes do problema tem-se:

h2
[Cr, —x1)? + WP

thAZ dAl

o (5.3)

1
K(X2,X1) = E

Como na Eq. (5.1) o poder emissivo da placa 1, oT;* é um valor constante, este pode ser

retirado de dentro da integral, resultando na solucdo analitica para a temperatura T, (x,):

JT{"[ X, (L — x,)
Zh \/(L xz)

0Ty (xz) = q, + (5.4)

Tendo a solugdo analitica deste problema é possivel obter o erro numérico E(¢) em
cada malha, desde a malha mais grosseira, com dois elementos discretos até a malha mais
refinada, com 2048 elementos. Na solugio deste problema utilizou-se T, = 1000 K, g, =
1000 Wm™2,L=1meh=1m.
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A Eq. (5.4) representa uma varidvel local e nem sempre esse tipo de variavel apresenta
convergéncia monotonica tdo Obvia quanto as variaveis globais, por exemplo a temperatura
média ou a taxa de transferéncia de calor de uma superficie (ASME, 2009).

Encontrar a solucdo analitica da temperatura média pode ser consideravelmente dificil
dependendo da forma matematica do fator de forma. No caso da placa 2 ndo foi possivel obter
uma solucéo analitica para a temperatura média, pois ao isolar T,na Eq. (5.4) deve-se extrair a
raiz quarta do lado direito desta equacédo e depois calcular a média, ou seja, integrar a funcdo
ao longo do dominio e dividir por L.

Entretanto, o poder emissivo médio da placa 2, representado aqui por E,, é calculado

integrando a Eq. (5.4). No lado esquerdo aparece E, L, que isolado resulta

4

B =+ T (VTR - h). 55)

Outra variavel global que pode ser usada € a taxa de transferéncia de calor g, na placa

2, sabendo que deve resultar g, = g,4; = q,(1 X L).

5.1.2 EQUACAO DE FREDHOLM DO SEGUNDO TIPO

O modelo fisico proposto nesta secdo € de um tubo de secdo transversal cilindrica de
raio R = 1 m e de comprimento [ = 2 m. O tubo recebe q", = 1000 Wm™2 pela sua érea
lateral A, (i.e. &rea lateral do cilindro) de forma que sua superficie interna possui temperatura
T, (x,) variavel, sendo esta a incognita do problema.

Ambas as extremidades do tubo (i.e. areas das bases do cilindro) permitem a entrada de
radiacdo ambiente, comportando-se como superficies negras ficticias, cada uma com sua
respectiva temperatura de corpo negro. As areas das extremidades sdo denominadas area A;,
posicionada na origem do sistema de coordenadas e A5, na posi¢do x = [, conforme mostrado
na FIGURA 5.2. Como a area A, apresenta temperatura variavel, entdo estdo representados
nesta figura os elementos infinitesimais de area lateral de cilindro dA, e dA’,.

As temperaturas das areas das extremidades sdo T; = 1000K e T; = 500K, ou seja,
diferentes entre si. O objetivo é evidenciar a contribuigdo de todos os termos da equagdo do

modelo matematico e também de todas as estruturas do codigo computacional.
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FIGURA 5.2 - TUBO FINITO COM FLUXO DE CALOR PRESCRITO NA AREA LATERAL E RADIACAO
AMBIENTE NAS EXTREMIDADES.
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FONTE: Adaptado de Usiskin e Siegel (1960)

O modelo matematico deste problema é dado pela equacéo (2.19), reproduzida a seguir

ja considerando as varidveis do problema desta secao:

0T (xy) — j 0T (e,)K (g 5) AT
Az

(5.6)
=q,+ f oTHK,(x,)dA; + f oT#+K, (L — x,)dA;,
A A

1 3

onde T € o poder emissivo da superficie 4,. O nlcleo da integral K que contém a incégnita

é dado por

3

Z3+5Z
_ 2 _ , (5.7)
KGoxl) =1——2° 7=|x,—X!,
2,12 ZZ 1 2 2
onde a distancia Z é dada em termos das coordenadas adimensionalizadas X, = “2e X; = ~Z.

O nucleo das integrais referentes a radiag@o proveniente das extremidades K, é dado por
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1
2 4 =
St (5.8)

Ke) =775

Z;ZZ, dependendo qual termo do lado direito da Eq. (5.6) est4 sendo

onde S=22ou § =
2R
integrado.
Escrita em termos do poder emissivo E, = oT,, e em funcdo das coordenadas

adimensionalizadas, a Eq. (5.6) assume a forma

Xz L

E;(X2)K (X5, X'5)dx, _f E;(X2)K (X3, X'5)dX,

X3

B0 - |

0
X3 +1/,
VX2 +1
(L-X)2+1/,

JL=X)Z+1

= q, + 0T} - X3 (5.9)

+0oT4 — (L — X,)?

)

onde L = % A integral do lado esquerdo na Eq. (5.9) foi dividida em duas integrais, pois a

variavel Z possui derivada continua por partes.

Em Usiskin e Siegel (1960) sdo apresentadas duas solucdes analiticas aproximadas da
Eqg. (5.9): uma obtida com ndcleo aproximado separavel e a outra pelo método variacional.
Embora ambas foram programadas, escolheu-se a Ultima para ser apresentada no presente
trabalho (ver ANEXO C). Sendo uma soluc¢éo analitica aproximada, ja é esperado que a ordem
efetiva da solucdo numérica tenda a zero a partir de uma malha suficientemente refinada, porém
a analise da tendéncia, mesmo em malhas mais grosseiras, pode indicar que o programa esta
resolvendo corretamente o modelo matematico do problema.

Discretizada empregando a Regra do Trapézio e escrita para um n6 qualquer i, a Eq.

(5.9) assume a forma

Yo 2T fiy tfuw) o (5.10)

E .
2,0 2

onde LD é o lado direito da Eq. (5.9) e
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-] 220 (5.11)

fij = B2 jKaij = Ezj [1

Discretizada com a Regra 1/3 de Simpson, escreve-se a Eq. (5.9) como

_h (fi,O +4 _1]y=_11,3,...fi,j + 2 27;22,4,ﬁ,j + fi,N) — LD ' (512)

E .
2,1 3

Na forma de sistema linear as Eq. (5.10) e Eq. (5.12) sdo dadas na pagina seguinte pelas
Eq. (5.14) e Eq. (5.15), respectivamente. Observa-se que em ambos os modelos numéricos as
matrizes de coeficientes sdo cheias, por isso € empregado na solugdo do sistema linear o Método
da Eliminacédo de Gauss, ja programado pelo autor durante seus estudos no mestrado.

Uma vez resolvido o sistema linear para E,, entdo a temperatura da superficie interior

do tubo pode ser calculada usando a definicdo de poder emissivo, ou seja,

T,(X,) = 4[E2(0X2). (5.13)

As variaveis usadas na verificagdo séo T,(0) e T,(L/2), ou seja, as temperaturas nas

posicdes X, = 0e X, = L/2.
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5.1.3 SISTEMA DE EQUACOES INTEGRAIS DE FREDHOLM DO SEGUNDO TIPO

Um sistema de equac@es integrais de Fredholm pode ser constituido caso haja duas ou
mais superficies concavas, negras ou difusas, que troquem radiacéo entre si. Isso porque cada
superficie troca energia consigo mesma e com a outra superficie, que por sua vez também
recebe radiacéo dela propria.

Para formar um sistema linear de equacdes determinado, pelo menos uma das
superficies da cavidade deve ter sua temperatura especificada. No problema proposto para esta
secdo sdo consideradas duas superficies 1 e 4 (calotas esféricas) com temperaturas constantes
T, = 1000 K e T, = 500 K e duas superficies 3 e 4 (zonas esféricas) com fluxos de calor
prescritos e constantes, g, = 500 Wm™2 e q; = 800 Wm™2, respectivamente. Assim as
temperaturas T, e T serdo obrigatoriamente funcdo do angulo polar 8, conforme representado
na FIGURA 5.3.

FIGURA 5.3 - CAVIDADE ESFERICA NEGRA DIVIDIDA EM QUATRO SECOES COM DIFERENTES
CONDICOES DE CONTORNO.

FONTE: O Autor (2020)
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Neste problema o sistema de equagdes é formado por duas equagdes integrais de

Fredholm do segundo tipo, ndo homogéneas, isto é

oTH(0) = q + f 0T (0)dFgp2-an2 +f oT§(0)dFgp2-gqa3 + C,

A2 A3 ) (516)
k0T34(9) =q; + f oT$(0)dFgp3-qas + f 0TS (0)dFgp3-gas + C3
43 A2

onde termos C, e C5 séo dados por

G, =f 0T dFga2-am +] 0TS dFga2-aas » (5.17)
A A

1 4

Cs =f 0T} dFg43-qa1 +] 0TS dFga3-aas - (5.18)
A A

1 4

Neste problema os fatores de forma infinitesimais entre dois elementos quaisquer de
area infinitesimal dA; e dA; sdo constantes, independentes das posicdes dos elementos

infinitesimais que trocam radiacdo entre si (HOWELL, 2019, Secdo C.136), ou seja,

o d4 dA;  4mR?’

dAF pi—aai  AFqai—aai 1
K = dAi—-dAj dAj—dAl (5.19)

Substituindo a Eq. (5.19) nas Eq. (5.16) a Eq. (5.18) e usando a definicdo de poder

emissivo E; = oT;* para tornar o problema linear, obtém- se

E fE L fE 1dA—"+E1fdA+E“fdA
27 | P anre 2T | P agre 3 T 2T e | 0 T appz | 00

1 1 . E '
Ey— | Ey——dAs— | Ey——dA, =qy+— | day+—=| daA
|7 Lg 34mRz "3 fAZ 24nRz M2 T B 4nR2fA1 L 4Rz ),

(5.20)

As integrais na Eq. (5.20) sdo integrais duplas, portanto:
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f“ "2 E,R?sin(9) dod¢ [ f /4 E3R? sin(6) dodg _
$=070 ¢=0

(E

2 =n/ 41 R? 4T R? 2

s - (5.21)
z fzn f + E3R?sin(0) dod¢  (*" f /z E;R*sin(6) dfd¢ _
L > Jgmodo-n, 4TR? =0 4TTR? 3
onde os termos do lado direito de ambas as equacdes S, e S; séo dados por
= i 5.22
S2 =02t g T e (5.22)
" ElAl E4A4

= — _ 5.23
535Gt g T g2 (.23)

Conduzindo as integrais no angulo azimutal ¢ e calculando as areas A; = A, =

(2 —V2)mR?, tem-se

(. 1(%2 1% .. (2-+2)
| E; — —f E, sin(8) do — —f E;sin(0)dO = q, + (E; + E,))——=
2 9=TL'/4 2 9=71:/2 4
o . . (5.24)
1 /4 . 1 /2 ) " (2 - \/E)
LEg - _] E3 Sln(@) d9 - _j EZ Sln(@) d9 = q3 + (El + E4_) - .
2 9=TL'/2 2 6=TL’/4 4

A solucdo analitica do sistema de Eq. (5.24) é apresentada no APENDICE B. Ja a
solucdo numérica pode ser obtida dividindo ambas as superficies em N intervalos discretos,
formando um sistema de 2N + 2 equacdes, sendo que as equacdes relativas a primeira equagdo
em Eq. (5.24) (superficie 2) vao da equacao algébrica (i.e. linha da matriz de coeficientes) com
indice 0 até N (enumeracdo classica aplicada ao Método das Diferencas Finitas) e as equacoes
discretizadas relativas a segunda equacéo no sistema Eq. (5.24) véo do indice N + 1 até 2N +
1.

Quando discretizadas usando 0 Método das Diferencas Finitas com a Regra do Trapézio,
as equacdes que compdem o sistema de Eq. (5.24) podem ser combinadas formando o seguinte

sistema linear de equacdes algébricas:
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N 2N+1
h
B2y (fa+f) =5 . (s +1)
= et (5.25)
. 2-+2
=q1'+(E1+E4)¥, 0<i<2N+1,
onde f; € dado por
sen(Hj)
fi = EjKij = B——. (5.26)
Discretizada com a Regra 1/3 de Simpson, escreve-se a Eq. (5.24) como
N—
h
i_§ Z f] + 4f; +f]+1)
1,3,5
2N
h
-3 D, (atah+ ) 520
j=N+2,N+4,,...

(2-+2)

2 , 0<i<2N+1.

=q; + (E; + E,)

A matriz de coeficientes dos sistemas lineares descritos pelas Eq. (5.25) e Eq. (5.27) séo
apresentados na proxima pagina, pois sendo constituidas de 2N + 2 equacdes, sao necessarias
muitas colunas a mais para mostrar sua configuracdo, ja que a metade superior da matriz se
refere a area 2, enquanto a metade inferior refere-se a area 3. Uma linha traco-pontilhada é
usada para auxiliar na distincdo entre as areas. Outra linha tragco-pontilhada vertical separa as
contribuicdes dos demais elementos discretos em cada area sobre cada elemento discreto.

Infelizmente ndo foi possivel representar a matriz de coeficientes encerrada entre
colchetes por conta de dificuldades com o editor de texto. Em vez disso foi empregado o
simbolo de determinante (i.e. | |). Entretanto, entenda-se neste caso que ele representa a matriz

de coeficientes e ndo o seu determinante.
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A matriz de coeficientes considerando a aplicacdo da Regra do Trapézio assume a forma:

h h h h
1-— EKO'O _hKO,l _hKO,N—l _EKO'N _EKOVN'{'l _hKO,N+2 _hKO,ZN _§K0,2N+1
h h h b b h
kKo T-hEy e —hKiyo —>Kin — > Kine —hKi N2 w ~hKiay —>Kizne
h h h h
— > Kn-10 —hKy_14 -+ 1—hKy_in-1  — Ky | 5 Kyeavn —hKy_1n+2 0 —hKy_iov - > Kn-12v41
h h h h
—oKyo  ThEwy o =hKyy o 1-ZKyy | =5 Ky —hKyn+2 o ~hKyan — > Knania
h h h h
_EKN+1,0 —hKyy11 —hKy+1n-1 _EKN+1,N 1- EKN+1,N+1 —hKyy1,n+2 —hKyt12n _EKN+1.2N+1
h h h h
— E KN+2,0 _hKN+2,1 _hKN+2,N—1 - EKN+2,N - E KN+2,N+1 1- hKN+2,N+2 _hKN+2,2N - E KN+2,2N+1
h h h h
_EKZN,O —hKonq o —hKnn-1 _EKZN,N _EKZN,N+1 —hK;n Ntz <+ 1—hKynan _EKZN,2N+1
h h h h
_EKZNH‘O —hKyny11 -+ —hKoniin-1 _EKZNH'N —§K2N+1,N+1 —hKoni1n+2  —hKonyiov  1-— §K2N+1,2N+1

(5.28)
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(5.29)

h 2h 4h h h 4h 2h 2h 4h h
1 _gKO,O ?Kol 3 KO,Z _?KO,N—Z _?KO,N—l _§K0,N _§K0 N+1 _?KO,N+2 _?KO,N+3 _?KO,ZN—3 _?KO,ZN - 3K0,2N+1
h 4h 2h 2h 4h h h 4h 2h 2h 4h h
_§K1,0 1 _?Kl,l ?Kl,z _?Kl,N—Z ?KI,N—l _gKl,N _gKl,N+1 _?KLN+2 _?Kl,N+3 _?KLZN—3 _?Kl,ZN _§K1,2N+1
h 4h 2h 2h 4h h h 4h 2h 2h 4h h
_§KN—10 _?KN—ll _?KN—lz _?KN—LN—Z 1 _?KN—lN—l _EKN—lN _§KN—1,N+1 _?KN—LN+2 _?KN—LN+3 _?KN—LZN—S _?KN—LZN _§KN—1,2N+1
h 4h 2h 2h 4h h h 4h 2h 2h 4h h
- §KN,O 3 Ky 3 Ky - ?KN,N—Z ?KN,N—l 1- 3 Ky 3 Ky n+1 - ?KN,N+2 e Ky n+s - ?KN,ZN—S E) Knan e Knan+1
h 4h 2h 2h 4h h h 4h 2h 2h 4h h
_EKN+10 ?KN+11 _?KN+12 _?KN+1,N—2 _?KN+1 N-1 _gKN+1N 1 _§KN+1,N+1 _?KN+1,N+2 _?KN+1,N+3 _?KN+1,2N—3 _?KN+1,2N _§KN+1,2N+1
h 4h 2h 2h 4h h h 4h 2h 2h 4h h
_EKN+ZO ?KN+21 ?KN+22 _?KN+2,N—2 ?KN+2N—1 _gKN+2N _§KN+2,N+1 1 _?KN+2,N+2 _?KN+2,N+3 _?KN+2,2N—3 _?KN+Z,ZN _§KN+2,2N+1
h 4h 2h 2h 4h h h 4h 2h 2h 4h h
_EKZN,O _?KZNJ _?KZN,Z _?KZN,N—Z _?KZN,N—l _gKZN,N _§K2N,N+1 _?KZN,N+2 _?KZN,N+3 _?KZN,ZN—3 1- ?KZN,ZN _§K2N,2N+1
h 4h 2h 2h 4h h h 4h 2h 2h 4h h
_§K2N+10 _?K2N+1,1 _?K2N+1,2 _?K2N+1,N—2 _?K2N+1,N—1 _§K2N+1,N _§K2N+1,N+l _?K2N+1,N+2 _?K2N+1,N+3 _?K2N+1,2N—3 _?K2N+1,2N 1 _§K2N+1,2N+1
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5.2 PROBLEMAS DE RADIACAO TERMICA EM MEIOS PARTICIPANTES

Esta classe de problemas é bastante distinta da citada na secdo anterior, pois em vez de
envolver equacdes integrais, no caso mais complexo (com espalhamento) envolve uma equacgéo

integro-diferencial para um nimero grande (idealmente infinito) de direcdes.

5.2.1 MEIO ABSORVEDOR E EMISSOR ENTRE DUAS PLACAS NEGRAS, PLANAS E
PARALELAS DE COMPRIMENTO INFINITO

O primeiro problema da classe de problemas em meios participantes sera um meio
participante unidimensional emissor e absorvedor de radiacdo, com temperatura uniforme T e
coeficiente de absorcdo constante. As superficies separadas pelo meio participante sdo negras,
planas e paralelas entre si, separadas por uma distancia L, conforme mostrado na FIGURA 5.4.
As temperaturas de ambas sdo conhecidas, sendo T, a temperatura na fronteira a oeste (i.e. em

x = 0out=0)e T, atemperatura na fronteira a leste (i,e.emx =Lout = 1,).

FIGURA 5.4 — MEIO ABSORVEDOR EMISSOR SEPARADO POR PLACAS NEGRAS, PARALELAS E
INFINITAS

Y

FONTE: O Autor (2020)
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Este problema é interessante porque permite a obtencdo da solucao analitica de todas as
variaveis de interesse, sejam elas primarias ou secundarias. A seguir sdo especificadas as
variaveis estudadas e suas respectivas solucGes analiticas.

A intensidade direcional atingindo a fronteira leste do dominio I, () tem a sua solucéao

analitica obtida apoés integrar o termo fonte da Eq. (2.45a), resultando em

4

oT,* =t oT* 1L
L(Lp) =22 +T(1—e#>, O<pu<t. (5.30)

Duas variaveis secundarias estudadas séo o fluxo de calor no centro do dominio g, /2 €

na fronteira leste g;, ambos resolvidos pela Eq. (2.52) fazendo 7 =71,/2 e =1,

respectivamente, ou seja,

" O-T04 O'TL4
q(r)=2m - E3(7) — - E3(r, — 1)

(5.31)
oT*
+ 0 [E5(T) + E3(7, — ©) — 2E;3 (0)]}

Ja a irradiacdo sobre a fronteira leste foi calculada usando a mesma quadratura

empregada na solucdo numérica. Da Eq. (2.87) tem-se

H(L) = Z Wi L (L, m) iy (5.32)
m=1

A radiacdo incidente no centro do dominio € a Ultima variavel analisada. Dada pela Eq.

(2.51), para o problema dessa secéo ela assume a forma

“ oT,

i = l Ey(112). (5.33)

G(1) =27tl 0
/s
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5.2.2 RADIACAO EM MEIO PARTICIPANTE COM TEMPERATURA VARIAVEL

O objetivo do problema desta secéo é avaliar o comportamento das ordens efetivas do
erro numérico no caso em que o termo fonte radiativo I resulta em erro de truncamento n&o
nulo, quando da integracéo da Eq. (4.5) para chegar na Eq. (4.7).

Nesta se¢do é proposto um problema similar ao da secao anterior, mostrado na FIGURA
5.4, exceto que a temperatura do meio participante é representada por um polindmio do segundo
grau mostrado na Eq. (5.34). Trata-se do exemplo 10.2 proposto em Howell, Siegel e Mengii¢
(2011, p. 500). Neste problema a derivada segunda da funcao temperatura fara o primeiro termo
da Eqg. (4.44) ndo nulo quando da integracdo com a Regra do Retangulo para obter a equacgéo
da intensidade direcional pela discretizacéo espacial do DOM.

T(x) =To — (To — T)(x/L)?. (5.34)

As solugdes analiticas da intensidade direcional, radiacdo incidente e fluxo de calor
estdo programadas diretamente no computador, ou seja, a solucdo analitica € resolvida
numericamente em uma malha de 5000 elementos de volume. Para isso empregou-se a Regra
1/3 de Simpson e as fungdes integrais exponenciais de acordo com procedimento exposto no
APENDICE A. Como ha erro na obtencdo desta solugdo, ndo se espera que a acuracia da
solucdo analitica seja compativel com a precisdo quadrupla. Ainda assim ela é relevante para a

verificacdo das solucdes numeéricas.

5.2.3 MEIO PARTICIPANTE COM ESPALHAMENTO ISOTROPICO

O problema descrito nesta secéo é idéntico ao da Sec¢do 5.2.1, mostrado na FIGURA
5.4, exceto pelo fato que agora o coeficiente de espalhamento do meio é ndo nulo. Embora o
autor ndo obteve solucdo analitica para este problema, o problema de equilibrio radiativo,
descrito na proxima secao possui solucdo analitica para algumas variaveis e estas solucoes
analiticas sdo validas também para casos em que 0 espalhamento isotropico esta presente.
Portanto, a falta de solucdes analiticas ndo compromete a verificagdo do codigo numérico para
a classe de problema em que o espalhamento isotrdpico esta presente e a temperatura do meio

€ constante.



161

O principal objetivo deste problema é avaliar se as ordens verdadeiras p,, observadas
quando o espalhamento é incluido sdo as mesmas previstas pela deducdo apresentada no
Capitulo 4, que considera 0 meio como absorvedor-emissor apenas. Vale lembrar que do ponto
de vista numérico as equacdes algébricas resultantes da discretizacdo angular da RTE, Eq.
(2.80), passam de conjunto de equacOes algébricas a sistema de equacbes algébricas quando o
espalhamento é incluido.

Desta forma, o DOM passa a ser um procedimento recursivo (i.e. iterativo) e ndo se sabe
se 0 caso de espalhamento puro, ou mesmo a adi¢do do espalhamento a absorgéo-emisséo,
produz ordens verdadeiras previstas no Capitulo 4. Embora os erros de truncamento para
problemas com espalhamento ndo foram deduzidos é interessante analisar este caso. Também

é valido como uma forma de prospectar possibilidades de estudos futuros.

5.2.4 MEIO PARTICIPANTE COM ESPALHAMENTO ISOTROPICO EM EQUILIBRIO
RADIATIVO

O problema desta se¢do considera que além de emitir e absorver a radiacdo, 0 meio
participante é capaz de espalha-la isotropicamente. A geometria do problema € apresentada na
FIGURA 5.4 e a solucdo analitica aproximada deste problema para o caso em que ambas as
fronteiras sdo negras é dada pela Eq. (2.58).

Um detalhe interessante desta solucdo analitica é que admite desde o caso em que 0
meio é absorvedor-emissor apenas, meios em que também ha espalhamento, até o caso limite
em que ocorre espalhamento puro. Do ponto de vista analitico a solu¢do aproximada é a mesma
para todas as combinacfes de k e g, porém do ponto de vista numérico os casos limites
permitem verificar trechos especificos do cddigo. Desta forma a solucédo analitica aproximada
fornece valiosa contribuicéo a verificacdo do cédigo.

Quando o meio ndo possui espalhamento a RTE discretizada e escrita para cada direcao
m, Eq. (2.85), forma um conjunto de equacdes algébricas, porém quando o espalhamento é
incluido essas equacOes passam a ser acopladas entre si, constituindo um sistema de equacoes.
A simulacgéo deste problema deve mostrar se este acoplamento entre as equacdes afeta as ordens
verdadeiras.

A temperatura do meio participante é desconhecida a priori, portanto uma estimativa
inicial informada pelo usuario é usada na primeira iteracdo. Apos o procedimento do DOM ser

executado (ver Se¢do 2.2.1.3), entdo um laco, executado apenas quando o usuario do programa
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informa que se trata de um problema de equilibrio radiativo, atualiza a temperatura do meio

com base na radiacéo incidente
r e (5.35)

sendo este processo de resolver a RTE e atualizar o campo de temperatura e intensidade de
corpo negro repetido até que a convergéncia seja atingida (i.e. critério de parada).

O critério de parada usado pelo ‘DOM_1D 2.1’ ¢ anorma L1 do residuo da intensidade
direcional em todos os volumes e todas as dire¢bes. Na i-ésima iteracdo a norma L1 é
representada por (L1)!, sendo seu valor na primeira iteracdo assumido como fator de
adimensionalizacdo da norma (VERSTEEG; MALALASEKERA, 2007, p. 287)

n N
(L1)i = Z Z[(I,E”)i — Uy, i=12,...,itmax, (5.36)

m=1P=1

onde m é o contador das direcGes, n 0 nimero de direcGes da aproximacdo Sy (ver Secdo
2.2.1.3), P é o contador dos elementos de volume, N é o nimero de volumes do dominio e
itmax é 0 nimero maximo de iteracdes da simulagdo informado pelo usuério.

A parada do processo iterativo ocorre na iteragdo i em que a norma L1

adimensionalizada pelo seu valor na primeira iteracdo atinge um valor inferior a tolerancia tol

(L)}
ot = tol.

também informada pelo usuério, ou seja,

Entretanto, da forma como o “DOM_1D 2.1 foi programado, a parada do processo
iterativo pode se dar caso 0 nimero da iteracdo i exceder o valor maximo informado pelo
usuario itmax, ou seja, i > itmax. Caso este critério seja atendido antes do descrito no
paragrafo anterior, entdo o programa mostra uma mensagem de aviso para o usuario, indicando
gue o procedimento iterativo ndo convergiu para a tolerdncia informada e pausa em seguida a

sua execucao.
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6 RESULTADOS

Exceto quando especificado o contrario, todas as solucdes analiticas apresentadas neste
capitulo foram obtidas no software Maple 17 com 50 algarismos significativos. Os resultados
foram truncados de forma a obter 36 algaritmos significativos, pois todas as variaveis do tipo

real sdo de precisao quadrupla.

6.1 PROBLEMAS DE RADIACAO TERMICA EM MEIOS NAO PARTICIPANTES

Os programas descritos nesta secdo sdo baseados no programa ‘Projeto 0 Tese’ usado

na Secdo 3.2 para validar a equacdo do erro de truncamento da Regra 1/3 de Simpson.

6.1.1 PROBLEMA 1: EQUACAO ALGEBRICA CONTENDO TERMO INTEGRAL

As solugdes numéricas foram obtidas com o programa ‘“Projetol Tese 2pl”
programado na linguagem FORTRAN95 com a opg¢éo de usar a Regra do Trapézio ou a Regra
de Simpson.

As variaveis de interesse neste problema sdo as temperaturas nodais T, nas posi¢des
x, =0ex, =L/2, obtidas com a Eq. (5.4) e o poder emissivo médio E,, obtido com a Eq.
(5.5). As solucdes analiticas estdo listadas na TABELA 6.1.

TABELA 6.1 — SOLUCOES ANALITICAS DAS VARIAVEIS DE INTERESSE

Variavel ()
E_2 [Wm‘z] 2,44874291503283985258848528603077306E+04
T,(x =L/2) [K] 8,25710880829833186763201056730973114E+02
T,(x = 0) [K] 7,80546453732183654478304248009699457E+02

Fonte: O Autor (2020)

Segundo ASME (2009), a aplicacdo de MER mostra de forma mais evidente a
dependéncia monoténica de h quando variaveis globais sdo analisadas. Por esse motivo,
primeiramente s&o apresentados e discutidos os resultados para E, e em seguida as temperaturas

nodais.
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A FIGURA 6.1 mostra 0 comportamento do erro numérico E e das estimativas do erro

numérico com base no estimador de Richardson Ug; e no Grid Convergence Index Ugq; em

funcéo de h quando E, é calculada com a Regra do Trapézio. A FIGURA 6.2 mostra as ordens
com que o erro e as estimativas do erro sdo reduzidos a medida que o refinamento de malha
progride (h — 0) e as as extrapolacdes se sucedem (m aumenta). A FIGURA 6.3 e a FIGURA
6.4 mostram resultados equivalentes para a mesma varidvel, porém utilizando a Regra de
Simpson.

Na FIGURA 6.1 e FIGURA 6.3, cada ponto representa uma solu¢do numeérica, para a
qual é possivel calcular o erro e a sua estimativa. Exceto pela linha que apresenta os maiores
valores de |E| e |U|, correspondente as solugdes numéricas de cada malha sem aplicar MER
(i.e. m = 0), as demais linhas correspondem aos subsequentes niveis de extrapolacao.

Ainda na FIGURA 6.1 e FIGURA 6.3, observa-se que os resultados que em principio
deveriam ser mais acurados (i.e. com menor erro) sdo aqueles onde h < 1073 e m > 4.
Entretanto nota-se que a inclinacdo de cada conjunto de linhas deixa de aumentar e se inicia
uma tendéncia de estabilizar os valores do erro e da estimativa do erro. Isto ocorre porque 0
erro de arredondamento comega a se manifestar na mesma ordem de magnitude do erro de

discretizacdo e impede que o erro de discretizacdo continue a ser reduzido.

FIGURA 6.1 - ERRO E ESTIMATIVAS DO ERRO PARA E, EM EUNC}AO DE h PARA O PROBLEMA 1
USANDO A REGRA DO TRAPEZIO.
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10° 1

10_4...mé . R " ______
10'5 i .
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- -20
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_10'24 o
10
10
107
10

FONTE: O Autor (2020)
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Este fendbmeno é mehor visualizado na FIGURA 6.2 e FIGURA 6.4, pois as linhas

correspondentes a ordem 10 em cada figura s&o aquelas de maior ordem que ainda exibem um

comportamento monotdnico evidente (tendem a respectiva ordem a medida que h — 0). Para o

problema em questdo, nesta ordem MER atinge sua capacidade de reduzir o erro de

discretizacdo e por esta razéo os resultados numéricos considerados mais acurados séo aqueles

obtidos na decima malha (g = 10) e no quarto nivel de extrapolagdo (m = 4). Os resultados

numéricos apresentados na primeira linha da TABELA 6.2 foram selecionados baseados nesta

observacdo. Cada resultado aparece acompanhado da respectiva estimativa do erro baseada no

GCl, onde a escolha deste estimador foi motivada por ser comumente empregado na literatura.

Porém, tanto o estimador de Richardson quanto o estimador baseado na ordem aparente séo

adequados e poderiam ser usados.

FIGURA 6.2 - ORDENS EFETIVA E APARENTE DE E, EM FUNCAO DE h PARA O PROBLEMA 1
USANDO A REGRA DO TRAPEZIO.
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FONTE: O Autor (2020)

TABELA 6.2 - RESULTADOS NUMERICOS COM MER (g = 10, m = 4)

Regra do Trapézio Regra de Simpson
Variavel _2 5
¢ [Wm ou K] Ugei () (o) [Wm ou K] Uger (@)
E, 24487,42915032839852588 1,1E - 21 24487,42915032839852588485 1,1E — 24
Tyx=0 | 780,54645373218365447830425 | 1,3E — 25 | 780,546453732183654478304248010 | 7,6E — 29
T x=1/2 | 825,7108808298331867632011 | 2,9E — 24 825,7108808298331867632010567 3,1E — 27

Fonte: O Autor (2020)
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FIGURA 6.3 - ERRO E ESTIMATIVAS DO ERRO PARA E, EM FUNGAO DE h PARA O PROBLEMA 1
USANDO A REGRA DE SIMPSON.
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FIGURA 6.4 - ORDENS EFETIVA E APARENTE DE E, EM FUNCAO DE h PARA O PROBLEMA 1
USANDO A REGRA DE SIMPSON.
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A andlise de uma grande quantidade de malhas (tantas quanto possivel ou viavel) se
justifica, porque permite conhecer para cada problema (em que os erros de iteragdo s&o ausentes
ou devidamente controlados) qual a malha 6tima, além da qual o erro numérico que estava se
reduzindo com a redugdo de h, passa a aumentar por conta da grande quantidade de
computac0es realizadas nas malhas demasiadamente refinadas.

A temperatura T,(x = L/2), no centro da placa 2 apresenta graficos similares aos
apresentados acima, mesmo sendo uma varidvel local. Ja para a temperatura T, (x = 0) 0 erro
e a suas estimativas se reduzem monotonicamente, porém com comportamento oscilatério para
m = 3 a medida que h é reduzido. Isto fica evidente na FIGURA 6.5, onde se empregou a
Regra do Trapézio. Os resultados para a Regra de Simpson ndo sdo mostrados porque 0

comportamento oscilatério é pouco notério.

FIGURA 6.5 - ERRO E ESTIMATIVAS DO ERRO PARA T, (x = 0) EM FUNCAO DE h PARA O
PROBLEMA 1 USANDO A REGRA DO TRAPEZIO.

FONTE: O Autor (2020)

Entretanto, quando se analisa a ordem efetiva e as ordens aparentes, mostradas na
FIGURA 6.6, vé-se que todas se aproximam da respectiva ordem teorica em cada nivel de
extrapolacdo a medida que h — 0. Apenas as malhas mais grossas exibem o comportamento
oscilante. Este comportamento provavelmente é provocado pela influéncia do segundo e

terceiros termos da equacao do erro de discretizagdo (vide Eq. 2.90), ou seja, no caso da variavel
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T,(x = L/2), as malhas mais grossas sdo pouco refinadas e a regido de convergéncia
monotonica ainda ndo foi atingida e a aplicacdo de MER parece amplificar esse efeito, que nos
niveis m = 0 e m = 1 sd0 pouco perceptiveis.

A selecdo da combinag@o de malha e nivel de extrapolagédo para selecionar o resultado
numeérico e sua respectiva estimativa, tanto para a variavel T,(x = 0) quanto a T,(x = L/2)

&0 0s mesmos empregados para E,.

FIGURA 6.6 - ORDEM EFETIVA DE T,(x = 0) EM FUNCAO DE h PARA O PROBLEMA 1 USANDO A
REGRA DO TRAPEZIO.

2

FONTE: O Autor (2020)

6.1.2 PROBLEMA 2: EQUACAO DE FREDHOLM DO SEGUNDO TIPO

As solucdes numéricas foram obtidas com o programa “Projeto 3pl Tese” programado
na linguagem FORTRAN95 que tem a opgdo de usar a Regra do Trapézio ou a Regra de
Simpson. O problema foi resolvido em 12 malhas, com h variando entre h = 0,5m (i.e. N = 2)
e h=24x10"*m (i.e. N =4096). Estas solugdes numéricas compdem o nivel de
extrapolacéo zero do processo de MER, programado diretamente no cédigo-fonte do programa
supracitado. As extrapolagdes sdo conduzidas de acordo com a descri¢cdo dada na Secdo 2.3

desta Tese.
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As variaveis de interesse do problema desta se¢do sao as temperaturas nodais T, nas
posices x, = 0 e x, = L/2, obtidas com a Eq. (B.13-14) do APENDICE B. As solucdes
analiticas aproximadas estdo listadas na TABELA 6.3 a seguir. Observa-se que nela constam
apenas variaveis locais. Isto porque a solucdo analitica deste problema néo é exata, entdo o seu
uso no célculo da temperatura média no dominio ndo parece justificavel, uma vez que a ordem
aparente nao tendera a assintotica mesmo para as variaveis primarias. Entretanto, a temperatura
média numérica é apresentada e analisada juntamente com os resultados numéricos das

variaveis locais.

TABELA 6.3 - SOLUCOES ANALITICAS APROXIMADAS DAS VARIAVEIS

Variavel b

T,(X; = 0) [K] 9,48806253568790229776372843166286510E+02

T,(X, = L/2) [K] 8,71822283080032567212448171367211537E+02

Fonte: O Autor (2020)

A variavel analisada é T,(X, = 0), porém os resultados para T,(X, = L/2) sao similares.
Empregando a Regra do Trapézio, os resultados do erro e das estimativas do erro calculadas
com os estimadores de Richardson e GCI sdo apresentados na FIGURA 6.7. Como a solucéo
analitica é aproximada e ndo exata, o0 erro se estabiliza em um valor da ordem de 107! j& nas
malhas mais grossas e assim se mantém nas demais malhas. Por outro lado, as estimativas do
erro obtidas com o GCI e o estimador de Richardson apresentam o comportamento tipico da
aplicacdo de MER, com as ordens esperadas: pUy, = 2,4, 6, ....

Ja quando a Regra de Simpson é empregada, as estimativas do erro ndo mostram o tipico
aumento progressivo da ordem de acurdcia a medida que as extrapolagdes se sucedem. A
FIGURA 6.8 mostra que a taxa na qual a estimativa do erro se reduz em cada nivel se mostra
constante igual a dois, e ndo como o esperado: seguindo a progressdo quatro, seis, oito, ....

Apesar disso, a estimativa do erro se reduz a medida que o tamanho de malha é reduzido
e também se reduz a medida que o nivel de extrapolagédo € aumentado. Portanto, além da ordem
aparente tendendo a dois e ndo a quatro, 0s sucessivos niveis de extrapolacdo ndo aumentam a

ordem de duas em duas unidades, mas sim mantém-se como ordem dois.
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FIGURA 6.7 - ERRO E ESTIMATIVAS DO ERRO PARA T, (X, = 0) EM FUNGAO DE h PARA O

PROBLEMA 2 USANDO A REGRA DO TRAPEZIO.

FONTE: O Autor (2020)

FIGURA 6.8 - ERRO E ESTIMATIVAS DO ERRO PARA T, (X, = 0) EM FUNCAO DE h PARA O

PROBLEMA 2 USANDO A REGRA DE SIMPSON.

10°
1 01 S S S
10° %
10" A
10° -
S 10 meo¢—r
= 07| m=1G o
@ 10 =204
- 10'8 m §?§?§?§ - [E]
107 S O] U, |
107 B 1y
10'11 B :%; I UGCfI. ....................
107 &
10'13 ;
-14 :
10,407 10° 10” 10"
h

FONTE: O Autor (2020)

A comparacdo das ordens € melhor percebida na FIGURA 6.9 e FIGURA 6.10, que

mostram a ordem efetiva e aparente em funcéo do tamanho do elemento de malha para os casos

em que sdo empregadas a Regra do Trapézio e Regra 1/3 de Simpson, respectivamente. Como
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a solucgdo analitica é aproximada, a ordem efetiva tende a zero em ambas as figuras, de acordo
com o esperado. Entretanto, no caso do uso da Regra do Trapézio (FIGURA 6.9), se vé que as
ordens verdadeiras tendem aos valores previstos pela demonstracdo do ANEXO A, discordando
apenas nas malhas mais finas dos niveis de extrapola¢cdes maiores, indicando que o numero de
algarismos significativos da solucdo extrapolada atinge o limite da precisdo das variaveis reais
empregadas pelo computador.

FIGURA 6.9 - ORDENS EFETIVA E APARENTE DE T, (X, = 0) EM FUNGCAO DE h PARA O
PROBLEMA 2 USANDO A REGRA DO TRAPEZIO
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FONTE: O Autor (2020)

Entretanto, quando a Regra 1/3 de Simpson € usada as ordens verdadeiras se mostram
todas iguais a dois, ou seja, além de ndo constituirem uma progressao aritmética de razao dois,
sua ordem assintética ndao equivale a quatro, conforme o previsto pela deducéo da Sec¢édo 3.2.
Também na FIGURA 6.10 se nota o aparecimento de ordens nédo realisticas, denominadas
“ordens fantasma” pU, = 4,6, ... na Secdo 3.2 e la discutidas. Entretanto, alguns testes foram
conduzidos especificamente para investigar o resultado andmalo do problema desta secéo,
conforme relatado a seguir.

A primeira hipotese para explicar o aparecimento das ordens inconsistentes com a
aplicacdo da Regra de Simpson foi a adicdo n&o intencional de um ou mais erros de
programacdo no codigo. Durante a execucdo do codigo, hd um lago que determina o

preenchimento da matriz de coeficientes do sistema linear. Fora deste lago e imediatamente



172

antes dele, a matriz de coeficientes é inicializada como sendo a matriz identidade. Uma vez
dentro deste lago, a entdo matriz identidade é subtraida dos respectivos coeficientes relativos a
regra de integracdo solicitada pelo usuario do codigo no arquivo de dados de entrada da
simulacdo, formando assim as matrizes apresentadas na Eq. (5.14) para a Regra do Trapézio e

Eq. (5.15) no caso da Regra de Simpson.

FIGURA 6.10 - ORDENS EFETIVA E APARENTE DE T,(X, = 0) EM FUNGCAO DE h PARA O
PROBLEMA 2 USANDO A REGRA DE SIMPSON
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FONTE: O Autor (2020)

Apds conferir o preenchimento da matriz, notou-se que o comportamento apresentado
na FIGURA 6.8 e na FIGURA 6.10 persistiram. Uma série de testes foi conduzida, chegando
mesmo a construir um novo programa independente. Os resultados foram idénticos.

Observando a funcédo do fator de forma, dada pela Eq. (5.7) e convenientemente reescrita
abaixo, se nota que embora continua, sua primeira derivada € descontinua em X,, pois a variavel

Z ¢ definida como o mddulo da subtracédo entre X, e X;.

3
Z3+52Z
K(xpxh) =1 ——2=, Z=I|X,~X3l, (6.1)

Z2+1
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Caso 0 modulo seja retirado da definicao da funcéo Z, entéo os resultados apresentados
na FIGURA 6.8 e FIGURA 6.10 passam a ser aqueles esperados quando da aplicacéo da Regra
de Simpson: pU,, = 4,6,8, ....

Obviamente, quando Z é definida sem o0 médulo, o problema que esta sendo resolvido
é diferente daquele proposto, porém a alteracdo de cddigo é minima e permite testar se a
implementacdo do restante do cddigo esta correta. Entretanto, uma maneira mais adequada de
verificar o codigo é resolver um problema semelhante, mas cuja funcdo nucleo e suas derivadas
sejam continuas. Neste caso, espera-se que o resultado da variavel que se deseja calcular (e.g.
T, em X, = 0) seja aproximadamente 0 mesmo.

Quanto mais semelhante & fungdo nucleo original for a funcéo similar, mais proximos
serdo os resultados obtidos nas duas simulagdes numéricas, permitindo a verificagdo do codigo.

Com isso em mente, foi proposta a funcao

)/2

K'=(,-Y, ,
YA AL

(6.2)

inspirada nas equacdes usadas na modelagem do alargamento de linhas espectrais (HOWELL;
SIEGEL; MENGUC, 2011, p. 448). Para este problema encontrou-se que y = 0,32 e
(Y, —Y;) = 1 reproduzem relativamente bem a funcdo original. A FIGURA 6.11 compara K*
com a funcéo nucleo original K para trés valores de X,.

Quando se usou K* em vez de K, os resultados, seja do poder emissivo como da
temperatura, resultaram 3,39% menores na extremidade do tubo e 4,83% menores no centro do
tubo. As ordens observadas foram pU;, = 2,4, 6, ... para a aplicacdo da Regra do Trapézio e
pU, = 4,6,8, ... quando aplicada a Regra de Simpson, ou seja, foram obtidas as ordens
mostradas no ANEXO A e previstas na Segéo 3.2, respectivamente.

Por altimo, como este problema néo possui solugdo analitica exata foi adicionada uma
comparag¢ao entre os resultados do programa “Projeto_3pl Tese” com o resultado equivalente,
obtido com o programa “DTM_3D_Axisymmetric 1.1”, desenvolvido pelo autor durante o seu
mestrado (FOLTRAN, 2015). Este programa consegue, com alteracbes minimas no codigo-
fonte, resolver o problema proposto nesta segéo.

O programa “DTM_3D_Axisymmetric 1.1” usa o Método da Transferéncia Discreta
(DTM), empregado na solucdo da Equacdo da Transferéncia Radiativa Eg. (2.36) sem
espalhamento em dominios tridimensionais axissimétricos. Para o caso de fluxo de calor

especificado na area A,, 0 DTM se torna iterativo. Adicionou-se um lago que recalcula a
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temperatura da area A, com base na radiacdo incidente sobre ela e no fluxo de calor Q, =
1000 Wm™2. O programa repete o lago até que a norma L1 do residuo da temperatura entre

duas iteracGes consecutivas convirja para o valor nulo.

FIGURA 6.11 - ALTERAGAO DA DEFINICAO DE K COMO TESTE DA HIPOTESE DA DERIVADA
DESCONTINUA
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FONTE: O Autor (2020)

Nesta simulacdo foi empregada uma malha de 20 volumes na dire¢do longitudinal, 5 na
direcdo radial e 20 na direcdo circunferencial, totalizando 2000 volumes discretos. Cada
elemento de area na fronteira lancou N6 = 12 raios na direcdo polar e N¢ = 10 na direcédo
azimutal, resultando em 120 raios por elemento de area, 72.000 raios no total. Para simular o
problema desta secdo, basta atribuir valor nulo ao coeficiente de absorcdo x e definir a
geometria do problema. A malha € mostrada na FIGURA 6.12.

O resultado do perfil de temperatura na area lateral do cilindro é exibido na FIGURA
6.13, juntamente com as solu¢Ges do programa “Projeto_3pl_Tese” usando as Regras do
Trapézio e Simpson. Vé-se que tais solugdes sao praticamente idénticas a obtida com o DTM.

Como a degeneracdo de ordem foi observada apenas com a Regra de Simpson, pode-se
inferir que o programa esté correto e a causa da degeneracdo de ordem ¢ a descontinuidade na

derivada do fator de forma, Eq. (6.1), por que seu argumento é tomado em mddulo. Os
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resultados obtidos com o Método da Transferéncia Discreta confirmam essa conclusao e sao

obtidos de forma independente.

FIGURA 6.12 - MALHA EMPREGADA NO PROGRAMA DTM_3D_AXISYMMETRIC 1.1
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FIGURA 6.13 - COMPARAGCAO DO PERFIL DE TEMPERATURA OBTIDO COM O DTM

u DTM, n‘e=12,n.(p=10 réios
“|—— Regra do Trapézio
—&— Regra de Simpson

e

Perfil de Temperatura da Area 2 [K]

740 4

. — T
00 02 04 06

I
12 14 16 18 20
Posicao Longitudinal [m]

T T
08 10

FONTE: O Autor (2020)



176

A provéavel explicacdo para o comportamento andémalo do problema estudado nesta
secdo é que a Regra de Simpson é aplicada de dois em dois intervalos discretos, e ndo em apenas
um, como ocorre quando € aplicada a Regra do Trapézio.

Quando a Regra de Simpson é usada para integrar funcdes ndcleo com derivadas
descontinuas, a descontinuidade eventualmente localizar-se-4 no ponto nodal entre os dois
intervalos. Seguindo a deducdo da equacdo do erro de truncamento, apresentada na Secéo 3.2,
se Vé que no sistema de equagdes Eq. (3.54) a variavel dependente F na posicao x;.., OU seja,
F;,1 € expandida em Série de Taylor no entorno do ponto intermediario x;_; ,,, onde a derivada
e diferente da derivada na posicdo x;,,. O mesmo ocorre no sistema de equagGes Eg. (3.59)
para F;_,, que € expandida no entorno do ponto intermediario x;..1 ;.

Observa-se que no passo imediatamente anterior a Eq. (3.54) os termos que mais adiante
constituirdo o erro de truncamento ainda apresentam ordem dois como ordem mais baixa,
exatamente a ordem aparente obtida nas solu¢des numéricas e todas as extrapolacdes, conforme
mostrado na FIGURA 6.8 e FIGURA 6.10.

Ja a Regra (Composta) do Trapézio consiste em um somatorio, onde cada termo consiste
na aplicacdo da Regra do Trapézio em cada intervalo do dominio. Entdo a funcéo nucleo e suas
derivadas sdo sempre continuas em cada intervalo. 1sso explica porque a regra do Trapézio ndo
apresenta degeneracdo de ordem quando MER é empregado.

Ate o presente momento o autor ndo encontrou referéncias ao comportamento anémalo
das ordens aparentes quando da aplicacdo de MER sobre os resultados obtidos com a Regra 1/3
de Simpson. E importante notar que nos catalogos de fatores de forma (e.g. HOWELL, 2019)
ha muitos fatores de forma que sdo descritos a partir de variaveis independentes definidas como
0 modulo da subtragdo das variaveis primitivas do problema.

Conclui-se que para o caso de problemas de radiacdo em meios ndo participantes em
que a funcdo nacleo é descontinua, deve-se dar preferéncia ao uso da Regra do Trapézio,
embora a Regra de Simpson também forneca resultados numeéricos coerentes. Na préatica o que
se faz é programar ambos os métodos, pois uma vez programado um dos metodos, a adi¢do do
outro é quase imediata. Entretanto, deve-se ter em mente que a regra de Simpson apresentara
degradacdo de ordem. Por isso 0 autor recomenda fazer a verificacdo de codigo com a Regra
do Trapézio e em seguida apenas comparar se 0s resultados numéricos obtidos por cada regra
de integracdo sdo concordantes na malha mais fina (ainda dentro da regido de convergéncia

monotoénica).
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6.1.3 PROBLEMA 3: SISTEMA DE EQUACOES INTEGRAIS DE FREDHOLM DO
SEGUNDO TIPO

As solugdes numéricas foram obtidas com o programa “Projeto_4 Tese” programado
na linguagem FORTRAN95 que tem a opgdo de usar a Regra do Trapézio ou a Regra de
Simpson. O problema foi resolvido em 11 malhas, com h variando entre h = 0,393m (i.e. N =
2)e h =3,83%x107*m (i.e. N = 2048). As MER séo conduzidas de acordo com a descrigdo
dada na Segé&o 2.3 desta Tese.

A solucéo analitica deste problema € dada pelas Eq. (B.13) e Eq. (B.14) apresentadas
no APENDICE B. Essas equacdes mostram que os poderes emissivos E, e E; S&0 constantes,
independentes do angulo polar 8. Com os dados de entrada do problema: T; = 1000 K, T, =
500 K, g, = 1000 Wm™2 e q; = 500 Wm™2, chega-se aos resultados analiticos listados na
TABELA 6.4 a seguir. As analises consideram o poder emissivo das superficies 2 e 3, assim

como suas respectivas temperaturas.

TABELA 6.4 — SOLUCOES ANALITICAS DAS VARIAVEIS DE INTERESSE

Variavel b

E, [Wm™?] 3,2934484859279821286601266543157274E+04

T, [K] 8,7299132201651090831374920554318692E+02
Es [Wm™2] 3,2434484859279821286601266543157274E+04
T; [K] 8,6965892646652683967967212920502228 E+02

Fonte: O Autor (2020)

Antes de apresentar os resultados numéricos e efetuar a comparagao com os respectivos
resultados analiticos é feita uma analise de convergéncia. Em seguida sdo apresentados 0S
resultados do erro e de suas estimativas para cada simulacdo, assim como resultados das ordens
encontradas em cada extrapolagéo.

A primeira variavel analisada é o poder emissivo da area 2, E,. A FIGURA 6.14 mostra
os resultados obtidos com a Regra do Trapézio para o modulo do erro e sua estimativa obtida
com os estimadores de Richardson e GCI. Cada conjunto de linhas unindo as solucdes
numéricas representa uma extrapolacdo. Observa-se que depois da quarta extrapolagdo (m >
4) os resultados numéricos das malhas mais refinadas (h < 10~3) comecam a ser afetados pelo
erro de arredondamento. Isto fica evidente observando a inclinagdo das linhas, que comeca a

apresentar a tendéncia de estabilizar o médulo do erro na ordem de 10~28 aproximadamente.
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A FIGURA 6.15 mostra os mesmos resultados em termos das ordens. Como o esperado,

a ordem assintética observada é 2 e o intervalo entre ordens é 2.

FIGURA 6.14 - ERRO E ESTIMATIVAS DO ERRO PARA E, EM FUNGAO DE h PARA O PROBLEMA 3
USANDO A REGRA DO TRAPEZIO

FONTE: O Autor (2020)

FIGURA 6.15 - ORDENS EFETIVA E APARENTE DE E, EM FUNCAO DE h PARA O PROBLEMA 3
USANDO A REGRA DO TRAPEZIO
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FONTE: O Autor (2020)
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Resultados similares sdo obtidos usando a Regra de Simpson, porém o erro de
arredondamento ja é atingido nas duas malhas mais refinadas apds 4 extrapolacdes, sendo que
aordem do erro é de 10728 e a da estimativa do erro é de 10731, entretanto a ordem assintética

observada é 4 e o intervalo entre as ordens sucessivas é 2.

FIGURA 6.16 - ERRO E ESTIMATIVAS DO ERRO PARA E, EM FUNGAO DE h PARA O PROBLEMA 3
USANDO A REGRA DE SIMPSON
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FONTE: O Autor (2020)

FIGURA 6.17 - ORDENS EFETIVA E APARENTE DE E, EM FUNGAO DE h PARA O PROBLEMA 3
USANDO A REGRA DE SIMPSON
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A variavel T, é obtida a partir de E, usando a definicdo de poder emissivo. Como o
problema reportando nesta se¢do € bem comportado, sdo mostrados a seguir os resultados de
apenas mais uma variavel, T3, que por sua vez é obtida a partir de E5. Vé-se da FIGURA 6.18
a FIGURA 6.21 que os resultados encontrados sdo similares aos apresentados para a variavel
E,.

FIGURA 6.18 - ERRO E ESTIMATIVAS DO ERRO PARA T; EM EUNCAO DE h PARA O PROBLEMA 3
USANDO A REGRA DO TRAPEZIO
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FONTE: O Autor (2020)

FIGURA 6.19 - ORDENS EFETIVA E APARENTE DE T, EM FUNCAO DE h PARA O PROBLEMA 3
USANDO A REGRA DO TRAPEZIO
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FIGURA 6.20 - ERRO E ESTIMATIVAS DO ERRO PARA T; EM FUNCAO DE h PARA O PROBLEMA 3

USANDO A REGRA DE SIMPSON
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FONTE: O Autor (2020)

FIGURA 6.21 - ORDENS EFETIVA E APARENTE DE T; EM FUNCAO DE h PARA O PROBLEMA 3

USANDO A REGRA DE SIMPSON
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Por fim, foram selecionados os resultados numericos da oitava malha (g = 8) e quarta

extrapolacdo (m = 5) para compor os resultados numéricos apresentados na TABELA 6.5 a

sequir.
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TABELA 6.5 - RESULTADOS NUMERICOS COM MER (g = 8, m = 4)

Regra do Trapézio

Regra de Simpson

Variavel
¢ [Wm~2 ou K] User (@) ¢ [Wm™% ou K] User (¢)
E, 32934,484859279821287 7,4E — 19 32934,484859279821286601267 2,5E — 25
T, 872,9913220165109083138| 1,5FE — 21 | 872,9913220165109083137492055 | 1,1E — 27
E; 32434,484859279821287 7,4E — 19 32434,484859279821286601267 2,5E — 25
T, 869,6589264665268396797| 1,5FE — 21 | 869,6589264665268396796721292 | 1,1E — 27

Fonte: O Autor (2020)

6.1.4 RESUMO DE RESULTADOS DOS PROBLEMAS DE RADIACAO EM MEIOS

NAO PARTICIPANTES

De forma geral a técnica de combinar o uso de aproximagdes numéricas de ordem

relativamente baixa, resolver o problema em multiplas malhas e aplicar a técnica de pds

processamento denominada Mdltiplas Extrapolacdes de Richardson se mostra satisfatéria na

obtencdo de solu¢Ges numéricas acuradas para equacdes integrais de Fredholm do segundo tipo

e sistemas de equagdes integrais. Esta metodologia pode ser usada também como procedimento

de verificacdo de codigo, conforme mostrado nesta tese para trés tipos de problemas de meios

ndo participantes listados na TABELA 6.6.

TABELA 6.6 — RESUMO DAS ORDENS DAS VARIAVEIS NOS 3 PROBLEMAS DE MEIOS NAO
PARTICIPANTES ESTUDADOS

Tipo de problema Regra Trapézio Regra de Simpson Excegdes
Equagio contendo
, 2,4,6, ... 4,6,8, ... -
um termo integral
2,2,2,...quando usa Simpson
. e a funcdo nucleo da
Equacgdo de Fredholm .
. 2,4,6, ... 4,6,8, ... integral apresenta
do segundo tipo T .
primeira derivada
descontinua
Sistema de equagdes de
2,4,6, ... 4,6,8, ... -
Fredholm do segundo tipo

Fonte: O Autor (2020)
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6.2 PROBLEMAS DE RADIACAO EM MEIOS PARTICIPANTES

O programa usado na solucdo numérica dos problemas desta sec¢éo ¢ 0 “DOM_1D”. Na
versdo 2.0 seu algoritmo segue a proposta originalmente apresentada para a comunidade de
radiacdo térmica, mais detalhadamente descrita em Fiveland (1984). Esta também é a verséo
usada no Capitulo 4 para validar as equacdes do erro de discretizacdo do Método das Ordenadas
Discretas.

O programa consiste na versao unidimensional do DOM para meio absorvedor, emissor
e com espalhamento isotropico. As paredes sao modeladas como paralelas, isotérmicas e cinza-
difusas (embora apenas problemas com paredes negras sdo estudadas nesta tese). Trés
diferentes configuracbes podem ser escolhidas para a temperatura do meio participante:
temperatura constante; fungdo quadratica limitada pelas temperaturas das fronteiras
especificadas pelo usuario; e condi¢do de equilibrio radiativo.

O DOM é resolvido em processo de marcha em ambas as direcdes do eixo coordenado
e ndo por meio de solver que opera com matriz esparsa. Para o estudo dos casos em que ha
espalhamento foi criada a versao 2.1, cuja Unica diferenca é implementacdo da linearizacéo do
termo fonte sugerida em Chai, Patankar e Lee (1994).

O programa foi escrito na linguagem FORTRAN95 empregando todas as variaveis do
tipo real com precisdo quadrupla. Na analise do problema descrito na Se¢do 6.2.1 desta tese,
todas as solucdes analiticas foram obtidas no programa Maple 17 com 50 algarismos
significativos. As demais se¢Oes, por envolverem integrais numéricas na obtencéo da solugdo
analitica, foram programadas diretamente nas duas versdes do “DOM_1D”.

Para minimizar o erro de discretizacdo da integracdo numeérica, as integrais numéricas
sdo conduzidas com a Regra 1/3 de Simpson e em uma malha de diferencas finitas com 5.000
elementos discretos. Constatou-se que as solucGes analiticas obtidas diretamente no

“DOM_1D” ndo prejudicam significativamente a verificacdo das solu¢des numéricas.

6.2.1 PROBLEMA 4: RADIACAO EM MEIO EMISSOR E ABSORVEDOR COM
TEMPERATURA CONSTANTE

O problema desta secdo e semelhante ao da Secdo 4.4, porém agora é usada a

Aproximacéo Sg. O meio participante ¢ homogéneo com temperatura T = 2000 K, coeficiente
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de absorcdo k = 4,0 m™1, espessura L = 0,5 m, paredes negras com temperatura T, = T}, =
400 K.

Os resultados de 18 malhas séo suficientes para produzir solugdes extrapoladas acuradas
sem que o erro de arredondamento polua excessivamente os graficos. As variaveis avaliadas
para este problema sdo: a) intensidade direcional atingindo a fronteira leste do dominio na
direcdo mais inclinada em relacéo ao eixo coordenado, I, (u = 0,142); b) idem ao item anterior,
porém para a dire¢do menos inclinada, I,(u = 0,979); c¢) fluxo de calor na face leste do
dominio, gq,; d) fluxo de calor no centro do dominio, qz/z; e) irradiacdo sobre a fronteira leste,
H,; f) radiagdo incidente no centro do dominio, G, ,. As respectivas solugdes analiticas estdo

apresentadas na TABELA 6.7 com 35 algarismos significativos.

TABELA 6.7 — SOLUGCOES ANALITICAS DAS VARIAVEIS ANALISADAS

Variavel o
I(u=0,142) [Wm™2sr™1] 2,8878919393370874256338668412526899E+05
I(u=0,979) [Wm2sr™1] 2,5136394624083471267025473008156992E+05
q. [Wm™2] 8,5164205345700896093007704746407975E+05
QZ/z [Wm™?] 0,0000000000000000000000000000000000E+00
H, [Wm™2] 8,5309366740900896093007704746407980E+05
Gr/z [Wm™2] 3,0842452650698763813282973016904239E+06

Fonte: O Autor (2020)

Apenas para algumas variaveis sdo apresentados os graficos de erro ou ordem em funcgéo
do tamanho do elemento de malha, pois todas as varidveis extrapoladas apresentam
comportamento similar, com ordens aparentes previstas no Capitulo 4, i.e. p, = 1, 2, 3, ... para
0 esquema Degrau e py = 2,4, 6, ... para 0 esquema Diamante. Entretanto, antes de apresentar
os resultados numeéricos na forma de tabela, algumas observacgdes interessantes sdo pontuadas
a sequir.

A FIGURA 6.22 ilustra bem como varia a intensidade de acordo com a diregdo neste
tipo de problema. Os dados relativos a direcdo mais inclinada em relacdo ao eixo coordenado
(u = 0,1422555 para a Aproximacao Sg) apresentam variagdo mais abrupta porque a radiagao
percorre uma distdncia maior para uma mesma posicdo medida ao longo do eixo. O
comportamento oscilatorio de I ao redor das respectivas solu¢des analiticas, tipico de solucdes

numéricas obtidas com o esquema Diamante, também é claramente perceptivel, ja que apenas



185

as solugdes numéricas nas quatro malhas mais grossas foram representadas (i.e. g = 1, 2, 3, 4).
Observa-se que os resultados que apresentam maior oscilagdo sao os da malha mais grossa (g =
1) e a oscilacédo se reduz nos resultados obtidos com malhas progressivamente mais finas. Vé-
se também que as oscilacdes de maior amplitude ocorrem na direcdo mais inclinada, pois é nela

que o maior gradiente da intensidade € observado.

FIGURA 6.22 — COMPARAQAQ DOS VALORES NUMERICOS (4 MALHAS) DA INTENSIDADE I, NAS
DIRECOES MAIS E MENOS INCLINADAS PARAy =1/2

3,0)(105 ....................... o O S—
o 5 ;
q‘m 25x10° e
= 2 0x1 05 n= 0,7422’5_55
© analitico
g —&—numeérico g =1
'S 1.5x10° —A— numérico g = 2
g —¥—numericog = 3
© 5 —<— numérico g = 4
© 1,0x10
'c H
© >,/ i p =0,9795543
2 4 2 i analitico
S 5,0x10 —&— numérico g = 1
€ —=®— numérico g = 2
- 0,0 —8— numeérico g = 3
—*— numérico g = 4
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
Posicado [m]

Fonte: O Autor (2020)

Apesar da malha mais grossa apresentar h < 1, o comportamento das solucdes
extrapoladas com MER nem sempre se mostra monoténico desde as malhas mais grossas. Na
FIGURA 6.23 sdo apresentados o erro e erro estimado da intensidade atingindo a fronteira leste
do dominio na direcdo mais inclinada em relacdo ao eixo coordenado, I,(u = 0,142). Vé-se
que nem todas as extrapolagGes se apresentam com inclinagdo constante na regido 1072 S h S
10~ m. Esta variavel apresenta as maiores irregularidades na inclinacdo dentre todas as
variaveis analisadas, sendo por isso escolhida para ser mostrada graficamente.

Considerando todas as varidveis, malhas e extrapolacdes numéricas disponiveis, 0
resultado numérico considerado mais acurado para o esquema Diamante y = 1/2 é o da décima

segunda malha (g = 12) e quarto nivel de extrapolacdo (m = 4). J& para o esquema Degrau 0
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resultado mais acurado é o da décima oitava malha (g = 18) e quinta extrapola¢do (m = 5).
Estes resultados para I,(u = 0,142) aparecem destacados na FIGURA 6.23 como “Sol.
Selec.”, significando “solucdo numeérica selecionada”, que € apresentada na forma de tabela
mais adiante no texto. Vale ressaltar que para essa varidvel ha solu¢cdes numéricas mais
acuradas, porém aqui se buscou aquela malha e extrapolacdo que atende também as demais

variaveis analisadas neste problema.

FIGURA 6.23 - MODULO DO ERRO E ESTIMATIVAS DO ERRO NA APLICACAO DE MER PARA
L (u = 0,142) NO PROBLEMA 4

10
=1
10 /
10-3 m=0
=1
10° .
- m=2
T jgpnes
(o]
TV . —&— |E|
—o—|U,|
102 —— U, |
% Sol. Selec.|
10%
10
10° 10° 10™ 10~ 10° 10" 10°
h [m]
Gl
10 v=1/2
10’
10"
109w
§ 10'“ m=1
8 10‘19 —.—'ﬂ
o m= —o—|U,)
107 . 1)
10-29 | % Sol. Selec.
10>
10°%
10° 10° 10 10° 10™ 10”7 10°

h[m]

Fonte: O Autor (2020)
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Exceto para q; /2» que atinge o erro de arredondamento mesmo na malha mais grossa

devido ao cancelamento subtrativo e a simetria do problema, os resultados numéricos sdo
apresentados na TABELA 6.8 e TABELA 6.9 acompanhados da respectiva estimativa baseada
no GCI, onde a escolha deste estimador € motivada por ser comumente empregado na literatura.
Entretanto, tanto o estimador de Richardson quanto o estimador baseado na ordem aparente séo
adequados e podem ser usados. Uma vez escolhido o GCI, entdo os resultados numéricos,
juntamente com a estimativa do erro associada devem ser reportados de acordo com a Eq.(2.96).
Vale comentar que todas as variaveis que puderam ser extrapoladas apresentaram ordens
aparentes previstas no Capitulo 4, ou seja, py = 1,2,3, ... para 0 esquema Degrau e p, =
2,4,6, ... para o esquema Diamante. Os graficos para a variavel G,,, séo mostrados na FIGURA
6.24, porém o comportamento € 0 mesmo observado para as demais variaveis extrapoladas.
Por fim ressalta-se que como este problema possui solucdo analitica € possivel medir o
erro numerico diretamente. Observando a FIGURA 6.23 se percebe a concordancia entre os
resultados do erro e da sua estimativa, evidenciando a capacidade de MER obter solugdes

numeéricas acuradas juntamente com a estimativa do erro associada.

TABELA 6.8 - RESULTADOS NUMERICOS DO PROBLEMA 4 COM MER (y = 1,g = 18,m = 5)

Variavel ¢ [Wm=2sr~1 ou Wm™2] Uger (9)
I,(u=0,1) 2,8878919393370874256338668360E + 05 6,6E — 22
I,(u=09) 2,513639462408347126702547300930E + 05 8,7E — 24

q; 8,5164205345700896093007704735E + 05 1,6E — 22
H, 8,5309366740900896093007704735E + 05 1,6E — 22
GL/Z 3,084245265069876381328297266E + 06 4,5E — 20

Fonte: O Autor (2020)

TABELA 6.9 - RESULTADOS NUMERICOS DO PROBLEMA 4 COM MER (y = 1/2,g = 12,m = 4)

Variavel ¢ [Wm™2sr~1 ou Wm™2] Ugser (@)
I,(u=01) 2,88789193933708742563386684099E + 05 3,3E — 23
I.(u=09) 2,5136394624083471267025473008152E + 05 8,0E — 28

q; 8,51642053457008960930077047456E + 05 1,0E — 23
H, 8,53093667409008960930077047456E + 05 1,0E — 23
GL/Z 3,084245265069876381328297288E + 06 1,8E — 20

Fonte: O Autor (2020)
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FIGURA 6.24 — ORDENS EFETIVA E APARENTE PARA G, ,, NO PROBLEMA 4
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Fonte: O Autor (2020)
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6.2.2 PROBLEMA 5: RADIACAO EM MEIO PARTICIPANTE COM TEMPERATURA
VARIAVEL

O problema desta secdo foi extraido de Howell, Siegel e Mengug (2011, p. 500). A
diferencga para o problema da secdo anterior é que a temperatura do meio participante é funcao
da posicéo, dada pela Eq. (6.3), reproduzida a seguir

T(x) =Ty — (Tp — TL)(x/L)Z ) (6.3)

onde x é a posi¢do, contada a partir da fronteira esquerda e L = 0,6 m é a espessura da camada
de meio participante. A temperatura da fronteira oeste € T, = 650 K e da fronteira leste € T, =
425 K, ambas modeladas como superficies negras. O meio participante possui coeficiente de

absorcdo constante k = 1,6 m™1.

4
A solucéo analitica para a intensidade direcional é dada pela Eq. (2.48), onde [ = KJTT(T)

A solucdo do fluxo de calor € obtida com a Eq. (2.52) e da irradiagdo sobre a fronteira da direita,
em x = L com a Eq. (2.87). Ja a radiacdo incidente, dada pela Eq. (2.51), ndo pode ser obtida
porque um dos limites de integracdo resulta infinito, entretanto seus resultados numéricos serao
analisados por serem distintos, como explanado mais adiante. As solucdes analiticas sdo
apresentadas na TABELA 6.10 com um nimero de algarismos significativos reduzidos ja que
na sua obtencdo € feita a integracdo numérica do produto da funcdo temperatura com funcgdes

integrais exponenciais.

TABELA 6.10 —- SOLUCOES ANALITICAS DAS VARIAVEIS ANALISADAS NO PROBLEMA 5

Variavel o
I(u=0,5) [Wm™2sr~1] 1,901E + 03
q. [Wm=2] 4,12E + 03
H, [Wm™?] 5,97E + 03

Fonte: O Autor (2020)

As solugdes numeéricas sdo obtidas com a Aproximacéo S, em 18 malhas, com tamanhos
dos elementos de malha variando de h = 0,3 m até h =~ 2,3 X 107 m. Embora os gréficos de
MER de todas as varidveis atinjam o limite da precisdo quéadrupla, a qualidade das solucGes

analiticas é limitada j& que a integracao € obtida numericamente.
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Por conta disso, embora seja possivel escolher solu¢cbes numeéricas extrapoladas de
elevada acurécia, sdo apresentados na TABELA 6.11 e TABELA 6.12 os valores mais refinados
ainda compativeis com a acuracia da solucdo analitica. Considerando ambos os esquemas (y =
1ey = 1/2) se vé que isso ocorre na quarta malha e extrapolagéo zero. Estes valores aparecem
destacados nos gréficos de erro e estimativa do erro na FIGURA 6.25 e FIGURA 6.26.
Especialmente na FIGURA 6.25 vé-se que o erro e as estimativas do erro sdo compativeis no
nivel de extrapolacdo zero até a nona malha aproximadamente. Porém para a FIGURA 6.26 se

VE que isso ocorre ja na quarta malha, ja que y = 1/2 € um esquema mais acurado.

TABELA 6.11 - RESULTADOS NUMERICOS DO PROBLEMAS5 (y =1, g = 4, m = 0)

Variavel ¢ [Wm=2sr=t ou Wm™?] Uscr (@)
I,(u=0,5) 1,946E + 03 56E + 01
o 4,26E + 03 1,8E + 02
H, 6,04E + 03 1,8E + 02
G2 2,523 + 04 8,4E + 02

Fonte: O Autor (2020)

TABELA 6.12 - RESULTADOS NUMERICOS DO PROBLEMAS5 (y = 1/2, g = 4, m = 0)

Variavel ¢ [Wm=2sr=t ou Wm™?] Ugscr (@)
I,(u=0,5) 1,90102E + 03 7,9E — 01
q. 4,1222E + 03 2,5E + 00
H, 59723E + 03 2,5E + 00
G2 2,518E + 04 8,6E + 02

Fonte: O Autor (2020)

Primeiramente se observa que os resultados numéricos da TABELA 6.11 e TABELA
6.12 apresentam acuracia limitada por conta da malha escolhida. Embora essa limitacdo seja
produzida neste trabalho por conta da acuracia relativamente reduzida da solucéo analitica, vale
comentar que em problemas praticos da engenharia essa limitacdo geralmente se deve a

complexidade do modelo matematico. Entretanto, mesmo para os resultados obtidos com y =
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1, a estimativa do erro segundo o estimador GCI est4, no pior caso, 8,4% da solugdo numérica

obtida.

FIGURA 6.25 - ERRO, ESTIMATIVAS DE ERRO E ORDENS PARA [,(u = 0,5) Ey = 1 NO PROBLEMA
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Fonte: O Autor (2020)
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FIGURA 6.26 — ERROS, ESTIMATIVAS DE ERROS E ORDENS PARA [,(u = 0,5) Ey =1/2 NO

PROBLEMA 5
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Fonte: O Autor (2020)

Partindo agora para a analise de MER e desconsiderando a questdo da limitacido de
acurécia da solugdo analitica discutida no paragrafo anterior, nota-se na FIGURA 6.25 e
FIGURA 6.26 que as ordens efetivas para a intensidade direcional coincidem com as ordens
previstas a priori no Capitulo 4. Entretanto, uma das variaveis analisadas: a radia¢éo incidente
no meio do dominio G, ,, mostra degeneragdo de ordem quando € usado o esquema Diamante
y = 1/2. Conforme mostrado na FIGURA 6.28, as ordens verdadeiras observadas na pratica

sdo py = 1,2,3,..., sendo que as ordens previstas (considerando o caso do meio com
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temperatura constante) sdo p, = 2,4,6, ..., conforme mostrado na secdo anterior. Enquanto os

resultados relativos ao esquema Diamante sofrem degeneracao de ordem, os resultados obtidos

com o esquema Degrau néo apresentam essa anomalia, conforme pode-se ver na FIGURA 6.27.

FIGURA 6.27 — ESTIMATIVAS DO ERRO E ORDENS PARA G, ,, COMy = 1 NO PROBLEMA 5
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Fonte: O Autor (2020)
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FIGURA 6.28 — ESTIMATIVAS DO ERRO E ORDENS PARA G, ,, COMy = 1/2 NO PROBLEMA 5
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Fonte: O Autor (2020)

Embora ndo selecionado para constar nesta tese, o problema em que a temperatura do
meio é dada por um polindmio de primeiro grau foi também analisado e o comportamento
observado foi 0 mesmo do problema da se¢éo anterior, indicando que a integracdo do termo
fonte afeta o erro de truncamento, provavelmente de acordo com a Eq. (4.44), ja que nela
aparece a derivada segunda da funcdo que esta sendo integrada com a Regra do Retangulo.

Analisar o erro de truncamento na integracdo do termo fonte [ na Eq. (4.5) é uma
sugestdo de estudo futuro. Entretanto a explicagdo do pardgrafo acima néo explica porque as

demais variaveis ndo apresentaram degeneracdo de ordem para o esquema Diamante.
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6.2.3 PROBLEMA 6: RADIACAO EM MEIO COM ESPALHAMENTO ISOTROPICO

Conforme exposto na Secdo 5.2.3, ndo se obteve solucdo analitica para o problema desta
secdo, portanto apenas as estimativas do erro e suas respectivas ordens verdadeiras sdo
avaliadas. A verificacdo do cddigo no que concerne a problemas com espalhamento é feita para
0 problema descrito na préxima secao.

O problema é 0 mesmo da Secdo 6.2.1, onde o meio participante tem temperatura
constante T = 2000 K, paredes negras com temperatura T, = T; = 400 K e espessura da
camada de meio participante L = 0,5 m.

Nesta secdo pretende-se analisar dois casos. No primeiro 0 meio emite, absorve e
espalha isotropicamente a radiacdo. Suas propriedades sdo k = 2,0 m™1, o0, =2,0m™! (w =
0,5), portanto mesma espessura ptica do problema da Secdo 6.2.1. No segundo caso 0 meio
apresenta espalhamento puro, sendo g, = 4,0 m~! (w = 1), portanto também mesma espessura
Optica. Empregou-se a aproximacdo S, em 14 malhas, com tamanhos dos elementos variando
de h =0,25m até h =~ 3,1 X 107> m. As solucdes numéricas do primeiro caso estdo listadas
na TABELA 6.13 e TABELA 6.14.

TABELA 6.13 - RESULTADOS NUMERICOS DO PROBLEMA 6 PARA O 1° CASOCOMy = 1,9 =

14,m=9
Variavel ¢ [Wm=2sr~1 ou Wm™2] Usci(9)
I,(u = 0,18) 2,179308438823772503647850E + 05 1,7E — 18
I,(u = 0,97) 2,03780130646619903353584988E + 05 6,4F — 20
q; 6,7572700735956458939671754E + 05 6,3E — 19
H, 6,7717862131156458939671754E + 05 6,4E — 19
GL/Z 2,6000973512087181156549329E + 06 6,3E — 18

Fonte: O Autor (2020)

TABELA 6.14 - RESULTADOS NUMERICOS DO PROBLEMA 6 PARA O 1° CASOCOM y = 1/2,g =

14,m =3
Variavel ¢ [Wm=2sr~1 ou Wm™2] Uger(9)
I, (1~ 0,18) 2,1793084388237725036478318050177E + 05 1,2E — 24
I, (1~ 0,97) 2,0378013064661990335358505568313E + 05 4,3E — 26
q. 6,7572700735956458939671687501792E + 05 4,3E — 25
H, 6,7717862131156458939671687501792E + 05 4,3E — 25
G2 2,60009735120871811565494009976E + 06 1,1E — 22

Fonte: O Autor (2020)
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Para mostrar o comportamento das estimativas de erro e das ordens s&o mostrados a
seguir os graficos de duas variaveis. A intensidade direcional (na direcdo menos inclinada em
relacdo ao eixo x) I(u ~ 0,97) € mostrada na FIGURA 6.29 e na FIGURA 6.30 enquanto a

radiacéo incidente no meio do dominio G,,, € mostrada na FIGURA 6.31 e na FIGURA 6.32.

FIGURA 6.29 — ESTIMATIVA DO ERRO E ORDENS DE [,(u = 0,97) COM y = 1 NO 1° CASO DO

PROBLEMA 6
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Fonte: O Autor (2020)
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FIGURA 6.30 - ESTIMATIVA DO ERRO E ORDENS DE I,(1 = 0,97) COM y = 1/2 NO 1° CASO DO
PROBLEMA 6

10™* 10” 107 10"
h [m]

m=4
m=3

pU

0

8
6|m=2
4|m=1
2
0

m=

10° 10" 10° 107 10"
h [m]

Fonte: O Autor (2020)

Os gréaficos das demais variaveis analisadas no primeiro caso sdo similares aos
mostrados aqui. Observa-se que as ordens verdadeiras sdo aquelas previstas no Capitulo 4,
indicando que, em principio, a adi¢do do espalhamento isotropico no modelo matematico ndo
afeta as ordens verdadeiras. Entretanto, vale a ressalva que a temperatura do meio participante
foi considerada constante, de forma que nada impede de ocorrer degeneracdo de ordem em um
problema com espalhamento, caso o perfil de temperatura do meio seja descrito por um

polinémio de ordem maior que dois, semelhante ao observado no problema da Secéo 6.2.2.
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FIGURA 6.31 — ESTIMATIVAS DE ERRO E ORDENS DE G,,, COMy =1 NO 1° CASO DO PROBLEMA
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Fonte: O Autor (2020)

Passando a analise do segundo caso do problema dessa se¢do, onde ocorre espalhamento
puro. As solugdes numéricas obtidas para todas as variaveis analisadas estdo apresentadas na
TABELA 6.15 e na TABELA 6.16 com um numero de algarismos significativos compativel
com as estimativas de erro de discretizagdo associadas (ABNT, 1997; I1SO, 1993).
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FIGURA 6.32 — ESTIMATIVA DE ERRO E ORDENS DE G, ,, COM y = 1/2 NO 1° CASO DO
PROBLEMA 6

m=2
10*'|m=3

10%|m=
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Fonte: O Autor (2020)

TABELA 6.15 - RESULTADOS NUMERICOS DO PROBLEMA 6 PARA 0 2° CASOCOM y =1,g =

14,m=>5
Variavel ¢ [Wm™2sr~1 ou Wm™2] Ui (@)
I, (u = 0,18) 4,6206249490291065312874650F + 02 9,7E — 22
I,(u = 0,97) 4,6206247238253199946455491E + 02 1,6E — 22
q; —2,52308064586049812084124895E — 03 6,6E — 28
H, 1,4516114289193541395018791587510E + 03 6,6E — 28
GL/Z 5,80644572241661905442234723E + 03 8,7E — 22

Fonte: O Autor (2020)
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TABELA 6.16 - RESULTADOS NUMERICOS DO PROBLEMA 6 PARA 0 2° CASOCOMy =1/2,g =

12,m=2
Variavel ¢ [Wm™2sr~1 ou Wm™2] Ugser ()
I,(u = 0,18) 4,620624949029106531287472835E + 02 1,3E — 24
I,(u=0,97) 4,6206247238253199946455477244E + 02 2,5E — 25
q; —2,52308064586049812084124923998E — 03 9,2E — 31
H, 1,4516114289193541395018791587508F + 03 * 9,2E — 31
GL/Z 5,80644572241661905442234610E + 03 52E — 22

! Faltaram 4 algarismos significativos a direita do niimero para representar a solugdo numérica
Fonte: O Autor (2020)

Da FIGURA 6.33 até a FIGURA 6.36 sdo mostrados os graficos da estimativa do erro
e suas respectivas ordens para a irradiacdo sobre a fronteira da direita H, e a radiacéo incidente
no meio do dominio G, ,,. Como ndo se obteve solugdo analitica para nenhuma das variaveis
analisadas nesta secdo, tanto o erro como a ordem efetiva ndo aparecem em nenhuma das
figuras. Nos gréaficos de estimativa do erro estdo destacadas as solu¢@es numeéricas escolhidas
para serem escritas na TABELA 6.15 e TABELA 6.16, denominadas “Sol. selec.”. Assim como
no 1° caso, as ordens previstas no Capitulo 4 também sdo observadas neste problema onde o

meio participa apenas espalhando a radiacdo térmica.
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FIGURA 6.33 - ESTIMATIVA DO ERRO E ORDENS DE H, COM y = 1 NO 2° CASO DO PROBLEMA 6
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Fonte: O Autor (2020)
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FIGURA 6.34 - ESTIMATIVA DO ERRO E ORDENS DE H, COM y = 1/2 NO 2° CASO DO PROBLEMA
6
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Fonte: O Autor (2020)
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FIGURA 6.35 - ESTIMATIVA DO ERRO E ORDNES DE ¢,,, COMy = 1 NO 2° CASO DO PROBLEMA 6
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Fonte: O Autor (2020)
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FIGURA 6.36 — ESTIMATIVA DO ERRO E ORDENS DE ¢, ,, COMy = 1/2 NO 2° CASO DO
PROBLEMA 6
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Fonte: O Autor (2020)
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6.2.4 PROBLEMA 7: RADIACAO EM MEIO EM EQUILIBRIO RADIATIVO

Esta sec¢do tem por objetivo analisar o comportamento do erro de discretizagdo em um
problema em que o0 meio participante esta em equilibrio radiativo. A temperatura da parede
situada na origem é T, = 500 K e a temperatura da parede oposta 7;, = 1000 K. O coeficiente
de absorcdo e de espalhamento do meio participante sdo, respectivamente, k = 0,9 m™t e g, =
0,4m™1 (B =1,3m™1) e sua temperatura em funcdo da posicdo é a principal incognita do
problema, mais especificamente seu valor no centro do dominio T;,,. A distancia entre as
fronteiras é L = 1,3 m, portanto 7, = 1,69 e w = 0,31.

Foi escolhida a aproximacdo S, para resolver o problema em 12 malhas, que
compreendem elementos de volume com tamanhos que vao de h = 0,65m até h = 3,17 X
10~* m, portanto dentro da regido de convergéncia monotonica. Como a temperatura do meio
é desconhecida a priori, entdo é necessario que o0 DOM opere recursivamente. Como esperado,
o critério de parada afeta o tempo de processamento e a acuracia da solu¢do numérica.

Embora ndo forneca a solucdo analitica exata da temperatura de equilibrio radiativo, a
Eq. (2.58) é suficientemente acurada na porc¢édo central do dominio para fornecer uma solucéao
analitica viavel para a analise do erro de discretizacdo. A FIGURA 6.37 mostra o perfil de
temperatura calculado com esta equacdo e a solu¢do numérica com a aproximacdo S,, sendo
que o valor de T;/,. € mostrado na TABELA 6.17 com 10 algarismos significativos, uma
guantidade compativel com a estimativa do erro, como sera visto a seguir (ABNT, 1997).

Os resultados numéricos apresentados nesta secdo sdo obtidos considerando uma
tolerancia tol = 1 x 1073%, o que requer 388 iteracOes para a convergéncia da solucdo
considerando os valores de k e g, informados. Ressalta-se que o nimero de iteracdes depende
destes parametros. Por exemplo: considerando espalhamento puro, mesmas t; e tol, a
simulacdo requer apenas 183 iteragbes. Ja a simulacdo do problema equivalente sem

espalhamento e com k = 1,3 m™1 requer 484 iteragdes.

TABELA 6.17 — SOLUCAO ANALITICA DA TEMPERATURA EM L/2 PARA O PROBLEMA 7

Variavel )]

Ty 2 [K] 8,537382426E+02

Fonte: O Autor (2020)
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FIGURA 6.37 — PERFIL DE TEMPERATURAS ANALITICA E NUMERICA DO PROBLEMA 7
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Fonte: O Autor (2020)

O gréfico de cima na FIGURA 6.38 apresenta 0s erros e sua estimativa em funcéo do
tamanho do elemento de volume, enquanto o de baixo mostra as respectivas ordens efetiva e
aparente, ambas obtidas com o esquema Degrau. Ja a FIGURA 6.39 apresenta resultados
similares para 0 esquema Diamante.

A primeira observacao importante a fazer € que os erros ndo sdo reduzidos abaixo da
ordem 107% a medida que o refinamento da malha e as extrapolagGes progridem, portanto
apenas 0s erros nas malhas mais grossas sdo compativeis com as respectivas estimativas do
erro. Ha dois motivos para isso ocorrer: a) a solucdo analitica, Eg. (2.58), € aproximada; b) a
temperatura numérica, calculada com a Eqg. (5.35), depende do calculo da radiacdo incidente,
gue por sua vez é obtida com a quadratura numérica Sy, neste caso N = 4, logo ha uma parcela

de erro devida a discretizagdo angular.
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FIGURA 6.38 — ERROS, ESTIMATIVA DO ERRO, ORDENS EFETIVA E APARENTE PARAT,, Ey =1
NO PROBLEMA 7
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Fonte: O Autor (2020)
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FIGURA 6.39 - ERROS, ESTIMATIVA DO ERRO, ORDENS EFETIVA E APARENTE PARA T, ,, COM
y = 1/2 NO PROBLEMA 7
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Fonte: O Autor (2020)

Por conta desta limitacdo de acuracia sao escolhidos para serem tabelados os resultados
obtidos na quinta malha (g = 9) sem extrapolacdo (m = 0). As estimativas de erro relativas
as solugcdes numéricas escolhidas aparecem destacadas na FIGURA 6.38 e FIGURA 6.39. As
solucBes numéricas estdo escritas na TABELA 6.18 juntamente com as respectivas estimativas

de erro obtidas com o GClI, apresentadas com dois algarismos significativos.
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TABELA 6.18 - RESULTADOS NUMERICOS DO PROBLEMA 7 PARA T.,EM g=9,m=0

y=1 y=1/2

P[] Ugcr () ¢[K] Uger(9)

8,5373816E + 02 1,0E — 04 8,5373816E + 02 1,1E — 04

Fonte: O autor (2020)

A segunda observacdo sobre as duas figuras supracitadas é que enquanto os resultados
do esquema Diamante apresentam ordens verdadeiras esperadas p, = 2,4,6, ..., 0 esquema
Degrau apresentou ordens aparentes p, = 2,3, (?), ..., 0U Seja, a ordem assintotica observada é
2 e ndo 1. Adicionalmente se observa que as ordens mais elevadas ndo sdo claramente
identificadas, dando a impressdo que MER ndo consegue ser efetiva além da segunda
extrapolacéo (as ordens superiores parecem tender a um a partir de h ~ 1073 m).

Embora ndo apresentados aqui, os graficos das demais variaveis programadas na versao
2.1 do “DOM_1D” (as mesmas do problema da Secéo 6.2.1, listadas na TABELA 6.7) néo
apresentam essas anomalias, exceto pela radiagdo incidente no centro do dominio G,
justamente a variavel usada no problema desta secdo para atualizar o campo de temperaturas
através da Eq. (5.35).

A estimativa de erro e as ordens aparentes de G, em fungdo do tamanho do elemento
de volume para os esquemas Degrau e Diamante sdao mostrados na FIGURA 6.40 e FIGURA
6.41, respectivamente. Diferentemente de T} ,, os resultados para G, ,, apresentam as ordens
verdadeiras esperadas considerando a deducdo do Capitulo 4 apenas quando o esquema Degrau
é empregado, enquanto cada uma das ordens verdadeiras do esquema Diamante degeneram uma
unidade, ou seja, as ordens verdadeiras encontradas sdo p, = 1,3,5, ... a0 invésde py = 2,4,6, ...
como se pode ver na FIGURA 6.41.

Este comportamento inesperado da radiacdo incidente ndo pode ser explicado com a
teoria desenvolvida no Capitulo 4. Pelo menos ndo até onde o estudo se aprofundou. Uma
hipdtese que pode explicar esse comportamento imprevisto é que a temperatura de equilibrio
radiativo apresenta um perfil parabdlico, caso em que ocorre erro de truncamento durante a
integracdo do termo fonte pelo DOM. Entretanto, na Se¢éo 6.2.2 onde este efeito foi investigado
e ocorreu degeneracdo de ordem, as ordens verdadeiras observadas para y = 1/2 foram p, =

1,2,3, ..., U seja, degeneram-se a ordem assintética e também o intervalo entre as ordens.



FIGURA 6.40 — ESTIMATIVA DO ERRO E ORDENS APARENTES PARA G,,, COMy = 1 NO

PROBLEMA 7
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Fonte: O Autor (2020)
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Por fim, vale apontar que para m > 2 e h < 1072 as ordens verdadeiras assumem

inclinacéo de ordem 2 antes de atingir o erro de arredondamento, uma constatacéo facilmente

perceptivel na FIGURA 6.41.
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FIGURA 6.41 — ESTIMATIVA DO ERRO E ORDENS APARENTES PARA G, ,, COMy = 1/2 NO
PROBLEMA 7
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Fonte: O Autor (2020)

6.2.5 RESUMO DE RESULTADOS DOS PROBLEMAS EM MEIOS PARTICIPANTES

Os quatro problemas da Se¢do 6.2 mostraram que as estimativas de erro calculadas com
0 GCI e o estimador de Richardson estdo de acordo com o0s respectivos erros para todas as

variaveis com solucéo analitica conhecida. Desta forma, recomenda-se que estes estimadores
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sejam empregados na verificacdo de solu¢des numéricas nesta importante classe de problemas.
Entretanto, algumas varidveis mostraram, em especial a radiacdo incidente no centro do
dominio G, /,, que as ordens esperadas ficam alteradas para alguns problemas. Por isso, estes
resultados sdo mostrados na TABELA 6.19 a fim de resumir para o leitor o comportamento das

ordens verdadeiras em cada problema.

TABELA 6.19 - RESUMO DAS ORDENS DAS VARIAVEIS NOS 4 PROBLEMAS DE MEIOS
PARTICIPANTES ESTUDADOS

Tipo de problema y=1 y=1/2 Excecdes
T=Ck+#0,0,=0" 1,2,3,.. 2,4,6, ... -
T=f(x2)’K * OIUS = 0 1;2;3; 2:4;6; GL/learay= 1/21pV = 1!213!
T=Co,#0ex+0"
i 1,2,3,.. 2,4,6, ... -
até espalhamento puro
T, paray =1,p, =2,3,7, ...
Equilibrio Radiativo 1,2,3,.. 2,4,6, ... L2 v

Gpyzoparay =1/2,py = 1,3,5, ...

L C significa constante diferente de zero.
Fonte: O Autor (2020)
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7 CONCLUSAO

Do ponto de vista matematico, esta tese trata basicamente da solucdo de equacdes
integrais de Fredholm (meios ndo participantes) e da Equacdo da Transferéncia Radiativa
(RTE), que é uma equacdo integro-diferencial em seu caso mais geral. Portanto as conclusoes
sobre cada classe de problema séo apresentadas em secGes separadas.

7.1 CONCLUSOES ACERCA DA SOLUCAO DAS EQUACOES INTEGRAIS E
SISTEMAS DE EQUACOES INTEGRAIS

A solucdo numeérica das equac0es integrais estudadas nesta tese foi feita substituindo o
termo integral por uma regra de integracdo numérica. Foram estudadas a Regra do Trapézio e
a Regra 1/3 de Simpson. Esta abordagem relativamente simples produz sistemas lineares de
equacdes algébricas cuja matriz de coeficientes é cheia.

Embora pareca que esta estratégia gera dificuldades em termos de memoria e
processamento, o0 uso da técnica de pds processamento denominada Multiplas Extrapolacdes de
Richardson possibilita a obtengéo de solugdes consideravelmente acuradas a partir de solucfes
numeéricas obtidas em malhas relativamente grosseiras. A solucdo numérica seguida da
aplicacdo de MER dispende alguns minutos de tempo de processamento em uma arquitetura
computacional de um computador pessoal (ver especificacao de hardware no inicio do Capitulo
5). Foram usados os estimadores de Richardson e GCI, sendo que ambos se mostraram
adequados para estimar o erro de discretizagdo dentro da regido de convergéncia monoténica.

A equacdo do erro de truncamento da Regra 1/3 de Simpson é desenvolvida e em
seguida comprovada por meio de testes envolvendo a integracdo de polindmios e das funcdes
exponencial e seno.

Tanto a Regra do Trapézio quanto a Regra de Simpson se mostram adequadas a solugéo
das equac0es integrais e sistema de equaces integrais aplicadas nos trés problemas estudados.
Como esperado, a Regra 1/3 de Simpson é de ordem 4 enquanto a Regra do trapézio € de ordem
2. Entretanto, além da ordem assintdtica, esta tese mostra também quais ordens superiores a
assintotica estdo presentes quando as propriedades sdo calculadas com base nos valores que
assumem nos pontos nodais (técnica da expansao em Serie de Taylor) e ndo com base em um
unico valor dentro do intervalo de integracdo cuja posicdo é desconhecida (CHAPRA;
CANALE, 2015, p.618).
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A Regra do Trapézio possui ordens verdadeiras p, = 2,4,6... (ver Eq. (3.3)) e
determinou-se que as ordens verdadeiras da Regra 1/3 de Simpson sdo py = 4, 6, 8, ... (ver Eq.
(3.89)). Desta forma, ao se aplicar MER nos resultados numéricos desta regra o erro numérico
e a sua estimativa também sdo consideravelmente reduzidos mesmo em malhas relativamente
grosseiras.

Dos trés problemas estudados, o uso de MER combinado com as solucgdes obtidas com
a Regra 1/3 de Simpson sé ndo se mostra mais vantajoso que aplicar MER sobre a solucéo
obtida com a Regra do trapézio no problema da determinacdo da temperatura na superficie
lateral interna de um tubo submetido a um fluxo de calor constante em sua area lateral. Os testes
conduzidos mostraram que neste caso a funcdo ndcleo da integral possui derivada descontinua,
entdo ao aplicar MER o erro é reduzido, porém sem aumentar progressivamente a ordem das
extrapolacOes (ver FIGURA 6.8).

Esta constatacdo é importante jA que muitos dos fatores de forma catalogados, por
exemplo em Howell (2019), sdo funcgdes definidas por partes, como o médulo da distancia entre
os elementos de area infinitesimais. Portanto, nestes casos em que se deseja utilizar MER como
forma de reduzir o erro e a estimativa do erro, recomenda-se 0 uso da Regra do Trapézio.

A Regra do Trapézio tem como intervalo de integragdo basico um intervalo discreto
apenas, porém a Regra de Simpson tem dois, ou seja, ela corre 0 dominio de dois em dois
intervalos discretos. Testes com a funcdo nucleo do problema supracitado mostraram que as
derivadas do integrando nem sempre sdo continuas em ambos 0s intervalos discretos da Regra
de Simpson. Ja a regra do Trapézio tem um Unico intervalo discreto, portanto, as derivadas sdo
sempre continuas no intervalo de integracdo basico. Os testes realizados no final da Se¢éo 6.1.2

suportam esta afirmacéo.

7.2 CONCLUSOES ACERCA DA SOLUCAO DA RTE

J& nos problemas de meios participantes sdo analisadas as contribui¢es de duas fontes
de erro de truncamento decorrentes da discretizacdo espacial da RTE: uma devida a integracéo
da intensidade direcional com a Regra do Retangulo e a outra devida a aplicacdo do esquema
de Ponderagdo Varidvel no termo da derivada da intensidade. Esta ultima é escrita em fungéo
do fator de ponderacdo y e mostra concordancia com a literatura: o esquema Degrau possuli
ordem assintética p, = 1 e ordens verdadeiras py = 1, 2, 3, ..., enquanto o esquema Diamante

possui ordem assintética p, = 2 e ordens verdadeiras p, = 2,4,6 ....
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A Regra do Retangulo aplicada a um unico elemento de volume possui ordens efetivas
py = 3,5,7 ..., porém ao ser combinada com o erro de truncamento devido a ponderagédo
variavel formando a equacéo do erro de discretizacdo, resulta que as ordens verdadeiras sdo
py = 1,2,3, ... para o esquema Degrau e py, = 2,4, 6, ... para 0 esquema Diamante.

O erro de discretizacdo se manifesta em dois passos distintos: no primeiro o erro de
discretizacdo aparece quando é calculada a intensidade direcional no centro do elemento de
volume com base na intensidade que nele entrou. Em um segundo passo é feita a extrapolacéo
da intensidade do centro para a face de saida do volume. Esta intensidade que sai sera a
intensidade que entra no volume seguinte, sendo, portanto, uma forma pela qual o erro de
discretizacdo pode se propagar a jusante, seguindo a dire¢do ordenada.

A primeira constatacdo com os testes conduzidos na Secdo 4.4 é que a magnitude do
erro de truncamento combinado (i.e. erro de discretizacdo) € maior no centro do elemento de
volume e, ap0s a extrapolacdo para a face de saida, sua magnitude volta a reduzir, embora ndo
se anule.

A segunda constatacdo é que embora o que foi descrito no paragrafo anterior da a
entender que o erro de discretizagdo aumenta seguindo a direcdo ordenada, na verdade seu valor
parece ser mais dependente do valor das derivadas da intensidade nos pontos onde é calculado,
ou seja, o erro de discretizacdo parece ser uma variavel primordialmente local, embora com os
testes aqui reportados néo é possivel dizer que um dado volume néo sofre influéncia do erro de
discretizacdo da regido a montante.

Por ultimo, faz-se aqui comentarios sobre os quatro problemas analisados na Secéo 6.2
sobre meios participantes. Para todas as variaveis dos problemas analisados que possuem
solucdo analitica foi possivel confirmar que as solugdes analiticas recaem dentro das faixas de
estimativa de erro aplicadas sobre as respectivas solu¢des numeéricas, tanto usando o estimador
de Richardson como o GCI. No caso em que a temperatura do meio é dada como funcéao
quadratica da posicdo a solucdo analitica foi obtida numericamente, fornecendo valor
aproximado, o que limitou, porém néo inviabilizou a confirmacdo das ordens verdadeiras.
Ainda neste problema, a radiagdo incidente no meio do dominio G, ,, apresentou, no caso do
esquema Diamante, degeneracdo das ordens verdadeiras, resultando em p, = 1,2, 3, .... Jano
problema de equilibrio radiativo, embora ambas as variaveis que puderam ser comparadas com
solucbes analiticas: T;,/, e Gy, apresentaram estimativas do erro ligeiramente maiores que o
erro (estimativas confiaveis e acuradas), houve degeneracao nas ordens. No caso da temperatura

no meio do dominio T, resolvida com o esquema Degrau se obteve p, = 2,3,(?), ... € ndo
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pv = 1,2,3,....Jano caso de G, , resolvida com o esquema Diamante se obteve py = 1,3, 5, ...

endopy = 2,4,6, ....

7.3 CONTRIBUICOES

As contribuicOes desta tese para problemas de meios ndo participantes séo:

a)

b)

d)

Deduzida a equacdo do erro de truncamento para a integracdo numeérica utilizando
a Regra 1/3 de Simpson baseada em expansfes em Série de Taylor usando o Método
das Diferencas Finitas (MDF). Com isso demonstrou-se que as ordens verdadeiras
constituem a progressao aritmética py = 4, 6,8, ...;

Resultados da integracéo de polindmios mostraram o0 que se chamou nesta tese de
“ordens fantasmas”, que ocorrem quando sdo usados os valores da ordem aparente
calculados a partir de solugbes numeéricas para se obter solugcdes numéricas
extrapoladas de ordem mais elevada;

Mostrou-se que tanto a Regra do trapézio como a de Simpson apresentam ordens
verdadeiras em acordo com a analise a priori, ou seja, py = 2,4, 6, ... N0 caso da
Regra do Trapézio e py = 4, 6, 8, ... no caso da Regra de Simpson, quando aplicadas
na obtencéo de solugdes acuradas de equacdes integrais e de sistemas de equacdes
integrais de Fredholm do segundo tipo. Uma constatacdo ndo reportada em outros
trabalhos é que no caso em que uma das derivadas do integrando (fator de forma) é
descontinua, a ordem efetiva tende a zero e as ordens aparentes obtidas sdo p; =
2,2,2,...quando a Regra de Simpson € usada. No caso da Regra do Trapézio essa
degeneracdo das ordens aparentes ndo ocorreu. Concluiu-se que pelo fato da Regra
de Simpson ser aplicada de dois em dois intervalos discretos, no caso em que 0
integrando ou uma das suas derivadas é descontinua, a dedu¢do da equacdo do erro
de truncamento apresentada na Sec¢do 3.2 perde a validade. Neste caso recomenda-
se 0 uso da Regra do Trapézio, que efetua a integragdo em cada elemento discreto;
Gerada uma tabela com as fungdes integrais exponenciais E,(x) emque 1 <n < 6

com 15 algarismos significativos e para valores dentro do intervalo 0,0 < x < 10,0.

As contribuicdes desta tese para problemas em meios participantes sao:

a)

Deduzidas equac6es que permitem calcular o erro de discretizacdo que ocorre em

problemas unidimensionais com simetria azimutal utilizando o Método das
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Ordenadas Discretas (DOM) e discretizacdo espacial com o Método dos Volumes
Finitos (MVF). As equac6es foram deduzidas para a intensidade direcional e no caso
de meio absorvedor e emissor (sem espalhamento) e com coeficiente de absorcéo e
temperatura do meio participante constantes. Embora as equacgdes sejam validas para
casos em que as paredes sdo ndo negras, apenas problemas com paredes negras
foram testados;

b) Concluiu-se que usando a discretizacao espacial classica do DOM, que emprega o
processo de marcha no espaco, as fontes de erros de truncamento sdo: a) o erro
devido ao Esquema de Ponderacdo Varidvel; b) o erro devido a integracdo com a
Regra do Retangulo (usando a formulagdo de Volumes Finitos) e; c¢) o que foi
chamado nesta tese de erro de truncamento devido ao processo de marcha, sendo
que este Ultimo aparece como uma combinacdo dos dois primeiros que acaba por
passar para o volume seguinte seguindo a direcao ordenada que esta sendo resolvida;

c) A andlise a priori mostrou que o esquema Degrau apresenta ordens verdadeiras
py =1,2,3,.. e 0 esquema Diamante, ordens verdadeiras p, = 2,4,6, .... Estas
ordens sdo observadas em todas as varidveis analisadas nos experimentos numericos
condizentes com a deducdo das equacdes do erro de discretizacdo, ou seja, aqueles
problemas onde ndo ha espalhamento e a temperatura do meio é constante.

d) Quando aplicadas em problemas com espalhamento e onde 0 meio apresenta perfil
de temperaturas parabolico, a maioria das varidveis analisadas mostrou ordens
efetivas e aparentes condizentes com a deducdo feita a priori. As exce¢des sdo a

radiacdo incidente no centro do dominio G, no problema onde a temperatura tem
perfil parabdlico e a tanto a radiacdo incidente como a temperatura, ambas no centro

do dominio, G, e T/, no caso do problema de equilibrio radiativo.

7.4 SUGESTOES DE TRABALHOS FUTUROS

Como nesta tese é empregado o Método das Diferengas Finitas na solugdo de equacdes
integrais, entdo o numero de nos da malha € sempre igual ao nimero de elementos discretos
mais um. Como poténcias de dois foram usadas para produzir malhas com grau de refinamento
progressivo, entdo apenas malhas com numero de nds impares foram usadas e por isso apenas

a Regra 1/3 de Simpson teve sua equacéo do erro de truncamento deduzida.



218

Em verdade a Regra 3/8 de Simpson foi programa e testada para o caso de malhas
seguindo poténcias de trés, mostrando resultados tdo promissores quanto aqueles obtidos com
aregra de 1/3. Fica como sugestao de trabalho futuro deduzir a equacgéo do erro de truncamento
para a Regra 3/8 de Simpson, usada no caso em que o numero de intervalos do dominio é um
namero par.

Referente aos problemas em meios participantes, a primeira sugestéo € obter equagoes
correspondentes a Eq. (4.18) e Eq. (4.19), porém considerando o erro de truncamento devido a
integracdo do termo fonte na EqQ. (4.5) com a Regra do Retangulo e efetuar testes numéricos,
observando em especial G,/,, pois pode explicar porque suas ordens degradam quando o
esquema Diamante é usado.

Uma vez implementada a sugestdo citada no paragrafo acima, talvez seja possivel
explicar porque tanto G, ,, quanto T;,, sofrem alteragGes de ordens no caso do problema de
equilibrio radiativo.

Também sugere-se deduzir solucBes analiticas para problemas semelhantes aos aqui
reportados, mas que as paredes sejam cinza-difusas, pois permitira avaliar se o termo E,
provoca a “reflexao” do erro de discretizacdo da radiacdo incidente sobre a fronteira como foi
suposto no final da Secéo 4.1.

Por altimo, sugere-se expandir as ideias apresentadas nesta tese para estudar erros de
discretizacdo devido a discretizagdo angular. Neste caso a intensidade direcional pode ser
escrita em Série de Taylor para uma funcdo de duas varidveis independentes, a posicdo no
espaco e a direcdo. Uma vez sendo estudados sistematicamente, é possivel que a analise destes
dois tipos de erros permita analisar melhor problemas em meios participantes em dominios

bidimensionais e suas dificuldades, por exemplo o falso espalhamento.
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APENDICE A - CALCULO DA FUNCAO INTEGRAL EXPONENCIAL COM 32
ALGARISMOS SIGNIFICATIVOS

Para fazer uma analise de erros em multiplas malhas e observar as ordens verdadeiras é
importante que a acuracia da solucdo analitica seja superior a das solugdes numéricas nas
diversas malhas, ou seja, 0 numero de algarismos significativos da solucdo analitica deve ser
maior que o das solugbes numéricas. Do contrario, a analise da ordem efetiva ndo € possivel
porque seu valor tenderd ao zero e ndo a ordem da aproximacdo numeérica correspondente a
aproximagdo numérica.

Nos problemas de radiacdo em meio absorvedor e emissor entre duas placas negras,
planas e paralelas (dominio unidimensional) é necessario calcular uma ou mais funcées
integrais exponenciais, particularmente a primeira, segunda e terceira. Preferencialmente,
devem ser calculadas com mais de 15 significativos ao utiliza-la em programas que fornecem
resultados numéricos com precisdo dupla na anélise de erro de discretizagdo e 32 significativos
para programas onde os resultados sao de precisdo quadrupla. Para suprir a demanda desta tese,
foi escrito em linguagem FORTRAN 95 o programa “Integral Exponencial”, que utiliza todas
as variaveis reais com precisdo quadrupla.

A n-ésima Funcdo Integral Exponencial E, (z) é definida por (ABRAMOWITZ;
STEGUN, 1972, p.228)

oo ,—zt

E,(z) = f dt , n=0,1,2,..; Rz>0), (A1)

1 tn

onde Rz indica a parte real do argumento complexo z, a qual sera representada daqui em diante

por x. Por meio da transformacdo u = % a Eq. (A.1) assume a forma °

1 —

E,(x) = f ,u”‘ze(Tx)d,u , n=0,1,2,..; x> 0), (A.2)

0

recorrente em solucdes analiticas de problemas de radiacdo em meios participantes onde ha

simetria azimutal (problemas unidimensionais).

o Transformacdo apresentada ao autor na disciplina Radiacdo em Meios Semitransparentes, lecionada pelo
professor Luis Mauro Moura no curso de 2018 no Programa de P6s-Graduacdo em Engenharia Mecanica da
Pontificia Universidade Catélica do Parana.
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Para o caso especial x = 0, a funcdo integral exponencial é dada por

E,(0) = n—il (n>1). (A3)

De acordo com Howell, Siegel e Mengii¢ (2011, p.889-891) e Abramowitz e Stegun,
(1972, p.229) a Eq. (A2) pode ser expandida em série

[ee]

(=)"! (=)™
En(x) = m=D! [Y(n) —Inx] — 2, Gn-n+ Dm!” (A.4)
sendo y(n) dado por
—, =
Y(n) = {_y STl nz2 (A5)

Na Eqg. (A.5), y =0,577215664901532860606512090082402 ¢é a constante de
Euler, obtida em Sondow e Zudilin (2006) e aqui representada com 33 algarismos significativos
a fim de ser utilizada para gerar soluc6es suficientemente acuradas para o problema. Também
se nota nesta equacgdo que este procedimento ndo vale para Ey(x), portanto embora a fungéo
E,(x) apareca em alguns problemas de radiacdo térmica, apenas fungdes com n > 1 podem ser
calculadas com o procedimento descrito nesta secao.

Observando a equacdo (A.4), vé-se que em termos praticos é necessario truncar o
somatorio apds um determinado nimero de termos m, de preferéncia suficientemente grande a
ponto de ndo produzir variacao no resultado de E,, considerando um dado nimero de algarismos
significativos.

Nos testes com o programa “Integral Exponencial” se verificou que para o intervalo
0,1 < x < 2,0 sdo necessarios, como regra geral, 65 termos no somatorio da Eq. (A4) a fim de
garantir 32 algarismos significativos nos resultados de todas as fungdes (1 < n < 6), exceto
para E;(2,0) que apresenta 31 significativos. Neste caso, notou-se que aumentar o nimero de
termos ndo melhora significativamente o resultado, de forma que se recomenda o uso de 65
termos mesmo para E, (2,0).

Tambeém se verificou que para argumentos maiores que 2,0, por exemplo x = 10,0, sdo

necessarios 80 termos no somatdrio e mesmo assim apenas 23 algarismos significativos séo
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obtidos. Desta forma, quando o0 meio participante € muito espesso, 0s erros nas funcdes integrais
exponenciais embutidos na solugdo analitica do problema podem afetar sua preciséo, sendo
necessario avalia-la quando da verificacdo do codigo ou da solugdo numeérica ou entéo resolver
um problema similar, porém com espessura éptica menor.

A recomendacdo de usar 65 termos no somatério da Eq. (A.4) ndo é estritamente
necessaria, mas sim uma regra geral pratica. A TABELA A 1 abaixo mostra os resultados de
E; para diversos valores de x e a quantidade aproximada de iteragdes necessarias para obter o
resultado com 32 algarismos significativos.

E vélido reportar aqui que pela primeira vez que se implementou o c6digo
“Integral_Exponencial” a variavel inteira m era declarada como variével inteira de preciséo
dupla (integer*8), porém o niUmero maximo de termos atingidos era m = 66, uma vez que 0S
calculos envolvendo o fatorial de 66 produzia um resultado maior que a capacidade de
armazenamento da variavel declarada para armazenar o resultado intermediario.

Outro problema observado na antiga versdo foi a propagacdo de erros de
arredondamento quando aumentado progressivamente o nimero de termos do somatorio até
atingir m = 65. Em um primeiro momento, ao aumentar o nimero de termos do somatorio na
Eg. (A.4), um ganho progressivo no nimero de algarismos significativos era observado, porém
isso ocorria até certo ponto, a partir do qual a solucdo comecava a reduzir 0 numero de

significativos, chegando mesmo a inviabilizar o resultado.

TABELA A1-RESULTADOS PARA A TERCEIRA INTEGRAL EXPONENCIAL E QUANTIDADE DE
ALGARISMOS SIGNIFICATIVOS OBTIDOS

NUmero aprox. de termos p/
X E; atingir 32 algarismos

significativos®

0,1 4,16291457908278761254316645042356E-01 20
0,2 3,51945312114870605234669654999104E-01 30
0,5 2,21604364275178457369299376162181E-01 30
1,0 1,09691967197760136838581887730061E-01 30
15 5,67394901703542761563278897096221E-02 40
2,0 3,01333797978158931874799229698568E-02 40
2,5 1,62953693766688270466910325077851E-02 50
3,0 8,93064655602272537691094057884078E-03 50

@) Foram testados nimeros de iteracdes de 10 em 10, portanto os valores apresentados s&o

aproximados.
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Este comportamento motivou a programacdo do codigo “Terceira Integral
Exponencial”, equivalente ao “Integral Exponencial” porém escrito na linguagem Maple 17,
cuja mantissa dos numeros reais e inteiros pode ser especificada pelo usuario.

Utilizando 50 algarismos significativos (inclusive para y), as solucbes obtidas para
todos os argumentos da funcéo que foram testados, ndo apresentaram o erro de arredondamento
descrito paragrafos acima. Assim, retornou-se ao programa “Integral Exponencial” ¢ trocou-se
todas as variaveis inteiras de precisdo dupla (integer*8) por varidveis reais de precisdo
quadrupla (real*16). Quando isto foi feito, o erro de arredondamento ndo mais apareceu.

Especula-se se este tipo de limitacdo na obtencdo de solugbes numéricas da funcgédo
integral exponencial (ndo apenas da terceira, mas também das demais) fez com que a tabela D.1
em Kourganoff (1963 apud HOWELL; SIEGEL; MENGUC, 2011, p. 892) fosse limitada a
cinco algarismos significativos. Dado 0 ano da sua publicacdo e da capacidade limitada dos
computadores da época, esta hipotese parece bastante provavel.

A TABELA A2 a seguir apresenta as seis primeiras ordens da funcdo integral
exponencial para alguns valores, sendo que para valores de x = 0 foi feita uma anélise

assintética, ou seja, considerando hn& E,(x), pois em x = 0 o procedimento descrito nesta
xX—

secdo apresenta singularidade. Como ha pouco espaco, a tabela é apresentada em formato
“paisagem” e apenas 15 dos 32 algarismos significativos obtidos sdo apresentados, ou seja,

ainda assim mais acurada que as comumente encontradas na literatura.
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x Ei(x) E,(x) E;(x) E,(x) Es(x) Eq¢(x)
0,000 o} 1,00000000000000E+00  5,00000000000000E-01  3,33333333333333E-01  2,50000000000000E-01  2,00000000000000E-01
0,002 5,63939143396493E+00 9,86723215799403E-01 4,98014276117867E-01  3,32335323371699E-01  2,49334332005147E-01 1,99500666000664E-01
0,004 4,94824125651360E+00 9,76215024317937E-01 4,96051564623359E-01  3,31341261028499E-01  2,48670656074969E-01  1,99002661343938E-01
0,006 4,54477115683906E+00 9,66749337112900E-01 4,94108734015628E-01  3,30351103883280E-01  2,48008964357658E-01  1,98505982053557E-01
0,008 4,25908210080260E+00 9,57959258030639E-01  4,92184120386407E-01  3,29364813957989E-01  2,47349249081349E-01  1,98010624168881E-01
0,010 4,03792957653811E+00 9,49670537983786E-01 4,90276564184665E-01  3,28382356035773E-01  2,46691502547202E-01  1,97516583744739E-01
0,020 3,35470778330970E+00 9,13104517640561E-01 4,80968291476972E-01  3,23526435825738E-01  2,43432036147560E-01  1,95066006516760E-01
0,030 2,95911872402128E+00 8,81671971827869E-01 4,71997687196836E-01  3,18761867644201E-01  2,40220669379795E-01  1,92647782693422E-01
0,040 2,68126368902527E+00 8,53538891591312E-01 4,63323941744335E-01  3,14085493827516E-01  2,37056504849805E-01  1,90261435791666E-01
0,050 2,46789848850997E+00 8,27834500075215E-01 4,54918849748476E-01  3,09494494004430E-01  2,33938674950123E-01  1,87906498150641E-01
0,060 2,29530691814378E+00 8,04046118495621E-01 4,46760883237255E-01  3,04986293530004E-01  2,30866338993112E-01  1,85582510648932E-01
0,070 2,15083818025679E+00 7,81835147287972E-01 4,38832679797895E-01  3,00558510773365E-01  2,27838681037953E-01  1,83289022446658E-01
0,080 2,02694100258574E+00 7,60961066179776E-01 4,31119730546126E-01  2,96208922647648E-01  2,24854908143705E-01  1,81025590747027E-01
0,090 1,91874477003266E+00 7,41244155968288E-01 4,23609605617041E-01  2,91935440255231E-01 2,21914248912064E-01 1,78791780573828E-01
0,100 1,82292395841939E+00 7,22545022194020E-01 4,16291457908278E-01  2,87736090748377E-01  2,19015952240280E-01 1,76587164562386E-01
0,150 1,46446167052027E+00 6,41038725847016E-01  3,82276083774002E-01  2,67788854619652E-01 2,05134912058027E-01  1,65987547923270E-01
0,200 1,22265054418389E+00 5,74200644241203E-01 3,51945312114870E-01  2,49447230218335E-01 1,92210326758578E-01  1,56057737545253E-01
0,250 1,04428263444373E+00 5,17730124460470E-01  3,24684125978143E-01  2,32543250525622E-01 1,80166242609999E-01 1,46751844483780E-01
0,300 9,05676651675846E-01 4,69115225178963E-01 3,00041826564014E-01  2,16935224237504E-01 1,68934413352616E-01  1,38027579335186E-01
0,350 7,94215434620835E-01 4,26712687601420E-01  2,77669324529108E-01  2,02501275377841E-01  1,58453160834117E-01  1,29845896685354E-01
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0,400
0,450
0,500
0,600
0,700
0,800
0,900
1,000
1,100
1,200
1,300
1,400
1,500
1,600
1,700
1,800
1,900
2,000
2,500
3,000
3,500
4,000

7,02380118865662E-01
6,25331316323269E-01
5,59773594776160E-01
4,54379503189402E-01
3,73768843233509E-01
3,10596578545543E-01
2,60183939325999E-01
2,19383934395520E-01
1,85990904536040E-01
1,58408436851462E-01
1,35450957849129E-01
1,16219312571357E-01
1,00019582406632E-01
8,63083336975397E-02
7,46546444012530E-02
6,47131293638688E-02
5,62043781745348E-02
4,89005107080611E-02
2,49149178702697E-02
1,30483810941970E-02
6,97013985754839E-03
3,77935240984890E-03

3,89367998489374E-01
3,56229059276302E-01
3,26643862324553E-01
2,76183934180385E-01
2,34947113527953E-01
2,00851701280787E-01
1,72404114347199E-01
1,48495506775922E-01
1,28281088708435E-01
1,11104087690447E-01
9,64455478301447E-02
8,38899263417054E-02
7,31007865384808E-02
6,38031840785917E-02
5,57706285706044E-02
4,88152553666225E-02
4,27803006910188E-02
3,75342618204904E-02
1,97977039482244E-02
1,06419250852728E-02
5,80189392089912E-03
3,19822924933855E-03

2,57286423319944E-01
2,38662537473718E-01
2,21604364275178E-01
1,91550637792897E-01
1,66061162160921E-01
1,44323801546295E-01
1,25702978414059E-01
1,09691967197760E-01
9,58809430594003E-02
8,39346533418328E-02
7,35762904274122E-02
6,45755335316094E-02
5,67394901703542E-02
4,99057117344543E-02
4,39367277413535E-02
3,87157142808329E-02
3,41430239548496E-02
3,01333797978158E-02
1,62953693766688E-02
8,93064655602272E-03
4,94537734958578E-03
2,76136094568998E-03

1,89135158902553E-01
1,76743336586199E-01
1,65242825858348E-01
1,44627084472762E-01
1,26780830092921E-01
1,11289974293394E-01
9,78123263893150E-02
8,60624913245607E-02
7,58006821109130E-02
6,68242093006675E-02
5,89608718261255E-02
5,20637389991177E-02
4,60069749642994E-02
4,06824597398428E-02
3,59970289641445E-02
3,18702008386957E-02
2,82322912361402E-02
2,50228412136603E-02
1,37821917274089E-02
7,66504289993192E-03
4,29618756625608E-03
2,42339836865808E-03

1,48666495618654E-01
1,39523412539495E-01
1,30977311695864E-01
1,15508846352592E-01
1,01959680681591E-01
9,00742461706264E-02
7,96346414975538E-02
7,04542374617203E-02
6,23725833440187E-02
5,52512901878502E-02
4,89706649150123E-02
4,34269323357104E-02
3,85299244254951E-02
3,42011456027267E-02
3,03721437034222E-02
2,69831316779835E-02
2,39818164684921E-02
2,13224002023230E-02
1,19073798263441E-02
6,69798491701704E-03
3,79018173510554E-03
2,15551135352546E-03

1,22170689557635E-01
1,14968523195800E-01
1,08208400772940E-01
9,59012656564942E-02
8,50427054628591E-02
7,54539134361440E-02
6,69796964785601E-02
5,94850407419443E-02
5,28522484039317E-02
4,69785327373563E-02
4,17739857288993E-02
3,71598517343223E-02
3,30670547020374E-02
2,94349370060585E-02
2,62101759513833E-02
2,33458502402432E-02
2,08006335864999E-02
1,85380965663933E-02
1,04633098116076E-02
5,93862272336256E-03
3,38634946988981E-03
1,93871869492646E-03
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4,500
5,000
5,500
6,000
6,500
7,000
7,500
8,000
8,500
9,000
9,500
10,00

2,07340075471461E-03
1,14829559127532E-03
6,40926049865762E-04
3,60082452162658E-04
2,03429866839398E-04
1,15481731610338E-04
6,58308932670802E-05
3,76656228439249E-05
2,16211210434833E-05
1,24473541780062E-05
7,18477469238483E-06
4,15696892968532E-06

1,77869314202654E-03
9,96469042708838E-04
5,61678164202372E-04
3,18257463690406E-04
1,81145058521484E-04
1,03509844282148E-04
5,93526706447318E-05
3,41376451511126E-05
1,96888401410355E-05
1,13836164846231E-05
6,59647031004470E-06
3,83024046563160E-06

1,55243869956143E-03
8,77800892770638E-04
4,98770767675509E-04
2,84603697261959E-04
1,62998156293962E-04
9,36565277897376E-05
5,39696701561723E-05
3,11807333468054E-05
1,80566139059211E-05
1,04786278625358E-05
6,09268097113795E-06
3,54876255308438E-06

1,37434079673861E-03
7,82980845077425E-04
4,47844072082922E-04
2,57043331031533E-04
1,47983725688938E-04
8,54287570087841E-05
4,94372813255136E-05
2,86722537093561E-05
1,66623836034381E-05
9,70071777461904E-06
5,65712022063000E-06
3,30410141054701E-06

1,23111573822963E-03
7,05760693424585E-04
4,05907260501998E-04
2,34123047619289E-04
1,35386243999868E-04
7,84701666232567E-05
4,55761900516202E-05
2,65211495569156E-05
1,54595270953550E-05
9,02583602877702E-06
5,27729694792887E-06
3,08972891425368E-06

1,11379514324179E-03
6,41828706392508E-04
3,70856301140614E-04
2,14802778190123E-04
1,24685721395685E-04
7,25181598383437E-05
4,22525889521363E-05
2,46586862894373E-05
1,44124777400252E-05
8,43545596553725E-06
4,94350177647525E-06
2,90052812398959E-06

FONTE: O Autor (2020)
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APENDICE B - SOLUCAO ANALITICA DO PROBLEMA DA CAVIDADE
ESFERICA DIVIDIDA EM DUAS CALOTAS E DUAS ZONAS ESFERICAS

Nesta secdo é apresentada a solucdo analitica da Eq. (5.24) do problema da troca de
radiacdo no interior de uma cavidade esférica onde duas superficies tem fluxo de calor
especificado e outras duas apresentam temperatura prescrita. Na Secéo 5.1.3 é apresentado o
modelo matematico, que se resume a Eq. (5.24), reproduzida a seguir como Eqg. (B.1). Como as
variaveis E, e E; aparecem dentro e fora das integrais, entdo elas constituem um sistema de

duas equacdes integrais de Fredholm do segundo tipo.

b4 3
1 (™2 1 (a . 2 —/2
9=7l'/4 ‘9:”/2 (B 1)
3T T b )
1 /a4 _ 1 ("2 _ . (2 - \/E)
E; — = E;sin(0)do — = E,sin(0)d0 = q; + (E; + E,))——=
2 9=T[/2 2 9=7t/4 4

Um procedimento que permite resolver este sistema linear é transforma-lo em uma unica
equacdo integral de Fredholm. Para isso faz-se o uso da funcéo de Heaviside ou fungéo degrau
H (GREENBERG, 2012, p.347)

0, set<a

1, set>a’ (B2)

H(t-a) ={

Com a Eq. (B.2) pode-se combinar E, e E; em uma Unica funcdo E e combinar g, e g5

e em uma Gnica funcéo q

E=EH®—mn/4)+ (E3 —E;)H(6 —m/2) ©3)
—E;H(O@ —3m/4), 0<60 <o, '
q =qH(O —1/4) + (q5 — q2)H(6 — /2) -
—q3H(6 —31/4), 0<6<w. '
Com a Eq. (B.3) e Eq. (B.4) substituidas no sistema de Eq. (B.1) tem-se a Unica equagao

integral



239

1 31‘[/4 . ) (2 )
E—Ef Esin(0)d6 = ¢ + (B, + E,) 2
0=T/,

(B.5)

A Eq. (B.5) édaformay(x) — A fabg(x)h(t)y(t)dt =F(x),onded=1/2,g(x) =1
, h(x) = sin(x) e F(x) é o lado direito da Eq. (B.5). A solugdo da Eqg. (B.5) é apresentada em
Polyanin e Manzhirov (2008, p.357)

y(x) = F(x) + 2kg(x), (B.6)

onde

-1

b -1 p b
k=<1—/1f g(t)h(t)dt> fh(t)F(t)dt, k¢<f g(t)h(t)dt) : (B.7)

O calculo de k resulta em

371'/
k=<1—§) U 4q;H(H—n/éL)siné?dé?
n

311'/
+ J 4(q; — q,)H(6 —m/2)sin6 do

/4

B.8
311/4 ) ( )
—f q;H(0 — 31 /4)sin 6 d6
/4

31r/ 2 2
+L 4(E1+E4)(4—\/_)sin0d0 .
4

Como k resulta nulo para 8 < /4, entdo pode-se escrever e Eq. (B.8) alterando os

limites de integracéo dos termos que contém a funcéo de Heaviside como integrando
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-1 37r/
k= <1_@> U " GLH(O — /4) sin 0 do
2 0

311'/4 ) )
+f (CI3 - CIz)H(Q —m/2)sinf db
0

- (B.9)
— f 4q;H(@ —3m/4)sin6 dé
0
37r/4 _
+ L ) (E; + EQ@sinH d@].
Aplicando a propriedade (GREENBERG, 2012, p.365)
t t
j H(t —a)f(t)dt = H(t — a)j f(7)dr, (B.10)
0 a
na Eq. (B.9) tem-se
_ V2 (a3 +a2) (2- ﬁ)l
k = 2-V2) [ 5 + (E; +E,) 2 : (B.11)

Conferindo a condicdo de existéncia de k na Eq. (B.7) se V€ que esta é satisfeita, portanto

substituindo a Eg. (B.11) na solucdo, Eq. (B.6), resulta em

E6) = q,H(O —1/4) + (q5 — q2)H(6 — /2) — q3H(6 — 31/4)

vz [(q5+q; 2 -2 (8.12)
+ [(% %) | g, 45y 2V
(2 -+2) 2 4
gue combinando os termos assume a forma
E(6) q"2+S, n/4<9<7r/2’ (B.13)
q;+S, m/2<6<3n/4

onde
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S

_(i5+a) V2 (2 —4\/7) [1 N (B.14)

=
+ (E, +E :
As equacdes Eq. (B.13) e Eq. (B.14) representam a solucéo analitica do problema da
Secdo 5.1.3 da tese.
O calculo das temperaturas T, e T € feito a partir deste resultado, usando a definicao

do poder emissivo.
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ANEXO A - ERRO DE TRUNCAMENTO DA REGRA DO TRAPEZIO E SUAS
ORDENS VERDADEIRAS USANDO O METODO DAS DIFERENCAS FINITAS™

Dada uma fungdo F(x) conhecida nos nés da malha 1D uniforme, ela pode ser
aproximada pelo Método das Diferencgas Finitas (MDF) segundo a aproximagdo com um ponto
a montante, UDS (da terminologia em lingua inglesa Upwind Differencing Scheme), conforme
mostrado na FIGURA A 1.

FIGURA A 1 - MALHA 1D UNIFORME DISCRETIZADA COM A APROXIMACAO UDS

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
Y
L

1

|

1
&
L4

v

=

Xi—1  Xj-1/2
| h

<
|-

FONTE: O Autor (2020)

onde F(x) é a funcdo a ser integrada (e.g. fator de forma infinitesimal), continua em x e
infinitamente derivavel. A variavel x; € a posi¢do do né em estudo, x;_; a posi¢do do no a
montante e x;_, /, a posicdo intermediaria, utilizada no desenvolvimento da formula do erro de

truncamento.

O espacamento entre os n6s da malha h é dado por

(A1)

onde L é o comprimento do dominio e N o nimero de elementos discretos da malha sobre o

dominio. Desta forma a posicdo x; de um ponto qualquer j é dada por

10 A dedugéo apresentada nesta secéo foi feita por Carlos Henrique Marchi e apresentada ao autor enquanto cursava
adisciplina Verificacdo e Validagdo em CFD, ofertada no Programa de P6s-Graduagdo em Engenharia Mecéanica
da UFPR.
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x=jh,  j=(01,2..). (A2)

Integral de Um Intervalo:

Em Chapra e Canale (2015, p.608) ¢ apresentada a formula da aproximacéo da integral

feita pela Regra do Trapézio para um par consecutivo de nés, reproduzida pela equacao (A3)

pum_ (1) (A.3a)
[]_1']] 2 ’
cujo erro em relacdo a solucdo analitica é da ordem de
ll
ENum h3 (A.3b)

U-1jl =

onde F#* significa a terceira derivada da fungao F avaliada no ponto x; tal que x;_; < x¢ < x;.
A equacdo (A.3b) fora obtida com polinémio interpolador de Newton-Gregory, portanto

0 que se obtém é a ordem assintotica do erro de discretizagdo. Quando é empregada a expansao

em Série de Taylor a fungdo F¢ ! ndo aparece, mas sim F” 1/2» que € possivel de ser avaliada

numericamente, porém em vez de um Unico termo, a equacao (A.3b) se apresentara na forma
de série. Nesta secdo sera feita a obtencdo da equacdo do erro de discretizacao utilizando a

expanséo em Série de Taylor em torno do ponto medio x;_ ,

'y

F(x) = i—1/2 T F 1/2(x - Xj- 1/2) + (x - xj—1/2)2

iii

* "'6”2 (=) + S ey ) ()

1/2 5 1/2 6
120 (x xj—l/z) + {720 (x xj—1/2) + o

1 exata 1.1 A
O valor exato da integral I[7=%/ ;; no semi-intervalo [xj_l/z,xj] é

Xj
s, = [ Foodx (A5)

Xj-1/2
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que expandida em Série de Taylor assume a forma

xj X
179 2, = f Fi_1/pdx + f Fyp(x = xj_1)2)dx

Xj-1/2 Xj-1/2

.X'j F:’]lil/z 2
+f > (x—xj_l/z) dx

Xj-1/2

il

X .
+f | ]_61/2 (r = %j-12) dx

Xj-1/2

. (A.6)
Y FZi

24

(x — xj_1/2)4dx

Definindo uma varidvel auxiliar z para aplicar como limites de integragdo inferior e

superior tém-se

zZ=X— Xj_1/2 ) (A7)

dz = dx, (A.8)

Zi = Xj_l/z - Xj_1/2 =0 B (Ag)
h

Zf = Xj — xj—1/2 = E . (AlO)

Em forma grafica as variaveis z; e z¢ ficam conforme a FIGURA A 2. Substituindo as

equacdes (A.7-A.10) em cada termo da equacao (A.6) obtém-se

Xj zf h/2 h
f Fj_q2dx = P}‘—l/zf dz = Fi_1522ly “ = Fj_1)2

2 )
Xj-1/2 Zj

(A.11)



FIGURA A 2 - VARIAVEL AUXILIAR z CONSIDERANDO OS NOS Xj_1/2€]

FONTE: O Autor (2020)

zf

5o i iz
f Fiy2(x = Xj1/2)dx = Fj—l/Zf 2dz = Fj_12—

Xj-1/2 Zj

_ Bl (h)z _ Bl B2

2 \2 8

Xj-1/2 2
_ Bl (h)3 _Fip B3

6 \2 48

xj i , Fill 2
f i) (x —xj_1/2) dx = ﬁf z3dz
6 6 ),

Xj-1/2

iii 4 iii
— j—1/2 (E) — j_1/2 h4—
24 \2 384 ’

24 24

Xj-1/2 i

xj FW F%, . (%
f Lk (x — xj—1/2)4dx = ]_1/2f z4dz =
zZ

_Fy (h)s _Fy s

120 \2/ ~ 3840’

xj  FH F& zy
] L (x — Xj—1/2)2dx = 171/2[ z%dz =
z;

2"/2

0

ii 31""/2
Fizip22

2 3
0

iii 1Y
_Eoap2t| 2

6 4

0

51"/

F2y2 2°
24 5

0
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(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)
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h/2

xj FY FY zZf 4 70
=12 5 e — 7172 549, _ J-1/2%
f 120 (¥~ %-172) dx = =g LT 0 6

Xj-1/2

0 (A.16)
_ jv—1/2 (E)6 _ F}‘v—1/2 X
720 \2) " 46080

"2 F}'v—il/z hy’
~ 5040 (E)

xj  pri FY zf FYL . 27
f e (x — xj—1/2)6dx = ]—1/2[ 25dz = L2
zi 0 (A.17)

720 720 720 7

Xj-1/2

vi
_ 712z g
645120

Substituindo as equacdes (A.11-A.17) na equacéo (A.6) tem-se

h F- F* F FY
exata  _ J=1/2 5 , Tj=1/2,3 | Tj-1/2,4 | Tj-1/2 5
W=/ = Fimapa g ¥ g W g o g T 3ga0 "

(A.18)

12 F%
j- 6, Li- 7
h B 4 e
+ 46080 + 645120 +

Fazendo um desenvolvimento similar para avaliar a integral de F(x) no semi-intervalo

[xj_l, xj—l/z]

165 = F(x)dx, (A.19)

que expandida em Série de Taylor assume a forma



247

exata Himrz e L
2112 = Fj_1/2dx + Fio/a(x = Xj-1/2)dx

Xj-1 Xj-1

j-1/2 F”l
/2 2
+f (x xj_l/z) dx
X

j—1
x] 1/2 I_;'I.ll.:l ) 3
+ 2 (x = xj_1/) dx
xj_1
- F”’ (A.20)
j—1/2 1/2 4
+ / (x —xj_1/2) dx
Xj-1
=/ Fj 1/2 5
+f 120 xj—l/Z) dx
Xj-1
Xj— 1/2F 11
/2 6
x] 1
Desta forma as equacdes (A.9) e (A.10) assumem a forma
h
Zi = Xj—1 — Xj-1/2 = K (A.21)
Zf = xj—1/2 - x]'_l/z =0 , (A22)

onde as variaveis z; e z; sdo mostradas na FIGURA A 3 abaixo

FIGURA A 3 — VARIAVEL AUXILIAR z CONSIDERANDO OSNOS j —1ej—1/2

F A
Fj

Fi_1/2

Fios

A J

FONTE: O Autor (2020)



Entdo os termos da integral da equacgdo (A20) ficam

x]-_l/z Zf 0 —h,
f Fj—l/de = Fj—l/Zf dz = Fj—1/22|—h/2 = Fj-1/2 [0 - <7>]

Xj-1 zj

— 1j-1/2 2 )
xj—1/z ; zZf i ZZ 0
1/2(x Xj— 1/2)dx = 1/2] zdz = F}'—1/2?
Xj-1 z; —h/z
:ﬂ 0_<__h)2 :_F'l/zhz
2 2 8

ii

Xj-1/2 Fj i Fi zf Fii 310
f 1/2 (x — xj—1/2)2dx = ]Tuzf z?dz = ]Tm?
Z; —h/2

x]'_l

Sl (]

6 2 48
j-1/2 F, ”1 Fli zf Fii 40
/2 3 1/2 1/2
f (x xj—l/Z) dx = ]Tf z3dz = ]TZ h
Xj—1 z; - /2
_ ji—iil/z 0 (__h)4 _ ]ml/z h4
24 2 384
Xj-1/2 Fl 1 FY zf Fw_ _ ,51°
/2 4 j—1/2 i-1/2
f (x xj_l/Z) dx = 24 f Z4dZ = 7?
Xj-1 Zj —h/2

_ jif1/2 O_(—_h)s F} Tj-1/2 hs
120 2 3840

XJ'—1/2 FU_ FU_ Zf F‘U_ Z6 0
j e (x - xj—1/2)5dx = 1_1/2J 25dy = L2
x 120 120 z; 120 6 _h/z

v 6 v
_ -z _ (—_h) I e VLR
720 2 46080  °
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(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)

(A.27)

(A.28)
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j-1/2 F1 Ly (7 F'Y 077"
j—1/2 _ 6 _J 1/2 6 __J 1/2
f}_l 720 (X~ Xm172) dx =5 f 720 7|
, ‘ 2 (A.29)

Fi—1y2 _ —_h _ 2172
5040 2 645120

As equacoes (A.23-A.29) substituidas na equacdo (A.20) resulta em

h F'i—l 2 F'i—il 2 le 2 F -1/2

Jexata —F, e i YA h? 4+ 2 / n3 — 2 / ht 4 2= / hs
=tj-1/21 = "=1/25 g 48 384 3840
(A.30)

7172 ne + F 2 B _
46080 645120

Integral Exata entre Xj_1 €X;.

Para se obter a integral exata no intervalo [xj_l,xj] € necessario aproximar
numericamente F;_, ,, pois seu valor ndo esta disponivel numericamente. Fazendo x = x;_;

na Série de Taylor, equacao (A.4), tem-se

F- 1/2 Fy FY FY FZi
F,_,=F h h2 — L fEp3 gy I f e TS s
j—1 e +t7g 48 384 3840

o (A.32)
F}'—l/z 6
46080
Com x = x; na equagdo (A.4), tem-se:
F} 1/2 Fli F F2 F1/
F,=F;_ h h2 g3 Lo T s
7= Fz T3 T 384 3840
(A.32)
F*
+ L 1/ h +
46080
Quando somadas, estas equacdes resultam em
FH F& F%
F}' + F}'—l = 2[’}'_1/2 + 2 I 1/2 hZ + 2 I 1/2 h4 + 2 I 1/2 h,6 (A33)

384 46080
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Isolando Fj_;,, obtém-se

F*, F', F"
- _(FE+EL) i e JZpa 7T e (A.34)
j=1/2 = 2 8 384 46080 '

Somando-se as equacoes (A.18) e (A.30) tem-se a integral em todo o intervalo, porém

ainda em funcdo de F;_,

F_ii F F
jexata — g p j-1/2 h3 + = 1/2 hS + = 1/2 h? + ... (A.35)
U-1 = fj-120 75 1920 322560

Substituindo a equacéo (A.34) na equacédo (A.35) tem-se a integral sobre um intervalo

[xj-1, x;] dado pela Regra do Trapézio

jexata _ (F + Fj-1) h— Fila2 w3 — F2 RS — B2 h — ... (A.36)
U-1.] 2 12 480 53760
Erro de Truncamento em Um Intervalo
Definindo o erro por
Efjov) = 152505 — 1521 (A.37)

Substituindo as equagfes (A.3a) e (A.36) na equacdo (A.37) tem-se 0 erro de

truncamento em um intervalo [x;_;, x;]

I_"'ll1 F

Tj-1/2 .3 J 1/2 R 1/2 7 _ A.38
Eri_qq h h h ( )
-1j1 = 12 480 53760

Portanto, as ordens verdadeiras do erro para a integral de um intervalo sdo

py =3,5,7, ... (A.39)
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Integral sobre 0 Dominio Completo.

Segundo Chapra e Canale (2015, p. 609) o valor da integral de alguma variavel (i.e. taxa

de transferéncia de calor de uma superficie) dada pela Regra do Trapézio é

N-1 N
h h
e =2 F0+ZZF]-+FN _52 (A.40)

Algumas variaveis globais de superficies (i.e. taxa de transferéncia de calor sdo obtidas
com o célculo da média de variveis locais como o fluxo de calor por radia¢éo). Para uma malha
uniforme em um dominio unidimensional de tamanho L tem-se que a integral numérica é dada

por

N
h
fpm = gz Fi1+F). (A1)
O valor da integral analitica é dado por
L
[gxata — f F(x)dx. (A.42)
0
O erro de truncamento no dominio é dado por
N
j=1

Substituindo a equacdo (38) na equagéo (43)

N . .
F-”’ F
1/2 j—1/2 I 1/2 7
h h S .
Z ( 480 53760 ) (A44)



252

Como havera um valor para a derivada de segunda ordem Fjiil/z associado a cada no j

no somatorio da equagdo (A.44), entdo pode-se definir um valor médio dessa variavel Fi ao

longo de todo o dominio, definido

Fil =

2|~

N
j=1

onde o subindice j —1/2 em Fii foi retirado para evidenciar ser um valor global. De forma

semelhante os somatorios das demais derivadas na equacao (A.44) séo

N
Tiv 1 iv
j=1
1 N
Fvi = Nz FY (A47)
=1

Substituindo as equacdes (A.45-A.47) na equacdo (A.44) e organizando 0s termos tem-

Se

Fii s ﬁ . Fvi ;
E, =—-——Nh3 - NhS — Nh7 — - |. A.48
L 12 h 480 h 53760 h (A.48)

Evidenciando N e um h de cada termo e tendo em mente que L = Nh, entdo

ﬁ 2 ﬁ 4 ﬁ 6
E, =L|——h%— — — A.49
L 12h 480h 53760h (A.49)

Portanto as ordens verdadeiras para a integragcdo no dominio séo

Py = 2! 4! 6; (A50)
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Comparando com as ordens verdadeiras para a integral em um intervalo, Eq. (A.39), vé-
se que quando a integracdo é realizada sobre todo o dominio, as ordens reduzem-se em uma
unidade. Assim, conclui-se que a Regra do Trapézio produz uma aproximacédo de segunda
ordem, pois no regime assintotico, seu termo mais significativo € o primeiro termo a direita da
Eqg. (A.49), ou seja, a ordem assintdtica é p, = 2. As ordens subsequentes formam uma

progressao aritmética de razdo 2.
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ANEXO B - DEDUCAO DA EQUACAO DO ERRO DE TRUNCAMENTO PARA
A APLICACAO DA REGRA DO RETANGULO USANDO O METODO DOS
VOLUMES FINITOS!!

O objetivo desta se¢éo é encontrar o erro de truncamento Eg, p decorrente da integragéo

numerica usando a Regra do Retangulo
Xe
f Idx = Iph + ERR,P . (B.l)
Xw

Como nas demais deducGes de erros de truncamento do DOM, é interessante que a
expansdo em Série de Taylor esteja escrita em termos do fator de ponderacéo y, portanto usando

a expansdo no entorno do ponto x, tem-se

i

i
I(x) = Ixy + I’ify(x o xy) + %(x o xy)z + %(x - xV)3

; . (B.2)
% s Ix, s Iy, 6
+ﬁ(x —x,) + 0 (x —x,) +m(x—x],) + e,
O valor exato da integral Iﬁ@"‘;ﬁa no intervalo [x,,, x.] €
Xe
rgze = [ Crax (B.3)
Xw
Definindo uma variavel auxiliar z
Z=X—Xy, (B.4)
dz = dx. (B.5)

Os limites inferior z; e superior zg de integragéo séo

11 Deducéo baseada na deducéo da regra convencional, feita por Carlos Henrique Marchi e apresentada ao autor
enquanto cursava a disciplina Verificacdo e Validagdo em CFD, ofertada pelo Programa de Pds-Graduagdo em
Engenharia Mecénica da UFPR.
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Zy = Xy — X, = —Yh, (B.6)
Ze =%, — X, = (1—y)h. (B.7)

Substituindo as Eqg. (B.2), Eq. (B.4) até Eq. (B.7) na Eg. (B.3) e resolvendo tem-se

i i

I
G54 = L h+ =1 = 1)?h? = y?h?] + =L [(1 = 1)°h® + k)

iii v

XY 101 VA R4 — vARAT 1 Y 101 — )\5R5 515 (B.8)
+24[(1 Y)*h Vh]+120[(1 Y)°h> +y>h°]

v

Y 1(1 = )6h® — v6R6] + ...
+720[(1 y)°h® —y®h®] + --- .
Substituindo as Eq. (4.25) até a Eq. (4.31) faz com que L, e as suas derivadas passem

a ser avaliadas em xp, porém mantém os demais termos contendo h ainda dependentes de y.

Em seguida, simplifica-se a equagéo, chegando em
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Igase = ph+ 15 {0 = 1/2) +3 -y -y 212

— 2 —
+I”{(V 1/2) (V 1/2)

5 > [ - ¥)? —v?]

O\Ib—\

[(1—V)3+V]}h
a (v =172 (y —1/2)?
o { L A

(y —1/2)
7%

[(1—-p)*—y?]

1
[(A-py)3+y3]+ 22l - y)* - V4]} h*

iv ()/—1/2)4 (y —1/2)°
+1p { o 5= =7y7] (B.9)
—1/2)? ~1/2
+ 2 a1+ C 2P gy
=5+
120 vy
—1/2)5 (y—1/2)*
s+ o -y -y
(y — 1/2)° r—1/2)° 4
e (A= + 7+ [0 =" —y7]
(r—1/2) 1
50 (=1 + 7]+ 511 - V)6—)/]}h6

O primeiro termo do lado direito constitui a aproximacdo numérica da Regra do

Retangulo

B = Iph (B.10)

enquanto os demais termos do lado direito constituem o erro de truncamento, denominado Egg p

na Secéo 4.1.
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Bt = 1 {0 = 1/2) + 310 -2 = 21}

— 2 —
+I”{(V 1/2) (V 1/2)

5 > [ - ¥)? —v?]

O\Ib—\

[(1-p)3+y3 ]}h

[(1—-p)*—y?]

iii (V—1/2)3 (V—l/z)z
H,,{ TENE

~1/2 1
+¥[(1—V}3+y3]+ﬁ[(1—)/)4—y“]}h4
v ()/—1/2)4 (y —1/2)°
tlp { 24 ==y (B.11)
—1/2)? ~1/2
+ 2 a1+ C 2P gy
PRI
120 Ty
~1/2)5 (v —1/2)*
s+ o -y -y
(v —1/2)° (v —1/2) 4
e (A= + 7+ [0 =" —y7]
~1/2 1
+%[(1—V)5+V]+m[(1 V)6—)/]}h6

E interessante notar que independe do valor de y dentro do intervalo [0,1] os termos de
ordem par resultam nulos, enquanto que os de ordem impar resultam sempre nos mesmos
coeficientes, portanto o erro de truncamento da Regra do Retangulo independe do fator de

ponderacao y, resultando em

Erum _ I_Ii)ih3 + Ili’v hS + I‘gi h7 + .. (B.12)
RRP ™ 94 1920 322.560 '
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ANEXO C - SOLUCAO ANALITICA DO PROBLEMA DA RADIACAO NO
INTERIOR DE UM TUBO DE SECAO TRANSVERSAL CIRCULAR E
COMPRIMENTO FINITO

Obtida em Usiskin e Siegel (1960) usando o método variacional, a solugdo analitica
aproximada do poder emissivo da superficie interna do tubo E, (i.e. area lateral cilindrica) é
dada por:

1) CasoT; > T3, tem-se

M N
+—=X,L — X,2)| + (6T — oTH(D + EX,) + 0T3 ; (C.1a)

E,(X3) = q; PP

2) Caso T; > T, tem-se
.M N 5 . . .
E, (X)) = q, [F +5 (XoL — X, )] + (oT$# — oTH[D + E(L — X,)] + oT{. (C.1b)

As variaveis presentes na Eq. (C.1) e que ndo foram descritas na Secdo 5.1.2 sdo dadas

a seguir

M=§L4+%L2\/L2+1— (L3+%L)ln[L+\/L2+1], (C2)
N =—4[% +3LIn [L +12 + 1] + 12412+ 1, (C.3)

1 7 11 1 1 2
P==L°+—I*——12 (——LS——L3 —LZ)\/LZ 1
6" "12 27" "\7% 27 T3 *

11
+ (—L“‘ FoL2 ZL) In (L +J12+1

2

—<1L3+L) 12+ 1In(L+12 +1)

2

(C.4)

[ (+vET)],
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D = {—4L5 + 513 + 417 + 7L + (4L* — 712 — 417 +1
+3(L-VIF+1)In(L+12+1)}
/{6P3+L——HVE;IT
+(L-vV2+1)m(L+iz+1)]},

(C.5)

[—L3 + 2+ (12 — 2)V1Z + 1]

2
F=3 [LVIZ+1—-In(L+VIZ+1)] (C6)




