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Resumo

Este relatório descreve a modelagem fı́sica, matemática e numérica utilizada na simulação
do escoamento bidimensional turbulento de um gás monoespécie no interior de um motor-
foguete. É dado ênfase à descrição da modelagem numérica do modelo de turbulência em-
pregado (modelo algébrico de Baldwin-Lomax). A sub-rotina implementada para o cálculo da
viscosidade turbulenta foi verificada comparando os seus resultados com os fornecidos pelo
aplicativo desenvolvido por Wilcox(1) para o cálculo do escoamento turbulento através de um
duto circular. A diferença relativa entre os resultados é da ordem de 0,03%. Os resultados
relativos ao escoamento no motor-foguete serão apresentados em outro relatório.



Lista de Sı́mbolos

A+
o Parâmetro do modelo de Baldwin-Lomax [adimensional]

Ccp Parâmetro do modelo de Baldwin-Lomax [adimensional]

c f Coeficiente de fricção [adimensional]

Ckleb Parâmetro do modelo de Baldwin-Lomax [adimensional]

cp Calor especı́fico a pressão constante por unidade de massa [J/kg.K]

cv Calor especı́fico a volume constante por unidade de massa [J/kg.K]

Cφ Variável genérica utilizada para representar 1 ou cp

Cwk Parâmetro do modelo de Baldwin-Lomax [adimensional]

f Parâmetro da geometria do escoamento ( f = 0→ plano, f = 1→ axissimétrico)

Fkleb Função de intermitência de Klebanoff [adimensional]

Fmax Variável do modelo de Baldwin-Lomax [m/s]

Fwake Variável do modelo de Baldwin-Lomax [m2/s]

g Diferença entre a viscosidade turbulenta da camada externa e a da interna [Pa.s]

h Entalpia por unidade de massa [J/kg]

J Jacobiano [m−2]

ṁ Taxa de fluxo de massa [kg/s]

kBL Parâmetro do modelo de Baldwin-Lomax [adimensional]

L Comprimento do motor-foguete [m]

Lc Comprimento da câmara de combustão [m]

Ln Comprimento do bocal [m]

lmix Comprimento caracterı́stico de mistura [m]

M Número de Mach [adimensional]

N Número de pontos na malha para o escoamento no duto

p Pressão [Pa]



Pφ Termo genérico envolvendo a pressão nas equações da massa, momento e energia

Pr Número de Prandtl [adimensional]

Rp
+ Número de Reynolds para o escoamento no duto [adimensional]

R Raio do motor-foguete (função de x) [m]

R Constante do gás [J/kg.K]

Rg Raio da garganta do bocal [m]

Ri Raio da câmara de combustão [m]

Rp Raio do duto [m]

x Vetor posição [m]

xk Vetor posição x em notação tensorial [m]

Sφ Termo dissipativo genérico das equações da massa, momento e energia

T Temperatura [K]

t Tempo [s]

Udif Máxima velocidade (em módulo) do vetor velocidade na camada limite ao longo de

uma linha perpendicular à parede [m/s]

U Componente contravariante da velocidade [m2/s]

uk Vetor velocidade u em notação tensorial [m/s]

Up Média de Reynolds da componente axial da velocidade através do duto [m/s]

U p Velocidade axial média numa seção reta do duto [m/s]

ut Componente do vetor velocidade tangencial à parede [m/s]

uτ Velocidade de fricção [m/s]

u Vetor velocidade [m/s]

u Componente da velocidade na direção de x [m/s]

v Componente da velocidade na direção de y [m/s]

V Componente contravariante da velocidade [m2/s]

x Coordenada cartesiana ( f = 0) ou axial ( f = 1) [m]

y Coordenada cartesiana ( f = 0) ou radial ( f = 1) [m]

Letras Gregas

α Componente do tensor métrico [m2]



αBL Parâmetro do modelo de Baldwin-Lomax [adimensional]

β Componente do tensor métrico [m2]

γ Componente do tensor métrico [m2]

Γφ Variável genérica usada para representar µ ou κ

ε Energia interna por unidade de massa [J/kg]

γg Razão entre cp e cv [adimensional]

ζ Distância ao longo de uma reta normal à parede [m]

ζm Solução da eq. (24) [m]

ζmax Solução da eq. (32) [m]

η Coordenada generalizada [adimensional]

κ Coeficiente de condutividade térmica [W/m.K]

µ Coeficiente de viscosidade [Pa.s]

ν Segundo coeficiente de viscosidade [Pa.s]

ξ Coordenada generalizada [adimensional]

ρ Massa especı́fica [kg/m3]

τwall Tensão de cisalhamento [Pa]

φ Variável genérica usada para representar outras variáveis

ω Vorticidade [s−1]

Subscritos

wall Parede

in Entrada

sw Canto a sudoeste do volume P

se Canto a sudeste do volume P

nw Canto a noroeste do volume P

ne Canto a nordeste do volume P

S Volume ao sul do volume P

N Volume ao norte do volume P

W Volume a oeste do volume P

E Volume a leste do volume P



n Face norte do volume P ou normal à uma superfı́cie

Sobrescritos

+ Indica variável adimensional

n Indicador do nı́vel iterativo
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Introdução

Este relatório descreve os modelos fı́sico, matemático e numérico utilizados na simulação

do escoamento bidimensional turbulento de um gás através de um motor-foguete. A turbulência

é aproximada pelo modelo de Baldwin-Lomax(1, 2).

Ao se aplicar o modelo de turbulência é necessário considerar uma média temporal das

grandezas fı́sicas. Neste caso, é apropriado aplicar a média de Favre(1) devido à compressibili-

dade do fluido. Com o promediamento, surgem nas equações de transporte termos de correlação

dos desvios das propriedades médias. Esses termos devem ser aproximados para que o con-

junto de equações tenha solução. Como o modelo de turbulência é algébrico, as aproximações

empregadas(1) fazem com que as equações promediadas sejam idênticas às originais, exceto

pelo fato de que aos coeficientes de transporte (viscosidade e condutividade térmica) devem ser

adicionados os respectivos coeficientes de transporte turbulentos (viscosidade e condutividade

térmica turbulentos).

No modelo de Baldwin-Lomax, a viscosidade turbulenta é obtida ao longo de uma linha

perpendicular à superfı́cie da parede e separada em duas camadas. A camada mais próxima à

parede é chamada de interna, e a outra, por conseguinte, de externa. Tipicamente, a viscosidade

turbulenta é nula sobre a parede, cresce na camada interna e decresce na camada externa.

Nas equações de transporte discretizadas é necessário conhecer a viscosidade turbulenta so-

bre os centroides dos volumes de controle, que não estão, necessariamente, alinhados sobre uma

linha perpendicular à parede. Isto gera um incompatibilidade entre os locais onde a viscosidade

turbulenta é calculada e onde ela é utilizada. No modelo numérico utilizado neste relatório,

assume-se que a viscosidade turbulenta é apreciável apenas na camada limite, uma vez que o

escoamento pelo motor-foguete é de alta velocidade. Neste caso, a viscosidade turbulenta é

calculada sobre os centroides dos volumes de controle, que são alinhados transversalmente ao

eixo do motor-foguete (veja a Fig. 2). Naturalmente se comete um erro com esta aproximação,

mas espera-se que este erro seja pequeno caso a camada limite também seja.

Para verificar a correta implementação do modelo de turbulência, os resultados fornecidos

pela sub-rotina que calcula a viscosidade turbulenta foram comparados com os fornecidos por

um aplicativo desenvolvido por Wilcox(1), donde se verificou uma discrepância da ordem de



9

0,03%. Os resultados do escoamento turbulento no motor-foguete serão apresentados em outro

relatório.
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Modelagem

Modelo fı́sico

Neste relatório será considerado um fluido compressı́vel, contı́nuo, não-reativo, viscoso ou

não viscoso e termicamente perfeito, isto é, a entalpia h e a energia interna ε por unidade de

massa são funções apenas da temperatura. As propriedades termodinâmicas deste fluido, isto

é, os calores especı́fico a pressão e a volume constante, cp e cv, respectivamente, a razão γg

entre cp e cv, o coeficiente de viscosidade µ e o coeficiente de condutividade térmica κ serão

considerados variáveis. A pressão p, a massa especı́fica ρ e a temperatura T serão relacionadas

através da equação de estado para gases perfeitos. Serão desconsideradas forças externas, como

a força gravitacional. O fluxo difusivo de calor será descrito através da lei de Fourier. O

escoamento através de uma tubeira de seção reta circular de raio variável será considerado

axissimétrico, estacionário, sem radiação térmica. No caso de se considerar um fluido viscoso,

o escoamento poderá ser laminar ou turbulento, sendo este baseado no modelo de Baldwin-

Lomax. A parede poderá ter uma temperatura prescrita ou ser considerada adiabática.

Modelo matemático

Sistema coordenado cartesiano

Com base no modelo fı́sico descrito acima, as equações que descrevem a dinâmica do

escoamento(3), escritas em termos das coordenadas cartesianas e utilizando a notação de soma

de Einstein, são dadas por:

Equação de conservação da massa

∂ρ

∂ t
+

∂ (ρuk)

∂xk
= 0; (1)

Equação da conservação da quantidade de movimento linear (componentes x, y, z)

∂ (ρui)

∂ t
+

∂ (ρukui)

∂xk
=− ∂ p

∂xi
+

∂

∂xk

{
µ

[
∂ui

∂xk
+

∂uk

∂xi
+

(
ν

µ
− 2

3

)
δik

∂ul

∂xl

]}
; (2)
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Equação de conservação da energia térmica

cp

[
∂ (ρT )

∂ t
+

∂ (ρukT )
∂xk

]
=

∂ p
∂ t

+ui
∂ p
∂xi

+
∂

∂xi

(
κ

∂T
∂xi

)
+

µ

2

(
∂ui

∂xk
+

∂uk

∂xi

)2

+ µ

(
ν

µ
− 2

3

)(
∂ul

∂xl

)2

. (3)

Nas eqs. (1-3), t é o tempo, ρ é a massa especı́fica, uk é a componente cartesiana do vetor

velocidade u na direção xk, p é a pressão, µ é o coeficiente de viscosidade, ν é o segundo co-

eficiente de viscosidade, que será considerado desprezı́vel1, κ é o coeficiente de condutividade

térmica, cp é o calor especı́fico a pressão constante e T é a temperatura.

Sistema coordenado plano ou axissimétrico

Em escoamentos com simetria plana ou axial as eqs. (1-3) são simplificadas e podem ser

escritas de maneira genérica como

Cφ

[
∂ (ρφ)

∂ t
+

∂ (ρuφ)

∂x
+

1
y f

∂ (ρy f vφ)

∂y

]
=

∂

∂x

(
Γ

φ ∂φ

∂x

)
+

1
y f

∂

∂y

(
y f

Γ
φ ∂φ

∂y

)
+Pφ +Sφ . (4)

Nesta equação, x e y representam as coordenadas cartesianas para escoamentos planos ou as

coordenadas axial e radial, respectivamente, para escoamentos axissimétricos. Fazendo f = 0,

obtém-se a simetria plana e f = 1, a simetria axial. Tomando φ = 1, obtém-se a equação de

conservação da massa, φ = u a equação de conservação da quantidade de movimento linear na

direção x, φ = v a equação de conservação da quantidade de movimento linear na direção y e

φ = T a equação da conservação da energia térmica. A Tab. 1 apresenta os demais sı́mbolos

usados na Eq. (4).

Sistema coordenado curvilı́neo

Para efetuar o cálculo numérico, é conveniente que a Eq. (4) seja escrita em outro sistema

coordenado curvilı́neo ξ η que se adapte aos contornos do domı́nio de cálculo. A transformação(4)

1Embora, neste trabalho, o segundo coeficiente de viscosidade seja considerado desprezı́vel, ele é mantido nas
equações por uma questão de completude.
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Tabela 1: Sı́mbolos empregados na Eq. (4).

φ Cφ Γφ Pφ Sφ

1 1 0 0 0

u 1 µ −∂ p
∂x

1
y f

∂

∂y

(
µy f ∂v

∂x

)
+

∂

∂x

(
µ

∂u
∂x

)
+

∂

∂x

[
µ

(
ν

µ
− 2

3

)(
∂u
∂x

+
1
y f

∂ (y f v)
∂y

)]

v 1 µ −∂ p
∂y

1
y f

∂

∂y

(
µy f ∂v

∂y

)
− 2 f µv

y2 +
∂

∂x

(
µ

∂u
∂y

)
+

∂

∂y

[
µ

(
ν

µ
− 2

3

)(
∂u
∂x

+
1
y f

∂ (y f v)
∂y

)]

T cp κ ∂ p
∂ t

+u
∂ p
∂x

+v
∂ p
∂y

µ

(
ν

µ
− 2

3

)(
∂u
∂x

+
1
y f

∂ (y f v)
∂y

)2

+µ

(
∂u
∂y

+
∂v
∂x

)2

+ 2µ

[(
∂v
∂y

)2

+

(
∂u
∂x

)2

+ f
(

v
y

)2
]

do sistema xy para o ξ η leva às seguintes equações

Cφ

[
1
J

∂ (ρφ)

∂ t
+

1
y f

∂ (ρy fUφ)

∂ξ
+

1
y f

∂ (ρy fV φ)

∂η

]
= Pφ +Sφ

+
1
y f

∂

∂ξ

[
Γ

φ y f J
(

α
∂φ

∂ξ
−β

∂φ

∂η

)]
+

1
y f

∂

∂η

[
Γ

φ y f J
(

γ
∂φ

∂η
−β

∂φ

∂ξ

)]
, (5)

onde J é o jacobiano da transformação

J =
[
xξ yη − xηyξ

]−1
, (6)

U e V são as componentes contravariantes do vetor velocidade

U = uyη − vxη , V = vxξ −uyξ , (7)

e α , β e γ são componentes do tensor métrico

α = x2
η + y2

η , β = xξ xη + yξ yη , γ = x2
ξ
+ y2

ξ
. (8)
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O ı́ndice ξ ou η nas coordenadas x e y indica a derivada parcial. Os termos fontes Sφ são dados

por

S1 = 0; (9)

Su =
∂

∂ξ

[
Jµ

(
ν

µ
+

1
3

)(
y2

η

∂u
∂ξ
− yξ yη

∂u
∂η

)]
+

∂

∂η

[
Jµ

(
ν

µ
+

1
3

)(
y2

ξ

∂u
∂η
− yξ yη

∂u
∂ξ

)]
+

1
y f

∂

∂ξ

[
Jy f

µxη

(
yξ

∂v
∂η
− yη

∂v
∂ξ

)]
+

1
y f

∂

∂η

[
Jy f

µxξ

(
yη

∂v
∂ξ
− yξ

∂v
∂η

)]
+

∂

∂ξ

[
J

µ

y f

(
ν

µ
− 2

3

)
yη

(
xξ

∂ (y f v)
∂η

− xη

∂ (y f v)
∂ξ

)]
+

∂

∂η

[
J

µ

y f

(
ν

µ
− 2

3

)
yξ

(
xη

∂ (y f v)
∂ξ

− xξ

∂ (y f v)
∂η

)]
; (10)

Sv =
1
y f

∂

∂ξ

[
Jµ

(
ν

µ
+

1
3

)
y f
(

x2
η

∂v
∂ξ
− xξ xη

∂v
∂η

)]
+

1
y f

∂

∂η

[
Jµ

(
ν

µ
+

1
3

)
y f
(

x2
ξ

∂v
∂η
− xξ xη

∂v
∂ξ

)]
+

∂

∂ξ

[
Jµyη

(
xξ

∂u
∂η
− xη

∂u
∂ξ

)]
+

∂

∂η

[
Jµyξ

(
xη

∂u
∂ξ
− xξ

∂u
∂η

)]
+

∂

∂ξ

[
Jµ

(
ν

µ
− 2

3

)
xη

(
yξ

∂u
∂η
− yη

∂u
∂ξ

)]
+

∂

∂η

[
Jµ

(
ν

µ
− 2

3

)
xξ

(
yη

∂u
∂ξ
− yξ

∂u
∂η

)]
− f µv

y2J

(
ν

µ
+

4
3

)
+

f v
y

{
∂

∂η

[
xξ µ

(
ν

µ
− 2

3

)]
− ∂

∂ξ

[
xη µ

(
ν

µ
− 2

3

)]}
; (11)

ST = 2µJ
(

∂ (yηu)
∂ξ

−
∂ (yξ u)

∂η

)2

+2µJ
(

∂ (xξ v)
∂η

−
∂ (xηv)

∂ξ

)2

+
2µ f

J

(
v
y

)2

+µJ
(

∂

∂ξ
(vyη −uxη)+

∂

∂η

(
uxξ − vyξ

))2

+ µ

(
ν

µ
− 2

3

)
J
(

∂U
∂ξ

+
∂V
∂η

+
f v
yJ

)2

. (12)

Os demais sı́mbolos são dados na Tab. 2.
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Tabela 2: Sı́mbolos usados na Eq. (5).

φ Cφ Γφ Pφ

1 1 0 0

u 1 µ ∂ (pyξ )

∂η
−

∂ (pyη)

∂ξ
= yξ

∂ p
∂η
−yη

∂ p
∂ξ

v 1 µ ∂ (pxη)

∂ξ
−

∂ (pxξ )

∂η
= xη

∂ p
∂ξ
−xξ

∂ p
∂η

T cp κ
1
J

∂ p
∂ t
−uPu− vPv

Domı́nio e condições de contorno

O perfil do motor-foguete é ilustrado na Fig. 1. Este motor tem comprimento total L e raio

interno máximo Ri. A câmara de combustão tem comprimento Lc e raio fixo Ri. A turbeira tem

comprimento Ln e raio dado pela expressão

R(x) = Rg +
Ri−Rg

2

[
1+ cos

(
2π(x−Lc)

Ln

)]
, Lc ≤ x≤ L. (13)

Figura 1: Esquema ilustrativo do motor-foguete.

As condições de contorno para esta geometria são:

Contorno da parede (norte)

u = 0, v = 0,
∂ p
∂n

= 0,
∂T
∂n

= 0 ou T = T wall, (14)
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onde ∂

∂n representa a derivada normal à superfı́cie e T wall um campo de temperatura prescrito

sobre a parede.

Contorno de simetria (sul)

∂u
∂n

= 0, v = 0,
∂ p
∂n

= 0,
∂T
∂n

= 0. (15)

Contorno de entrada (oeste)

∂ 2u
∂x2 = 0, v = 0, p = pin, T = T in, (16)

onde pin e T in representam a pressão e a temperatura na entrada da câmara, respectivamente.

Tanto a temperatura T in, quanto a pressão pin são obtidas assumindo-se um escoamento isentrópico

até a entrada da câmara:

T in = T 0

[
1−

γg−1
2γgRT 0

(
u2

in + v2
in

)]
, (17)

pin = p0

[
1+

γg−1
2

M2
in

]− γg
γg−1

. (18)

Nas eqs. (17-18), T 0 e p0 são a temperatura e a pressão de estagnação, respectivamente, associ-

adas ao escoamento isentrópico, uin e vin são as componentes do vetor velocidade na entrada da

câmara e Min é o número de Mach na entrada

Min =

√
u2

in + v2
in

γgRT in

. (19)

Contorno de saı́da (leste)

∂ 2u
∂x2 = 0,

∂ 2v
∂x2 = 0,

∂ 2 p
∂x2 = 0,

∂ 2T
∂x2 = 0. (20)

Turbulência

Como já apontado, a turbulência será descrita através do modelo algébrico de Baldwin-

Lomax. Para aplicar este modelo é necessário promediar as equações de Navier-Stokes com

base na média de Favre, uma vez que o escoamento é compressı́vel. Para modelos algébricos,

as equações promediadas são idênticas às equações originais(2), bastando substituir µ e κ por

µ → µ +µT, κ → κ +κT, (21)
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onde µT e κT são, respectivamente, a viscosidade e condutividade térmica turbulentas. Se µT

for conhecida, então

κT =
µTcp

PrT

, (22)

onde PrT é o número de Prandtl turbulento, que para camadas limites varia de 0,89 a 0,90.

De acordo com o modelo de Baldwin-Lomax, a viscosidade turbulenta é dada por

µT(ζ ) =

{
µTi(ζ ), se ζ ≤ ζm,

µTo(ζ ), se ζm < ζ ,
(23)

onde ζ é a distância ao longo de uma linha normal à superfı́cie, µTi é a viscosidade da camada

interna e µTo a viscosidade da camada externa. O ponto ζm onde se faz a distinção entre as

camadas é a menor raiz da equação

µTi(ζm) = µTo(ζm). (24)

A viscosidade na camada interna é dada por

µTi(ζ ) = ρ(ζ ) lmix(ζ )
2

ω(ζ ), (25)

onde

lmix = kBLζ
[
1− exp

(
−ζ

+/A+
o
)]

(26)

e ω é o módulo da vorticidade

ω =

∣∣∣∣∂v
∂x
− ∂u

∂y

∣∣∣∣ . (27)

Na Eq. (26), kBL e A+
o são constantes, cujos valores serão apresentados a seguir, e ζ+ é a distância

adimensional à parede:

ζ
+ =

uτρwall

µwall

ζ . (28)

Na última equação, ρwall e µwall representam a massa especı́fica e viscosidade sobre a parede,

respectivamente, e uτ é a velocidade de fricção, dada por

uτ =

√
τwall

ρwall

, (29)

que depende, por sua vez, da tensão de cisalhamento sobre a parede τwall.

Na camada externa, a viscosidade turbulenta é dada por

µTo = ραBLCcpFwakeFkleb

(
Cklebζ

ζmax

)
, (30)
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onde

Fwake = min
[

ζmaxFmax;
CwkζmaxUdif

2

Fmax

]
, (31)

ζmax é o valor de ζ para o qual

Fmax =
1

kBL

max
ζ

(lmixω), (32)

Fkleb é a função de intermitência de Klebanoff(1)

Fkleb(x) =
1

1+5,5x6 , (33)

e Udif é a maior velocidade na camada turbulenta ao longo de ζ

Udif = max
ζ

(√
[u(ζ )]2 +[v(ζ )]2

)
. (34)

As constantes αBL, Ccp, Ckleb e Cwk, que aparecem nas eqs. (30-31), bem como kBL e A+
o , da

Eq. (26), são

kBL = 0,40, αBL = 0,0168, A+
o = 26, Ccp = 1,6, Ckleb = 0,3, Cwk = 1. (35)

Modelo numérico

Discretização do domı́nio

A discretização do domı́nio é mostrada esquematicamente na Fig. 2. Os volumes de con-

trole são concentrados na borda da parede para aumentar a resolução sobre a camada limite. A

discretização é uniforme na direção axial e varia conforme uma progressão geométrica ao longo

do eixo radial.

Figura 2: Esquema ilustrativo da malha utilizada.
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Discretização das equações de transporte

As equações de transporte (5) são integradas sobre um volume de controle genérico e em

seguida as derivadas são aproximadas por diferenças finitas. Uma descrição detalhada desta

discretização é apresentada no relatório(5).

Cálculo da viscosidade turbulenta

Para calcular a viscosidade turbulenta é necessário conhecer ζ , ρ , u, v e ω ao longo de

uma linha perpendicular à superfı́cie da parede (veja a Fig. 3). Por outro lado, µT deve ser

determinada sobre o centro dos volumes de controle para ser apropriadamente empregada nas

equações de transporte. Ambas as condições são satisfeitas se a malha for projetada para ser

ortogonal à parede da tubeira e se a turbulência estiver restrita à camada limite, que no caso de

escoamentos supersônicos será muito fina comparada com o raio do motor-foguete. Se estas

Figura 3: Esquema da malha ao longo de uma linha localmente perpendicular à parede.

condições forem satisfeitas, a linha perpendicular à parede será uma linha de ξ constante que

passa pelos centroides dos volumes de controle e a distância à parede ζ P a cada centroide P será

dada pela expressão

ζ P =

√
(xwall− xP)

2 +(ywall− yP)
2, (36)

onde (xwall,ywall) são as coordenadas do ponto onde a reta cruza a parede e (xP,yP) são as coor-

denadas do centroide do volume de controle P. No código implementado, entretanto, as linhas

de ξ constante (linhas verticais da Fig. 2) não são localmente perpendiculares à superfı́cie da

parede. Esta aproximação é razoável se a curvatura do motor-foguete for pequena e deve ser

melhorada nos próximos trabalhos.

As grandezas ρP, uP e vP já são conhecidas nos centroides dos volumes de controle, en-

tretanto, a vorticidade deve ser determinada. Devido à mudança das coordenadas cartesianas
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para as curvilı́neas nas equações de transporte, é também conveniente expressar a vorticidade

em termos das coordenadas curvilı́neas. Após algumas manipulações matemáticas é possı́vel

mostrar que a Eq. (27) pode ser reescrita como

ω = J
∣∣∣∣ ∂v
∂ξ

yη −
∂v
∂η

yξ +
∂u
∂ξ

xη −
∂u
∂η

xξ

∣∣∣∣ . (37)

O valor da vorticidade no centro de um volume de controle arbitrário P (veja a Fig. 4) depende

das derivadas de u, v, x e y em relação a ξ e η , que são aproximadas utilizando o esquema de

diferenças finitas centrais:(
∂φ

∂ξ

)
P

=
φ E−φ W

2
, φ = u,v, (38)(

∂φ

∂η

)
P

=
φ N−φ S

2
, φ = u,v, (39)(

∂φ

∂ξ

)
P

=
φ ne +φ se−φ nw−φ sw

2
, φ = x,y, (40)(

∂φ

∂η

)
P

=
φ ne−φ se +φ nw−φ sw

2
, φ = x,y. (41)

Nestas expressões, foi usado ∆ξ = 1 e ∆η = 1, assim como na discretização das equações de

transporte(5).

Combinando as eqs. (37-41), a expressão para a vorticidade no centro do volume P é

ωP =
JP

4
|(vE− vW)(yne− yse + ynw− ysw) − (vN− vS)(yne + yse− ynw− ysw)

+ (uE−uW)(xne− xse + xnw− xsw)− (uN−uS)(xne + xse− xnw− xsw) | . (42)

Além das grandezas ζ , ρ , u, v e ω , também é necessário ao cálculo de µT conhecer µwall, ρwall

e τwall. As grandezas µwall e ρwall já são calculadas nas equações de transporte, pois é necessário

conhecê-las nas faces dos volumes de controle. O esquema numérico para este cálculo já foi

descrito no primeiro relatório(5). Resta determinar τwall.

De modo geral, a intensidade da tensão de cisalhamento sobre a parede é dada por

τwall =

∣∣∣∣µ ∂ut

∂n

∣∣∣∣
wall

, (43)

onde ut é a componente do vetor velocidade na direção tangencial à parede e o ı́ndice wall indica

que a função deve ser calculada sobre a parede. Também é conveniente expressar τwall em termos

das coordenadas curvilı́neas ξ η . Observando que a superfı́cie da tubeira está sobre uma linha

de η constante e que a velocidade do fluido é nula sobre a parede, é possı́vel mostrar que a
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(a) Sistema cartesiano (b) Sistema curvilı́neo

Figura 4: Volume de controle genérico P no sistema coordenado cartesiano 4(a) e no sistema
curvilı́neo 4(b).

expressão (43) pode ser reescrita como

τwall = µwallJwall

∣∣∣∣( ∂u
∂η

xξ +
∂v
∂η

yξ

)∣∣∣∣
wall

. (44)

Note que, se x = ξ e y = η , então a Eq. (44) se reduz à expressão usual para a tensão de

cisalhamento sobre uma placa plana no plano xz com o fluido se deslocando na direção de x.

A expressão discretizada para a Eq. (44) é (Fig. 5)

τwall = µnJn

∣∣∣(uN−uP)
(
xξ

)
n +(vN− vP)

(
yξ

)
n

∣∣∣ , (45)

onde o ı́ndice n indica que a variável é calculada na face norte do volume P. O esquema numérico

para o cálculo das variáveis com estes ı́ndices é descrito no primeiro relatório(5).

Levando-se em consideração que a velocidade deve ser nula sobre a parede, o que conduz

à aproximação
uN +uP

2
= 0,

vN + vP

2
= 0, (46)

a Eq. (45) torna-se

τwall = 2µnJn

∣∣∣uP

(
xξ

)
n + vP

(
yξ

)
n

∣∣∣ . (47)

Com estas informações, o procedimento para o cálculo da viscosidade turbulenta é como

segue.
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Figura 5: Esquema ilustrativo da malha utilizada.

Algoritmo

Varrer cada linha de ξ constante a partir do volume contı́guo à parede até o volume mais

distante e calcular:

1. Camada interna

µwall = µn, (somente para o volume de fronteira) (48)

ρwall = ρn, (somente para o volume de fronteira) (49)

τwall = 2µwallJwall

∣∣∣uP

(
xξ

)
n + vP

(
yξ

)
n

∣∣∣ , (somente para o volume de fronteira)(50)

uτ =

√
τwall

ρwall

, (somente para o volume de fronteira) (51)

ζ P =

√
(xwall− xP)

2 +(ywall− yP)
2 (52)

ζ P
+ =

uτρwall

µwall

ζ P (53)

lmix,P = kBLζ P

[
1− exp

(
−ζ P

+/A+
o
)]

(54)

ωP = conforme a Eq. (42) (55)

µTi,P = ρP lmix
2
,P ωP (56)
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2. Camada externa

Udif = max
ζ

(√
u2

P + v2
P

)
(57)

Fmax =
1

kBL

max
ζ

(lmix,PωP) (58)

Fmax =
1

kBL

lmix(ζmax)ω(ζmax), (encontrar a raiz ζmax) (59)

Fwake = min
[

ζmaxFmax;
CwkζmaxUdif

2

Fmax

]
(60)

µTo,P = ρPαBLCcpFwakeFkleb

(
Cklebζ P

ζmax

)
(61)

3. Separação das camadas

Define-se a função

gP = (µTo−µTi)P (62)

e procura-se o primeiro valor de P ao longo da linha ξ constante para o qual se verifique

a condição

gPgN > 0. (63)

Para todos os pontos entre a parede e o ponto que satisfaz a condição (63), a viscosidade

turbulenta é dada por (camada interna)

(µT)P = (µTi)P. (64)

Para os demais pontos a viscosidade turbulenta é dada por (camada externa)

(µT)P = (µTo)P. (65)

O cálculo de Fmax e ζmax nas eqs. (58-59) é feito através de uma interpolação quadrática.
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Resultados numéricos

Verificação da sub-rotina para o cálculo da viscosidade
turbulenta

A fim de verificar a sub-rotina desenvolvida para o cálculo da viscosidade turbulenta, esta

foi aplicada ao problema do escoamento turbulento através de um duto circular (escoamento de

Poiseuille cilı́ndrico). Os detalhes podem ser encontrados em Wilcox(1). A dinâmica do fluido

é modelada pela equação

(µ +µT)
dUp

dζ
= ρuτ

2
(

1− ζ

Rp

)
, Up(0) = 0, 0≤ ζ ≤ Rp, (1)

onde Up é a componente axial da velocidade promediada e Rp é o raio do duto. As demais gran-

dezas tem o mesmo significado das outras seções. Uma vez conhecido o perfil da velocidade

Up(ζ ), as grandezas de interesse (o fluxo de massa ṁ, a velocidade média U p e o coeficiente de

fricção c f ) são calculados, respectivamente, através das seguintes expressões

ṁ = 2πρ

∫ Rp

0
Up(ζ )(Rp−ζ )dζ , (2)

U p =
ṁ

πρRp2 , (3)

c f =
2τwall

ρwallU p2 . (4)

Na obtenção dos resultados numéricos é conveniente introduzir as seguintes grandezas adimen-

sionais

ζ
+
= ζ

uτρ

µ
, µ

+

T =
µT

µ
, Up

+
=

Up

uτ

, ṁ
+
=

uτρ

µ2 ṁ, U p
+
=

U p

uτ

. (5)

Com base nestas definições, a Eq. (1) torna-se(
1+µ

+

T

) dUp
+

dζ
+ = 1− ζ

+

Rp+
, Up

+
(0) = 0, 0≤ ζ

+
≤ Rp

+, (6)

onde Rp
+ é o número de Reynolds

Rp
+ =

uτρRp

µ
. (7)
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A discretização do domı́nio de cálculo e da Eq. (6) são dados, respectivamente, pelas ex-

pressões

ζ
+

k = Rp
+

(
k−1
N−1

)4

, 1≤ k ≤ N (8)

e(
1+

(µ
+

T )k +(µ
+

T )k−1

2

)(n−1)(
Up

+

k −Up
+

k−1

ζ
+

k −ζ
+

k−1

)(n)

= 1−
ζ

+

k +ζ
+

k−1

2Rp+
, Up

+

1 = 0, 2≤ k ≤ N,

(9)

onde o ı́ndice n indica o nı́vel iterativo e N é um inteiro. É necessário resolver de modo iterativo

porque a viscosidade turbulenta depende do campo de velocidade.

Verificou-se que o esquema iterativo não convergia se no cálculo da viscosidade turbulenta

fosse utilizado apenas o campo de velocidade da última iteração. Porém, ao se tomar a média

do campo de velocidade das duas últimas iterações, a convergência foi obtida. Uma vez obtido

o campo de velocidade convergido, o fluxo de massa Eq. (2) foi calculado utilizando-se a regra

dos trapézios.

Os resultados numéricos para o número Reynolds Rp
+ = 1058 são mostrados na Tab. 1 para

vários valores de N. Em todos os resultados foram utilizadas 1000 iterações. Para este número

de iterações a norma l1 da diferença entre valores de Up
+ entre dois nı́veis iterativos sucessivos

é no máximo da ordem de 10−10. Na última linha da tabela são mostrados os valores obtidos

através do estimador de Richardson(6), de acordo com o qual

φ∞ = φ1 +
φ1−φ2

rp−1
, (10)

onde φ∞ representa o valor extrapolado da grandeza arbitrária φ , φ1 o valor de φ na malha com

N = N1 = 1601 e φ2 o valor de φ obtido na malha com N = N2 = 801, r = (N1− 1)/(N2− 1)

e p = 2 é a ordem do erro de truncamento da Eq. (9). Também é mostrado nesta tabela o

coeficiente de fricção obtido através de um programa disponibilizado por Wilcox em seu livro(1).

A diferença relativa entre os resultados deste trabalho e os de Wilcox, na malha mais fina e

extrapolada, é da ordem de 0,03%.

Tabela 1: Taxa de fluxo de massa, velocidade axial média e coeficiente de fricção para o escoa-
mento turbulento no duto.

N ṁ+ U p
+ c f c f

(1)

201 6,7021×107 19,058 5,5063×10−3 5,500×10−3

401 6,7041×107 19,064 5,5030×10−3

801 6,7046×107 19,066 5,5021×10−3

1601 6,7047×107 19,066 5,5019×10−3

∞ 6,7047×107 19,066 5,5018×10−3
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A Fig. 1 mostra os perfis da viscosidade turbulenta e da velocidade adimensionais em ter-

mos de ζ+. Nesta mesma figura (1(b)) é mostrado o resultado fornecido pelo programa do

Wilcox.
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Figura 1: Perfis da (a) viscosidade turbulenta adimensional µ
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T e (b) da velocidade Up
+ adi-

mensional.
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