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Resumo

Este relatorio descreve a modelagem fisica, matemédtica e numérica utilizada na simulagdo
do escoamento bidimensional turbulento de um gas monoespécie no interior de um motor-
foguete. E dado énfase 2 descricio da modelagem numérica do modelo de turbuléncia em-
pregado (modelo algébrico de Baldwin-Lomax). A sub-rotina implementada para o calculo da
viscosidade turbulenta foi verificada comparando os seus resultados com os fornecidos pelo
aplicativo desenvolvido por Wilcox'” para o cdlculo do escoamento turbulento através de um
duto circular. A diferenca relativa entre os resultados é da ordem de 0,03%. Os resultados
relativos ao escoamento no motor-foguete serdo apresentados em outro relatorio.
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Lista de Simbolos

Parametro do modelo de Baldwin-Lomax [adimensional]
Parametro do modelo de Baldwin-Lomax [adimensional]
Coeficiente de fric¢do [adimensional]

Parametro do modelo de Baldwin-Lomax [adimensional]

Calor especifico a pressao constante por unidade de massa [J/kg.K]
Calor especifico a volume constante por unidade de massa [J/kg.K]
Varidvel genérica utilizada para representar 1 ou ¢,

Parametro do modelo de Baldwin-Lomax [adimensional]
Parametro da geometria do escoamento (f = 0 — plano, f = 1 — axissimétrico)
Funcao de intermiténcia de Klebanoff [adimensional]

Variavel do modelo de Baldwin-Lomax [m/s]

Varidvel do modelo de Baldwin-Lomax [m?/s]

Diferenca entre a viscosidade turbulenta da camada externa e a da interna [Pa.s]
Entalpia por unidade de massa [J/kg]

Jacobiano [m™2]

Taxa de fluxo de massa [kg/s]

Parametro do modelo de Baldwin-Lomax [adimensional]
Comprimento do motor-foguete [m]

Comprimento da cadmara de combustio [m]

Comprimento do bocal [m]

Comprimento caracteristico de mistura [m]

Numero de Mach [adimensional]

Numero de pontos na malha para o escoamento no duto

Pressao [Pa]
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Termo genérico envolvendo a pressao nas equagdes da massa, momento € energia
Numero de Prandtl [adimensional]

Numero de Reynolds para o escoamento no duto [adimensional]

Raio do motor-foguete (fungdo de x) [m]

Constante do gés [J/kg.K]

Raio da garganta do bocal [m]

Raio da cdmara de combustao [m]

Raio do duto [m]

Vetor posi¢do [m]

Vetor posi¢do x em notacao tensorial [m]

Termo dissipativo genérico das equagdes da massa, momento e energia
Temperatura [K]

Tempo [s]

Mixima velocidade (em mdédulo) do vetor velocidade na camada limite ao longo de

uma linha perpendicular a parede [m/s]

Componente contravariante da velocidade [m2/s]

Vetor velocidade # em notagdo tensorial [m/s]

Média de Reynolds da componente axial da velocidade através do duto [m/s]
Velocidade axial média numa se¢do reta do duto [m/s]
Componente do vetor velocidade tangencial a parede [m/s]
Velocidade de fric¢ao [m/s]

Vetor velocidade [m/s]

Componente da velocidade na dire¢ao de x [m/s]
Componente da velocidade na dire¢do de y [m/s]
Componente contravariante da velocidade [m2/s]
Coordenada cartesiana (f = 0) ou axial (f = 1) [m]
Coordenada cartesiana (f = 0) ou radial (f = 1) [m]

Letras Gregas

Componente do tensor métrico [m?]



O, Parametro do modelo de Baldwin-Lomax [adimensional]

B Componente do tensor métrico [m?]

Y Componente do tensor métrico [m?]

¢ Varidvel genérica usada para representar [l ou K

£ Energia interna por unidade de massa [J/kg]

Ye Razao entre ¢, € ¢, [adimensional]

4 Distancia ao longo de uma reta normal a parede [m]

Cm Solucéo da eq. (24) [m]

Cmax Solugdo da eq. (32) [m]

n Coordenada generalizada [adimensional]
K Coeficiente de condutividade térmica [W/m.K]
u Coeficiente de viscosidade [Pa.s]
1% Segundo coeficiente de viscosidade [Pa.s]
g Coordenada generalizada [adimensional]
p Massa especifica [kg/m?]
Toall Tensao de cisalhamento [Pa]
[ Varidvel genérica usada para representar outras varidveis
w Vorticidade [s™!]
Subscritos
wall Parede
in Entrada
swW Canto a sudoeste do volume P
se Canto a sudeste do volume P
nw Canto a noroeste do volume P
ne Canto a nordeste do volume P
s Volume ao sul do volume P
N Volume ao norte do volume P
w Volume a oeste do volume P

E Volume a leste do volume P



Face norte do volume P ou normal a uma superficie

Sobrescritos

Indica variavel adimensional

Indicador do nivel iterativo



Introducdo

Este relatorio descreve os modelos fisico, matemético e numérico utilizados na simulagdo
do escoamento bidimensional turbulento de um gés através de um motor-foguete. A turbuléncia

é aproximada pelo modelo de Baldwin-Lomax""?.

Ao se aplicar o modelo de turbuléncia € necessario considerar uma média temporal das
grandezas fisicas. Neste caso, é apropriado aplicar a média de Favre" devido a compressibili-
dade do fluido. Com o promediamento, surgem nas equagdes de transporte termos de correlagao
dos desvios das propriedades médias. Esses termos devem ser aproximados para que o con-
junto de equagdes tenha solu¢ao. Como o modelo de turbuléncia € algébrico, as aproximacoes
empregadas'” fazem com que as equacdes promediadas sejam idénticas as originais, exceto
pelo fato de que aos coeficientes de transporte (viscosidade e condutividade térmica) devem ser
adicionados os respectivos coeficientes de transporte turbulentos (viscosidade e condutividade

térmica turbulentos).

No modelo de Baldwin-Lomax, a viscosidade turbulenta é obtida ao longo de uma linha
perpendicular a superficie da parede e separada em duas camadas. A camada mais préxima a
parede € chamada de interna, e a outra, por conseguinte, de externa. Tipicamente, a viscosidade

turbulenta é nula sobre a parede, cresce na camada interna e decresce na camada externa.

Nas equagdes de transporte discretizadas € necessario conhecer a viscosidade turbulenta so-
bre os centroides dos volumes de controle, que nao estdo, necessariamente, alinhados sobre uma
linha perpendicular a parede. Isto gera um incompatibilidade entre os locais onde a viscosidade
turbulenta € calculada e onde ela é utilizada. No modelo numérico utilizado neste relatério,
assume-se que a viscosidade turbulenta € aprecidvel apenas na camada limite, uma vez que o
escoamento pelo motor-foguete € de alta velocidade. Neste caso, a viscosidade turbulenta é
calculada sobre os centroides dos volumes de controle, que sdo alinhados transversalmente ao
eixo do motor-foguete (veja a Fig. 2). Naturalmente se comete um erro com esta aproximagao,

mas espera-se que este erro seja pequeno caso a camada limite também seja.

Para verificar a correta implementacdo do modelo de turbuléncia, os resultados fornecidos
pela sub-rotina que calcula a viscosidade turbulenta foram comparados com os fornecidos por

um aplicativo desenvolvido por Wilcox", donde se verificou uma discrepancia da ordem de



0,03%. Os resultados do escoamento turbulento no motor-foguete serdao apresentados em outro

relatorio.
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Modelagem

Modelo fisico

Neste relatério serd considerado um fluido compressivel, continuo, ndo-reativo, viscoso ou
nao viscoso e termicamente perfeito, isto €, a entalpia 4 e a energia interna € por unidade de
massa sao funcdes apenas da temperatura. As propriedades termodindmicas deste fluido, isto
€, os calores especifico a pressdo e a volume constante, c;, € ¢,, respectivamente, a razio Y,
entre ¢, € ¢y, o coeficiente de viscosidade p e o coeficiente de condutividade térmica K serdo
considerados variaveis. A pressdo p, a massa especifica p e a temperatura 7' serdo relacionadas
através da equagdo de estado para gases perfeitos. Serdo desconsideradas forgas externas, como
a forca gravitacional. O fluxo difusivo de calor serd descrito através da lei de Fourier. O
escoamento através de uma tubeira de secdo reta circular de raio varidvel serd considerado
axissimétrico, estaciondrio, sem radiagcdo térmica. No caso de se considerar um fluido viscoso,
o escoamento poderd ser laminar ou turbulento, sendo este baseado no modelo de Baldwin-

Lomax. A parede podera ter uma temperatura prescrita ou ser considerada adiabdtica.

Modelo matematico

Sistema coordenado cartesiano

Com base no modelo fisico descrito acima, as equagdes que descrevem a dinamica do
3 . . - ~
escoamento’ ), escritas em termos das coordenadas cartesianas e utilizando a notacdo de soma
de Einstein, sdo dadas por:

Equacdo de conservagdo da massa

dp |, d(pux)
o "o, M

Equacdo da conservacdo da quantidade de movimento linear (componentes X, y, z)

&(pui)+8(pukui) _ dp 0 {“[(EM duy (Z 2)5 8u1]}

13 ; 2)

o1 oxe ox o Mo Tox T L
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Equacdo de conservagdo da energia térmica

C[21) |, dpun)] _ ap
P ot 8xk

or Yoy

L9 ((ITY B dw\
é?xi é?xi 2 axk 8x,~
\% 2 8ul 2
* “(ﬁ‘3> (a—xl) | ®

Nas egs. (1-3), ¢t € o tempo, p é a massa especifica, u; € a componente cartesiana do vetor

velocidade u na direcdo x, p € a pressao, i € o coeficiente de viscosidade, v € o segundo co-
eficiente de viscosidade, que serd considerado desprezivell, K € o coeficiente de condutividade

térmica, cj, € o calor especifico a pressao constante e 7' € a temperatura.

Sistema coordenado plano ou axissimétrico

Em escoamentos com simetria plana ou axial as eqgs. (1-3) s@o simplificadas e podem ser

escritas de maneira genérica como

(p9)  I(pud) 13(pyv9)| 9 (439 1 [ 400
¢ — — 7 (19ZY iU B o' T 0 {0
o P I T 1_8x<r 3x)+yf8y (yF ay>+P +5%. (4)

Nesta equacdo, x e y representam as coordenadas cartesianas para escoamentos planos ou as
coordenadas axial e radial, respectivamente, para escoamentos axissimétricos. Fazendo f = 0,
obtém-se a simetria plana e f = 1, a simetria axial. Tomando ¢ = 1, obtém-se a equacao de
conservacao da massa, ¢ = u a equagao de conservagao da quantidade de movimento linear na
direcdo x, ¢ = v a equagdo de conservagdo da quantidade de movimento linear na dire¢do y e
¢ =T a equacgdo da conservacao da energia térmica. A Tab. 1 apresenta os demais simbolos

usados na Eq. (4).

Sistema coordenado curvilineo

Para efetuar o calculo numérico, é conveniente que a Eq. (4) seja escrita em outro sistema

coordenado curvilineo En que se adapte aos contornos do dominio de cdlculo. A transformacio™

IEmbora, neste trabalho, o segundo coeficiente de viscosidade seja considerado desprezivel, ele € mantido nas
equagdes por uma questdo de completude.



12

Tabela 1: Simbolos empregados na Eq. (4).

¢ | co| 1| P? 59
1 (1[0 0 0
d 1 d dv d du d v 2\ [du 1d>HV)
u (1 | Hu _9p R (VA DT (P BT P DA I o)
ox >May(“yax>+ax(“ax>+ax{“<u 3>(ax+yf 3y >}
1 0 -Jv 2fuv 0 du
LI, 9 (ot
vl u —%p yf&y(“y 8y> ¥ +9X(u9y>
Y d v 2\ [du 190/
+ w3 =+
dy u 3)\dx y 9y
v _2Y(du, LaGTY L (ou av?
T || x| 92,9 9P Ml 73) oy ay ) T ey Tax
o “ox oy GNZ faNE /N2
+ 20|52 ) +{2) /(=
dy ox y

do sistema xy para o £n leva as seguintes equacdes

o [1269), 1 3o 00) +yifa<p;f1‘7v¢>} pb 1 b
© e ™ (<55 03
Fal s
onde J € o jacobiano da transformagao
J = [xeyn—xnve] ©)
U e V sdo as componentes contravariantes do vetor velocidade
U = uyn —vxy, V =vxg —uye, @)

e o, B e ¥ sdo componentes do tensor métrico

a=xy+yy,  B=xgmtyom,  vY=x+yE ®)
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O indice & ou 1 nas coordenadas x e y indica a derivada parcial. Os termos fontes S? sio dados

por
st = o )
. 0 v 1 , du du
S = x[’“(ﬁi) (ynx‘yéw)}
L (Yl (20
1 0 ¥ v v
T oyrag [ eay T mae
RN P S
Q[ u(v 2 IOv) Gy
rE: ["yf (u_3>y” (’”»‘ T
d [ (v 2 IGv)  I(Gv)
© o [ (3 e (g =% ) "
1 0 v 1 v v
v _ v AT T o B e
> = e {J“(u+3)y (x”% xéxnan)}
+ li J X_|_1 f 2& ﬁ
wom [ \nT3) 7 Man T eae
e 2 [ (20
a&_‘u)’n xéan xnag
N P
an_‘uyé xnaé xéan
R P A T TR
g "M\ 3) oy nae
N A N S
on [ \u3) Unae oy
_ fwv (v AN fvfd v_2\|_9 v_2)\|1.
Vi <u+3>+y{8n {xéu(u 3)} & {X"“(u 3)}} (n
Iyqu)  Avew)\? Ixgv)  (gv)\’
T _ n“* _ _ n
> 2‘”( 2&  an >+2‘”< on ot )
2uf (v\? d J 2
) oG-y
v 2 oU vV fr\?
ca(ia) (Ge o) 1

Os demais simbolos sdo dados na Tab. 2.
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Tabela 2: Simbolos usados na Eq. (5).

o | co| 10| PO
1 [0 |0

—_—

d(pye) d(pyn) ap ap
wo|] | M Wy 28y, 28
an 0 on mog

Dominio e condicoes de contorno

O perfil do motor-foguete € ilustrado na Fig. 1. Este motor tem comprimento total L e raio
interno maximo R;. A camara de combustao tem comprimento L. e raio fixo R;. A turbeira tem

comprimento L, e raio dado pela expressao

R —R 2m(x—L
R(x) =R, + ’2 g[1+cos(%>}, L.<x<L. (13)

Figura 1: Esquema ilustrativo do motor-foguete.

As condi¢Oes de contorno para esta geometria sao:

Contorno da parede (norte)

T
a—p:O, a—:() ou T:Twalh (14)
on

=0 =0
“ » V=D on
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onde % representa a derivada normal a superficie e T, um campo de temperatura prescrito

sobre a parede.

Contorno de simetria (sul)

du dap aT
— =0 =0, —=0, —=0. 15
on_ VTV T on (15
Contorno de entrada (oeste)
2
QZO? V:O, p:pim T:Tim (16)
dx?

onde p, e T, representam a pressdo e a temperatura na entrada da camara, respectivamente.
Tanto a temperatura 7';,, quanto a pressao p;, sdo obtidas assumindo-se um escoamento isentrépico

até a entrada da camara:

Yo—1 5
T. =Ty |1 —————(u-+v 17
" 0 [ 2, ZT (s, v)} ’ {17
1 N ygl
_ Yo—
D = PO {1 + Ygz Miﬂ o (18)

Nas egs. (17-18), Tg e po s@o a temperatura e a pressao de estagnagao, respectivamente, associ-
adas ao escoamento isentropico, u,, € v,, sao as componentes do vetor velocidade na entrada da

camara e M,, € o nimero de Mach na entrada

M, = (19)
Contorno de saida (leste)
3—?;:0, 3—;}:0, (327]2):0, %:0. (20)
Turbuléncia

Como ja apontado, a turbuléncia serd descrita através do modelo algébrico de Baldwin-
Lomax. Para aplicar este modelo é necessario promediar as equagdes de Navier-Stokes com
base na média de Favre, uma vez que o escoamento € compressivel. Para modelos algébricos,

as equacdes promediadas sdo idénticas as equagdes originais®, bastando substituir (t e x por

‘u—>‘u—|—‘uT, K_>K+KT7 (21)
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onde U, e K; sdo0, respectivamente, a viscosidade e condutividade térmica turbulentas. Se U,
for conhecida, entao
_ HxCp

Ky = 22
"= Pr (22)

onde Pr; é o nimero de Prandtl turbulento, que para camadas limites varia de 0,89 a 0,90.

De acordo com o modelo de Baldwin-Lomax, a viscosidade turbulenta é dada por

nuTl'(C)a SC CS Cn%
. = 23
(o) { Uro(8), se Gn<C, @y

onde § é a distancia ao longo de uma linha normal a superficie, t,; é a viscosidade da camada
interna e U, a viscosidade da camada externa. O ponto {, onde se faz a distingdo entre as

camadas € a menor raiz da equagdo

Mri(Gm) = Hro(Gn)- (24)

A viscosidade na camada interna é dada por

1:i(8) = p($) L (£)* 0(£), (25)

onde
Lis =k § [1 —exp (=7 /A]) ] (26)
e @ é o modulo da vorticidade 5 5
% u
— = 27 27
= 15x dy @7)

NaEq. (26), ke A/ s@o constantes, cujos valores serdo apresentados a seguir, € {* é a distancia

adimensional a parede:

(= ”;p i g (28)

Na dltima equacgdo, p,. € U, representam a massa especifica e viscosidade sobre a parede,

respectivamente, e u; € a velocidade de fric¢do, dada por

Twall
Ug =4/ , 29
! p wall ( )

que depende, por sua vez, da tensdo de cisalhamento sobre a parede 7,,.

Na camada externa, a viscosidade turbulenta é dada por

C lel
Uro = paBLCCpqukeEdeb <g—b(:> 5 (30)
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onde )
C U,
Fwake - min Cmameax; m 9 (3 1)
Fmax
. € 0 valor de ¢ para o qual
1
Fmax - 5 mg'x (lmixa))a (32)
F., € a funcdo de intermiténcia de Klebanoff'”
B 1
Edeb(x) = 1~|—5—,5x6’ (33)

e Uy, é a maior velocidade na camada turbulenta ao longo de §

U= max (\(OP + WO, (34)

As constantes O, Ccp, Cye, € Cyy, que aparecem nas eqs. (30-31), bem como kg, e A;“, da
Eq. (26), sao

ks = 0,40, 0, =0,0168, A} =26, C.,=16, Cuw=03, Cu=1 (35

Modelo numérico

Discretizacao do dominio

A discretizacdo do dominio é mostrada esquematicamente na Fig. 2. Os volumes de con-
trole sd@o concentrados na borda da parede para aumentar a resolucio sobre a camada limite. A
discretizagdo € uniforme na dire¢@o axial e varia conforme uma progressao geométrica ao longo

do eixo radial.

Linhas n
Linhas &

Figura 2: Esquema ilustrativo da malha utilizada.
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Discretizacao das equacoes de transporte

As equagdes de transporte (5) sdo integradas sobre um volume de controle genérico e em
seguida as derivadas sdo aproximadas por diferencgas finitas. Uma descri¢do detalhada desta

discretizagdo é apresentada no relatério®.

Calculo da viscosidade turbulenta

Para calcular a viscosidade turbulenta é necessario conhecer {, p, u, v e @ ao longo de
uma linha perpendicular a superficie da parede (veja a Fig. 3). Por outro lado, u, deve ser
determinada sobre o centro dos volumes de controle para ser apropriadamente empregada nas
equacdes de transporte. Ambas as condi¢des sdo satisfeitas se a malha for projetada para ser
ortogonal a parede da tubeira e se a turbuléncia estiver restrita a camada limite, que no caso de

escoamentos supersonicos serd muito fina comparada com o raio do motor-foguete. Se estas

parede 3

-
]

Figura 3: Esquema da malha ao longo de uma linha localmente perpendicular a parede.

condi¢oes forem satisfeitas, a linha perpendicular a parede serd uma linha de & constante que
passa pelos centroides dos volumes de controle e a distincia a parede {, a cada centroide P serd

dada pela expressao

CP = \/(xwall _XP)2 + (ywall _yP)Za (36)

onde (X, Y.a) S80 as coordenadas do ponto onde a reta cruza a parede e (x,y,) sdo as coor-
denadas do centroide do volume de controle P. No cédigo implementado, entretanto, as linhas
de & constante (linhas verticais da Fig. 2) ndo sdo localmente perpendiculares a superficie da
parede. Esta aproximacgao € razodvel se a curvatura do motor-foguete for pequena e deve ser

melhorada nos préximos trabalhos.

As grandezas p,, u, € v, ja sdo conhecidas nos centroides dos volumes de controle, en-

tretanto, a vorticidade deve ser determinada. Devido a mudanga das coordenadas cartesianas
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para as curvilineas nas equagOes de transporte, € também conveniente expressar a vorticidade
em termos das coordenadas curvilineas. Apds algumas manipulacdes matemadticas € possivel

mostrar que a Eq. (27) pode ser reescrita como

v v u u

%yn — %yg -+ %xn — %Xé . (37)

w:J‘

O valor da vorticidade no centro de um volume de controle arbitrario P (veja a Fig. 4) depende
das derivadas de u, v, x e y em relagdo a & e 1, que sdo aproximadas utilizando o esquema de

diferencas finitas centrais:

( ) _ "’%‘pw 0 —uv, (38)
(n) — @ ¢ =u,v, (39)
(£) _ ¢ne+¢se—2¢nw—¢sw7 oty o)
(§—¢) _ ¢ne—¢se+2¢nw—¢sw7 6 =xy. @1

Nestas expressoes, foi usado A = 1 e An = 1, assim como na discretizag¢do das equagdes de

transporte(s)

Combinando as egs. (37-41), a expressdo para a vorticidade no centro do volume P é

@O, = — (VE - Vw) (yne — Yse t Ynw _ysw) - (VN - Vs) (yne + Vse — Ynw _ysw>

+

Ug — uw) (xne — Xse + Xnw _xsw> - (uN - MS) (xne + Xge — Xnw _xsw) | . (42)

Além das grandezas C, p, u, v e ®, também € necessario ao célculo de (i, conhecer W, P
e T,a. As grandezas U, € P, jd sdo calculadas nas equacdes de transporte, pois € necessario
conhecé-las nas faces dos volumes de controle. O esquema numérico para este célculo ja foi

(5)

descrito no primeiro relatério ™. Resta determinar 7,,,.

De modo geral, a intensidade da tensao de cisalhamento sobre a parede é dada por

8ut
wall

= U= o (43)

wall

onde u; é a componente do vetor velocidade na direcdo tangencial a parede e o indice wai indica
que a func¢ao deve ser calculada sobre a parede. Também € conveniente expressar T,,, €m termos
das coordenadas curvilineas 7). Observando que a superficie da tubeira estd sobre uma linha

de n constante e que a velocidade do fluido é nula sobre a parede, € possivel mostrar que a
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(a) Sistema cartesiano (b) Sistema curvilineo

Figura 4: Volume de controle genérico P no sistema coordenado cartesiano 4(a) e no sistema
curvilineo 4(b).

expressao (43) pode ser reescrita como

Twull - “wall‘]wall (44)

o
anxfE any?é

Note que, se x =& e y = 1, entdo a Eq. (44) se reduz a expressdo usual para a tensdo de

wall

cisalhamento sobre uma placa plana no plano xz com o fluido se deslocando na direcao de x.

A expressao discretizada para a Eq. (44) é (Fig. 5)

Toar = UnJn (uN - MP) (Xé)n + (VN - VP) (yé)n ) (45)

onde o indice n indica que a varidvel € calculada na face norte do volume P. O esquema numérico

para o cdlculo das varidveis com estes indices é descrito no primeiro relatério®.

Levando-se em consideracao que a velocidade deve ser nula sobre a parede, o que conduz

a aproximagao

MN up vN VP
— 46
2 0 2 0 (46)
a Eq. (45) torna-se
Toat = 2Undy | Up (xé)n +vp (yé)n . 47

Com estas informacgdes, o procedimento para o cdlculo da viscosidade turbulenta é como

segue.
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U

Figura 5: Esquema ilustrativo da malha utilizada.

Algoritmo

Varrer cada linha de £ constante a partir do volume contiguo a parede até o volume mais

distante e calcular:

1. Camada interna

u wall
p wall

Twall

Uz

Ce
&t
L

(O

Hrip

Wn, (somente para o volume de fronteira) (48)
Pn, (somente para o volume de fronteira) 49)
2 g ar | Up (xé)n +vp (yg)n‘ , (somente para o volume de fronteira)(50)

;Wﬁu , (somente para o volume de fronteira) (1))

wall
\/(xwall - xP)2 + (ywan - yP)Z (52)
quwall CP (53)
.Llwall

ki Gp [1—exp (—Co ' /AS)] (54)
conforme a Eq. (42) (55)

pP lmix%) O‘)P (56)
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2. Camada externa

U, = max u§+v§) (57)
s (v

1
Fmax = T—nax (lmix7P a)P) (58)
kBL
1
Fo = k—lmix(Cmax) ®(Cw), (encontrar araiz §,,,) (59)
C Uy’
Fwake — mln |:Cmameax; @} (60)
Cue
,uTo,P — pPaBLCCpFwakeE(]eb ( szP) (61)
3. Separagdo das camadas
Define-se a funcao
8r = (“To - .uTi)P (62)

e procura-se o primeiro valor de P ao longo da linha  constante para o qual se verifique
a condi¢ao
gv8x > 0. (63)

Para todos os pontos entre a parede e o ponto que satisfaz a condic¢ao (63), a viscosidade

turbulenta é dada por (camada interna)

(,uT)P — (NTi)P- (64)

Para os demais pontos a viscosidade turbulenta € dada por (camada externa)
(;u“T>P = (.u“T())P' (65)

O célculo de F,,, e (., nas eqgs. (58-39) é feito através de uma interpolag¢do quadrdtica.
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Resultados numeéricos

Verificacao da sub-rotina para o calculo da viscosidade
turbulenta

A fim de verificar a sub-rotina desenvolvida para o calculo da viscosidade turbulenta, esta
foi aplicada ao problema do escoamento turbulento através de um duto circular (escoamento de
Poiseuille cilindrico). Os detalhes podem ser encontrados em Wilcox'”. A dinamica do fluido

¢ modelada pela equagao

du, 2< C>
) 2 =put (1— =), Up(0)=0, 0<E <R, (1)
(ot ) g7 = P R, »(0) C<Rp

onde U, € a componente axial da velocidade promediada e R), € o raio do duto. As demais gran-
dezas tem o mesmo significado das outras secdes. Uma vez conhecido o perfil da velocidade

U,({), as grandezas de interesse (o fluxo de massa s, a velocidade média Up e o coeficiente de

fric¢do cy) sdo calculados, respectivamente, através das seguintes expressoes

RP
i=2p [ U0 (R, ~ )L, @)
— m
Up=—5 3
)4 ﬂPsz ’ ( )
2Twall
cp=——. “)
f pwallUp2
Na obteng¢do dos resultados numéricos € conveniente introduzir as seguintes grandezas adimen-
sionais
T U _ U
C+: MTP? ::“_7 UP+:_P7 m+:urfm7 UP+:_p' o)
u H Ug H Ur

Com base nestas defini¢des, a Eq. (1) torna-se

W dU,” - N o
<1+“T>F:1_§’ U, (0)=0, 0<¢ <R, 6)
onde R,* é o nimero de Reynolds
Rt = PR )
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A discretizacdo do dominio de calculo e da Eq. (6) sdo dados, respectivamente, pelas ex-

pressoes

+ 4 k—1 4
Cr =Ry N_1) 1<k<N )

€

. . (n-1) ;v o\ () b, gt
<1+(NT)k+(uT)k—l> (Upli—Ufu) Skt S Uy =0, 2<k<N,
2 Sk = i
©)

onde o indice n indica o nivel iterativo € N € um inteiro. E necessario resolver de modo iterativo

porque a viscosidade turbulenta depende do campo de velocidade.

Verificou-se que o esquema iterativo ndo convergia se no célculo da viscosidade turbulenta
fosse utilizado apenas o campo de velocidade da ultima iteragdo. Porém, ao se tomar a média
do campo de velocidade das duas dltimas iteracdes, a convergéncia foi obtida. Uma vez obtido
o campo de velocidade convergido, o fluxo de massa Eq. (2) foi calculado utilizando-se a regra

dos trapézios.

Os resultados numéricos para o nimero Reynolds R," = 1058 sdo mostrados na Tab. 1 para
varios valores de N. Em todos os resultados foram utilizadas 1000 iteragdes. Para este niimero
de iteragdes a norma /; da diferenca entre valores de U, " entre dois niveis iterativos sucessivos
é no maximo da ordem de 10~!°. Na tltima linha da tabela sdo mostrados os valores obtidos
através do estimador de Richardson®, de acordo com o qual

01— ¢

1
rP—1" (10)

0 = ¢1 +

onde ¢.. representa o valor extrapolado da grandeza arbitraria ¢, ¢; o valor de ¢ na malha com
N = N; = 1601 e ¢, o valor de ¢ obtido na malha com N =N, =801, r = (N; —1)/(N, — 1)

e p =2 ¢ a ordem do erro de truncamento da Eq. (9). Também € mostrado nesta tabela o

coeficiente de fricgdio obtido através de um programa disponibilizado por Wilcox em seu livro".

A diferenca relativa entre os resultados deste trabalho e os de Wilcox, na malha mais fina e

extrapolada, € da ordem de 0,03%.

Tabela 1: Taxa de fluxo de massa, velocidade axial média e coeficiente de fric¢do para o escoa-
mento turbulento no_duto.
N " Up+ cf Cf(l)
201 | 6,7021x100 19,058 5,5063x103  5,500x10-
401 | 6,70410 19,064 5,5030x10-
801 | 6,7046.10 19,066 5,5021x10-
1601 | 6,7047«7 19,066 5,5019x103
oo | 6,7047«0 19,066 5,5018x10
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A Fig. 1 mostra os perfis da viscosidade turbulenta e da velocidade adimensionais em ter-
mos de . Nesta mesma figura (1(b)) é mostrado o resultado fornecido pelo programa do
Wilcox.

70 T T T T T

+u
3 i
0 200 400 600 800 1000
¢t
(a) Viscosidade turbulenta adimensional
25 T T T T
Presente
Wilcox +
20 b
15 B
E&
10 b
5 - .
0 1 1 1 1
0,1 1 10 100 1000

C+

(b) Velocidade adimensional

Figura 1: Perfis da (a) viscosidade turbulenta adimensional /,LT+ e (b) da velocidade Up+ adi-
mensional.
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