Documentacao do cédigo Mach-2D.

Escoamento bidimensional externo sobre a parte frontal de um

corpo de simetria plana ou axial.
Euler
Versao: 5.8.2.1
(Revisao - 003; Branch: E-Factor)

Eduardo Germer
Guilherme Bertoldo
Jonas Joacir Radtke

Setembro de 2012

Conteudo
1 Descrigao conceitual 2
1.1 Caracteristicas do fluido e do escoamento . . . . . . . . ... L 2
1.2 Condigoes iniciais e de contorno . . . . . . . . ..o 3
2 Modelagem matematica 3
2.1 Equacoes de conservagao para simetria plana ou axial . . . . . . . ... ..o, 3
2.2 Equagoes de conservagao para coordenadas curvilineas £ . . . . . ... oo 4
2.3 Condigdo inicial . . . . . . L e e 4
2.4 Codigoes de contorno . . . . . . . . oL e e e e e e e 5
2.4.1 Contorno NOTte . . . . . v v vt e e e e e e e e 5
242 Contorno sul . . . . .. 5
243 Contorno leste . . . . . . L L 5
244 Contorno 0este . . . . . . . ... 5
2.5 Grandezas de INLEreSSE . . . . . . . o i L e e e e e e e 5
2.6 Propriedades geométricas no sistema £n . . . ... L. oL Lo Lo 6
3 Modelagem numérica 7
3.1 Integracao das equagoes de transporte em um volume elementar . . . . . . . . . ... .. .. ... 7
3.2 Geragdo damalha . . .. .. L e 8
3.2.1 Geracao dos nés do contorno norte . . . ... ...l L 8
3.2.2 Geragao dos nés do contornosul . . . . ..o 8
3.2.3 Geragao dos nos intermedidrios . . . . . .. ..o 8
3.3 Aproximagdes para os termos geomeétricos . . . ... ... oL oo e 9
3.3.1 Calculode z e y nos centroides . . . . . . . ..o Lo 9
3.3.2 Calculo de r = y nas faces e centroides . . . . . . . . . ... .. oL 10
3.3.3 Calculo das derivadas de x eyemrelagdoa & . . . . . . . . . ... 10
3.3.4 Calculo das derivadas de x e yemrelagdoan . . . . . . . . . ... 11
3.3.5 Calculo do jacobiano . . . . . . . ..o e e e 11
3.3.6 Calculo das componentes do tensor métrico . . . . . . .. ..o 11
3.4 Aproximagoes para as variaveis nas faces dos volumes reais . . . . .. ... 12
3.5 Acoplamentos pressao-velocidade (SIMPLEC) e pressdo-densidade . . . . . . .. .. ... .... 13
3.6 Equacao para a correcdo da pressao . . . . . . ... i i e e 16
3.7 Calculo do incremento de tempo Aty (Fator-E) . . . . ... ..o o o 17
3.8 Aproximagdes para as codigdes de contorno . . ... ..o Lo oo 17
3.8.1 Contorno norte . . . . . ... e e e e e e 17
3.8.2 Contornosul . . . . . . . L 18



3.8.3 Contorno leste . . . . . . .. e e e 19

3.8.4 Contorno 0eSte . . . . . . i e e e e e e e e e e e e e e e 19
3.8.5 Cantosudoeste . . . . . . . .. e e e e e e e e 20
3.8.6 Cantosudeste . . . . . . . . . . e e e e e 20
3.8.7 Canto noroeste . . . . . ..o e e e e e e e e 20
3.8.8 Cantonordeste . . . . . . . . . e e e e e e e 21

3.9 Extrapolagoes das velocidades nodais para os volumes ficticios. . . . . . . .. ... ... ... .. 21
3.9.1 Contorno norte . . . . . . ... e 21
3.9.2 Contorno sul . . . . . . . 21
3.9.3 Contorno leste . . . . . . . . L 21
3.9.4 Contorno 0este . . . . . . . i e e e e e e e e e e e 21
3.9.5 Cantos . . . . .. e e e e e e 21

3.10 Calculo das velocidades nas faces dos contornos . . . . . . . . . . . .. ... .o 22
3.10.1 Contorno norte . . . . . . . ...l 22
3.10.2 Comtorno sul . . . . . . . . 22
3.10.3 Contorno leste . . . . . . . . e e e e e e 22
3.10.4 Contorno 0este . . . . . . v i e e e e e e e e e e e e e e 22

3.11 Extrapolagao das temperaturas nodais para os volumes ficticios . . . . . . .. ... ... ... .. 22
3.11.1 Contorno norte . . . . . . . ... e 22
3.11.2 Contorno sul . . . . . . . . e 22
3.11.3 Contorno leste . . . . . . . . e e e e e e 22
3.11.4 Contorno 0este . . . . . . i e e e e e e e e e e e e e 22
3115 Cantos . . . . . . i e e e e e e e e 22

3.12 Extrapolagao das pressoes nodais para os volumes ficticios . . . . . . . . . . .. ... L. 23
3.12.1 Contorno norte . . . . . . ... . L e 23
3.12.2 Contorno sul . . . . . . . . 23
3.12.3 Contorno leste . . . . . . . . . e e e e e e 23
3.12.4 Contorno 0eSte . . . . . . i i e e e e e e e e e e e e e 23
3.12.5 Cantos . . . . o . e e e e e e e e e 23

3.13 Aproximagdes para as codigdes iniciais . . . . . . ... ..o L 23
3.13.1 Volumes reaiS . . . . . . . . . . . e 23
3.13.2 Volumes ficticios . . . . . . . . 0 o e e e e e e 23
3.13.3 Faces dos volumes . . . . . . . . . . . e e e e e e 24

3.14 Coeficientes do SIMPLEC para as faces dos contornos . . . . . . ... . ... ... .. 24
3.14.1 Contorno norte . . . . . . . ... e 24
3.14.2 Contorno sul . . . . . . . . L 24
3.14.3 Comntorno leste . . . . . . . . . e 24
3.14.4 Contorno 0este . . . . . . i e e e e e e e e e e e e 24

3.15 Resolucao dos sistemas lineares . . . . . . . . . . . . L L e 24
3.16 Residuos dos sistemas lineares . . . . . . . . . . . L. e e e 24
3.17 Aproximagdes para as grandezas de interesse . . . . . ... L. ..o 25
3.17.1 Distribuicao de temperatura . . . . . . . . . ... oL 25
3.17.2 Distribuicdo do coeficiente de pressao . . . . . .. .o 25
3.17.3 Coeficiente CEB, . . . . . . e 25

318 Algoritmo . . . . o e e 25
A Transformacgao das equagoes de transporte do sistema zy para o &7 29

1 Descricao conceitual

Caracteristicas do fluido e do escoamento

1. Compressivel

2. Continuo

]

. Nao-reativo

. Inviscido

5. Gés termicamente perfeito, isto é, a entalpia h e a energia interna € por unidade de massa sao fungoes
apenas da temperatura



6. Sem radiagdo térmica
7. Propriedade constante: constante do gas (Ry)
8. Propriedades variaveis com a temperatura 7'

e ¢,: calor especifico a pressdo constante
e ¢,: calor especifico a volume constante

e ~: razao entre c, e ¢,
9. Sem dissipagao viscosa
10. Sem forgas externas
11. Escoamento estacionario

12. Escoamento bidimensional plano ou axisimétrico

1.2 Condigoes iniciais e de contorno

1. Escoamento estacionario com transiente distorcido (baseado na teoria do fator-E).
2. Escoamento nao perturbado na entrada.

Escoamento localmente parabodlico na saida.

-

Sem troca de calor com as paredes.
5. Com deslizamento do fluido sobre as paredes.
6. Gradiente de pressdo, normal & parede, nulo.

7. Escoamento com simetria bidimensional plana ou axial.

2 Modelagem matematica

2.1 Equacgoes de conservacao para simetria plana ou axial

A din&mica do escoamento € descrita através das equacbes de Euler com as hipoteses feitas acima. Estas
equagOes podem ser escritas de maneira concisa, tanto para a simetria plana quanto axial (detalhes sobre as
equagoes de Euler em diversos sistemas coordenados podem ser vistos no Apéndice B da Ref. [1]), como

s [0(pp)  O(pug)  10(prvg)
¢ ot + ox +r y

= P¢', (1)

onde ¢ é 0 tempo, = e y sao as coordenadas cartesianas, no caso da simetria plana, ou as coordenadas cilindricas
nas direcoes axial e radial, respectivamente, no caso da simetria axial, u e v sao as componentes do vetor
velocidade nas direcoes de = e y, respectivamente, » = y/, onde f = 0 para a simetria plana e f = 1 para a
simetria axial e p ¢ o campo de densidade. As expressdes para ¢, C?, e P? sdo dadas a seguir associadas aos
principios de consevacao da massa, quantidade de movimento e energia.

e Fquacao de conservagao da massa

¢ =1 (2)
c’ =1 (3)
P? = 0 (4)

e Equacao de conservacdao da quantidade de movimento em x

¢ = u ()

c? =1 (6)

pr o= (7)
N ox

Na equagao anterior, p € o campo de pressao.



e Fquacao de conservagao da quantidade de movimento em y

¢ = v
c? =1
p? = _@
Ay
e Fquacao de conservagao da energia térmica
¢ =T
c? = Cp
op , Op  Op
p¢ — r s
ot " "or T 'a

Nas equacoes anteriores, 7' é o campo de temperatura e ¢, € o calor especifico & pressdo constante.

O conjunto de equagoes obtidos da equacédo (1) para ¢ = 1, u, v e T deve ser complementado com a equacio

de estado, que neste projeto é a equagao de estado dos gases ideais
p=pRyT,

onde R, é a constante do gés.

2.2 Equacgoes de conservacao para coordenadas curvilineas &n

(14)

Para realizar o calculo numeérico, é conveniente que as equagoes de transporte (1) sejam escritas em um sistema coordenado
curvilineo que se adapte aos contornos do dominio de calculo. Sejam £ e n as coordenadas curvilineas. Entao, com base

na mudanga de coordenadas
z=x(&mn),  y=uyl&n),
as equagoes de conservacao (1) ficam reescritas como

oo [L00) | 10(orU9) | 10(rVe)] _ po

J Ot r  0€ r  On

onde J é o jacobiano da transformacao
-1
J = [zeyn — qye]

U e V sao as componentes contravariantes do vetor velocidade sem normalizacao métrica
U = uy, —vay, V =vze — uye
e «, B e v sao componentes do tensor métrico dadas por
a=a, +y, B= ey +yeyn, © 7=a¢+Ye.

As expressoes para P? sio dadas por

Pt = 0,

Pt = 3(55;5) - a(g‘z”) = ys% - yn%?
P 0(2?) _ 5(;3075) _ xﬁ%}g B wa%v
Pt = %%fuP“fvP”.

As transformagGes apresentadas acima sao deduzidas no Apéndice A.

2.3 Condigao inicial

e 2 N
I
5

(15)

(16)
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Figura 1: Esquema dos contornos do dominio de célculo.

2.4 Codigoes de contorno

2.4.1 Contorno norte

T = T (29)
U o= ue (30)
v = 0 (31)
2.4.2 Contorno sul
(A-V)p = 0 (32)
(n-V)T = 0 (33)
f-u = 0 (34)
2.4.3 Contorno leste
Escoamento localmente parabolico:
(w-V)p=0, ¢e{pT uv} (35)
2.4.4 Contorno oeste
v o= (37)

2.5 Grandezas de interesse

As principais variaveis de interesse neste trabalho sdo a distribui¢do de pressdo e temperatura sobre a superficie do corpo
(propriedades locais), bem como o coeficiente de arrasto frontal (propriedade global).
A distribuicao de pressao sera dada em termos do coeficiente de pressao Cp, definido por

C, = 2=P=, (38)
Goo
onde ¢oo € a pressao dindmica,
Pocline
Qoo = D) (39)

O coeficiente C), e a distribuigao de temperatura podem ser obtidos facilmente apos a solu¢ao das equagdes de transporte.
O coeficiente de arrasto Cp é definido como "
AbQOo ’
onde F, é a componente da for¢a do fluido sobre o corpo na dire¢cdo do escoamento (neste caso axial) e Ay é a area da
base do corpo.
Nas coordenadas cartesianas, a componente F;[2] da forga do fluido (inviscido) sobre o corpo é dada por

Co (40)

F= ;4 pdA;, (41)
S



onde a integragao deve ser feita sobre toda a superficie do corpo. Neste projeto, é de interesse apenas a forca que age
sobre a superficie frontal. Levando-se em conta que a forca é causada pela pressao apenas, o coeficiente de arrasto
associado a forca sobre a superficie frontal é escrito como

Cpr = CF; (42)

onde CL; ¢ a componente do arrasto causado pela pressao na superficie frontal.
Utilizando as simplificagoes das simetrias plana e axial, CE, é escrito como

2f b dy
po=_—= — Poo) T2 da. 4
CDf qooT‘{Jrl A (p p )de Z ( 3)

Com base no sistema coordenado &n e considerando que a parede do corpo esteja sobre uma linha 7 estendendo-se
de & a &y, entdo é possivel escrever

of 13
Chim 2 [ 0= pyrue . (44)
qoo Ty, &i

2.6 Propriedades geométricas no sistema &7

Seja r o vetor posigdo de um ponto cujas coordenadas sdo (z,y). Em termos dos vetores unitarios % e j, nas dire¢oes do
eixo z e y, respectivamente, e lembrando que z = x(&,7n) e y = y(§,n), o vetor posi¢do é dado por

r=x(&n)i+y(&n)J. (45)
Com base na eq. (45), os vetores E¢ e E,, tangentes as linhas de 1 e £ constantes, respectivamente, sdo dados por
or . .
Ee = op =%+ yed, (46)
or . .
E, = (9777 =Tyt +YnJ- (47)
Por outro lado, os vetores ES e E", normais as linhas de & e 7 constantes, respectivamente, sdo dados por
o€ . 0¢ . . .
Ef = vg:%wa—ygzj(ynz—xng), (48)
on. On. . .
E" = = A= g 4
Vi =5t 7 J(—yei + z¢j), (49)
onde foram usadas as relagoes de transformagao[3]
%3
— = Jy,, 50
O Yn (50)
23
aiy = —JiEn, (51)
on
= 2
o Jy§7 (5 )
on
= =7 53
3y e, (53)

lembrando que J é o jacobiano da transformagao

J = [eyn — wnye)

O produto interno entre os vetores das eqs. (46) e (49) satisfazem as seguintes propriedades

E.-E'=6, Ei-E=g; E E=g (54)

onde
gee = v =1%+z, (55)
9en = B = gne = TeXn + YeYn, (56)
gm = a=umz +y; (57)

e

g = Ja=Jal 4y, (58)
¢ = =T B=g" = — T (wewy + Yeyn), (59)
9" = Ty = @i +ul). (60)

No sistema coordenado &7, o gradiente de uma fungio ¢(&,n) fica

_pgt 9 99
Vo =B GBS (61)



3 Modelagem numérica

3.1 Integracao das equagoes de transporte em um volume elementar

No método dos volumes finitos, as equagoes de transporte devem ser integradas em cada volume elementar do dominio
de célculo e em um intervalo de tempo [t — At,t]. A Fig. 2 ilustra um volume elementar no sistema coordenado zy e o
correspondente volume no sistema transformado &7. No sistema coordenado transformado, a integragao sobre o volume

n
NW N NE
An . . .
nw n ne
w P E
An . W . e .
v
SW 3 e
SW S SE
An L3 . [)
i ' ] e
3 AL AL AL =
(a) Sistema cartesiano (b) Sistema curvilineo

Figura 2: Volume de controle genérico P no sistema coordenado cartesiano 2(a) e no sistema curvilineo 2(b).

elementar e sobre o intervalo de tempo é dada pela expressao

/;MP /% /i 2mr -] d€ dn at', (62)

onde [- -] representa o termo a ser integrado.
Com o auxilio da aproximacio totalmente implicita para a integragdo temporal,

L/t V(YA = p(t) + O(Aty), 63)

Ate Ji_atp

e da regra do retangulo para a integracao espacial,

1 M e 9 9
nexy ) v mdsdn = piee,me) + O(AE) + O (64

onde ¥ é uma fungao genérica e
AL =&e — &uws An =1nn = Ns, (65)
as equagoes de transporte (16) ficam

s [T (pp) = (pg)°  O(prUs) | 9(prV¢)
e I A i T

] - (rp¢)P T O(AL) + O(AE?) + O(AR). (66)

O indice o na Eq. (66) indica o valor da varidvel no instante ¢ — Aty e a auséncia deste indice indica o valor da variavel
no instante ¢.

Para levar em conta o balango de cada propriedade ¢ no volume elementar, as derivadas em relacao a £ e n na
Eq. (66) sao aproximadas em termos dos valores das fun¢oes nas faces, de modo que

7/)6_1/)111

oY o A g2
ocl, = ag OB o
¢ oY P i
_ Pn —Ys A 2
onl,  An + O(A"), )

o que conduz a

(MP¢P) — (MP¢P)O 4 Me¢e — Mwﬁbw + Mn¢n - Ms¢s

ce ‘
F Até JANS An

= ’I"pPg)

+  O(ALL) + O(AE?) + O(AR?) (69)



onde

My = (p—;) , M.=(prU),, Mus,=(prl),, M,=(prV), , M,=(prV),. (70)
P
As expressoes para PP‘? Sao
Pr = 0 (71)
v (pve), — (pye),  (pyn)e — (PYn),,
Py = A - Y; (72)
0 (pzn), = (Pr0),, _ (P2e), — (Pe)
P — e wo_ n s
: - 5 (73)
1 pr — po U v
Py = oA Atgp —up Py — vp Py (74)
3.2 Geragao da malha
3.2.1 Geragao dos nés do contorno norte
E—¢& (ag)n
09 = L(E) e esese (75)
£ =&
x — 1, 2
e = yf1- () (76)
onde (a¢)n, € um parametro livre. Se (a¢)n = 1, entdo ha uma distribuigdo uniforme em z, se (a¢)» > 1, ha uma
concentragdo de nds proximos a origem.
3.2.2 Geragao dos nés do contorno sul
E—& (ag)s
w9 = H(E25)T esesq )
£ —&i
y(§) = g(=), (78)

onde (a¢)s € um parametro livre idéntico a (a¢)n.

3.2.3 Geragao dos nés intermediarios

Ha trés possibilidades para a geragao dos noés intermediarios:

1. Distribui¢do uniforme Sejam (x;,y:) e (xf,yys) pontos do contorno sul e norte, respectivamente. A distribuigao

de nés no segmento de reta que une estes pontos é dada por

z(n) = (l’f—l‘i)(L_m)-in, ni < n <0y,
ng—"m
n—"

y(n) = (yf_yi)( — V)-H/i, ni << nfe
nr—"m

(79)

(80)

2. Distribuig¢ao tipo progressao geométrica Sejam (z;,y;) e (zs,ys) pontos do contorno sul e norte, respectiva-

mente. A distribui¢do de nds no segmento de reta que une estes pontos é dada por

(Vs — i) <qk71 -1

Ve = r qg—1

)"‘w’u 1§k§n7 ¢€{Z,y},

onde n representa o nimero de volumes entre os contornos sul e norte,

@ -2+ - )
r= o R

a1 € a largura dos volumes contiguos ao contorno sul e g é obtido através da solugao da equacao

h(g)=q¢" +r(l—q)—1=0.
A solugao desta equagao é obtida iterativamente através do método de Newton:

h(a:) :
qi =4q; — ) Z:172735"'
o h(q:)

onde g1 = 0.5se n > r e q1 =2 caso contrario.

(81)



3. Distribuigao tipo lei de poténcia. Sejam (z;,y;) e (xf,ys) pontos do contorno sul e norte, respectivamente.
A distribuicdo de no6s no segmento de reta que une estes pontos é dada por

A e
o) = Gr—a) (Z25) " o w<n<a, (55)
N — i
= g (=T 4, << 86
ym) = (yr—wi) n—m) Tve  msnsng, (86)

onde o coeficiente a,, é ajustado pela féormula

o (g”f_x'i):l"'(yf_yi)z
g ( log (ny —m:) >

oy =
de modo que a largura dos volumes contiguos ao contorno sul seja sempre a.

3.3 Aproximacoes para os termos geométricos

As aproximagoes a seguir sdo baseadas nas coordenadas dos vértices de um volume de controle genérico do sistema
coordenado &7, conforme a Fig. 3.
L n
&>

(onlan) (XnerYne)

[ IS

*(Xo,ye)

¢ 4
(XSW!ySW) (XserYSe)

Figura 3: Volume de controle genérico P no sistema coordenado curvilineo

3.3.1 Calculo de z e y nos centroides

Aproximagao para as coordenadas dos centroides em todos os volumes de controle reais:

— ¢ne + wnw + ¢S€ + wsw

1 +0(A%) +O0(A"), Y€ {z,y}, (88)

(23

E possivel utilizar também um método que emprega uma média ponderada. Neste caso, o quadrilatero, Fig. 3, é
divido em dois tridngulos formados pelos vértices (sw, se e ne) e (sw, nw e ne). As coordenadas dos centroides dos dois
tridngulos sao calculadas através da média aritmética das coordenadas dos seus vértices e em seguida as coordenadas do
centroide do quadrilatero sao calculadas com a média ponderada dos centroides dos tridngulos, utilizando como peso a
area de cada triangulo, ou seja,

(wne"!‘?f’;’e"'wsw)Al + (wne+w7§117+7/)sur)A2

wP = Al ¥ A2 ’ ’(/} € {xay}v (89)

onde A; é a area do triangulo formado pelos vértices sw, se e ne, i.e.,

1 1 1 1
Al - 5 (xse - xsw) (yse - ysw) 0 (90)
(xne - xsw) (yne - ysw) 0
e Aj é a area do tridngulo formado pelos vértices sw, nw e ne, i.e.,
1 1 1

As =

[en)
—~
Ne]
—
—

(Ine - msw) (yne - y.sw)

1
2
(xnw - xsw) (ynw - ysu))

o

A ordem do erro desta aproximagcao ainda nao foi avaliada.



3.3.2 Calculo de r = y nas faces e centroides

e Simetria plana (f = 0)
Neste caso tem-se:
Te =Tn =7p = L. (92)

e Simetria axial (f =1)

Aproximagao para 7 nas faces leste de todos os volumes reais e dos volumes ficticios do contorno oeste:

ne + se
re = S 4 0(A8), (93)
Aproximacgao para r nas faces norte de todos os volumes reais e dos volumes ficticios do contorno sul:

_ Yne + Ynw

S Oo(Ar?), (94)

Tn

A aproximagado para 7 nas faces oeste e sul de todos os volumes reais é dada por:

(TW)P = (TE)W7 (TS)P = (T")s . (95)

Nos centroides dos volumes reais, tem-se
e = Yp. (96)

3.3.3 Calculo das derivadas de = e y em relagao a ¢

Para as faces norte de todos os volumes reais e dos volumes ficticios do contorno sul:

871/} _ wne - wnw 2
Para as faces sul de todos os volumes reais:
%), (&)
—_ = —_— s €, . 98
(assp ol ), vetmy (98)
Para as faces leste dos volumes reais, exceto as do contorno leste:
| _ s — e 2
85 . - A€ + O(Af )7 w S {ZL', y} (99)

Para as faces leste dos volumes reais do contorno leste:

aiw _ ww 74¢P+3¢e

2
85 . - A£ + O(A€ )7 w E {1"7y}7 (100)
onde
do = PP o), (101)
Ye = 71%6‘2“”” +0(An?). (102)
Para as faces oeste dos volumes reais do contorno oeste:
o (aw ) — 3ty + Ay — e 2
— = = = + O(AE), e {x,y}. 103
sl = (7l ). Ac (A, ez} (103)
Para as faces oeste de todos os volumes reais:
%)), - (%)
v =\ = , € {x,y}. 104
(%) =(%)). . vetwn (104)
Para os centroides de todos os volumes reais:
oY Ve — P 2
—| = ——— + O(AE£Y), € {x,y}. 105
Bl = ap OB, welny) (105)

10



3.3.4 Calculo das derivadas de z e y em relagao a 7

Para as faces leste de todos os volumes reais e dos ficticios do contorno oeste:

4
on

e

1/]ne - wse

= L+ O0(AYY),

An

Y € {z,y}

Para as faces norte de todos os volumes reais, exceto as do contorno norte:

oY YN — Pp 2
7 = A .
anl. A +0(An%), Y e{zy}
Para as faces norte dos volumes reais do contorno norte:
oY Ys — dbp + 3hn 2
- = T 7 O(A
5. S o), we (),
onde
se + sw
L — % 4 O(A{Q),
ne + nw
g = Pt oag)
Para as faces sul dos volumes ficticios do contorno sul:
oY ( o ) —3tbs +4dtbe — n 2
—| = = =" + O(An"), P e {x,y}.
an|. anl.). Ay (An7) {z,y}
Para as faces sul de todos os volumes reais:
o), (1l.)
a_ = a ) ¢ € ZT,Ys-
( oml,)e oml,/ t.v}
Para os centroides de todos os volumes reais:
31& wn - ws 2
—| = ——F"F+0(An"), P e{x,y}.
Bl = Ay o) o}

3.3.5 Calculo do jacobiano

Para as faces leste de todos os volumes reais e dos ficticios do contorno oeste:

Para as faces oeste de todos os volumes reais:

—1
Je = [Teyn — Tnyel,

(Jw)p = (JE)W

Para as faces norte de todos os volumes reais e dos ficticios do contorno sul:

Para as faces sul de todos os volumes reais:

Para os centroides de todos os volumes reais:

—1
JIn = [Teyn — TnYel,, -

—1
Jeo = [Teyn — Toyelp -

3.3.6 Calculo das componentes do tensor métrico

Para a face leste de todos os volumes reais e dos ficticios do contorno oeste:

Para a face oeste de todos os volumes reais:

ac = (23 +v3)

e

(aw)p = (@) -

Para a face leste de todos os volumes reais e dos ficticios do contorno oeste:

Para a face oeste de todos os volumes reais:

Be = (wey + Yeyn), -

(Bw)p = (Be)w .

Para a face norte de todos os volumes reais e dos ficticios do contorno sul:

Para a face sul de todos os volumes reais:

Brn = (zexy + yﬁyn)n :

(55)p = (Bn)s .

Para a face norte de todos os volumes reais e dos ficticios do contorno sul:

Para a face sul de todos os volumes reais:

= (2 +E), -
(’YS)p = ('Yn)s .

11
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3.4 Aproximacoes para as variaveis nas faces dos volumes reais

No esquema co-localizado de variaveis, as fungbes e suas derivadas nas faces do volume elementar devem ser expressas
em termos das respectivas varidveis no centroide dos volume » e seus vizinhos.

Para garantir a estabilidade do esquema numeérico, a aproximacao para a func¢io ¢ nos termos advectivos (os termos
do lado esquerdo da Eq. (69), exceto os da derivada temporal) sobre as faces sera feita utilizando o esquema UDS com
correcao adiada para o CDS, isto é,

b = (; T ae) b + (% - ae) or + Bo (68— oF) + (1 8) 0(88) + pO(A€) (127)
o = (% + aw) b + (% - ocw) B + i (67— 6%) + (1= B) O(A€) + FO(AE) (128)
b = (% T a) br + (% - a) on -+ Bl (6% — o) + (1 - B) 0(am) + BO(Ar?) (129)
b = (% + as) bs + (% - as) bv + B (97 = 07) + (1= ) O(an) + BO(AR) (130)
onde
& — sgnQUe’ Q= sganw’ = sgn2vn7 . = sgr12Vs7 (131)

0 < B <1éa constante de acoplamento entre os esquemas UDS e CDS e o indice m indica que a variavel foi obtida do
iltimo nivel iterativo.
Para os demais termos, utiliza-se o esquema CDS puro, isto é, as fungdes nas faces ficam

g = 2T L o@ne (132)
bu = Do (133)
o = 2o (134)
¢ = w +0(AR?). (135)
Inserindo-se as aproximagoes (127)-(135) nas equagoes (69) e (71)-(74), obtém-se o sistema linear
ALGs + AL dw + AYde + Alds + Afidn = b7 (136)
onde
CoM, (1
) _ _ P s - ~
A? = v (2 + as> (137)
CoM, (1
A¢ — _xprw [ = Y 1
w A€ (2 +a ) (138)
CgM,. (1
¢ _ P e[ Z _A
A7 = AE (2 ae> (139)
CEM, (1
[} _ P n A
Ay = Ay (2 an) (140)
@ o
ag = M sy (141)
At; nb
o3 o 0
b = 7CPMP;¢P +wl +reP?
Atp
+ 0(a) + (1-8) [0(88) + O(An) + B [0(A%) + O(An)] (142)
Na Eq. (142), w? ¢ a contribuicdo da correcao adiada:
A Me ~ m m M’w ~ m m Mn ~ m m Ms ~ m m
W = CpB | Rg O (88 = 08 + Ko (98" — 6%) + Trm (98 — 6F) + T1aa (68 — 08| - (143)
As novas expressoes para P;f’ Sao
Pi = 0 (144)
w o We), (x+pe) = (We), (pe +ps) (o). (P +pr) = (Yn),, (Pp +Pw)
Py = - (145)
207 2AE
o (@), (e 4pe) = (x4), (Pr +ow) (), (Dx +pp) — (xe), (Pp + ps)
Py = - (146)
2A¢ 2An
1 P _pO U v
Py = T PNEP —upPY — vp PY. (147)
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3.5 Acoplamentos pressao-velocidade (SIMPLEC) e pressao-densidade

Counsidere os sistemas lineares (136) obtidos das equagdes do movimento para u e v, e.g.,

MO o
Afge + > A%, dne = Al’f‘fjl’ +wl 4P, $e{u,v} (148)
nb

‘P

Dados os coeficientes A® e termos fontes b® dos sistemas lineares, caso um campo de pressdo p correto seja prescrito,
entdo o campo de velocidades u e v, obtidos da eq. (148), bem como o campo de densidade p, obtido da equagdo de
estado

(149)
devem satisfazer a equacao da continuidade

Te pr = pp (pr¥)e = (prl)y, , (orV), = (V). _ (150)
Je AtE Ag An

Ocorre que o campo de pressdo nao é conhecido a priori. Deste modo, se um campo de pressao estimado p* for
prescrito, também serdo obtidos das equagdes (148) e (149) campos de velocidade u* e v* e densidade p* estimados, isto
é,

N N MO o *
AZG; + 3 A2, bk = ot v e (PE) d€ fun) (151)
nb P
e *
* p
— 152
i (152)

que nao necessariamente satisfarao a equacao da continuidade. Como a equagao a continuidade deve ser sempre satisfeita,
ela pode ser utilizada para determinar o desvio da pressio p’, isto &,

p=p—p". (153)

Mas para isto, é necessario encontrar uma relagao entre os campos de densidade e de velocidade com o desvio da pressao,
ou seja,
p=pE), u=u@), v=v@). (154)
Nesta se¢ao as relagoes (154) serao determinadas, para que na préxima segao sejam utilizadas para determinar, a partir
da equacao da continuidadade, uma equagao para a correcao da pressao.
O acoplamento pressdo-densidade é obtido diretamente da equagao de estado (149)

* / /

p p +p * p
f— f— f— . 155
RT _ R, P TRT (155)

p

Como a pressio sera calculada no centroide dos volumes de controle, entio

pe = pp + ge Do, (156)

onde L
= . 157
ge Ry Ty ( )

Por outro lado, na equagao da continuidade sao necessarias as densidades nas faces do volume de controle. Estas podem
ser obtidas da densidades nos n6s (156) por interpolacdo. Neste trabalho serd empregado o esquema UDS com correc¢ao
adiada para o CDS para realizar a interpolagao, isto é,

pe = (% ; a) o+ (; - a) oo+ Bae (o — p2) + (1-3) 0(28) + BO(AE?), (158)
po = (5ra)owt (G- au)oet b - )+ (1- ) 080 + FO(A), (159)
oo = (an) o+ (5 an)ont Bano = o) + (1= ) Oan) + O(an?), (160
pe = (% N a) ps + (; - a) pe -+ Bs (o = %) + (1= B) O(an) + BO(AR). (161)
Combinando a eq. (156) com as eqs. (158)-(161), obtém-se
po = it (grac)amn + (5 - ac) e+ (1-5) 0029 + FOAE), (162)
po = Pot (% + aw) gwhw + (% - aw> gep + (1= B) O(A9) + fO(AE), (163)
po = ot (gran) o + (5 - a0 ) oot (1-8) 0an) + GO (164)
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* 1 ~ / 1 A A A
ps = ps+ (5 + as> gsps + (5 - as) gepe + (1 - ﬂ) O(An) + BO(AR?), (165)
onde
* 1 ~ * 1 ~ * A~ m m A A 2
pi = (3+ac)m +(5-ac) st Bacr - )+ (1-8) 029 + fOAE, (166)
* 1 ~ * 1 ~ * A A m A 2
b = (5raw) st (5-au) bt b - ) + (1-5) 029 + GO(ae?), (167)
" 1 . " 1 . « 5 m A 5 2
g = (Gran) o+ (G-an) okt Ban (ol - o) + (1= 5) O + GO(an?), (168)
* 1 N * 1 N * B A m m A A 2
oo = (3+a)et +(5-ar) o +hatr —om) + (1-5) 00+ fO(Ar). (169)
O acoplamento pressao-velocidade é obtido subtraindo-se a eq. (151) da (148), o que produz
!/
ALdh+ Y AL dhn =re (P) € u,v}. (170)
nb
Na aproximacao SIMPLEC, considera-se
Pp = Pin, (171)
de modo que
* e (Pg)
_ 172
e AR+ 20 Ay (7)
e ey
vp = vt + ——2 %) (173)

A+ A
As egs. (172) e (173) representam o acoplamento pressao-velocidade para as velocidades nodais. Na equagao da con-
tinuidade, contudo, sdo necessarias as velocidades sobre as faces do volume elementar. Poderia-se obter a velocidade
nas faces através da interpolagdo das velocidades nodais (172) e (173), a exemplo do que foi feito para a densidade.
Entretanto, é recomendado[3] utilizar o seguinte procedimento.

Suponha que se deseja determinar a férmula para o acoplamento pressao-velocidade para a velocidade na face leste
¢e. Ao invés de se fazer a interpolagao sobre as velocidades de volumes vizinhos ¢p e ¢g, faz-se a interpolagdo entre os
sistemas lineares das equagoes do movimento para os volumes vizinhos,

(Ald’))P e + (2; A, ¢NB> = Ai ‘ﬁp +uwl+reP?,  6e{u0} (174)
n P
e
(Ag’b)E e + <Zb A7, ¢NB> = ]\ft(g% +w +re Py, ¢ € {u,v}. (175)
Somando as egs. (174) e (175) e aplican(;o as seguintelz aproximacoes
(Alf)p ¢e + (Ag) 9= = [(Ag) + (Ag)]j e + O(AE?), (176)
ijt e iji = {ii iﬂ de +O(AL), (177)

rePE + reP? 2r. P + O(AE?), (178)

obtém-se

[(Aii’)P + (Aii’)E] e + (% A%, ¢NB>P + (%: A2, ¢NB>E = (iﬁo Zi)ﬁ

+ Wl +wh
+ 20 P, e funl, (179)

onde P? representa a aproximacio de P? na face leste. Para se obter o acoplamento pressio-velocidade, assume-se que
um campo de pressdo p* tenha sido aplicado na equa¢ao do movimento (179), o que conduz a

(a2), () J o+ (Tt i) + (Satvenn) = (2o e e

+ wh+wd
o (P), eefurk  (180)

+
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Subtraindo a eq. (180) da eq. (179) e utilizando a aproximagao SIMPLEC
Prs = be, (181)
obtém-se

oL = 2r. (Pf)', € {u,v}. (182)

(A;Z? > A;‘;b) + (Af; +>° Aﬁb)
nb P nb E

Ou, de maneira mais explicita,

ot 27, (Pj’)l
D[ al) + (AT A%) ]

Pe = , ¢ € {u,v}. (183)

onde ¢} é obtido da eq. (180)

(264 25— (50 4% 0hm), — (S A )+ 4 20 ()
P E P E

(), + ()] |

Equagoes analogas as eqgs. (183) e (184) sao obtidas para as demais faces substituindo os indices e e r pelos indices das
faces correspondentes. Por conveniéncia, sdo repetidas as aproximagoes para a face norte

¢ € {u,v}. (184)

2rn (Pff’)/

AL+ T AL) + (A +,4%) | ¢ € {u, vk (185)

bn = ¢r +
(

onde ¢}, é obtido de

(45 4 25 )08 - (S A%, 0tn), — (S0 Al 05n) +of +f + 20, (1)’

INTIRNTE
[(45), + (4),] |

As aproximagoes para a face oeste podem ser obtidas lembrando-se que a face oeste do volume » é igual a face leste do
volume w, isto é,

bn = ¢ € {u, v}. (186)

[Pulp = [Pelyy - (187)
Raciocinio analogo vale para a face sul,
[$s]p = [Dnls - (188)
As aproximacoes para P? e P? sao dadas abaixo
pr o [0 . Op _(ge), PR PN —Pse mPs 0 Pe—Pe a2 4 o(An?) (189)
e _y§ 87’] y"? aé . y§ e 4A77 yn e A£ 77 )
v dp dp Pe —Pp Pxe + Px — Pse — Ps 2 2
P _ et A< < LR A A 1
Y= [ ne ] = e B o B SR o6 c0(Ag), (190
u o [ @_ @ _ P~ —Pp Pxe + Pr — Pnw — Dw 2 2
= | -] =, P - ), = L0 +Oo@),  (9)
v [ @7 @ _ pNE‘l‘pE*pNW*pWi P~ — Pp 2 2
N I Y (we), B+ O(AE) +OAF). (192)

Nas aproximacdes de P? envolvendo p’, as derivadas

o'
on

o'

5 (193)

e n

sao desprezadas, de modo que as desejadas equagoes para o acoplamento pressdo-velocidade para as velocidades nas faces
ficam

ue = ug+d¢ (pe —pr), (194)
ve = wo+de (pr—pp), (195)
un = up+dy (ph —pp), (196)
vn = v +dy (P —Dn) (197)

onde

2re (yn)e JEANS

(Ap+ 2 Ay, + (AE+ 20, A
2re (xq), /AL

(Ap + 2 Au)p + (AR + 22, A0,)
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2rn (ye),, /An

(Af + 3, Ay, + (AB + 22, A
2rn (xe),, /AN

(AR + 20 An), + (A8 + 2, A0 '

As velocidades contravariantes nas faces ficam

U = U +d! (pp—pis), (202)
Uw = Us+dy, (P —pb), (203)
Vi = Vi+d) (pb—pk), (204)
Ve = Vi+d! (ps—pr), (205)
onde
de = di(yn), +di ()., (206)
dyy iy (Yn).y + du (T0),, » (207)
dy, dy, (w¢),, + dn (ye),, » (208)
dy = dy(we), +d (ve), (209)
e
U: = UZ (yn)e - U; (xn)ea (210)
Uw = ugp (yn)w — Uy ('Tn)w ) (211)
Vi = v (xe), —un (¥e), (212)
Ve = vg (), —ug (Ye), - (213)

3.6 Equacao para a correcao da pressao

Como apontado na se¢io anterior, a equac¢ao da continuidade

Te pe — ,pS (prU), — (prU),, n (prV), = (prV), _ 0. (214)
N Ag An

pode ser transformada em uma equagao para a corre¢ao da pressdo. Para realizar esta transformagao é necessario conhecer
as formulas de acoplamento pressao-densidade e pressado-velocidade. Além disso, é necessario linearizar os termos que
envolvam produtos de densidade e da velocidade para que se possa obter um sistema linear. A linearizac¢ao utilizada sera
a seguinte, proposta por Maliska|3],

(prU), = pl'reUe + pereUd —pl'reUe”, (215)
(pTU)w = purwUu + pureUs — puroUs, (216)
(prV),, = poraVa +puraVy)" — prira V", (217)
(orV), = pd'rsVs +psrs V™ — pdtrs VST, (218)

onde o indice m indica o valor da variavel obtido da iltima iteracao.

Inserindo-se as aproximagoes (215)-(218) na equagdo da continuidade (214) e levando-se em conta o acoplamento
pressdo-densidade (156) e (162)-(165), bem como o acoplamento pressao-velocidade (202)-(205), obtém-se o seguinte
sistema linear para a correcao da pressao

AL pl + AL ploy + AP ply + A pl + A pl = b2 (219)
onde
1 A m 1 ~ m 1 ~ m 1 ~ m
A = g | T (3 +de) reU" = (5 — dw) roUs N (3 +an) raVi" = (5 — ds) rsVa
Jo AL Ag An
pé”redg + pgrwdg PTTndr‘f + p;n’l“sd;/
22
+ A + A : (220)
p’ *pgrwdg - (% + dw) rwUy gw
AL = Y ; (221)
o —plred? + (5 — be) reUl ge
A = A : (222)
p’ *p;’nrsdz - (% + dS) sV gs
AL = A ; (223)
o —pprndy, 4+ (3 — én) r Vil gx
AP = A , (224)

16



bp' _ TP Pp — P + pe'reUs — purulUs + pn TV — pd'rs VS
; T Aw Aé A

(pc" = pe) reU" = (pu = pu) rwUs’ | (pn' = pr) Ta V" = (p5" = p3) s V™ (225)

+

N At An

3.7 Calculo do incremento de tempo At, (Fator-E)

De modo genérico, os sistemas lineares para u, v, T e p’, dados pelas equagdes (136) e (219), podem ser escritos como

4 4
( e 4 (ag ) ¢p + ZAnb¢nb bE)eo + O (226)

At At

que se reduz a

(AD)ooe + Y A% by = (bE)oo, (227)
nb
no limite At? — oo.
Deste modo, a expressao
Fd)
Aty? = (A;) (228)
P )oo

pode ser tomada como um tempo caracteristico para o volume de controle P. Com base nesta ideia, van Doormaal e
Raithby [4] propuseram que o passo de tempo a ser utilizado na eq. (226) fosse um multiplo E? (fator-E) do tempo
caracteristico Aty?, isto &,

At = E? - Atp?. (229)

Assim, cada volume de controle teria um passo de tempo condizente com o escoamento em seu interior e o avango
temporal se daria de forma irregular até se atingir o regime permanente.

No caso dos sistemas lineares para u, v e T, eq. (136), o tempo caracteristico A
utilizando-se

tw? & calculado com a eq. (228)

FY =C{Mg, ¢ € {u,v,T} (230)

ZAW ¢ € {u,v,T}. (231)

O procedimento é o mesmo para o sistema linear da corregao da pressao p’, eq. (219), exceto por

P === 232
y =& (232)
e
’ + Ge) reUMN — (3 — Q) T UL L4 an) r Vi — (2 — &) r Vv
e g |GV (- an) U | (e v - (b a)
A An
prredy + putrwdy | pnredy + plt rsdv
+ Y: + Ar (233)
3.8 Aproximacoes para as codigcoes de contorno
3.8.1 Contorno norte
Neste contorno é possivel escrever
¢S = ¢007 ¢ € {pa T,u,v}, (234)
onde
Voo = 0. (235)
Utilizando a discretizagao
op + s 2
o205 _ v 00 (236)
e lembrando que p = po + p’, obtém-se
e p =0
AL =1, AL =1, demais A" =0, b =0. (237)
o T'=T
Al =1, A3 =1, demais AT =0, by =2T. (238)
® U= Uso
A =1, AY=1, demais A“=0, b= 2. (239)
e v=0
Ap =1, A$=1, demais A”=0, by =0. (240)
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3.8.2 Contorno sul

e n-Vp=0
Observando que o contorno sul é uma linha de 7 constante, tem-se que o vetor unitario n normal ao contorno é
dado por
E"]
n=-—-—. (241)
IE"l
Combinando a eq. (61), isto &,
¢ 00
V¢=E" —+E" —
¢ B¢ + an’
com a eq. (241), obtém-se para a condigdo de contorno da pressao
0 0
&n 0P mOP\  _
g 5+ 9 —) =0 242
(7% +am5) (242)
ou 5 5
P p
R i n| =] =o0. 243
(%), (), 24
onde foram usadas as egs. (59) e (60).
Aplicando as aproximagoes
op Px —pp 2
— = ——4+0(A 244
(52) = Bgvow, (244)
dp PNE + P — Pnw — Pw 2
—= = oA 245
(%) ! (245)
na eq. (243) e observando que p = p* + p’, obtém-se
1 r_ 1 . ' ' PN—DPr Bnpie +PE — PpRw — PW
L o _ T2 d AP = W = - = 24
P A"? I AN An I emals 07 P A?] 'Yn 4A€ ’ ( 6)
onde o indice m indica o valor da varidvel obtido da iltima iteracao.
Formula simplificadas:
! 1 / -1 . / , * _p*k
AR = An’ AR = A demais AP =0, b = %. (247)
e n-VI'=0
Analogamente ao caso anterior, tem-se
1 -1 . Bn T + Tg' — Tow — Tw
AT =g, AN= demais AT=0, = nIRETIE W TSN (248)
Formula simplificadas:
1 -1 .
Al = A AL = Ay demais AT =0, bf =0. (249)
en-u=0
Em termos das componentes contravariantes, o vetor velocidade u pode ser escrito como
u=J((UE:+VE,). (250)
No contorno sul o vetor normal ¢ dado pela eq. (241), logo, sobre este contorno vale
Vi = v (2¢),, — tn (), = 0. (251)

A condigao de contorno (251) é utilizada diretamente nas equagoes de transporte e nao fornece uma féormula para
se determinar explicitamente u, e v,. De fato, estas grandezas sao irrelevantes na obtengdo dos campos nos nos
dos volumes de controle. O que realmente importa é a condi¢ao V,, = 0.

Como é necessario especificar os coeficientes e fontes para os volumes ficticios do contorno sul, aplicam-se as

extrapolagoes
un = unx+ O(An), (252)
v, = wux+ O(An), (253)
conjugadas & aproximacao
on =20 o), (254)
a eq. (251), para se obter
Ap =1, Ax=-1, demais A“=0, bp =0 (255)
e
Ap =1, Ay =-1, demais A" =0, by =0. (256)
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3.8.3 Contorno leste

Escoamento localmente paraboélico para todas as variaveis
uv¢:07 ¢€{paT7u7U}'

Utilizando as egs. (250) e (61), obtém-se

(w-V¢), = (g—?ﬂfad’) =0.

Aplicando as aproximagoes

(%), = "2 vows),

o¢ A&
¢ Pxw + On — ds — Psw 2
e = A
(8n>w 44n + OlAa"),
a eq. (258), obtém-se para T, u e v
1 -1 . Vi ¢ + dxw — 98" — ¢w
¢ _ - ¢ _ ¢ _ 6 _ _Yw Px NW s
Af = AE’ A% Ae’ demais A 0, b% . 1A , ¢ €{T,u,v},
onde
Uw = vw (Yn)y, = vw (Tn),,, Vo =0 (Te),, — vw (ve),
Formulas simplificadas:
1 _
o _ 1 ¢ _ —1 : ¢ _ 6 _
AL = A¢ A% A£ demais A 0, b5=0, ¢e€{T, u,v}

No caso da pressdo, deve-se levar em conta a relagdo p = p* + p’, o que produz

= ap Aw = Rg  demais ’ AE Uw 4An

ar = Lo o s A" —0 bgz_pé—pév Vi PR + PRw = PS" = Psw

Formula simplificada:

Agl _ L A{,’\/, = ;1, demais  A” = 0, b= fpipggpw.

3.8.4 Contorno oeste

Para p, T' e u a condicao de simetria é
’ﬁ'v¢:07 ¢€{p,T,U},

onde " é o vetor normal ao contorno oeste. Uma vez que o contorno oeste é uma linha de £ constante, tem-se

. Ef
n=re
1|
Combinando a eq. (61), isto &,
¢ 9¢
_ Ef E" 2~
Vo € + an’

com a eq. (267), obtém-se para a condigao de contorno (266)

99 | 00\ _
<g o " ? n(‘?n)e -
9¢ 99\ _
(%), 7 (5), -0
onde foram usadas as egs. (58) e (59).

Aplicando as aproximacoes
(%) _ P9 + O(AE?)

ou

o¢ Ag
¢ _ Oxet On — Pse — ¢S
( an ) . 4A7) o@n)
a eq. (269), obtém-se para T e u
1 . Be o + OX — sk — ¢5°
o _ 1 ¢ _ ¢ _ ¢ _ _Be
Al = AE Af Af demais A 0, bp . 1A , ¢e{T,u}.
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(257)

(258)

(259)

(260)

(261)

(262)

(263)

(264)

(265)

(266)

(267)

(268)

(269)

(270)

(271)

(272)



Formulas simplificadas:
1 -1
¢ _ ¢ _ ; ¢ _ b _
Al = 3 Af = 3 demais A” =0, bp =0, ¢€{T,u}.

No caso da pressdo, deve-se levar em conta a relagdo p = p* + p’, o que produz

r_ 1 -1 : ’ ©_ P —Pp _ Bepxw+ PN — Psk — pS’
AP — AP — = d AP =0 [ p _ Pe PnE N E )
P A€’ E A€’ emals > P Af o 477
Formula simplificada:
/ 1 / —1 . ’ ’  _pk
AP = AE AL = Ag’ demais AP =0, ¥ = pEAgpP.
A condicao de contorno para v é aproximada por
Ve = = ;/UP + O(A£2) = Oa

de modo que
Ap =1, Ag=1, demais A" =0, bp =0.

3.8.5 Canto sudoeste

No volume ficticio do canto sudoeste é feita a extrapolagao

_ Ox + O + Onm
3
de modo que os coeficientes dos sistemas lineares de T', u e v sao dados por

A? =0 bﬁzw
) 3 b

¢P + O(AE) + O(An)a ¢ € {pa T7 u,’U},

A2 =1, demais ¢ €{T,u,v}.

No caso da pressao, levando-se em conta a rela¢do p = p* + p’, tem-se

A =0, W = PN+ pE + Pl PNt Pe t PRe
b) .

AY =1,  demai
b emais 3 3

Formula simplificada:
AP =1, demais A =0, b5 =0.

3.8.6 Canto sudeste

No volume ficticio do canto sudeste é feita a extrapolagao

— (Z)N + ¢W + ¢NW
3
de modo que os coeficientes dos sistemas lineares de T', u e v sao dados por
X + dw + Phw
3 7

No caso da pressao, levando-se em conta a rela¢do p = p* + p’, tem-se

d)P + O(Ag) + O(An)a ()b € {p7 T7 ’LL,U},

AL =1, demais A®=0, bl= ¢ € {T,u,v}.

A =0, B = PN+ pw + Pl Px A Pw Tt PRw
b .

A2 =1,  demai
P emais 3 3

Foérmula simplificadas:
Ab =1, demais AP =0, b =0.

3.8.7 Canto noroeste

No volume ficticio do canto noroeste é feita a extrapolagao

_ ¢s + ¢ + PsE
3

de modo que os coeficientes dos sistemas lineares de T', u e v sao dados por

po _ OF+ 0T + 0T
P 3 I

No caso da pressao, levando-se em conta a rela¢do p = p* + p’, tem-se

d)P + O(AE) + O(Aﬁ)’ d) € {pa T7 u, U}a

AL =1, demais A®=0, ¢ € {T,u,v}.

A =0, o = ps +ps +ps  ps+ P+ Pse
b) .

AY =1,  demai
b emais 3 3

Formula simplificada:
AL =1, demais AP =0, b =0.
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(273)

(274)

(275)

(276)

(277)

(278)

(279)

(280)

(281)

(282)

(283)

(284)

(285)

(286)

(287)

(288)

(289)



3.8.8 Canto nordeste
No volume ficticio do canto nordeste é feita a extrapolagao

_ ¢s + dw + Psw
- 3

de modo que os coeficientes dos sistemas lineares de T', u e v sdo dados por

103 +O(A¢) +0(An), ¢€{pT,u,v} (290)

m m m
A2 =1, demais A®°=0, b= W ¢ e {T,u,v}. (291)
No caso da pressdo, levando-se em conta a rela¢do p = p* + p’, tem-se
' : ’ ' ps +Pw +DpSw  Ps+Pw + s
AR =1, demais A” =0, bl =22 V3V SWo_ I8 V; AL (292)
Formula simplificada:
A? =1, demais AP =0, b} =0. (293)

3.9 Extrapolacoes das velocidades nodais para os volumes ficticios
Apés corrigir as velocidades nodais dos volumes reais p’, é necessario corrigir o campo de velocidade dos volumes ficticios

com base nas condigoes de contorno.

3.9.1 Contorno norte

o U= U

Utilizando a aproximagao (236), tem-se
Up = —us + 2o + O(AD?). (294)

e v=0
Utilizando a aproximagao (236) e a eq. (235), tem-se

ve = —vs + O(AR?). (295)

3.9.2 Contorno sul

e Com base nas egs. (255) e (256), tem-se para u

up = ux + O(An) (296)
e Com base nas egs. (255) e (256), tem-se para v

vp = ux + O(An) (297)

3.9.3 Contorno leste
Com base na eq. (258) e aproximagoes (259) e (260), tem-se para u e v

Vi ¢x + Inw — Ps — Psw
Uy 4An

dp = dw — AL +O(AE%) +0(AY), ¢ € {u,v}. (298)

Formula simplificada:
Sp = dw +O(AE) +0(A7"), ¢ € {u,v}. (299)

3.9.4 Contorno oeste

e Com base na eq. (269) e aproximagoes (270) e (271), tem-se para u

o _ EUN—’_UNE_’US_U/SE 2 2
Foérmula simplificada: ’
up = ur + O(AE") + O(AR"). (301)
e Com base na eq. (276), tem-se para v
vp = —vr + O(AL?). (302)

3.9.5 Cantos

Para os cantos sudoeste, sudeste, noroeste e nordeste, valem, respectivamente, as extrapolagoes (278), (282), (286) e
(290).
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3.10 CAlculo das velocidades nas faces dos contornos

3.10.1 Contorno norte

Un = Uso- (303)
v, = 0. (304)
Vo = Un(mg)n - un(yg)n (305)
3.10.2 Contorno sul

u, = U JQF“N_ (306)
v, = 22 ;“N. (307)
V,, =0. (308)

3.10.3 Contorno leste
ue = 22 ;”‘E (309)
v, = F ;”’E, (310)
Ue = ue(Yn)e — ve(xn)e- (311)

3.10.4 Contorno oeste
e = 2F ;UE (312)
ve = 0. (313)
Ue = ue(yn)e - 'Ue(wn)6~ (314)

3.11 Extrapolagao das temperaturas nodais para os volumes ficticios
3.11.1 Contorno norte
Com base em (236), tem-se
Ty = 2T — Ts + O(AR?). (315)
3.11.2 Contorno sul

Com base em (248), tem-se

T, :TNiAn&TNE"FTE_TNW_TW +O(A§2)+O(Aﬁ2). (316)
Tn 4A¢
Formula simplificada:
Te = T + O(AE") + O(AR"). (317)
3.11.3 Contorno leste
Com base em (261), tem-se
_ Vi Tnw + T — Tsw — T 2 2
Tp = T — AL e + O(AE?) + O(AR?). (318)
Foérmula simplificada: ‘
Te = Tw + O(AE") + O(ARY). (319)
3.11.4 Contorno oeste
Com base em (272), tem-se
/BE TNE+TN7TSE7TS 2 2
Te =Te — A= A An). 2
P =T - ACLE i +0(A8%) + O(Ar) (320)
Formula simplificada:
Ty = Ts + O(AE") + O(AR). (321)

3.11.5 Cantos

Para os cantos sudoeste, sudeste, noroeste e nordeste, valem, respectivamente, as extrapolagoes (278), (282), (286) e
(290).
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3.12 Extrapolagao das pressoes nodais para os volumes ficticios
3.12.1 Contorno norte

Com base em (236), tem-se

Pp = 2Poo — Ps + (’)(AUQ). (322)
3.12.2 Contorno sul
Com base em (246), tem-se
pr = py — Ap2rBNE T PE P TP o(a¢?) + O(ar), (323)
Tn 4A€
Formula simplificada:
pr = px + O(AEY) + O(An). (324)

3.12.3 Contorno leste

Com base em (264), tem-se

Vi Pxw + Px — Psw — Ds

— NS 2 2
pp = pw — A& U 477 + O(AE7) + O(AnY). (325)
Formula simplificada: ] ]
pe = pw + O(AE") + O(An"). (326)
3.12.4 Contorno oeste
Com base em (274), tem-se
pr = pe — AgDePNE TN “Pse T D5 L o(ne?) 4 O(AR?). (327)
Qe 4An
Formula simplificada:
pr = pr + O(AE) + O(ARY). (328)

3.12.5 Cantos

Para os cantos sudoeste, sudeste, noroeste e nordeste, valem, respectivamente, as extrapolagoes (278), (282), (286) e
(290).

3.13 Aproximacoes para as codigoes iniciais

3.13.1 Volumes reais

Up =  Uso (329)
ve = 0 (330)
To = Tw (331)
Pr = Poo (332)
e = poo (333)
pp = 0 (334)

3.13.2 Volumes ficticios

Aplicar as extrapolagoes (férmulas simplificadas) para u, v, T e p indicadas nas Segs. 3.9, 3.11 e 3.12. Em seguida
calcular

pr = Rp ;P . (335)
g
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3.13.3 Faces dos volumes

Ue = Uso (336)
Un = Uso (337)
ve = (338)
ve = 0 (339)
Ue = ue(yn)e — ve(Tn)e (340)
Vi = vn(@e)n — un(ye)n (341)
Pe = poo (342)
Pn = Poo (343)

Nas faces dos contornos, te, Un, Ve, Un, Ue, Vp sdo calculados como descrito na Seg. 3.10.

3.14 Coeficientes do SIMPLEC para as faces dos contornos

3.14.1 Contorno norte
No contorno norte, tanto u quanto v sao prescritos, deste modo nao deve haver correcao das velocidades em termos de
p’, o que implica em

dy = dy, = dy, =0. (344)
3.14.2 Contorno sul

Como u e v ndo sao prescritos na face, mas V' o é, tem-se

d, = (dn)y+O(An), (345)
d, = (dn)y+O(An), (346)
dy = 0. (347)

As aproximagoes (345) e (346) nao interferem no resultado convergido, apenas na convergéncia.

3.14.3 Contorno leste

Como nenhuma componente do vetor velocidade é prescrita, utilizam-se as aproximagoes

de (de)w + O(AE), (348)
de = (dd)w+ O(Ag), (349)
d = d!(yn), +di (), (350)

3.14.4 Contorno oeste

Neste contorno v e U sdo prescritos, deste modo, aproxima-se apenas dg:

di = (dY), + O(Ag), (351)
2 = 0, (352)
v = o (353)

3.15 Resolucao dos sistemas lineares

H& quatro sistemas lineares a serem resolvidos, todos da forma
ALos + ALdw + ALge + Alds + Aldn = b2, ¢ € {u,0,T,p'} (136)

A resolugao destes sistemas é feita através do método TDMA linha-a-linha[3] ou MSI[5].

3.16 Residuos dos sistemas lineares

O residuo dos sistemas lineares Ry, é dado por

R, =R}, +Rj, +Ri, +Rj, (354)
onde Rfl é dado por
s Lo |[ARe + X, Ao — b
RS, = b€ {T,u,0), (355)
Ly S
P P
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exceto para a equacao da correcdo da pressao

RY =" |Alpp + > AV ply —bE |

P

nb

As somas nas eqgs. (355) e (356) devem ser feitas sobre todos os volumes reais.

3.17 Aproximacgoes para as grandezas de interesse

3.17.1 Distribui¢ao de temperatura

(356)

Para todas as faces norte dos volumes ficticios do contorno sul a temperatura é aproximada na face por

T,

No canto sudoeste a aproximagao é

Tn e

T+ Ty

2

_ TP +TN+TE+TNE

+O(AR?).

+O(AE%) + O(An?)

e no canto sudeste

TSE -

4

_ Te +Tn +Tw + Tnw

4

3.17.2 Distribui¢ao do coeficiente de pressao

No contorno sul o coeficiente de pressao é dado por

3.17.3 Coeficiente CE,

O coeficiente CE;, dado pela eq. (44), isto &,

P __
Cpe =

(Cp)n =

onde p, é calculado do mesmo modo que a temperatura, como descrito na segao anterior.

of

qoo Ty,

é aproximado por

onde

e a soma deve ser feita sobre as faces norte de todos os volumes ficticios do contorno sul.

of

Che = ol Z (P — Poo) T (ve),, A& + O(AE?),

oorb

DPn

3.18 Algoritmo

A) Definir os parametros numéricos e fisicos.

_ pr + Pn

2

133

+ O(AE%) + O(AR?).

Pn — Poo

I’

doo

&5
f+1 / (p—poo)ryg d£7

+0(An?)

(357)

(358)

(359)

(360)

(361)

(362)

Ny:

la, lp:

l7~,7“b:
g9(@):

: Largura dos volumes contiguos a superficie g(x)

Numero de volumes na direcao &
Namero de volumes na diregao 7
Dimensoes do dominio
Dimensoes do corpo

Perfil do corpo

: Velocidade da corrente livre [m/s|
: Pressao da corrente livre [Pa

: Temperatura da corrente livre [K]
: Constante do gas [J/kg-K]

: Parametro de concentragao de nés na dire¢do £ (contorno norte)

: Parametro de concentragao de nos na dire¢ao £ (contorno sul)

: Fator-E para cada sistema linear (¢ € {u,v,T,p'})

Coeficiente de acoplamento entre os esquemas UDS e CDS

Coeficiente do tipo de simetria (f = 0: simetria plana, f = 1: simetria axial)

Outros parametros de entrada
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B) Gerar os nos dos contornos.
E: Sec. 3.2. N

I ng, ny, loy o, I, 1, g(x), (af)nv ((1'5)5

O: Zne, Yne (somente para os contornos)

N

C) Gerar a malha com base nos nos dos contornos.

E: Sec. 3.2 I

I: Zne, Yne (Somente para os contornos)
a

O: Tne, Yne J

D) Calculo das propriedades geométricas da malha:

1 - Calcular os centroides de todos os volumes reais.
2 - Calcular r = y/ em todos os centroides e faces dos volumes reais.
3 - Calcular as métricas ¢, T, ye € Y, em todas as faces dos volumes reais.
4 - Calcular J em todos os centroides e faces dos volumes reais.
5 - Calcular @ em todas as faces leste e oeste dos volumes reais.
6 - Calcular 8 em todas as faces dos volumes reais.
7 - Calcular v em todas as faces norte e sul dos volumes reais.
E: Se¢. 3.3
I Zney, Yne, f
O: zp, yp, T, Te; Tn, (Te)es (Tn)er (Ye)er (Yn)e
(@)ns (@n)ny, Ye)ns Widns Jes Jey Jny ey Bey Bny T
E) Aplicar as condigdes iniciais.
(E: Sec. 3.13.
L tos, Too, Poos Ry, (Te)n, (Ye)n, (wn)es (Yn)e
\ O: up, ve, To, pr, Dby PPy Pey Pny Ue, Vey Un, Un, Ue, Vp

F) Calcular as propriedades termofisicas:

G) Iniciar o ciclo de evolugdo temporal:

1 - Atualizar os campos:

It up, ve, Te, prp, pp, Ue, Ve, Un, Un

. o o o o o o o o o
O- Up, Up, TP7 Pes Pps Uey, Ve, Up, Up

2 - Iniciar o ciclo para resolucao das equacoes para u,v,T e p no instante t:
1 - Atualizar os campos:
I Ue, V,
o, v

2 - Calculo das propriedades termofisicas (no caso de serem variaveis):

3 - Calcular os coeficientes A" e AY dos sistemas lineares para u e v em todos os volumes reais, bem como os
respectivos incrementos de tempo dtp e dtp:

E: (137)-(141), (228)-(231)
I: Eu7 E’U’, pl?’r p€7 pn: Uc7 Vn

Tey, Tn, Tp, JP

O: A%, A", dtg, dip (somente para os volumes reais)

N\

4 - Calcular os fontes b" e b” dos sistemas lineares para u e v em todos os volumes reais:
E: (142). I
L po, pes pn, Ue, Vi, pe, up, up, vp, vp, dtp, dip

ﬁa Te; Tn, Tp, ']P’ ('/1:5>77/7 (:UE)'”/’ (‘/I’.'I)‘i* (yVl)ﬁ

O: b, b’, wp, wp (somente para os volumes reais) J
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10 -

11 -

12 -

13 -

14 -

15 -

Calcular os coeficientes A e A" e fontes b" e b” dos sistemas lineares para u e v em todos os volumes ficticios
com base nas condic¢des de contorno simplificadas:

E: (239), (240), (255), (256), (263), (273), (277), (279), (283), (287), (291).

I teo, up, vp

O: A%, b*, A", bY (somente para os volumes ficticios)

Calcular os coeficientes do SIMPLEC para as interfaces dos volumes reais:
E: (198)-(201), (206), (208)
I. A, A"
Te; Tny (Te)n, (Ye)n, (Tn)es (Un)e

O: d¥, d¥, d*, d%, dY, dY (somente para as interfaces dos volumes reais)

Calcular os coeficientes do SIMPLEC para as faces dos contornos:
(E: (344)-(353)
L d¢, de, dy, dy

\O: dv, dv, d*, di, dY, dY (somente para as faces dos contornos)

Calcular gp:
E: (157)
I. Ry, Tp
O: gp

Calcular os coeficientes A? da equacao da correcao da pressao:
E: (220)-(224), (228), (229), (232), (233)

I: Ep/7 ge, Pe, Pn, Ue,-, ‘/71,7 dé dyl’

e, Te, Tn, Jp

Q: AY Atg/ (somente para os volumes reais)

Resolver os sistemas lineares para u e v para obter os campos estimados u* e v*:
( I. A% b%, A", b, up, vp

KO: Up, Up

Calcular os residuos R}, e R}, dos sistemas lineares:

E: (355)

I A*, b, A", b", up, vp

kO: Ry,, RI,

Calcular as velocidades u}, uy,, vi, vy, UZ, Vi nas interfaces dos volumes reais:

/E: (184), (186), (210), (212)

I: pp, ug, v, uy, vn, A*, AY, up, vp, pp, wp, wp, Atp, Aty

TP, Tey Tn, Jp, (Te)es (Ye)e, (Tn)e, (Wn)e, (Te)ny (Ye)n, (Tn)ns (Yn)n
@: ub, wun, v, v, UZ, V. (somente para a interface dos volumes reais)

Calcular as velocidades uy, uy, vi, vy, Us, V,' nas faces dos contornos com base nas condigdes de contorno:
E: (303)-(314)

I up, vp
Uoo, (Te)n, (Ye)n, (Tn)e, (Yn)e

O: uz, wun, v, v, U;, V. (somente para as faces dos contornos)

Calcular o termo fonte b*" da equagao da correcao da pressao para os volumes reais:
E: (225)

’

. * o * * * * P

I' Pes Pp; Pey Pny, Pesr Pn Ufi~, ‘/7% Ue,? ‘/71', ATP
e, Tey, Tn, Jp

’
O: b” (somente para os volumes reais)

Iniciar o ciclo da correcao da massa:

’ ’
e Calcular os coeficientes AP e fontes b’ para os volumes ficticios conforme as condi¢bes de contorno
simplificadas:

E: (237), (247), (265), (275), (281), (285), (289), (293)
I: pg

0: A”, v (somente para os volumes ficticios)
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16 -

17 -

18 -

19 -

20 -

21 -

22 -

23 -

24 -

25 -

26 -

e Resolver a equagdo da corre¢do da pressdo para obter p’:

I: Ap/, W Dp
O: pb

Calcular o residuo Rlzll do sistema linear para p’:
E: (356) N\
L A, v, pb

O: Rzl /

Corrigir a pressdo p e a densidade p com o desvio da pressdo p’ no centroide de todos os volumes:

("E: (153), (156) )

L ge, pb, Pbs Dp
\O: P, Dp Y,
Extrapolar a pressao p para os volumes ficticios dos cantos:
("E: (278), (282), (286), (290) )
I pp
\O: e J

Corrigir as velocidades up e vp nos centroides dos volumes reais:

E: (172), (173)
I owuy, oS, A“, A", pb
e, (Te)n, (Ye)n, (Tn)er (Yn)e
O: up, vp (somente para os volumes reais)

Corrigir as velocidades up e ve nos centroides dos volumes ficticios (extrapolagdo):

E: Utilizar as formulas simplificadas da Sec. 3.9.
I: up, vp (dos volumes reais)

Uco
O: up, vp (somente para os volumes ficticios)

Corrigir as velocidades u}, u),, vi, vy, U, V.¥ com o desvio da pressao
€ I € n; € ) n

E: (194)-(197), (202), (204)
Loul, oy, vl v, UZ, VY, dE dl dy, dy, dY, o dy, ph
(@e)ns (Wedn, (Tn)e, (Yn)e

O: Uey, Up, Ve, Un, Ue, Vy

Atualizar a densidade nas faces utilizando a densidade e velocidades nos nos e o esquema UDS com corre¢ao
adiada para o CDS:

E: (158)-(161)
qcv ‘/711 pP
1]

O: pe, pn

Calcular os coeficientes A” e fontes b™ da equagio da energia para todos os volumes reais:

E: (137)-(142), (228)-(231)
I: ET', Cp, Pes  Pn, ng Lrﬁ», ‘/n: —r]‘l'—c’)7 fl—‘P: p;: pp, Up, Up

57 ey, Te, Tn, JP ) (175)’17 (yf)”w ('TVI)EW (y'Vl)‘—i
O: A", b", Aty
Calcular os coeficientes A™ e fontes b™ da equagdo da energia para todos os volumes ficticios com base nas
condigbes de contorno simplificadas:

(E: (238), (249), (263), (273), (279), (283), (287), (291) N
I Too, Tp

\O: AT, 0T )

Resolver a equagao da energia para se obter 7"

( I AT, b*, Tp h

KO: Te )

Calcular o residuo R}, do sistema linear para 7"
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E: (355)
I A", ", Tp
O: R,

27 - Calcular a densidade nos centroides utilizando os tltimos valores de p e T*
E: (149)
I Ts, ppe

Ry

O: pp

28 - Atualizar a densidade nas faces utilizando a densidade e velocidades nos nos e o esquema UDS com corregao
adiada para o CDS:

E: (158)-(161)

—

I: qcv ‘/717 pP
1]
O: pe, pn

29 - Calcular o residuo total Ry, dos sistemas lineares para u, v, T e p'.
E: (354)
I: Rilt Rzlﬁ sz El

O: Rr, /

3 - Se o residuo dos sistemas lineares for menor que uma tolerancia prescrita, encerrar o ciclo de evolugdo temporal.

o\

H) Poés-processamento: calcular as grandezas de interesse e salvar os resultados.

A Transformagao das equacgoes de transporte do sistema xy para o &n
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