AMOSTRAGEM, “ALIASING” E JANELAMENTO

AMOSTRAGEM
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Assim, a transformada de Fourier de um sinal ¢ computada pela via numeérica,
usando valores amostrados de sua forma continua. Espera-se que a versao
discreta da transformada assemelhe-se a versao analitica, de modo a representar

as caracteristicas em frequéncia do sinal adquirido, dentro da faixa pertinente.

Porém, face a amostragem, ha diferencas fundamentais entre essas duas versoes.




AMOSTRAGEM (cont.)

Para entender essas diferencas, considere-se um “trem” de funcdes generalizadas

delta de Dirac i(t), expresso por

i(t)= i S(t—nAt) (1)

n=—oo

onde At ¢ o intervalo de tempo entre as fungoes, dito intervalo de amostragem.

Esse trem de funcdes delta ¢ ilustrado na figura abaixo.
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Trem de funcoes delta de Dirac (OWiley, Shin&Hammond,2008)




AMOSTRAGEM (cont.)

Um sinal continuo genérico g(t), uma vez amostrado de forma uniforme (ou seja,

com At constante), gera um sinal g (t), que pode ser modelado matematicamente

de forma tal que

gs()=g(H).1() (2)

Em decorréncia, nota-se que g, (t) também € um trem de fungdes delta de Dirac,

porém, com intensidades distintas, como ilustrado abaixo.
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Representacdo de um sinal amostrado (©OWiley, Shin&Hammond,2008)




INTERVALO E FREQUENCIA DE AMOSTRAGEM

O 1inverso do intervalo de amostragem At ¢ dito frequéncia de amostragem ¢

indicado por f;, de forma que
1
f,=— (3
= O

A frequéncia de amostragem fornece o numero de amostras por unidade de

tempo. Sua escolha, como se verd adiante, ¢ uma decisdo de importancia crucial.

Se o intervalo de amostragem ¢ constante (amostragem uniforme), a frequéncia de

amostragem também sera.

Sera abordado, na sequéncia, o que ocorre com a transformada de Fourier de
um sinal amostrado, tal como modelado acima. Salienta-se que a frequéncia,

que ainda varia de modo continuo, serd agora considerada em Hz.




TRANSFORMADA DE FOURIER DE FUNCAO AMOSTRADA

A transformada de Fourier de g (t), que veio de um sinal g(t) genérico, €

G,(f) = Tgs(t)e_iznftdt: T[g(t)i(t)]e—i”ﬁdt: Tg(t){ i S(t—nAt)}:iznﬂdt

—00 n=-—o0

Manipulando a Gltima expressdao acima, tem-se que

G.(f) = i T[g(t)e_iznft]S(t—nAt)dt

Nn=—00 _p

donde resulta, por uma propriedade da funcao delta de Dirac, que

G.(f)= S gnAne 2 | (4

n=—00

Prova-se que C_}S (f) ¢ periddica na frequéncia, com periodo f,, que é 1/At.




TRANSFORMADA DE FOURIER DE FUNCAO AMOSTRADA (cont.)

Para tanto, seja

. -12 n(f +LjnAt 0 ) -12 n(ijnAt
G,(f+f,)=G (f +th Z g(nAt)e A = Z g(nAt)e 2mAlg LA

n=-—-0o0 n=-—0o0

Ao cancelar At no ultimo termo exponencial, tem-se que

G (f + ﬁj Z g(nAt)e—iQTc.f.nAte—i.zn_n

n=-—o0

Como e™"*™" = cos[n(2m)] - isen|[n(27)] =1, resulta que
~ 1 c —127tfn ~
G,(f+f,)=G (f+xt) > g(nAt)e MM =G (f) (5)

Ou seja, a transformada de Fourier de uma fun¢ao amostrada é perioddica.




TRANSFORMADA DE FOURIER DE UM TREM DE FUNCOES DELTA

O trem de fungoes delta de Dirac i1(t) pode ser entendido como um sinal periodico,

com periodo At e frequéncia f,. Assim, na forma complexa da série de Fourier,

27n T/2
l(t)— Z Ine(Atj (6) {X(t)— Z X i(o; )t _1 J‘ X(t) —1(o; )t :l
n=—00 Jj=—o0 —T/2
onde
_ 1 At/2 _;2m | A2 T o _;2m
I = i(te A dt=— {Z S(t—nAt)}e At dt
At —At/2 At —At/2 Ln=—0

Manipulando essa ultima expressao e recordando a definicao de o(t), tem-se que

o At/2 _27tnt i(“:)

> j e A §(t— nAt)dt——t (7) I AN

n=—0_At/2 T

1
At




TRANSF. DE FOURIER DE UM TREM DE FUNCOES DELTA (cont.)

Dessa forma, o trem de fungoes delta de Dirac i(t) pode ser representado por

1(t)—At Z e AU (8)

A transformada de Fourier de 1(t) sera dada, entdo, por

At

—o0 n=-—o0 N=—00 _p

0 271:n o 0 2nn
T(f)z J‘i(t)e—i.an.tdt_ J‘{At Z e At :l —12nftdt_ 1 Z J‘e At e—lantdt

Como, pela descrig¢ao alternativa da funcao delta, tem-se que

8(6) _ j eiiZTEtht,

—00

pode-se manipular a tltima expressio de 1(f), para elucida-la.




TRANSF. DE FOURIER DE UM TREM DE FUNCOES DELTA (cont.)

Através dessa manipulacao, decorre que

o0

I(f)—EZ E lzn(f)dt—EZS(f——j £ 5(f-nf) (9)

N=-00 —o n=—o0

Ou seja, a transformada de Fourier de um trem de funcoes delta de Dirac no
tempo também ¢ um trem de funcoes delta de Dirac, sO que na frequéncia,

como mostrado abaixo.
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Transformada de Fourier 1(f) (©Wiley, Shin&Hammond,2008)




RELACAO ENTRE TRANSF. DE SINAIS CONTINUO E AMOSTRADO

Como g (t)=g(t).i(t), a transformada de Fourier (_}S (f), de g.(t), € igual a
convolugio, no dominio da frequéncia, de G(f), a transformada de g(t), com I(f),

a transformada de 1(t). Ou seja, como

g()=g®)i) — Gy()=GH*1H (10)

Executando essa convolucdo (que € uma operagcdao comutativa), decorre que
G, (1) =GO *TH=T(H*G(D = [ TAG(E -~ 1)d

Substituindo o resultado da Eq. (9) na equagdo acima, tem-se que

o0

G.(f) = T {fs i SO\ — nfs)} G(f—A)dr =T, i { [ 8 —nf)G(f - 1)dn

— 0 n=—o0 n=—o| _




REL. ENTRE TRANSF. DE SINAIS CONTINUO E AMOSTRADO (cont.)

Fazendo, entdo, a substituicao de variaveis y = f — A e aplicando as propriedades

de paridade e deslocamento da fun¢ao delta, resulta que

G, (f)=f, Z G(f-nf,) | (11) (— valido para amostragem uniforme)

n=—0o0

A Eq. (11) descreve a relagdo entre a transformada de Fourier G(f) de um sinal

continuo e a transformada de Fourier G_(f) do sinal amostrado correspondente.

Nota-se que a transformada do sinal amostrado é a soma de versoes
deslocadas na frequéncia da transformada do sinal continuo. Nota-se também

o efeito de escala entre as transformadas, efeito esse dado por 1.

Constata-se, pois, que a amostragem no dominio do tempo conduz a uma

transformada de Fourier periodica e continua no dominio da frequéncia.




REL. ENTRE TRANSF. DE SINAIS CONTINUO E AMOSTRADO (cont.)

Ilustra-se abaixo o modulo escalonado da transformada de Fourier X_(f) de um

sinal amostrado x (t), com intervalo de amostragem At.

O sinal x (t) decorre do sinal continuo x(t), cujo modulo da transformada de

Fourier X(f) também ¢ esbocado na figura.

X, (0)|/f,
A
UW
"/’-\\h"‘“- ; "’,’-ﬁ“"“'—@ >
I S L 1 S !
2At At 2At 2At At 2At

Transformada de Fourier de funcdo amostrada (©OWiley, Shin&Hammond,2008)




“ALIASING” (DOBRAMENTO)

Em vista do exposto anteriormente, considere-se um sinal continuo x(t) cuja

transformada de Fourier X(f) seja tal que X(f) =0 , para |f | > f};, como 1lustrado

na figura abaixo. Por conveniéncia de exposicao, X(f) ¢ real.
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Transformada de Fourier X(f) (nula gdo. |f | > 1) (OWiley, Shin&Hammond, 2008)




“ALIASING” (DOBRAMENTO) (cont.)
Assumindo que a frequéncia (taxa) de amostragem f, = 1/At seja tal que

. f 1
f. >2f, ,ouseja, que f, <=
S H ]ja, q H 9 At

a transformada X_(f) do sinal amostrado x(t), cf. Eq. (11), é ilustrada abaixo.
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Transformada de Fourier )_(S(f ) (com {, > 2fy) (OWiley, Shin&Hammond, 2008)




“ALIASING” (DOBRAMENTO) (cont.)

Na figura acima, repetida abaixo, destacam-se: {,, a frequéncia de amostragem,

fy, dita frequéncia de Nyquist, e (f,/2), dita frequéncia de dobramento.

Como f}; <f,/2, nota-se que X,(f) representa
X(f) de forma exata para |f|<fs/2, a menos de| X, (f)=f, Z X(f —nf,) (11)

Nn=—0o0
um fator de escala (1/f,), cf. Eq. (11).
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Transformada de Fourier X_(f) (com f, > 2fy;) (OWiley, Shin&Hammond, 2008)




“ALIASING” (DOBRAMENTO) (cont.)

Seja agora fy >f /2. Havera, entdo, uma sobreposicdo das varias versdes

deslocadas de X(f), resultando numa distorcdo para |f | <f,/2, como visto abaixo.

Assim, mesmo em escala, X_(f) nio mais representa X(f) de forma exata.
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Transformada de Fourier X_(f) (com f, < 2f) (OWiley, Shin&Hammond, 2008)

— Essa distor¢do ¢ conhecida como “aliasing” ou dobramento.




“ALIASING” (DOBRAMENTO) (cont.)

Entdo, para evitar o “aliasing”, ou dobramento, o sinal nao deve ter qualquer

componente em frequéncia acima de uma certa frequéncia fy; =f

max -

Para tanto, o que se faz ¢ filtrar o sinal continuo antes de amostra-lo, usando um

filtro analdgico passa-baixo (dito filtro “anti-aliasing”), como mostrado abaixo.
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Uso de filtro “anti-aliasing” antes da amostragem (OWiley, Shin&Hammond, 2008)

Além disso, deve-se escolher a frequéncia de amostragem f, de forma tal que

cla seja maior do que duas vezes a maior frequéncia contida no sinal. Ou s¢ja,

f,>21 =21 ..

(12)




JANELAMENTO

Na sequéncia, suponha-se que g(t), ainda um sinal genérico, seja conhecido

apenas de (—T/2) <t <(T/2). Diz-se, nesse caso, que g(t) estd “sendo observado

atraves de uma janela”, descrita pela fungao w(t), tal como mostrado abaixo.

Sinal truncado com janela retangular w(t) (OWiley, Shin&Hammond, 2008)

A funcao w(t) acima, dita janela retangular, ¢ definida da seguinte forma:

w(t) =1

(1,

\O,

t|<T/2
(13)

t|>T/2




JANELAMENTO (cont.)
O que se tem, portanto, € um sinal truncado g(t), tal que
gr(t) =g(t). w(t) (14)

Ao calcular a transformada de Fourier de g (t), para obter a transformada de g(t),

o que resulta ¢ a transformada do produto de dois sinais, g(t) e w(t), de modo que
Gr(f) = [ [gw(D]e ™™ dt=G(F)*W(f)= [ GLW(f-1)dA (15)

onde G (f) é a transformada de g(t), G(f) a de g(t) e W(f) a de w(t).

O resultado acima decorre do fato de que a transformada do produto de dois sinais

no dominio do tempo ¢ a convolugdo de suas transformadas na frequéncia.




JANELAMENTO (cont.)

A transformada de Fourier W(f) de uma janela retangular w(t) ¢ dada por

sen(mfT)

W) =T

(16)

Essa janela, dita genericamente janela espectral, ¢ 1lustrada na figura abaixo.
W(f)

x
T

Main lobe

Side lobe

Transformada de Fourier de janela retangular w(t) (OWiley, Shin&Hammond, 2008)




ERRO DE TRUNCAMENTO

A operagao de convolucio no dominio da frequéncia, acima exposta, gera o

erro de truncamento, o que nio ¢ restrito ao uso da janela retangular, mas

observado em qualquer truncamento.

A convolu¢ao faz com que (_}T (f), a transformada de Fourier do sinal truncado

g-(1), seja uma versdo distorcida de G(f), que é a transformada de g(t).

A distor¢ao associada ao lobulo principal (““main lobe”)
de uma janela €, por vezes, dita mancha ou borrao
(“smearing”). J& a distor¢do associada aos lobulos

laterais (“side lobes™) ¢ dita vazamento (“leaking™).
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Esse nome decorre do fato dos componentes de G(A) em outros valores que nio

A =f “vazarem” pelos l6bulos laterais, contribuindo para o valor de G (f) em f.




SINAL HARMONICO TRUNCADO

Considere-se, por exemplo, um sinal harmoénico dado por

x(t) =cos(2mpt) | (17)

cuja transformada de Fourier X(f) é

X(f) :%[6(f+p)+8(f—p)] (18)

A transformada X (f) do sinal truncado x,(t), face ao uso de uma janela w(t), ¢
X1 (f) = j X(AMW(f =L)dA = % j [8(% +p)+0(A— p)] W(f —2)dA

Com a substitui¢do de variaveis y=1f —A e face as propriedades da funcdo delta

de Dirac, a integral no ultimo termo acima pode ser resolvida de imediato.




SINAL HARMONICO TRUNCADO (cont.)

Dessa forma,

R (0) =2 [W(E+p)+ W(t-p)]  (19)

Ou seja, as funcdes delta, no dominio da frequéncia, sao substituidas por formas

da janela espectral. Os espectros teorico e ‘janelado’ sao ilustrados abaixo.

X(f) X (N=X(1)*W(f)
12 1/2 T2y v a—cpng
X ‘ /Leakage
= L = !
{a) Teonco (b} Janelado

Transformadas de Fourier X(f)e X (f) (©Wiley, Shind&Hammond, 2008)




DISTINCAO DE COMPONENTES HARMONICOS

Se dois ou mais componentes harmonicos proximos estdo presentes num sinal,

entdo eles podem nao ser distinguidos na frequéncia, em virtude do janelamento.

Uma 1lustragdo aproximada disso ¢ feita abaixo, para trés componentes, partindo

do caso i1deal e tomando valores crescentes da extensao T da janela retangular.

| X(f)| =x(t)¢asoma de trés
sinais harmonicos

A A

T

Efeitos do janelamento no modulo da transformada de
Fourier — caso ideal (OWiley, Shin&Hammond, 2008)
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DISTINCAO DE COMPONENTES HARMONICOS (cont.)

| X, ()

"Smearing" consideravel face
a jancla espectral
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Jo h 1
Efeitos do janelamento no modulo da transformada de Fourier — “smearing”
(©Wiley, Shin&kHammond, 2008) (ver tb. transparéncia acima)
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Efeitos do janelamento no modulo da transformada de Fourier — “leakage”
(©Wiley, Shin&kHammond, 2008) (ver tb. transparéncia acima)




DISTINCAO DE COMPONENTES HARMONICOS (cont.)

Para obter dois picos separados para os componentes de frequéncias f; e f, do

sinal considerado acima, ¢ necessaria uma extensao temporal T dos dados tal que
W(f)

T
2 2

de modo que f, —f, >—
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para a janela retangular (ver janela espectral da janela retangular).

Nota-se que a janela retangular ¢ uma janela ruim quanto aos ldbulos laterais,

pois eles sao grandes e decaem devagar. Ou seja, hd expressivo vazamento.

Por outro lado, o l6bulo principal da janela retangular ¢ o mais estreito dentre
todas as varias janelas, conferindo bom desempenho na separacio de

componentes harmonicos proximos.




JANELAS ESPECIAIS E FATOR DE CORRECAO

H4 varias janelas, alem da retangular, como as janelas Bartlett, Hann, Hamming

¢ Parzen, ilustradas abaixo. A janela Hann ¢ de proposito geral e uso frequente,

com moderada resolucao em frequéncia e boas caracteristicas de 16bulos laterais.
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Algumas janelas de uso comum (©Wiley, Shin&Hammond, 2008)




JANELAS ESPECIAIS E FATOR DE CORRECAO (cont.)

Essas janelas, as vezes ‘manufaturadas’ para aplicacdes especificas, buscam
reduzir o vazamento a custa da largura do ldbulo principal nos computos de

transformada de Fourier.
Um fator de correciao deve ser aplicado as janelas especiais, para corrigir a
perda de energia em relagdo a janela retangular.

Alias, janelas especiais nao sdo, via de regra, aplicadas a sinais transientes, face a
perda significativa de energia. Uma excegdo ¢ o uso de janelas exponenciais em

sinais que decaem progressivamente (em, por exemplo, testes de impacto).

— Em resumo: (1) janelas espectrais distorcem a transformada de Fourier e

introduzem vazamento; (i1) a largura ¢ a forma da janela definem sua

capacidade para distinguir componentes harmonicos proximos.




APENDICE - MANIPULACOES COM FUNCOES DELTA DE DIRAC
CONSIDERACOES PRELIMINARES

No presente modulo, foram feitas varias manipulagdes com fungdes delta de
Dirac, fazendo uso de suas propriedades, de modo a obter os resultados de

interesse, como, por exemplo, as Egs. (11) e (19).

[lustra-se aqui, para compreensdo, um conjunto tipico dessas manipulagoes,

envolvendo as propriedades de paridade € deslocamento.

Para tanto, tome-se a expressdo para G (f) anterior aquela da Eq. (11), qual seja,

G, (f)=f, i T S(A —nf,)G(f —1)dA

nN=—0| —xo
Defina-se, entdo, uma nova variavel na frequéncia, dada por y=1f—A. Dessa

forma, dy =—dA ¢ A =1 —v, sendo f um valor constante a cada integracao.




PARIDADE E DESLOCAMENTO EM FUNCOES DELTA DE DIRAC

Substituindo essa defini¢cao na equagao acima, tem-se que

Gs<f>=f32{— | 3[(t—v)- nf]G(y)dv} Z{ IS[—v+<f—nfS>]G<v>dy}

n=-—oo 00 Nn=-—o0 —00

Reescrevendo a expressdo acima para o uso da paridade ( 0(c) = d6(—0) ), tem-se

G,(f) =1, Z{ | 3{-[v—(- nf)]}Gmdv} f, Z{ | 8{[v—(- nf)]}Gmdv}

n=—00| —xo n=—00| —xo

Aplicando agora a propriedade do deslocamento, em que

[” 8(c-o0p)g(0)do = (o))

obtém-se o resultado desejado, expresso pela Eq. (11), que ¢

G,(H) =Y.~ G(f-nf,).




