ANALISE DE SINAIS ALEATORIOS (CORRELACOES E DENSIDADES)

AUTOCORRELACAO

Um processo estocastico atribui a cada resultado de um experimento aleatorio
uma fung¢do do tempo. Assim, cada sinal aleatorio ¢ realizacio de um processo.

A funcao autocorrelacio para um processo estocastico X(t) ¢ dada por
R (t,t,) = E[X(t)X(t,)] (1)

Essa funcdo mede o grau de associacao de um processo, no tempo t;, com ele
proprio, no tempo t,. Trata-se, pois, de uma medida de associacido direta.
Para processos (fracamente) estacionarios, em que as propriedades estatisticas se

mantém constantes sob um deslocamento de tempo, a fun¢ao autocorrelacao ¢
R, () =E[X(®X(t+1)] (2)

onde T =t; — t;. Ou seja, a autocorrelacao ¢ funcao so6 da diferenca de tempo.




AUTOCORRELACAO (cont.)

Cabe a seguinte interpretacio da autocorrelacio em processos estacionarios.

Para cada n-ésimo registro, forma-se o produto X,(t)X,(t+t), como mostrado

abaixo. Toma-se, a seguir, a média desses produtos ao longo de todos os registros.
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AUTOCORRELACAO (cont.)

Dessa forma, pode-se escrever que
« (D =E[X(®)X(t+1)]= hm {ZX ()X, (t+ r)} (3)

Pode-se, pois, interpretar a autocorrelagdo como uma média de produtos tomados
ao longo do conjunto de realiza¢des, em que se obtém

— grau de associacao de um sinal com ele proprio em dois instantes de tempo.

A autocorrelacao ¢ uma forma de descricao do processo estocastico no tempo.

— exemplo: sinais aleatorios de entrada ou de saida num sistema de interesse.

Mostra-se que a autocorrelacdo € uma fung¢do par da diferenga de tempo t, pois

E[X()X(t+1)]=E[X(t-1)X(t)] (4)




CORRELACAO CRUZADA

Se dois processos estocasticos X(t) e Y(t) distintos sdo considerados

simultaneamente, pode-se definir a funcdo correlacao cruzada como
ny(tlat2) — E[X(t1)Y(t2)] (5)

Essa funcdo mede o grau de associacao entre um processo no tempo t; e o outro

processo no tempo t, ou seja, ¢ uma medida de associacdo cruzada.
— exemplo: sinais aleatorios de entrada e saida num sistema de interesse.

Caso se assuma que ambos 0s processos sao estacionarios, tem-se entao que
R, (D)=E[X(D)Y(t+1)] (6)

sendo a correlacio cruzada uma funcao da diferenca de tempo t =1, — t;.




CORRELACAO CRUZADA (cont.)

A interpretacio da correlacio cruzada, em processos estacionarios, pode ser

feita em termos de media de conjunto da seguinte forma:

(D =E[X()Y(t+71)] = lim {ZX (t)Y(t+’t)} (7)

Now N

Portanto, pode-se obter
— grau de associacao entre dois sinais distintos em dois instantes de tempo.

A correlacdo cruzada relaciona processos estocasticos no dominio do tempo.

Prova-se, para a correlacdo cruzada, que
Ry (D) =R, (=1) (8)

em que a igualdade requer inversdo dos processos e da variavel independente.




CORRELACAO E ERGODICIDADE

Na consideracao de ergodicidade, as médias de conjunto sdao substituidas pelas
médias temporais. Assim, a funcao correlagao cruzada seria dada por

T

Ry ()= lim — [x(0y(t+ 0t (9
0

Essa estimativa, contudo, ¢ tendenciosa, como se vé em Shin & Hammond, 2008.

— uma estatistica ¢ dita uma estimativa tendenciosa quando se pode mostrar que a
média da distribuicao amostral da estatistica ndo ¢ igual ao parametro que esta

sendo estimado (por exemplo, média amostral e meédia populacional).

A estimativa nao tendenciosa da funcao correlacao cruzada ¢

T-1
j x(Oy(t+1)dt 0<t<T (10)
0

1
T—1

R,,(1)=




CORRELACAO E ERGODICIDADE (cont.)

A versao digital correspondente para a correlacao cruzada ¢

1 N-m-1

ny(rmA):ﬂ x(nAt)y[(n+m)At] 0<m<N-1 (11)
n=0

onde n e m sdo indices e At € o intervalo de amostragem.

As Egs. (9) a (11), apresentadas acima, podem ser alteradas para o caso da

autocorrelacdo pela simples troca de y por x.

Assim sendo, para a autocorrelacio, em versao digital, tem-se que

N-m-1
ﬁxx(mA):ﬁ x(nAt)x[(n+m)At] 0<m<N-1 (12)
n=0

— Ressalta-se que essas relagoes sdo aplicadas em sinais amostrados.




DENSIDADE ESPECTRAL DE POTENCIA E AUTOCORRELACAO

Anteriormente, foram expostas descri¢oes de processos estocasticos no dominio

do tempo. Agora, serdo consideradas descricoes no dominio da frequéncia.

Pode-se definir a densidade espectral de poténcia S,, via autocorrelacao R,,, de

modo que, para a frequéncia em rad/s, tem-se que

S, (w) = TRXX(T)e_i(’”dT (13) .- RXX(T):iostX(co)erm (14)

—Q0

De modo equivalente, para a frequéncia em Hz, tem-se que

S (f)= TRXX(r)e—iz"ffdr (15) . R, (1)= TSXX(f)eiz"def (16)

Essas relagOes entre autocorrelacdo e densidade espectral de poténcia, por vezes

referenciadas como teorema de Wiener-Khinchine, sao pares de Fourier.




RUIDO BRANCO

Um conceito tedrico muito util € o conceito de
um processo estocastico estacionario
‘completamente erratico’, cuja autocorrelagio ¢

uma funcao delta de Dirac, tal que
Ry (1) =kd(x), k>0 (17)

O processo que apresenta essa caracteristica ¢

denominado ruido branco.

A funcdo densidade espectral de poténcia

correspondente ¢

Sx(®=k (18)
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de um ruido branco
(©Wiley, Shin&kHammond, 2008)




RUIDO BRANCO (cont.)

O processo acima ndo ocorre na pratica € pode ser apenas aproximado. Dessa
forma, considera-se frequentemente um ruido branco em banda, cuja densidade

espectral de poténcia € constante dentro da banda. Se isso ocorre, tem-se que

a, —B<f<B
S ()= (19) e R, (1)=2aB
0, caso contrario 2nBt

sen(2ntBT) (20)

A 1lustragao correspondente € mostrada abaixo.

R.(7) Sa(f)

a —— Densidade espectral de poténcia
de um ruido branco em banda
(©Wiley, Shin&kHammond, 2008)




DENSIDADE ESPECTRAL CRUZADA E CORRELACAO CRUZADA
Ja a densidade espectral cruzada §Xy pode ser definida a partir da correlacao

cruzada R, , de modo que, para a frequéncia em rad/s, tem-se que
Q OO —1mT 1 s 10T
Sy(@= [ R (e™dt 21) e R (1)= — [ Sy (@edo (22)

De modo equivalente, quando se considera a frequéncia em Hz, tem-se que

Sey(f) = TRXy(r)e—i“ffdr (23) e Ry (1)= T§Xy(f)ei2"ffdf (24)

Correlacao cruzada e densidade espectral cruzada também sao um par de Fourier.

Historicamente, as densidades espectrais de poténcia e cruzada sao definidas,

respectivamente, via autocorrelacdo e correlagcdao cruzada, como exposto acima.




PROPRIEDADES DE DENSIDADES ESPECTRAIS

Prova-se que a densidade espectral de poténcia, alem de ser sempre uma func¢ao

real, ¢ também uma func¢io par da frequéncia, ou seja,
S (F) =S, (=) (25)
Ja a densidade espectral cruzada, em geral uma funcao complexa, ¢ tal que
Sy (£) =5y, () (26)
o que decorre do fato da correlacdo cruzada apresentar a relagao
R,y (1) =Ry (=1),

como expresso na Eq. (8).

Essas propriedades sdo provadas em Bendat & Piersol, 2000.




DENSIDADES ESPECTRAIS VIA TRANSFORMADAS DE FOURIER

Um segundo método para definicao das funcoes de densidade espectral baseia-

se nas transformadas de Fourier finitas dos registros temporais originais.

Considere-se, para tanto, um par de realizagdes associadas x,(t) e y,(t),

correspondentes a processos estocasticos estacionarios.

Para um intervalo finito de tempo 0 <t < T, defina-se

S, (f,T,k) = %)_(:(f,T)?k(f,T) (27)

onde X, (f,T) e Y, (f,T) sdo transformadas de Fourier finitas, tais que

X, (f,T)= j;xk(t)e_iznftdt 28) e |Y. (f,T)= j:yk(t)e_iznﬂdt (29)

Além disso, tem-se que )_(;(f ,T) é o complexo conjugado de X, (f,T).




DENSIDADES ESPECTRAIS VIA TRANSFORMADAS DE FOURIER (cont.)

As transformadas de Fourier finitas das Eqs. (28) e (29) existirao para registros
estacionarios gerais, ainda que as transformadas de Fourier “infinitas” nao

existam, posto que sinais estacionarios persistem indefinidamente.

A densidade espectral cruzada S, (f) ¢, entdo, definida por

So(D)=lim B[S, (f.T.l) | | (30)

onde E[gxy(f ,T,k)} ¢ a operacao de valor esperado ao longo do conjunto de

realizacoes, indicada de forma generica pelo indice k. Essa operagdo sempre sera

feita apenas sobre um conjunto finito, pois € o que se pode realizar na pratica.

Prova-se que as defini¢des de densidade espectral cruzada das Egs. (23) e (30) sdo

equivalentes (vide Bendat & Piersol, 2000).




DENSIDADES ESPECTRAIS VIA TRANSFORMADAS DE FOURIER (cont.)
Decorre que as densidades espectrais de poténcia S, (f) e S, (f) sdo casos

especiais da Eq. (30). Assim sendo, para
S, (f,T,k) = %)_(;(f,T)}_(k(f,T) = %\Xk(f,T)\z (31)

1

—* — l = 2
e S.(f,T.ky=—=Y (DY (. T)=—|Y (f,T 32
(BT ==Y (E D Y (. T) = [ (5,7 (32)

tem-se que

S (D =1mE[S (f,T.K]| 33) e |S,(f)=1lmE[S (f.T.k)] (34)

Tow Tow

A defini¢ao expressa pela Eq. (30), que engloba as Egs. (33) e (34), indica como
computar as densidades espectrais via FFT. Na pratica, o tempo T serda sempre

finito, pois o caso limite em T —o0 ndo pode ser realizado.




DENSIDADES ESPECTRAIS VIA TRANSFORMADAS DE FOURIER (cont.)

A fungdo real densidade espectral de poténcia S_, (1), definida por

.

T—ow

(35)

descreve a poténcia média de um processo no dominio da frequéncia.

Ja a funcao complexa densidade espectral cruzada, definida por

- E[X*(f,T)?(f,T)]
Sy (f) = lim

36
T—o0 T ( )

mede a associacdo de amplitude (espectro de amplitude) ¢ a diferenca de fase

(espectro de fase) entre dois sinais numa mesma frequéncia.

— Se x(t) e y(t) estao em V, S, (), Sy, (f) e §Xy (f) sdo dadas em V*/Hz.




EXEMPLO 1 — AUTOCORRELACAO

Seja x(t) o sinal no microfone.

Se o sinal s(t) ¢ de banda larga,
R () € estretta.

Fazendo A=A, -A,,

R, (t)=E [X(t)x(t + r)]

=(a’ +b*)R (1) +abR(1—A)
+abR (Tt+A)

— R (1) s/c deslocamento!

— 1dentificacao de atraso e

distancia relativos.

x(t)=as(t — Ay +bs(t — A»y)

Hard reflector

WAL e il
Path (2)
Source, s(t) (delay, A,)
AN Path (1)
(delay, A)) Mic. x(f)

Exemplo acustico simples (OWiley, Shin&Hammond, 2008)

R (7)

(® +b)R(7)

'

Autocorrelagcdo em atraso temporal
(©OWiley, Shin&Hammond, 2008)




EXEMPLO 2 — AUTOCORRELACAO E CORRELACAO CRUZADA
Sejam duas fungdes dadas por
x(t)=Asen(ot+0,)+B e y(t)=Csen(ot+6,)+ Dsen(not+¢)

Formando a correlacao cruzada pela média temporal, tem-se que
T

R,y (1) = lim %jx(t)y(t +1)dt = %AC cos[(m —(0, — Oy)}

T—oo

Comparando a func¢do acima com as autocorrelacoes de x(t) e y(t), dadas por

A’ ) o D’
R, (7)= TCOS((D’C) +B® e R,(1)= 7005(@1) + TCOS(H ®T)

nota-se que a correlagao cruzada encontra o componente em y(t) que se associa

com o componente correspondente em x(t), preservando a fase relativa.




EXEMPLO 3 — AUTOCORRELACAO E CORRELACAO CRUZADA

Seja um sinal s(t), imerso em ruido.

Tem-se y(t) = s(t) + n(t), onde s(t) ¢

o sinal de interesse e n(t) ¢ o ruido.

Assume-se que sinal e ruido ndo sao

correlacionados, com R (t) = p ., .

Assumindo valores médios nulos,
R, (1) =Ry (1) + R, (1)

R . (t) decai muito rapidamente e

R (t) domina o resultado.

— sinais harmonicos em ruido!

(1) 4 f y(1) = s(t)+n(z)
I'd
s(1)
_ ' \' |1 S

\ N
Sinal harmonico imerso em ruido
(©Wiley, Shin&Hammond, 2008)
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w(7) R, (7) (dies out rapidly)
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R (7)
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Sinal harmonico imerso em ruido

(©OWiley, Shin&Hammond, 2008)




EXEMPLO 4 — CORRELACOES E DENSIDADES ESPECTRAIS

Seja um veiculo num terreno irregular,
como ilustrado ao lado. O perfil de pista
experimentado pela roda dianteira sera
dado por x(t) e pela traseira por y(t).

Assumindo que o veiculo se move com
velocidade constante V, y(t) = x(t — A),

onde A =L/V, sendo L como mostrado.
Assim sendo, R, (1) =R, (1 —A):
— R, (1) € versdo atrasada de R, (7).

Deteccao de atraso ¢ util na busca de

falhas mecanicas e vazamentos em dutos.

«— )

tx@) t (1)

Veiculo com rodas movendo-se em terreno irregular
(©OWiley, Shin&Hammond, 2008)

R_(7) R, (7)

Autocorrelacdo e correlacdo cruzada em atraso
(©OWiley, Shin&Hammond, 2008)




EXEMPLO 4 — CORRELACOES E DENSIDADES ESPECTRAIS (cont.)

Em termos de densidades espectrais, como R, (1) =R, (1—A), tem-se que

S,y () = j R (t1—A)e 2™ dr

Fazendo u=1—A e, portanto, du = drt, decorre que (1) 0

§Xy(f): jRXX(u)e—iZTEf(u+A)du:e—iZTCfA j RXX(u)e—iZTEfudu
Ou seja,
S (£)=e2"48  (f) .
Isso mostra que o componente em frequéncia f no sinal y(t) esta em atraso em

relagdo a0 mesmo componente em x(t) por um angulo de fase 2nfA.




