ANALISE NUMERICA DE FOURIER — FUNCOES PERIODICAS

CONSIDERACOES PRELIMINARES

No caso de fungoes periodicas levantadas experimentalmente e amostradas,
como a func¢ao x(t), de periodo T, ilustrada abaixo, recorre-se a integragao

numerica, em computador, para obtencao de seus coeficientes de Fourier.
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Funcdo periddica x(t), de periodo T, sob amostragem (Espindola, 1986)

[sso tambeém vale para fungdes de dificil, ou impossivel, integragdo analitica.




COEFICIENTES DE FOURIER (FORMA REAL)

Os coeficientes de Fourier de uma fung¢ao periodica x(t) sdo obtidos por
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onde, paraj =1, 2, ..., oo, tem-se que

: 2T
®; =Jjo; (2a) ,sendo o, :? (2b) .

Caso se defina ®, =0, o coeficiente A, pode ser obtido da expressido geral

para os coeficientes Aj, de modo que j=0, 1, 2, ..., oo.

— Nas expressoes acima, quais as diferengas em relagdo ao exposto antes?

(Essas expressoes, guardadas as distin¢oes de notagdo, também estdo em

Shin&Hammond, 2008, p.32.)




COEFICIENTES DE FOURIER (FORMA REAL) (cont.)

Seja, entdo, o periodo T dividido em N intervalos. Decorre dai que

T
At=— ()

Os valores dos coeficientes A; podem ser aproximados por um somatorio

finito, da seguinte forma:
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A=~ ?kz(:){x(k At)cos| jo, (kAt)]} At (4) {—) A= ?jx(t) cos(m;t)dt }
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com j=0,1,2, .., (vide observagao feita para A,) e k=0, 1, ..., N-1I.

Sendo x, =x(kAt) e levando sucessivamente (2b) e (3) em (4), tem-se que

N-1 N-1
A= %Atz {Xk cos[j%(kAt)}} = % > |:Xk cos(jz—l\?kﬂ (5)




COEFICIENTES DE FOURIER (FORMA REAL) (cont.)
A expressao (5) permite aproximar todos os valores dos A; para uma fungao

periddica x(t) representada (ou mesmo conhecida) através de uma sequéncia

de pontos, tal como 1lustrado inicialmente.

Suponha-se, agora, que j = (N + P), sendo P um inteiro maior ou igual a 0.

Neste caso, constata-se que

cos(jz—l\’;"kj = cos{(NJrP)z—I\?k} = cos[kz—l\?(NJrP)} =

= cos(k2n)cos(kEPj - sen(k2n)sen(kEPj = cos (Pﬁkj (6)
N N N
Assim sendo, das relagoes (5) e (6), decorre que
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COEFICIENTES DE FOURIER (FORMA REAL) (cont.)

Ou seja, os A;, obtidos pela expressao (5), formam uma série periodica, que

se repete a partir de Ay, como ilustrado tipicamente abaixo. (— Por qué?)

Assim, s0 faz sentido calcular os coeficientes de A, a Ay, inclusive.
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Representacao dos coeficientes A ao longo da frequéncia (Espindola, 1986)

— Todo o desenvolvimento anterior também se aplica aos coeficientes B i




COEFICIENTES DE FOURIER (FORMA REAL) (cont.)

A representagao dos B; ao longo da frequéncia ¢ ilustrada, de forma tipica,

na figura abaixo. Nota-se que B, =0, como j4 visto.
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Representagao dos coeficientes B; ao longo da frequencia (Espindola, 1986)

Portanto, o computo numérico dos coeficientes da série de Fourier, em

forma real, paraj =0, 1,..., N-1, pode ser feito por

Z Xy COS(J—kj (7)

C

Z sten( _]—kj

(8).




COEFICIENTES DE FOURIER (FORMA COMPLEXA)

al . . . — —*
Em decorréncia do exposto acima, os coeficientes G; e G; da forma

complexa da série de Fourier podem ser aproximadamente determinados por

(_}J:%(Aj—iBj)~—{ Zxk{cos[Jﬁkj—lsen[jz—gkﬂ} (9)

(_}jfz(_}jzé(Aj+iBj)~—{ Zxk{cos(Jﬁkjﬂsen(jz—gkﬂ} (10)

Ocorre que, como a fungdo cosseno € par € a fun¢do seno € impar, ou seja,

cos(—Xx) =cos(x) e sen(—x)=-sen(x)

- %k

basta utilizar apenas a expressdo (9) para computar G i ¢ Gy




COEFICIENTES DE FOURIER (FORMA COMPLEXA) (cont.)

Assim sendo, todos os coeficientes da série de Fourier, em forma

complexa, podem ser aproximadamente computados atraves de

_ —1| J—k
G, ~— ) x€ (N j (11), emque j=0,+1, £2, £3, ...

Ou seja, agora, o indice j assume tanto valores positivos quanto negativos.

Definindo X; de modo tal que

S = X
X;= Z X} € (12), decorre que | G; zﬁ (13)
k=0

A expressao (12) ¢ comumente chamada de transformada discreta de

Fourier (ou DFT, de discrete Fourier transform).




RECONSTITUICAO DE VALORES DA FUNCAO TEMPORAL

Os valores discretos x, podem ser reconstituidos, a partir dos valores X;

correspondentes, pela transformada inversa discreta de Fourier, tal que

% elN
(14) emque k=0,1,2, .., N-1.
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RECONSTITUICAO DE VALORES DA FUNCAO TEMPORAL (cont.)

Como ¢ valida a condi¢ao de ortogonalidade

e {233 Jo-s {N’ er=k - 6.

im0 0,ser#k

constata-se que a expressao (15) reduz-se a identidade | xx = xi |, 0 que

comprova a expressao da transformada inversa discreta de Fourier (ou IDFT,

de inverse discrete Fourier transform).

As expressOes expostas acima, que visam o cOmputo numérico dos
coeficientes de Fourier, sio adequadas quando se trata de determinar um

numero relativamente baixo de coeficientes, face ao esfor¢o computacional.

Se o numero de coeficientes for elevado, usa-se um algoritmo especial, dito

transformada rapida de Fourier (ou FFT, de fast Fourier transform).




EXEMPLO — ONDA QUADRADA
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Expressoes analiticas para os coeficientes da se€rie de Fourier do sinal acima
ja foram determinadas anteriormente. Suponha-se, agora, que esse sinal
tenha sido adquirido digitalmente, com amostragem uniforme, ao longo de

um periodo, gerando uma sequéncia de 32 pontos, tal que

g:[l 1 -1 -1 - =1 —1] :
Como se comparam 0s espectros correspondentes aos coeficientes obtidos

pelas vias analitica e numerica?




