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CAPITULO 2

A EQUACAO NAO LINEAR
2.1. INTRODUCAO

Um dos maiores desafios para o engenheiro € a representacdo matemdtica de um
sistema a ser analisado buscando obter a resposta do mesmo a um dado conjunto de
parametros de projeto e operagdo. A quase totalidade dos sistemas fisicos reais apresenta um
comportamento ndo linear, portanto, devendo ser modelados matematicamente por equacao
ou sistema de equacdes ndo lineares. Observa-se também, que a equacdo ou sistema de
equacgdes resultantes, normalmente nao possuem solugdes analiticas. Assim, é necessario a
busca de uma solugdo apropriada para o problema por algum método numérico.

O objetivo deste capitulo € o de apresentar alguns métodos numéricos para solucio de
uma equagao algébrica ndo linear, portanto, da determinag¢do do valor de uma incégnita.
Inicialmente, apresenta-se a definicio matemadtica de uma transformacdo linear. Uma
transformacgao T(i) = B, onde b é um vetor constante, tal que X,B € V, é dita linear quando

satisfaz os dois postulados a seguir:
) T(oax)=0oT(X), e R, xe V 2.1)
iTE+Y)=T(E)+T(y).%,ye V (2.2)

Assim, se T(i) ndo satisfizer os dois postulados das Egs. (2.1) e (2.2), entdo, a
transformacdo é dita ndo linear. Assim uma funcdo f(x) que admita uma transformagdo
f(x)=b linear é definida como uma fungo linear.

Outra forma de se expressar o conceito de funcao linear resulta da observacao de uma

taxa de variacdo em relagdo a varidvel independente x. Uma funcdo € dita linear quando varia
a uma taxa constante em relacdo a variavel independente, conforme se segue:
a) Em um espago unidimensional:

f'(x)zc, para x,ce R 2.3)
onde ¢ € uma constante.

b) Em um espaco n-dimensional:

=c

=g,
axj

Xxe R",i,j=1,.,n (2.4)

A Equagio (2.4) define uma matriz de constantes C = lcij].

No caso de uma equagdo algébrica construida com uma fung¢do unidimensional
objetiva-se determinar o valor da incégnita x, tal que:
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f(x)=0 (2.5)

No caso de f(x) ser uma fungdo ndo linear, a Eq. (2.5) é denominada equagdo néo
linear. A determinag¢do do valor de x pra satisfazer a Eq. (2.5), i. e., a raiz da equagdo ,
normalmente é mais complexa analiticamente do que se f(x) fosse uma funcdo linear, ou até

mesmo impossivel de ser determinada analiticamente. Nestes casos, a Eq. (2.5) € usualmente
denominada como equagao transcendental. Caso a solugdo exista, a mesma deverd ser obtida
de forma aproximada por um método numérico.

Os problemas nao lineares em geral continuam a ser um grande desafio. Ainda hoje
ndo ha como se prever a existéncia da solucio de uma equacdo ndo linear para todo f(x).

Assim, ha varios métodos numéricos para a solucdo de equagdes nao lineares que se
comportam diferentemente conforme a defini¢do de f(x).

2.2. O METODO DA BISSECAO

O procedimento para busca da raiz ou solugdo da Eq.(2.5) pelo método da bissecao
pode ser entendido com o auxilio da Fig. 2.1. Neste exemplo , observa-se que f(x) cruza o

eixo x em um determinado ponto r, tal que f(r)=0, portanto, a raiz da equagio.

f(x)

f(x)

Figura 2.1 — Procedimento de busca da raiz de uma equagdo pelo método da bissec¢ao.

Assumindo que 3x tal que f(x)=0, o procedimento se inicia com a estimativa de
um intervalo [ao,bo].tal que X € [ao,bo]. Para tanto, o intervalo estimado [ao,bo] deve ser
tal que f(a,)f (b0)< 0, o que permite afirmar que f(x) cruza o eixo x em algum
X E [ao,bo], caso f(x)e Co[ao,bo]. Caso este critério ndo seja satisfeito, um novo intervalo

deve ser estimado para que o procedimento seja iniciado. A seguir, o método estima que a
provavel localiza¢do da raiz seja o ponto médio do intervalo estimado, i. e., ¢, = (ao +b, )/2.

O valor c, encontrado deve ser verificado através do cdlculo de f(c,), para avaliar se ¢, é
uma aproximagao aceitavel ou ndo para a raiz r. Isto ocorrerd se f (CO)E 0 o que indicaria
que a raiz foi encontrada. Caso contrdrio, € necessario estimar em qual dos dois intervalos
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metade [a,,c,] e [cy,b,] a raiz se encontra. Para tanto, verifica-se em que intervalo metade
f(x) muda de sinal, testando-se f(a,).f(c,)< 0, por exemplo. Se for verdadeiro, o intervalo
novo a ser escolhido é [al,bl] onde a, =a, e b, =c,, 1. e., o intervalo da esquerda. Caso
contrério, faz-se a, =c, e b, =b,, i. e., o intervalo da direita. Na Figura 2.1, € mostrado o
segundo intervalo a ser escolhido com o procedimento i.e., [al,b 1], a partir do qual é
calculado o ponto médio, ¢, = (a, +b,)/2. O processo é entdo repetido até que f(c,)=0,i.e.,
na i-ésima iteragdo, indicando que c, € uma raiz aproximada aceitdvel para a Eq. (2.5).

O algoritmo a seguir descreve o procedimento a ser implementado no computador.

Um programa em linguagem FORTRAN foi escrito com base nesse algoritmo e incluido no
CD que acompanha este livro.

Algoritmo do método da bissecio

Leia n,a,b,e

u="f(a)
v="(b)
d=uxv

se d >0, entao
escreva “estime novo intervalo [a,b]”
fim do programa
para k =1até n faca
c=a+ (b - a)/ 2
w=f(c)
escreva k,w
se lwl<g entdo
escreva_“a solucdo for obtida na iteracdo k, araizéc, e f (c) =w”
fim do programa

d=wxXu
se d < 0 entao
b=c
V=W
senao
a=c
u=w
fim do laco k

escreva ‘nao convergiu em a iteragdes, obtendo ¢ e f(c) naiteracdo n”
fim do programa

No algoritmo apresentado, verifica-se que foi utilizada a expressdo c=a+(b—a)/2
ao invés de c=(a+b)/2 para evitar a possivel perda de algarismos significativos quando

b>>a. Assim, o objetivo é o de buscar a adicao de duas quantidades mais proximas, evitando
erros de arredondamento que possam levar o resultado para fora do intervalo [a,b] em uma
madquina com precisao limitada, por exemplo.
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Critérios de convergéncia

E necessdrio definir critérios de convergéncia (i. e., a solu¢io numérica é satisfatéria)
ou de parada caso a solucdo aproximada ndo seja satisfatoria. A seguir, sdo definidos dois
critérios de convergéncia, baseados no erro relativo entre duas iteracdes sucessivas, € no
modulo do valor da fun¢do avaliada no ponto médio do intervalo, bem como um critério de
parada com base em um nimero maximo permitido de iteracdes especificado pelo usudrio.
Sao eles:

1. lc,,,—c,I/lc, I <¢g
2. f(c,)<eg, (2.6)
3. k<n

onde €,,€, — 0 sdo dois valores de tolerancia pré-especificados, k € o contador de iteragdes,
e n € o nimero maximo de iteragdes.

Analise de erro

Em um método iterativo qualquer, € importante avaliar a rapidez com que o método
converge para a solugdo. A andlise de erro, ou estimativa do erro absoluto do valor da varidvel
calculado em cada iteragdo, permite essa avaliacao.

No método da bissecdo, a partir do intervalo inicial estimado [ao,bo] que contenha a

raiz r, criam-se as seguintes seqiiéncias:

a,<a; <a, <..<b,

2.7)
b, =b, >b, >..>a,

que sdo estritamente crescente e decrescente, respectivamente, ambas limitadas, portanto,
convergentes.
Para uma iteragdo n > 0, observa-se que:

1
bn+1 a5+ :E(bn _an) (2.8)
Partindo de n =0 e utilizando a Eq. (2.8), escreve-se para qualquer iteragdo n >1:
b, —a, =27"(b, —a,) (2.9)

limb lima . A . . .
Portanto, = — ~— =1lim2 n(bO —a,)=0. Assim conclui-se que a raiz de
n—c n-—>oo

f(x)=0 serd

= lima, limb,

- (2.10)
n—>o0 n-—o

uma vez que, no limite n — oo, verifica-se que 0>f(a, )f(b, )= 0> (f (r))2 =f(r)=0

n
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Em um certo ponto n do processo iterativo, o intervalo considerado é [an ,b, ] A

melhor estimativa para a raiz nesse ponto ¢ o ponto médio do intervalo, conforme mostra a
Fig. 2.2 e a equacdo a seguir:

c, =(a,+b,)/2 (2.11)

Figura 2.2 — Intervalo [an , bn] na n-ésima iteragao do método da bissecao.

O erro absoluto na n-ésima iteracdo €, portanto, limitado por

e, =[r—c,| < %(bn —a,)=2""(b, -a,) (2.12)
Dessa maneira, pode-se escrever
r—c,| <27 (b, —a,) (2.13)

A equacdo (2.13) permite estabelecer que se existir pelo menos uma raiz para f(x) no
intervalo [ao,bO ], o método da bissecio apresenta convergéncia garantida,

conseqiientemente, a partir de um certo valor de tolerancia desejada, € possivel determinar a
priori o nimero de iteracdes necessdrias para a convergéncia pelo método da bissecao.

Exemplo 2.1) assumindo que 3 x € [ao,bo] tal que f(x)=0, determine o nimero de itera¢des

necessdrias para obter a solu¢do com o método da bissecdo, tal que |r - cn| <g e—0

Solugdo
r—c,|< 2" (p, —a,)<e
ln{2_(n+l).(b0 -a, )}S Ing
1n2-"*) 4 In(b, —a,)<Ine
~(m+1)n2+In(b, —a,)<Ine

> In(b, —ao)—lnss_1
In2

Comentario: observa-se que o nimero de iteracdes para a convergéncia ¢ independente da
fungdo f(x) considerada, dependendo apenas de [a,,b,] e de €.
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A taxa de convergéncia do método da bissecdo € avaliada, estimando os erros
absolutos nas iteracdes n e n+1 conforme se segue:

Ch1 = |r _Cn+l| < 2_(n+2)(b0 - ao)

_ —(n+1)
entdo, para um valor inteiro N suficientemente grande

e s% e, (n>N) (2.14)

n+l

Assim, em acordo com a classificagdo de ordens de convergéncia de seqiiéncias
apresentada no Capitulo 1, o método da bissecao apresenta uma taxa de convergéncia linear.

2.3. 0 METODO DE NEWTON

Considerando uma equagio nio linear f(x)=0,e fe Cz[a,b], i.e. 3f"(x), tal que
X€E [a,b], entdo pelo teorema de Taylor, em torno de um ponto x préximo a raiz da equagao,
pode-se escrever:

0=f(r)=f(x+h)=£(x)+hf'(x)+0n?) (2.15)

onde h=r—-x. Se h<<l, o termo O(hz) ¢ desprezivel em presenca dos outros termos.
Portanto, se x é uma aproximagao para r, resulta que:

=y ) (2.16)

Baseado na Eq. (2.16), iniciando com X, para uma primeira aproximacao da raiz de f (x),

escreve-se.
_ f(Xo)
TR f'(Xo)
o mx 1) (n>0) 2.17)

que define a iteracdo de Newton.
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Interpretacio geométrica:

f(x)

s(x)

Xn r .

v

Figura 2.3 — Interpretacdo geométrica do método de Newton.
A equacio da reta tangente a curva definida por f(x) é:
s(x)—s(xn)zf'(xn)(x—xn) (2.18)

O ponto de intersecio x = x,,, dareta s(x) com o eixo x ocorre quando s(x,,)=0.
Assim, resulta a iteracio de Newton a partir da Eq. (2.18), substituindo s(x n+l )=0:

(2.19)

E importante destacar que a priori ndo hé garantia de convergéncia para a solugdo, a
partir de um valor inicial estimado x,. No entanto, de uma forma geral, pode-se afirmar que

para haver convergéncia, x, deve ser suficientemente proximo de r.

Possiveis problemas

Virios problemas podem ser encontrados ao se realizar uma iteracdo de Newton. A
Fig.2.4 destaca dois processos divergentes.
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Figura 2.4 — Dois processos divergentes com a iteragao de Newton.

A seqiiéncia [Xn] na Fig. 2.4 caracteriza uma iteracdo de Newton ciclica, comumente
denominada de “histerese”. Ainda na Fig 2.4, verifica-se que a seqiiéncia [X'n] diverge logo
na primeira iteragao.

Analise de erro

Considere a seqiiéncia erro definida por:
e, =X, —T (2.20)
onde nao sao considerados os erros de arredondamento unitario do computador.

Admitindo que f” é continua, que r é raiz simples de f(f(r)=0), e que f'(r)# 0, pode-
se escrever:

€ =X, —I=X, — f(X“) —-r
n+l = “n+l — “n f’(Xn)
—e, - f(Xn) — enf (Xn)_f(xn) (221)
£'(x,) £'(x,)
A seguir, aproxima-se f(r) por uma série de Taylor conforme se segue:
0=Ff(r)=f(x, —e,)=f(x,)—e,f'(x, )+%eﬁf"(§n) (2.22)

para &_ entre x, e r. Portanto:
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eaf'(x,)—f(x,)= %f" (€n)es (2.23)
Substituindo na Eq. (2.21) obtém-se :

:lf”(én) 2 I~
n+l 2 f'(X n

e = Ce? (2.24)

~—

n

onde C € uma constante ndo necessariamente menor do que 1.

A Equacdo (2.24) estabelece que a iteracdo de Newton apresenta uma ordem de
convergéncia quadrdtica, segundo o critério de ordens de convergéncia de seqiiéncias
apresentado no capitulo 1. Observa-se que a precisd@o aproximadamente aumenta em 2 ordens
de magnitude a cada iteracao.

A Equacio (2.24) também mostra uma condi¢@o suficiente para a iteragdo de Newton
convergir, i. e., para uma iteracio n =N, onde N € um inteiro positivo suficientemente
grande:

e, <Ce’ (2.25)

Portanto, a iteracdo de Newton deve ser iniciada com uma estimativa para a raiz X,
tal que a Eq. (2.25) seja satisfeita. Assim, X, deve estar suficientemente proxima da raiz para
haver convergéncia.

24. O METODO DA SECANTE

A iteracdao de Newton definida pela Eq. (2.17) envolve a derivada da funcdo f. Isso
pode ser um problema se a derivada nao existir ou for de dificil avaliacdo. Esta constatagao
motivou o desenvolvimento de um método que avalia aproximadamente f'(x) a partir da

diferenca finita:

fv(xn)gf(xn)—f(an) (2.26)

Xn —Xp

Assim, estabelece-se o método da secante combinando as Egs. (2.17) e (2.26),
obtendo:

_ _ Xn " Xp-1
Xpa =X, f(X“){f(Xn)—f(Xn_l)} (n>1) (2.27)

A iteragdo definida pela Eq. (2.27) necessita de duas estimativas para a raiz no inicio
do processo. No entanto, a cada novo x,,, passa a requerer somente uma nova avaliagdo de
f.

A férmula da secante, definida pela Eq. (2.27) pode também ser deduzida a partir de
uma interpretacao geométrica, de forma analoga ao método de Newton. Este assunto é tratado
no problema proposto 2.1.

Analise de erro
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Considerando o erro a cada iteragdo, definida pela Eq. (2.20), 1. e., e, =x, —r, pode-
se escrever para a iteracdo n+1:

a —T= f(Xn)xn—l _f(Xn—l )Xn —r= f(Xn )en—l _f(Xn—l )en (228)

) £(x,)—f(x,) £(x,)—f(x,)

n+l =

- X, =X
Fatorando e, _, e multiplicando por —*——"=1 escreve-se:
X

n ~ Xn-1

Chs :L(Xn)—f(xn . —x (2.29)

n n-1
E importante lembrar que o objetivo da andlise de erro é o de relacionar o erro em uma
iteragdo posterior do processo, €,,,, com O erro na itera¢do anterior, e, . Portanto, ainda é

Xp =Xy :||:f(Xn)/en _f(Xn—l )/en—l :|e e
n~n-1
)

necessdrio eliminar o termo e, ;, bem como avaliar quantitativamente o conteido das
expressoes entre colchetes na Eq. (2.29). Para tanto, utiliza-se a seguinte série de Taylor:

f(xn)zf(r+en)=f(r)+enf'(r)+%eﬁf"(r)+O(efl)

mas f(r)=0, entdo:

f(x,)

= f'(r)+%enf"(r)+ O(eﬁ)

n

que também pode ser escrita para a iteracdo n—1 como :

f(Xn—l)

r e, 0okt

n—1

Subtraindo a equagdo para a iteragdo n —1 da equacdo para a iteracdo n, obtém-se:

(o) M) L, e, ool

c €

mas x, — X, =€, —¢,_;, portanto:

f(Xn)/en _f(Xn—l )/en—l ~ lf"(r)

Xnp = Xp1 2

(2.30)

Além disso, a primeira expressao entre colchetes na Eq. (2.29) pode ser escrita como:

X, — X, 1

S 2.31)
(
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Assim, substituindo as Egs. (2.30) e (2.31) na Eq. (2.29), obtém-se:

(2.32)

]
—
-
~
|
@
[¢]

£'(r)
£'(r)

Portanto, para uma iteracao convergente com o método da secante, para n—1 e n
suficientemente grandes, tal que (en €41 ) <1, pode-se afirmar que:

reconhecendo C =— como um valor constante.

e, <e,, € e, >e (2.33)
portanto, para oL € R, pode-se escrever que:
e, =€ e a<2 (2.34)

A Equacdo (2.34) permite afirmar que o método da secante apresenta ordem de
convergéncia ot. Como o < 2, o método da secante tem ordem de convergéncia superlinear.

Apesar do método da secante ter convergéncia mais lenta que o método de Newton
(que apresenta ordem de convergéncia quadratica), o mesmo requer apenas uma avaliacao da
funcdo em cada iteragdo. O método de Newton requer a avaliacdo da fungdo e de sua derivada
em cada iteracao.

2.5.  PONTOS FIXOS E ITERACAO FUNCIONAL

Os métodos apresentados neste capitulo sdo procedimentos tais que uma seqiiéncia de
pontos é gerada na forma:

X = Flx,) (n>0) (2.35)

A Equacgio (2.35) pode gerar seqiiéncias que ndo convergem. Por exemplo, se x, =1

e F(x)=2x, uma seqiiéncia divergente é gerada. No entanto, deseja-se que:

lim x, =s (2.36)

n—oo

Portanto, se F ¢ continua, observa-se que F(s)= F( lim an = lim F(x )=
n—oo n—oo

lim x,,, =s. Assim, F(s)=s, e s é denominado um ponto fixo de F.
n—oo

Definicao:

F mapeia um conjunto fechado Ce R em si mesmo. Um mapeamento € dito
“contrativo”, se 3 A <1, tal que:

[F(x)—F(y) <Alx —y] (2.37)
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A Figura 2.5 mostra graficamente o comportamento de uma fun¢do F que satisfaz a
Eq. (2.37). observa-se que a distancia <X,y > € mapeada por F resultado em um valor menor,
dai a denominacao de fun¢ao “contrativa” para F.

Figura 2.5 — Representagdo grifica de um mapeamento contrativo F.
Exemplo 2.2) Ache a raiz da equacio f(x)=0.
Solugdo.

Seja f(x)=0, ache x
Adicionando x a ambos os lados da equacgao, obtém-se:

x =x+f(x) =Fx)
0 que sugere 0 processo iterativo

X, =F(x,) para n=0
Assim, para uma iteracdo convergente

lim x, =s
n—oo

Portanto
s=F(s)=s+1f(s)

Donde se conclui que
f(s)=0=s € araizde f e ponto fixode F.

Teorema 2.1
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Seja F' um mapeamento contrativo de um conjunto fechado C c R em C, entdo F
tem um dnico ponto fixo. Este ponto fixo € o limite de toda seqiiéncia obtida pela Eq. (2.35),
VvV x,€C.

Prova:
a) Existéncia:
1)Utilizando as Eqgs. (2.35) e (2.37), escreve-se:

- Xn—1| = |F(Xn—l) - l:;(Xn—2| < ?\’|Xn—1 —Xp2

|xn , €

2 +1
|xn —xn_1| < }\,|Xn_1 —xn_2| <A |xn_2 —xn_3| <. A |xl —X0|
i1)Seja o desenvolvimento:
X, =Xo+(X; —=Xy)+ (X, = X))+ + (X, —X,_;)

A seqiiéncia [Xn] convergird se e somente se a série:

oo

z (x, —x,_;) convergir.

n=1
Pela desigualdade do triangulo, escreve-se:

oo

Z(Xn - Xn—l* < Z|Xn — X1
n=l

n=1

Portanto, € suficiente provar que o termo do lado direito da inequacao acima converge. De
fato:

oo

- _ 1
2% = x| S AT =% :—1_)L|X1 - X
n=l1

n=1

Como A<l e |x1 —X0| ¢ finito, representa a soma dos termos de uma

progressdo geométrica infinita, de razao menor do que 1, portanto [Xn] converge, dai:

s=lim = F(s)=s (ponto fixo)

n—oo
b) Unicidade:

Suponha x,ye [a, b], entdo:
[x —y|=[F(x) = F(y)| < Ax -]



que, para ser verdade, com A <1, requer que:
|x - y| =0=x=y

Por dltimo se C, porque [xn ]e C.
. 2 . )
Exemplo 2.3) Verifique se F(x) =8— gcos 2x € contrativa.

Solugao:

47

Aplicando o teorema do valor médio (TVM), escreve-se:

2 4 4
[F(x) - F(y)| = §|COS 2x —cos2y| = §|sen2§||x —y| < g|X —y

g < 1, F(x) € contrativa e tem um ponto fixo.

Exemplo 2.4) Seja p > 1, qual é o valor de

1
X =
1
p+
p+ L

p+...
Solucdo:
Imagine a seqiiéncia:

1
Xy :l, tal que x,,, =—, n>0
p+X,

Observa-se que X, — X para n — oo . Assim:

1
p+x

X =

=F(x)

Portanto:

px+x*=1.x>+px—1=0

_ —px4p’+4

2

X

,onde & estd entre x e y. Como
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[ 2
-p+ +4
Como p>1= x>0, entdo x:%
F(x) € um mapeamento contrativo?

1
+X

Xn+1 =

—— =F(x,) . F(x) =
|y

Aplicando o teorema de valor médio:
B U L S

Tpex eyl o+’
F(x)

[F(x) —F(y)| x -yl

e
[(p+x)?|

2,ep>0

O conteddo no interior dos paréntesis no denominador € maior do que 1, uma vez que

p/2++/p> +4/2 > 1.Note que 4/p> +4 > p.

Assim,

< 1= F(x) é um mapeamento contrativo e a seqii€éncia [xn]

(p+x)°
Converge.
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2.6. PROBLEMAS PROPOSTOS

2.1) Deduza a féormula da secante apresentada na Eq. (2.27) utilizando conhecimentos de
Geometria Analitica, com base na Fig. P2.1.

fxo) |

fix) |

Figura P2.1 — Esquema grafico para o método da secante.

2.2) Deduza a férmula de recorréncia do método da falsa posicdo, a partir da interpretacao
gréfica da Fig. P2.2 a seguir.

=

Figura P2.2 — Esquema gréfico para o método da falsa posicao.

2.3) Encontre as raizes (zeros) das seguintes funcdes, nos intervalos dados, através dos
métodos grafico, da bissecdo, da falsa posicdo, de Newton e da secante. Com base no
resultado grafico, determine intervalos para a possivel solucao, no caso do método da bisse¢cao
ou estimativa(s) inicial(is) para os métodos de Newton e da secante. Note que, para alguns
casos, as funcdes tendem ao infinito para algum dos limites dos intervalos fornecidos.
Empregue uma tolerancia de 10, para o erro relativo.
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a) f(x)=x+tan(x), G, 32—11)
b) f(x] — sen':x];-l;cas':x}’ (ﬂ: ZT’E]
¢c) filx) =e* —tan(x), (IJ; ;)

d) f(x) =e*sen(x) —x* + 4; (E, 11:)

2.4) Considere as seguintes fungdes. Ao se empregar o método da bissec¢do, para qual das
raizes (zeros) o método conduzira?

a) f(x)=(x —4)*(x— 3)(x+ 2), para [0; 5].

b) fl(x)=(x—=1)*(x— 2)(x— 3), para [0;5].

¢) flx)=(x—=1)(x— 2)(x— 3), para [0;3,2].

2.5) A determinacdo de raizes multiplas (em especial, os casos de multiplicidade par) se
constitui em um problema para a grande maioria dos métodos numéricos comumente
empregados para definir “zeros” (raizes) de fungdes. No caso de raizes com multiplicidade
par, o método da bissecdo falha, uma vez que ndo ocorre variagdo do sinal da fun¢do em um
intervalo de valores ao redor da raiz. Métodos como os de Newton e da secante, por sua vez,
podem ser empregados com restricdes, uma vez que tanto o valor da funcdo quanto o da
derivada tendem a zero nas proximidades da raiz, embora a funcdo tenda a zero com maior
rapidez que sua derivada. Deste modo, empregue os métodos de Newton e da secante para
encontrar a raiz da seguinte funcio, f(x) = (x — 2)*. Utilize como estimativa inicial x, = 0

para o método de Newton e x, = 0 e x; = 1 para o método da secante.

2.6) Implemente um cédigo computacional para encontrar a raiz da fungdo f(x) = (x —1)%,
empregando os métodos da bissecdo, falsa posicdo, Newton-Raphson e secante. Empregue
como intervalo inicial [0;3] para os métodos da bissecdo e falsa posi¢do; x; = 3 para
Newton-Raphson e x; = 0 e x, = 3 no caso da secante. Utilize uma tolerancia de 10™* para o

erro relativo. Qual dos métodos empregados apresenta convergéncia mais rapida? Por que isso
ocorre?

2.7) Com o intuito de melhorar a taxa de convergéncia do método de Newton, para fungdes
com raizes multiplas, varias modifica¢cdes foram propostas. As expressdes resultantes de duas
modificagdes, propostas por Ralstom e Rabinowitz (1978), sdo apresentadas a seguir:

‘. —x —m fx:)
i+1 i f.- (xzj
sendo m a multiplicidade da raiz; e
o F®)
T A IR - Fle ) ()
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Empregue ambas as expressdes para as funcdes dadas nos exercicios 4 e 5, mantendo-se
as mesmas estimativas iniciais. Compare os comportamentos obtidos.

2.8) Empregue os métodos da bissecdo, falsa posicdo, Newton e secante para encontrar a raiz
real da seguinte funcdo: f(x) = x® — 5x* + 4x — 20. Para os métodos da bissecdo e da falsa

posicdo, empregue [3; 6] como intervalo inicial. Para o método de Newton, utilize como
estimativa inicial x; = 3 e, para o método da secante, as estimativas iniciais x; =3 e x; = 6.
Para a funcdo fornecida, a raiz exata procurada € x, = 5. De posse desse fato e de que, para

um determinado método, sua ordem de convergéncia pode ser estimada através da expressao

Ek+1‘

onde o erro na k-ésima iteracdo (&) é dado por:

€ = Xy T X
estime, também, as ordens de convergéncia para os métodos empregados. Sugestdo: para
a estimativa das ordens de convergéncia, implemente c6digos computacionais,
empregando precisao dupla (ou superior).

2.9) Com base na expressdo apresentada no exercicio 7, calcule o comportamento das ordens
de convergéncia dos métodos da Bissecdo, da Falsa Posicdo, de Newton e da Secante para a
fungdo f(x) = (x — 1)°, apresentada no exercicio 6, com as mesmas estimativas e intervalos

iniciais, bem como a mesma tolerancia.

2.10) Escoamentos compressiveis sdo encontrados em vdrios problemas de engenharia
aerospacial, em virtude das altas velocidades alcancadas. Eles devem ser levados em conta,
por exemplo, no projeto aerodinamico de estruturas de avides e foguetes, uma vez que em
ambos os casos t€m-se nimeros de Mach superiores a 0,3, podendo, em alguns casos,
alcancar valores superiores a unidade (escoamentos supersonicos). Uma idealiza¢do bastante
util para estudos iniciais de escoamentos compressiveis € o estudo do escoamento isentrépico
unidimensional em bocais do tipo convergente-divergente (Bocal de Laval). Para tanto,
considera-se que um gas monoespécie com propriedades constantes escoa através de um bocal
convergente-divergente, apresentando acelera¢do ao longo do escoamento, com regimes de
velocidades sub, trans e supersonicas ao longo do bocal. Neste caso, sdo obtidas as seguintes
equagdes para a determinacdo das propriedades do escoamento:
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(k+1) f

. J(k=-1)
(5) =l (1455 2)]
Al mMlk+1 2

c

sendo: p a pressao; T a temperatura; p a massa especifica; M o nimero de Mach; k a razdo
entre calores especificos a pressao e a volume constantes; A a drea da secdo transversal do
bocal; A4, a drea critica (secdo transversal na estric¢do ou garganta do bocal); e os indices 0
indicando propriedades de estagnacdo, previamente conhecidos. Nota-se que, determinado o
nimero de Mach, todas as propriedades podem ser calculadas a partir de valores previamente
conhecidos. O nimero de Mach, por sua vez, pode ser obtido através da udltima expressao,
uma vez que sejam conhecidas as dreas das se¢des transversais referentes ao escoamento e a
garganta do bocal (regido de menor area). Graficamente, pode-se observar que, para uma dada
razdo entre areas, existem duas possibilidades de nimeros de Mach — uma, associada a um
escoamento subsOnico e a outra, referente a um escoamento supersonico. Neste caso, o
escoamento subsonico estard associado aos pontos a montante (anteriores) a garganta do bocal
e o escoamento supersonico estard localizado a jusante (pontos posteriores) a garganta.

Suponha que, para o raio de um determinado bocal seja definido pela seguinte fung¢ao:
{ 0.2, sex=01m

(x—0,1)x

0,3

_ J 0,154+ 0,05 cos
r(x) =

], se 01 <x=<04

T
{ D,1+[x—l],4]tan(ﬁ), se04<x <1

e que escoando por esse bocal seja empregado ar (modelado como um gds monoespécie), com
as seguintes propriedades constantes: k =140; R =287 ]/kg"K;
Ty, = 2000 K; py = 2 MPa; py = 3,48432 kg/m®. Plote graficos com a variacdo do
nimero de Mach, temperatura e pressao ao longo do eixo de simetria do bocal. Utilize passos
no eixo das abscissas iguais a 0,05.

2.11) A transferéncia de calor em regime transiente em uma parede plana, sem geracdo de
calor, sujeita a convec¢do em suas duas superficies pode ser modelada através da seguinte

equacao:
@*T 14T
Ax?  adt

sendo o a difusividade térmica do material (considerada constante neste caso), T a
temperatura, x a coordenada espacial e ¢ o tempo. A solugdo exata de tal equagdo diferencial
tem como resultado a seguinte expressao:

r—T, . x
ﬁ = Z;Cnexp(—(; . Fcr]cos(f;'n E]

onde: T; é a temperatura inicial da parede (considerada constante), T,. é a temperatura do
fluido em contato com as duas superficies da parede, Fo representa o tempo
adimensionalizado, x é a posicdo do ponto em que se deseja obter a temperatura, avaliada a
partir do centro (linha de simetria) da parede, L € a semi-espessura da parede, e
4sen({,)
"~ 20, +sen(2(,)
sendo {,, correspondente as raizes positivas da equagéo transcendental
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{,tan({,) = Bi
na qual Bi refere-se ao nimero de Biot, que pode ser entendido como uma razdo entre as

resisténcias térmicas de conducdo no interior do sélido (parede) e de conveccao através da
camada-limite do fluido. Calcule os quatro primeiros valores ndo-nulos de €, em funcgdo de
diversos nimeros de Biot, iniciando com Bi=0 até Bi = 2, com passo de 0,1.



