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Analise Cinenmatica de Mecanismos

1.1 Introducao

A Andlise Cinenatica de Mecanismosonsiste na determinag das caractesticas cineraticas de
mecanismosg prontos ou em fase de dimensionamento (projeto). As cadistitas cineraticas a serem
determinadasa® posi@o, velocidadee acelera@o de pontos de interesse no mecanismo. Trataremos de
mecanismos que se enquadram no Modelo de Corgiol®

Nesta etapa inicial do Curso de Mecanismos sésta uma metodologia adequada pai@canismos
planos A analise de mecanismos espaciaisasésta posteriormente.

A analise cinenatica deve ser executada na seguinte U8ega: ]arﬁlise de pos@o‘ —

laralise de velocidade— ] aralise de aceler@p|. Normalmente, a aélise de posigoé a mais complicada

pois recai em sistemas de eqoes rdo lineares, dificultando a busca por uma satugnaitica. E poss$vel
empregar ratodos gaficos (construes com eégua, esquadro e compasso), #itals (em alguns casos),
ou nurrericos (computacionais). Osatodos gaficos o seao tratados neste curso.

No caso de mecanismos planos pode ser usada a représeptdar, ou a decompodig de vetores nas
direg@desz e y. No caso de mecanismos espaciais, pode ser utilizada a decoarpoag;tés dire@es de
um sistema de eixos ortogonaisy, e z.

1.2 Representacao de Vetores de Posicao

Os vetores de posap entre dois pontos no plano XY &errepresentados nesta apostila pela |&tra
seguida de pelo menos ddizdices (subscritos), sendo que o primdimdice € a extremidade final e o
segunddndiceé o ponto de origem do vetor de pdsi; conforme mostrado na figura 1.

y

Figura 1: Representacoes de vetores de posicao.
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Um vetor no plano XY pode ser representado por seus componentes em X e em Y. Na figur@ 1 isso

mostrado claramente pai%bg = R}¢ z +R ] ondeRy,, = Rpccost e RY, = Rpcsend.
Outra maneira de representar um vetor no pkpela forma polar, @&logo aos fasores vistos no curso

de eletroécnica. RA02 = Ra0,€¢". Relembrando a Relag de Euler:ie?? = cos(#) + i sen(f). Eno,

RA02 = R0,6"" = Ra0,[cos(6:) + i sen(fy)].

Note que, da Reldp de Euler; = ¢, Dessa formaje’®z = ¢z = ¢(9°+%2)  Engo, ie'?
equivale a uma rot@p de+90° em relago af,.

Convendo paraAngulos:em cursos de mecanismepad&o considerar urangulo como positivo se
ele for medido no sentido anti-hano a partir da dirego vertical. Se medido no sentido hdp deve-se
utilizar o sinal de menosE importante lembrar que a medida @ogulo de um vetor deve ser feita no
seu ponto de origem ean em sua extremidade final. Todos&wyulos indicados na figura 1 @stno
sentido anti-hdrio a partir da horizontal e, portant@&aspositivos. Entretanto, observe na figura 2 cé@&mo
importante medir @ngulo a partir da origem do vetor.

y

Figura 2: Notacao de angulos de vetores.

Como0 < 0, < m, enflo Ry, = Ra0,¢% € 0 vetor no sentido oposéoRp, 4 = Ro, e’ %+,
Comor < 65 < 21, enfio R = Rpce'® e o vetor no sentido oposéoR -z = Repe’ 3.

Equivakncia entre a decompoﬁg vetorial e a forma polardado um vetor no plano XY representado
na forma polar po? 40, = R40,6""? = Rao,[cos(6:) + i sen(f,)], teremos:

e Componente em X = Parte Realf& o, cos(6s).

e Componente em Y = Parte Imagitia =R 10, sen(6s).



Mecanismos - PMR/EPUSP Andlise Cinemdtica

1.3 Problema de Determinacao da Posicao

Um problemafpico encontrado na atise de mecanismdso seguinte. Considere um mecanismo de
4 elos (barras) articulado por juntas de revalug¢pinos) como mostrado na figura 3. Normalmerée, s
conhecidos os comprimentos das barrBsd, Rz4, Rcg), a dishncia entre os pas fixos Roc), € 0
angulo de entradg,. Portanto, resta determinar asgulosfs; e 6, que dio as direges das barras 3 e 4
respectivamente.

Elo 3 0,

T Elo 4
Elo2 Rao
O Roc C
Elo1l Flo 1

Figura 3: Mecanismo plano de 4 barras.

A resolu@o g@afica usandoagua e compasse muito simples, &€ mostrada na figura 4. &Hduas
soluges poskveis dadas pelos ponta8 e B’. Por outro lado, a sol@p andltica se torna bastante
complicada pois se baseia num sistema de émpsa@o-lineares.

B Elo1

Figura 4: Determinacao grafica das posi¢oes do mecanismo de 4 barras.

O método para determindg anditica consiste em encontrar uma ou mais egeagetoriais de caminho
fechado (loop) e, em seguida, formar o sistema de pares dedsguagcalares (componentes em X e em
Y) e resolver o sistema para as@gnitas especificadas.

No problema em quesb, o caminho fechado pode ser encontrado ligandoeasces do pagono

OABC. Existe sempre mais que uma forma de e§oagtorial para o pgdono, dependendo da sémcia
dos \értices escolhidos.
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Uma possrel equago vetorial, mostrada na figura&, R4o + Rpa + Rep + Roc = 0. Na forma
polar: Raoe? + Rpae'® + Rope'® + Roce™™ = 0.
Equa@es Escalares

Componente em XR0cos(q2) + Rpacos(03) + Repcos(8,) + Roccos(180°) =0 (1.3.1a)

Componente em YR sosen(qz2) + Rpasen(03) + Repsen(fs) + Rocsen(180°) =0 (1.3.1b)

No sistema de equaes 1.3.1 0s pametros vaaveis no tempoao: ¢, 05 e §,. Enfao, pode-se utilizar
0 conceito de fun@es nessas vaveis para tratar matematicamente essas ég@sagDenominando essas
fungdes def; e f, obttm-se:

f1(q2,05,04) = Raocos(qz) + Rpacos(0s) + Ropcos(0s) + Roccos(180°) =0 (1.3.2a)

fo(q2,05,04) = Raosen(qs) + Rpasen(0s) + Ropsen(6y) + Rocsen(180°) =0 (1.3.2b)

Resolve-se o sistema para encontrar aggndas (no casofs e 6,) por método anatico (quando
poss$vel) ou por nétodo nurérico. O metodo nurérico de Newton-Raphson sevisto em detalhes mais
adiante no curso.

Outra posslel equago vetorial para o pajonoO ABC' est mostrada na figura 5,&edada porR A0 +

RBA = RCO + RBC Esta equaio vetorial est particularizando o ponto B. Na forma poldt;oe’® +
Rpae® = Rope™ + Rpoe®. Note gue ao ings de usar @ngulof, est sendo usado angulof, =
0, — 180°.

O sistema de equées escalares correspondentea:ser

f1(q2,03,0,) = Raocos(qz2) + Rpacos(03) — Rpccos(6y) — Roocos(0°) =0 (1.3.3a)
fo(q2,03,0,) = Raosen(qa) + Rpasen(63) — Rpcsen(0)) — Roosen(0°) =0 (1.3.3b)
Elo 3 0,

Elo1l Elo 1

Figura 5: Outra equacao vetorial, particularizada para o ponto B.

E importante notar que ao resolver o sistema de dmpsa¢.3.2 ou 1.3.3 dev@@s ser encontradas duas
poss$veis solu@es: uma correspondendo ao poBte outra correspondendo ao poritbda solu@o g@afica
(figura 4).
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1.4 Velocidade

Velocidade Linear

~ 4R
V=&

Velocidade Angular

- do_
W= —T

dt

onder € um vetor unério do eixo de roteip instardneo.

1.5 Aceleracao

Acelera@o Linear

~av
A ="
at

Acelera@o Angular

1
dt

&) pum—
Tranco (Jerk)

_da
LA dt

-
ou J=—

(1.4.1)

(1.4.2)

(1.5.1)

(1.5.2)

(1.5.3)
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1.6 Analise de Movimento com Translagcao Pura

Se um corpo igido esh em translago pura, er#lo a velocidade de qualquer por#oa mesma e
corresponda velocidade de translag, figura 6.

y
Elok Ve

> X
4

Figura 6: Corpo rigido em translacao.

Considere um sistema de coordenadas ortogonal XY com origem em O e um igidpadeslizando
numa rampa fixa, como na figura 7.

y
Vi
A
B a Ras
o C ya) c
0 ec RHBC
o) X

Figura 7: Corpo rigido deslizando por uma rampa fixa.

No mecanismo plano da figura 7, uma eqa@que define a posio do pontaA é:

Ra =Rco + Rec + Ras (1.6.1)

Rae’ = Reoe” + Rpce™ + Rage™” (1.6.2)

Note que as vasiveis no tempod: R 4, 0, Rpc € Rap. Mas, deve tamém ser respeitada a reéax;
_ Rap
Rac
A velocidade pode ser obtida como a derivada em dongo tempo da posa@. Para a equag
vetorial 1.6.1:

(1.6.3)

tan(a)

o dﬁco dﬁBC df{AB dRpc A~ dRap A A v A

VA= + = i+ =Vii+V 1.6.4

A dt dt * dt ar | at 9 Al VAl (1.6.4)
N——

=0
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Para a forma polar, equag 1.6.2, a derivada no tempo dos termos a esquerda da igualdade fica:

i0 :
dGZle ) - (d(iA) ¢’ + Ra (d((ilf)) ¢ = oresultado deve ser a velocidade na diceg = V e'® (1.6.5)

A derivada dos termos a direita da ecaad .6.26:

d(Rcoewc) d(RBCeiOO) d(RABeiQOO) i0° dRBC 190° dRAB A A
=¢ P ——— =V} i +V 1.6.6
@ @ T @ “Tw Y & ALFVA (1.6.6)
N————

A acelera@oé obtida derivando-se a eq@acde velocidade no tempo. Para a forma vetorial:

Ap = dtfc dtsB _ dt];C i dtsB = th : th j= A% 1 +AY j (1.6.7)
Analogamente, para a forma polar:
i i0° d2RBC i90° dZR,AB A A

1.7 Translacao com Movimento Relativo

Se arampa do caso anterior tadnbse mover em transkag (movimento retiheo) com velocidad® z,
figura 8, sed necesario considerar o movimento relativo entre o corygido e a rampa.

y
Var o
A R
:':‘}’a ;a \
o) X

Figura 8: Corpo rigido deslizando por uma rampa em movimento.

A posigao do pontoA & dada pelas mesmas eqbes da sefp anterior (ver figura 7, equag 1.6.1 e
equa@o 1.6.2):

Ra = Rco + Rec + Rag (1.7.1)
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Rae’ = Reoe” + Rpce + Rage™” (1.7.2)

Entretanto, agora o vetdt. varia no tempo, pois o pontd da rampa se move com velocidadeg.

As variaveis no tempo@: R4, ¢, Rco (Que deve acompanhar o movimento de trarggata rampa),
Rpc e Rap. E, tamleém, deve ser respeitada a rélag

tan(a) = E—gi (1.7.3)

A velocidade absoluta do pontbé obtida derivando-se no tempo a ea@t.7.1:

o dRco  dRpe . dRap v, dRgc » dRap
N TR T A TR T
——

=Vg

— A /\ — —
=Vr+Viri+tVigri=Vr+Var (174)

ondeﬁA/R é a velocidade relativa dé (velociade ded em rela@o aR). Para a forma polar:

- d(Rcoewc) d(RBCeiOO) d(RABeiQOO)
Vi =
A dt N T dt
~—
—Vo=Vr
- -odR H odR = -~ -~
= Vr+ e =2 428 =V + Vi i+ Vi) (L7.5)

dt dt

A acelera@oé obtida de forma aoga, derivando a velocidade em réla@o tempo:

Aa = Ap + A% i + A% 1] = Ar + Aajn (1.7.6)

1.8 Movimento de Rotacao Pura

A figura 9 representa a configugax;de um corpoigido (elo 2) com uma junta de revokug (pino) no
ponto Q. Desta forma, o0 eixo de rotag passa por esse pontg.Geja o sistema de coordenadas ortogonal
XYZ com origem no ponto O, conforme mostrado na figura. Considerando 0 mecanismo como plano,

AN N
eixo de rotago tea dire@o paralelak. A velocidade angulap, tamkem segue a dir@pk, sendo que o

N A
sentido de rotego positivoé o anti-hoario, w, = % k.
A equa@o de posigoé dada por:

Ra = Ro,0 + Rao, = Ro,0 + Rao,e™” (1.8.1)

Note queR o, € invariante no tempo.
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© X

Figura 9: Rotagao pura do elo 2 por um eixo de rotacao passando pelo ponto de articulacao O, e

A
com direcao paralela a k.

Sabemos do curso de Maatica Geral que para um cordgido em rotago pura:

\_}A = wy A F{AOQ (1.8.2)

No caso de mecanismos planos, o eixo de @& sempre normal ao plano do mecanismo, ou seja,

— A . . . ~ .
w = w k. Portanto, em mecanismos planos, a velocidadempre perpendicular ao vetor de pasi¢o
ponto em rela@o ao eixo de roté@p no plano do mecanismo. Derivando no tempcgimbse a velocidade:

= d(i6,) | .
VA = RA02<(1—t2)6192 = RA021w2€ 02 (183)

Note quei = ¢°°. Enfio,

N
cano
VA = RAowgelgo 6102 =

Raowsel @07 +02) (1.8.4)
Essalltima expresido demonstra que a velocidade linear absd@uysarpendicular & 5o, -

A acelera@oé€ calculada derivando-se a eqaacle velocidade em relag ao tempo. Da equag 1.8.3:

- d(iws) o (et?2 S . .
Ay = RAOQ%JGQ + RAOQng( i Ruo,iase’® + R 40, (iwy)?e
. . —T —N
= Rao,iase™ — Rao,(wo)?e™ = A, + A, (185)

tangencial normal

A acelera@o total no ponto A em rotap pura possui dois componentes de destaque: o componente

— —

tangenciald ,, e o componente normal,, figura 10. Note que, no caso geral, 0 componente de acaterag

9
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Elo1l

Figura 10: Aceleragao de um ponto A num corpo rigido em rotagao pura articulado no ponto O.

tangencial &o precisa ter o mesmo sentido da velocidade linear (qQue nesté paspendicular & 0,),
enquanto que o sentido da acel@a@ormak sempre para o eixo de roéay;

1.9 Composicao de Translacao e Rotacgao

Nesta sego sea tratado o caso mais geral de um confgido em movimento composto de tranglag
rota@@o, figura 11. Suponha que seja conhecida a velocidade angular desse corpo; todos o0s pontos do ca
estafio sujeitosa mesma velocidade angular. Suponha, ainda que seja conhecida a velocidade linear de L
ponto A. En&o, com esses dois dados,&spossvel determinar a velocidade de qualquer ponto do corpo
rigido.

Vg :VA—l—Bk/\RBA =Va+ Vga (1.9.1)
y
(V) v N
A AV
Elo k A
© —> Vag Ve
RBA o
_ .
Ra B
—
Rs
X

Figura 11: Pontos A e B de um mesmo corpo rigido em movimento composto.

10
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No caso do mecanismo plano da figura 11, usarishoaros complexos:

\7}3 = \7A —+ \7BA = GA + ikaBAeie (1.9.2)

Diferenca de Velocidade : T/BA = jw Rpae” (1.9.3)

Analogamente, a acelei@gde qualquer ponto pode ser determinada desde que se conheca azacelerac
de pelo menos um dos pontos do corfgido, a velocidade angular e a acel@a@ngular, conforme o
esquema da figura 12.

y

X

Figura 12: Aceleracao de dois pontos num mesmo corpo rigido em movimento composto.

—T —N —

Ap = Ay + Apa = Ap + Ay + Agy = Ax + Rpaiage? — Rpawie? (1.9.4)

ondeAp, € a diferenca de acele@gentre dois pontos de um mesmo cofigido.

Note que esses conceitos de diferenca de velocidade e de diferenca de @acabevatem para pontos de
um mesmo corpaigido.

1.10 Composicao de Translagcao, Rotagcao e Movimento Relativo

No caso de dois pontos em corpagidos distintos, deve-se usar o conceito de velocidade relativa. Veja
0 exemplo seguinte, figura 13, de uma barra em movimento composto deoretirignslago (caso da sép
anterior) com velocidade conhecida no podte com um prisma deslizando pela barra.

Sejam dados a velocidade angular do elo 3 (barra), c&angulod; do elo 3 naquele instante, e a
velocidade relativd/, 3 (velocidade de deslizamento) do elo 4 em ratago elo 3. Deseja-se determinar a

velocidade absoluta no ponto B §).
Observe que o ponto B pertence de fato ao elo 4, e, para um observador num referencial inercial (orige
0), sofre a ago composta da rotag-translago da barra 3 e do deslizamento relativo do prisma 4 em

11
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Diagrama de corpo livre

(e} X

Figura 13: Elo 3 (barra) em rotacao pura e elo 4 em movimento relativo de deslizamento em relagao
ao elo 3 através de junta prismaética.

rela@@oa barra 3. Entretanto, instantaneamente, podemos considerar dfadptoje@o de B na barra 3)
coincidente com o pontB, no prisma 4. Issé mostrado no “diagrama de corpo livre” (esquema mostrando
0s corpos separadamente). Note dglyesempre se move com o prisma 4, enquanto@yé fixo no elo 3
e 9 vale para aquele instante. Num instante posterior deve-se considerar um outrBp@at@ coincidir
instantaneamente com),.

O problema de posip € resolvido primeiro, e depois o de velocidade.

Rpo = Rao + Rp,ae® (1.10.1)

Ao derivar no tempo para obter a velocidade, deve-se notar queRantecomods; variam no tempo.
A variacgao deR 4o no tempo @& a velocidade conhecida no pomtdV 4). Enfo:

— — d i03 dR . — . .

Vi =V + Rga [Zt } + de e% =V, 4+ Rpaiwse® + V4/3ele3 (1.10.2)
Ou seja,

Vg = Vi + Vea + Vas (1.10.3)

A acelerado € obtida derivando-se a eq@acda velocidade no tempo. Quando se trata de pontos
em corpos igidos distintos emprega-se 0 conceito de “acelaglativa”, analogamente ao caso da
velocidade.

Quando se tem movimento de deslizamento relativo junto comaotaparece tanén a “acelera@o
de Coriolis”. Veja o caso esquematizado na figura 14.

Derivando-se em furdp do tempo a equag de velocidade (eq. (1.10.2)):
d\_)/B — d[Vy3e'% 4+ Rpaiwse®]

Ap— SVB A 1.10.4
BT 4t AT dt (1.104)

12
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Diagramade corpo livre

(@] X

Figura 14: Movimento relativo de dois elos e diagrama de corpo livre correspondente.

~ = dVys dle®]  dRpa. | dfiws] | d[ei®s
Ap =A) + —e® +Vy, iwse'”™ + Rpa———€% + Rpai 1.10.5
B A+ T + Vi3 i + I wse + Rpa T + Rpaiws i ( )
AB = AA + A4/36i03 + ‘/4/32.(4)3€wg + ‘/;1/32'(.(}3&93 —I—\}%BA?:OZ:J,BM?’/ - RBAC(J?%BW?’ (1106)
Aﬁ} Pr— \ — -~ 7 :{ N :1\7 4
A4/3 A Coriolis ABA ABA

ondeA,/; € a acelerado relativa do corpo 4 em refag ao corpo BZBA é a diferenca de acelei@, pois
0s pontosB e A esfio no mesmo corpagido.
Agrupando-se os termos da egaad.10.6 de mesma dii&g resulta em:

Ag = A\ + [A4/3ei93 — Rpawie™] + [2V4/3w3iewB + Rpaasie’ (1.10.7)
N—— RS N ~~ v
Ayys Apa Acoriolis Aga

Termos de dirego radial (hormal)

Az = A4/3e“’3 Acelera@o relativa do elo 4 em relag ao elo 3. Ao determinar o valor nénco deA, ;
atraves do sistema de equiss escalares provenientes da egoagetorial 1.10.7 pode resultar um

valor positivo ou negativo. Se for positivo significa que o sentidd ge coincide com o do fasdt.
Se for negativo significa que o sentido dg; sed contario ao do fasofs.

—N
Ap, = —Rpawie® Acelerag@o normal do pontal,. Sempre tem sentido voltado para o eixo de @vag

ou seja, contrio ao fasops.

13
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Termos de dirego tangencial ¢35 + 90°):

Acorionis = 2Vi3wsie® Acelerago de Coriolis. O sentido depende dos sinaid/gde e dew;. Se ambos
forem positivos ou se ambos forem negativos o sentidd#g,.;;s coincide com o do fasdp; +90°).
Se apenas um deles for negativo o sentideldg..i;s Se@ contario ao do fasofds + 90°).

T
Ap . = Rpaasie® Acelera@o tangencial do pontds. O sentido depende do sinal de: positivo se tiver

sentido anti-hdrio; negativo se tiver sentido tafo.

1.11 Problema Resolvido

Consideremos o seguinte problema, esquematizado na figura 15, que representa o conjunto manive
biela - pisho de um motor em V:

Elo1

Figura 15: Mecanismo manivela-biela-pistao.

Sejam dadosfs, ws, s, Rao, Rea, anguloa do plano inclinadoRop. Pede-se resolver o problema
de posi@o, e o problema de velocidade.
A resolu@o se inicia pela escolha de um caminho fechado (loop). Por exemplo, como na figura 16.

B Elo4
Elo1

Figura 16: Representacao vetorial de um possivel caminho fechado do mecanismo manivela - biela -
pistao.

Rao + Rea + Rep + Rpe + Rop = 0 (1.11.1)

14
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Raoc® + Rpae® + Repe?™ + Rpee ™ + Ropel 80 = 0 (1.11.2)

Note que o problema tem 3 iagnitas:fs;, Rcp, € Rpc. Decompondo a equag anterior na parte real
e na parte imagiria, obém-se duas equaes. A terceira equaQ necesaia vem da relégo georétrica
entreRcp € Rpc:

Rcr

tanao = ——
Rpc

(1.11.3)

Obtenha voé mesmo a sol@p do problema de po&ig como exeficio. Note, poem, que esse
problema tem dois conjuntos de saddesg, representados na figura 17.

Elo1l

Figura 17: Duas possiveis solugoes da posicao do mecanismo manivela - biela - pistao para um mesmo
conjunto de condigoes iniciais.

Vamos considerar apenas a s@oga esquerda, ou sefg,< 90°.
O problema de velocidade comeca a ser resolvido tomando-se a derivada no tempo @a @qlag):

dRao 4 dle2]  dRpa d[e]  dReB jprg0 d[ei270°
e+ R % 4R 1 R
a ¢ TotweTgr T ¢ T g Tog ¢ TResTg
dRpc 1500 d[e®°]  dRop i1g00 dles]
— ¢ tRoo—g— +——¢" +Rop—p— =10 (1.11.4)

Lembre queR 0, Rpa, € Rop SA0 constantes no tempo. &h disso, as dirégs deRqp (vertical) e
Rpc (horizontal) tambBm raio variam no tempo. Eab,

RAOWQieiGQ + RBAw;gZ'ewi—i-\RCBeizmo + RDCeﬁSOO = 6 (1.11.5)
Va Via ~Vs
Ou seja,
Va+ Vpa — Vg = 0 (1.11.6)

Para entender a raa do sinal negativo ei g da equago anterior, note da figura que o vetor pasic
do ponto B (vetor que liga o ponto 8origem)eé:

15
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Rg = Ra + Rega = —Rop — Rpc — Rep (1117)

Para determinar as ibgnitasws, V3, e V4 & necesario decompor a equag (1.11.5) nas suas partes
real e imagiaria. Alem disso, lembrar que o pé&t onde et o ponto B 6 pode se mover na dirgg do
plano inclinado dey, ou seja,

Vs, Rop Ap,
| = |—| =] | (1.11.8)
Vs, Rpc Agp,

tan o = |

Expandindo a equag (1.11.5) com a Relao de Euler,

Raowsi[cos By + isin 6y] + Rpawsi[cos O3 + isin O3] + Rep [cos 270° + 1sin 270°]4+

+Rpcfcos 180° + isin 180°] = 0 (1.11.9)
Parte Real
—Raows sin By — Rpaws sinfs — Rpe = 0 (1.11.10)

Parte Imagiaria

RAou)Q COS@Q -+ RBAW;)) COS 93 — RCB =0 (1.11.11)

Note queVi = Rpc e VY = Rep.
Resolvendo o sistema linear formado pelas egesag1.11.8), (1.11.10) e (1.11.11) encontram-se 0s
valores das insgnitasws, V3, e V3.

As equabes para as acele@®s podem ser obtidas por derigacdireta das equaes (1.11.10) e
(1.11.11), e pelo uso da rebag (1.11.8):

Parte Real

—Rpossinfy — Rao(ws)? cos By — Rpaassin B3 — Rpa (ws)? cos b3 — Rpc =0 (1.11.12)

Parte Imagiaria

Raoas cos By — Rao(ws)?sin By + Rpacrs cos B3 — Rpa(ws)? sin 63 — Rep =0 (1.11.13)
A
tano = |—2 | (1.11.14)
Bx

Note qued% = Rpc e A% = Rep.
Resolvendo o sistema de eqties lineares (1.11.12), (1.11.13) e (1.11.14pobbex;, A% e A%.
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Analise Cinetica (Dinamica) de Mecanismos

2.1 Introducao

A Analise Cirética de Mecanismosonsiste na determinag das forcas e torques gquiosmportantes
na gerago dos movimentos do mecanismo enalege. Em geral, as forcas e torqué® sransmitidos de
um elo a outro da cadeia atédas juntas. &m dessas interées entre os elos da cadeia, podem haver
intera@es de campos externos (peso, forcas de natureza élétrasmagatica, etc.). Em muitos casos
em gque 0 mecanisma@n seja de grandes dimées a for¢ca peso pode ser desprezada por ser muito menor
gue as outras forcas envolvidas.

Neste curso s@o considerados apenas mecanismos planos. Portanto, as forgcas envatvuiasielas
ao plano de movimento do mecanismo, enquanto que os torgaesosmais ao plano de movimento do
mecanismo. Desta formé, possvel definir um sistema de coordenadas cartesiano em que 0s €ixos X e
Y sejam paralelos ao movimento do mecanismo, e o0 eixo Z seja hormal ao movimento do mecanismo
Assim, todas as for¢cas podem ser decompostas em X e Y e 0s torquas astdirego Z.

2.2 Forcas em Mecanismos

As Leis de Newton, em particular & Rei de Newton, relaciona conceitos de Bimica e Cineratica.
Entretanto, as Leis de Newton foram propostas paracodas (“pontos materiais”). Para corpdgidos,
gue constituem os elos de uma cadeia ciaca, € neces®io integrar o efeito em cada padla
baseando-se na M&aica de Meios Coimuos.

Considere o eld: intermedario de um mecanismo, figura 18. Na figuradestepresentados o elo
k e dois vizinhos conectados por juntas, gle- 1 e elok + 1. O diagrama de corpo livragepresenta
cada elo separadamente. As juntag@@sépresentadas pelos ponths3, C, D. Os centros de massa &st
representados paf. Os vetores de posip de cada junta ao centro de massa do elo correspondengstamb
esBo representados na figura.

Diagrama de Corpo Livre

Elo k GG Ciea TR,

\. C K Cr B

Elo k+1 Gir1

R
Al 5 =
o k \ Dy, Gy1
*

Dy+1

Elo k-1

Figura 18: Elos intermedidrios de um mecanismo. Diagrama de corpo livre.

Considere em particular o efo com massa total, figura 19. Esse elo pode ser subdividido em
parficulas ou pontos materiais. Cada um desses pontos materiais possui Wwadfiapassa totah,.
Dois desses pontos materiaf3,com massamp e () com massalim, esho representados na figura. A
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intera@o entre 0s pontos materidise () do mesmo corpagido & resulta num par dircas internasEpQ
(forca deP em()) e Fop (forca de) em P). Pela 3* Lei de Newton, essas forcas correspondem a um par

acao-reag@oe, portantoF'pg = —Fop. O mesmo ocorre para quaisquer pares de pontos internos ko elo
Portanto, as forgas internas sempre ocorrem em paaesraa@o e a resultante de todas as forgas internas
é nula.

Gk oy
P & —- (Dk
= Req Cy
. R0
By .
AQ

Figura 19: Elo k e duas de suas particulas, P e Q. A aceleracao em Q é conhecida.

Por outro lado, as forcas de inteéaccom outros corpos ou campos externos possueraodara do

corpo em quedib. Seja uma for¢é'» atuando no ponto génico P cuja rea@o esh fora do elok. Seja
dm, a massa do ponto materille suponha conhecida a acel@&aglo ponta). Pela 2 Lei de Newton,

dFP = Apdmp.

Outras forcas com reag fora do corpd@ atuam em outros pontos, inclusivéoaca pesajueé aplicada
no centro de massa. Ed, a resultante de todas as forcas atuando em pontos @preks com redies
externas ao elé, & dada por:

Repare que nesta eqé@ag(2.2.1) a sométia que apareca esquerda da igualdade representa apenas
forcas cujas redies 10 externas ao corpo (elo k); enquanto que a integdifeita da igualdade envolve
todos os pontos materiais do elo k. Nessa intégrags termos representando pares de forcas inteéimas v
se anular, restando apenas as parcelas dos pontos com forcas externas.

Se for conhecida a acelegagA do ponto®, a velocidade angular,, e a aceleraio angulary, do elo
k, entioé possvel encontrar a acelerag em qualquer pontd gererico distanteR? pg:

Ap=Ag + Zk A (Zk N RPQ) + Ek A Rpg (2.2.2)

Substituindo a equag (2.2.2) em (2.2.1), e lembrando que qualquer ponto do caislm £ tem mesma
velocidade angular,, e acelera@o angulaw:

ZFik :/ [AQ—I—Z/{/\ (ak/\RpQ) +Ek /\RPQ} dmp
= /AQdmp + /[Zk VAN (Bk VAN RpQ)]dTﬂp + /[ak VAN RPQ]dmp (2.2.3)
= ZQ/dmp + ;k AN (Zk AN /ﬁdemp) + Zk)k AN /Ep@dmp
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Lembrando que:

/dmp = my (2.2.4)
A definicdo de centro de massa (poidtp na figura)e dada por:

ﬁGQ = mik/ﬁdemp — /Edemp = ]_)%Gka (2.2.5)
Ento:

Z Fy = Aka + Zk N (Bk VAN RGka) + ak VAN RGka
= my, [AQ + Wi A (W A Rag) + ok A RG’Q] (2.2.6)
= mkAG

Portanto, a equap 2.2.6 mostra que basta aplicar a resultante das forcas cdeseagternas no centro
de massa do corpo para ter o efeito equivalente a todas as forcas individuais.

Os casos mais comuns de forcas com @eagxternas a considerar em mecanisraos peso, cargas
aplicadas, forgas em juntas, forcas de atrito de partes em contato.

Tamkem, &€ importante observar que normalmené® sleterminadas as aceleﬂrag em pontos de

artlculagao (juntas) durante a alise cinenatica. Assimg 9 usar a expres® AQ + Wi A (wk A RGQ)
ag A RGQ para determinar a aceleéag;no centro de massa, senAi@ a acelerago conhecida numa junta

Q.

Caso seja conhecida apenas a acederde um ponto em outro elo- 1 que realiza movimento relativo
ao elok, a equago para o fatorl, fica um pouco mais complexa. Considere, por exemplo, o caso da barra
em movimento composto de rotage translago e com um prisma se movendo por ela. Esse problama j
foi considerado na sé&g 1.10. Basta substituit, por uma equéo ardlogaa (1.10.6).

Como exemplo, considere o elo k do mecanismo da figura 18. Suponha g a sido feita a afise
cinematica completa e que, portant@, $e conheca a aceleégacno pontoB de articula@o entre os elos

k — 1 ek. Suponha tamém que sejam aplicadas as forcas exteRias Rp, € 0 peso do elé sejaP;. Por
fim, as forgas externas transmitidas pelas juitgs forcar’,_i)) do elo (k-1) no elo (k)) &' (a forca

]?(Hl)(k) do elo (k+1) no elo (k)). Veja a figura 20.
A equa@o vetorial de forcas para o elaek

Fonw + Fosnw + Fr+ Fp, + P = mpAg, (2.2.7)

Mas, se for conhecida a aceledagl z do pontoB:

AGk = Ap + Bk N (Bk N RGkB) + ak A RGkB (2.2.8)
A decomposigo da equéadp vetorial de forga nas dirées X e Y resulta em duas eqdag escalares:
Fovwy + Flonyw + Fp + Fp, = miAg, (2.2.9a)
Foovw + Fonyw T Fp + Fp, + P = miAg, (2.2.9b)
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_ F (k+1)(k)
Fo
1
Cor Re g
F k-1)(k) Ck+1
“F (k+1)) Dy, Gices
B AN
Dk+1

Figura 20: Diagrama de corpo livre detalhado para o Elo k.

2.3 Torques em Mecanismos. Método de Euler

Considere um mecanismo composto @eias elos, como na figura 21. O torque resultante em cada
elo sea devido aos torques das forcas com éescexternas ao elo (como na &e@nterior) e tamém
devido a torques externos aplicados. O torque resultante dasiftwcas internas nulo pois o corpo deve
permanecerigido.

Diagrama de Corpo Livre

Elo k

1 T (kx%
T k-0 . v

B )
. fhotor atuando' © /
/ najuntaB F

oM M

Figura 21: Aplicacao de torque e forca externa no mecanismo.

Os torques externos (normalmente provenientes de algum tipo de namaados simplesmente pelos

seus valores. Por exemplf;_1)) & o torque proveniente de um motor fixo ao elo (k-1) sendo aplicado
no elo (k).
A cada forca com re@p externa aplicada num ponto material &éco P corresponde um torque (ou

momento) em rela&p ao centro de massadado porRpg A F'p.
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f_{fpg NEFp= f_tépg AN Apdmp
— g N N e N e (2;3.].)
= Rpag A AG—f-wk/\(wk/\Rpg)—f—Oék/\RpG dmp

Entao, de maneira @hoga ao que foi feito para o equacionamento das forcas, deve-se integrar o efeitc

do torque de todos os pontos materiais que constituem o elo k. O torque reshidhtedas forcas
externas e dos torques externos relativo ao centro de réassaelo k sea:

Zi‘PZ/EPG/\EP

. . . . (2.3.2)
= / |:RPG A <AG + Bk VAN @k A Rpg) + Ek A Rpg>:| dmp
O desenvolvimento dessa expi@spara o problema tridimensionalrelativamente trabalhoso am
sei feito aqui. Quem estiver interessado pode consultar, por exemplo, ol'tieary of Machines and
MechanismsShigley & Uicker, McGraw-Hill, 1995, cdpulo 16. O desenvolvimento da exprasgara o
caso de mecanismos planos resulta simplesmente em:

> Tip=1Ig ay (2.3.3)

O exemplo seguinte, figura 22, considera dois elos consecutivos (k) e (k+1) de um mecanismo. Supon
que o um motor gdtrico fixo no elo (k) e conectado por um eixo ao elo (k+1), esse motor aplicatorque

T(k)(kH) TM ao elo (k+1). Ou seja o elo (k+1) gieampulsionado pelo eixo do motor. Por outro lado,
haveid uma rea@oT (k1) (k) = —TM no elo k.

. Elok+1

Gk ™ Sks1 C—i )

S

Motor

Figura 22: Aplicacao de torque por um motor fixo ao elo k e conectado por eixo ao elo k+1.

As forcas e torques atuando nos elos k e k+ae@sepresentados em detalhe na figura 23. Note que
para o elo k que coam o motor, o centro de massa a ser consideea@p, ,, do corpo k e do motor em

conjunto.
Elo k:
Forcas:
F-1vym + Feyyw + Pe+ Py = mkAGk+M (2.3.4)
Foenymy T Fleryw = Aay,,, (2.3.5a)
Flovyiy + Flrryy + Bo+ Par = Agy (2.3.5b)
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— —

E Foowen™ P
(k+1)(k)
ﬁ ¥ Tt Ve
. (k+1)(K) .
Gk+M (—‘ G F
G B k+1 (k+2)(k+1)
kg B
oo~ 1
P+ c
A k motor .
P

k+1

Figura 23: Detalhes das forgas externas e torques externos atuando nos elos k e k+1.

Torques
—Ty + RAG@-M N F(k—l)(k) + RBGMM VAN F(k+1)(k) = gjﬁM&k (2.3.6)
I x Y Y x 7.
— Tk + AG;CJFMF(k—l)(k) - RAG;WF(k—l)(k)] kit
x Y Y x 7. 122 7
+ |: BGL-‘-IMF(]C'FI)(IC) - RBG;C+AIF(k+1)(k)j| k= IG;H—IMOékk; (237)
Elo k+1:
Forcgas:
Foye41) T Fes2)e+1) + Pr1 = mier1da, (2.3.8)
o) + Flsyern) = 4G, (2.3.9a)
F&)(Hl) + Fgf+2)(k+1) + Pepr = A‘I(J;M (2.3.9b)
Torques
T'n+ RBGk+1 A F(k)(k-H) + RCGkJrl N F(k+2)(k+1) = Ié2+1ak+l (2'3'10)

Tk + %GkHF&)(kH) - R%GMF(Q;C)(HD] kot

~

xT

+ [ CGrn F vy by — Rycck+1F(k+2)(k+1)] k=1Ig  apak (2.3.11)

Outros exemplos sao vistos em aula.
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