TM-045 Fundamentos de
Aerodinamica

Cap. 06: Escoamentos
compressiveis



Equacao linearizada do potencial de
velocidade

e Considere um escoamento bidimensional,
isentropico € 1rrotacional sobre um corpo
Imerso em um escoamento uniforme com
velocidade V, orientado na direcao Xx.

Figure 11.2 Uniform flow and perturbed flow.



Equacao linearizada do potencial de
velocidade

e Em um ponto P no escoamento, a velocidade
pode ser decomposta em suas  trés
componentes, u, v, w. Pode-se visualizar tais
componentes como a soma de uma velocidade
constante e um incremento, na forma:

u=V_+u; v=v; w=w

e u', V' ¢ W' sdo chamadas de perturbacdes de
velocidade.



Equacao linearizada do potencial de
velocidade

e Definindo-se uma perturbacao do potencial de
velocidade:

o=V -x+(p(x,y,z)

 Neste caso,



Equacao linearizada do potencial de
velocidade

e Obtém-se, assim, a equacao da perturbacao do
potencial de velocidade:
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Equacao linearizada do potencial de
velocidade

e Reescrevendo a equacdo anterior em termos
das perturbag¢des de velocidade:
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Equacao linearizada do potencial de
velocidade

e Para pequenas perturbacoes, causadas por
pequenos angulos de ataque, tem-se

2 2 2
l/l' V' W' uv V' W'
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 Levando-se em consideracao as desigualdades
acima € comparando-se os termos a esquerda e
a direita para a equacao anterior, encontra-se
que:



Equacao linearizada do potencial de
velocidade

e Para 0 <M _<0,80u M_ > 1,2 amagnitude
do termo
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¢ pequena em relacdao a magnitude de
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Assim, o primeiro termo ¢ desprezado.
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Equacao linearizada do potencial de

velocidade

e Para M <35 (aproximadamente):
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Assim, o primeiro termo ¢ desprezado.



Equacao linearizada do potencial de
velocidade

Também o termo:

M2| (y=1)" |2

V. oy
€ pequeno em comparagao com
0z

Assim, tambem ele ¢ desprezado.



Equacao linearizada do potencial de
velocidade

Além disso:
Y A ou +8v +...]=0
V. V. \Noy Ox )

A partir das comparagcoes de ordens de
magnitude, a equagao original € reduzida a
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Equacao linearizada do potencial de
velocidade

e Em termos de perturbacdes do potencial de
velocidade, obtém-se:

2 2 2
(I—Mi)a (2P+a (E+a ‘f:o
ox® 0y° Oz
e Arelacao anterior € uma aproximacao da fisica
do escoamento, apresentando resultados

razoavels (mas nao exatos) para as seguintes
situacoes combinadas:




Equacao linearizada do potencial de
velocidade

— Pequenas perturbacdes, ou seja, corpos finos com
pequeno angulo de ataque.

— Numeros de Mach sub ou supersonicos.

e Ressalta-se que a equagao anterior nao deve
ser utilizada para corpos espessos € para
grandes angulos de ataque. A equacdao nao
deve ser empregada, também, para
escoamentos transonicos € hipersonicos.



Equacao linearizada do potencial de
velocidade

e Coeficiente de pressao:

Cp=L P
q..

1 , . e A
onde ¢, = 5P -V? é a pressdo dindmica.

e Tal relacdo pode ser reescrita como:




Equacao linearizada do potencial de
velocidade

e A expressao anterior amnda ¢ uma
representacao exata da defini¢ao de Cp.

e Para obter uma forma linearizada do
coeficiente de pressao, considera-se:
— Escoamento adiabatico.
— (Gas caloricamente perfeito.

— Pequenas perturbacdes das componentes do vetor
velocidade.



Equacao linearizada do potencial de
velocidade

— Analise das ordens de grandeza dos termos
envolvidos.

— Expansdao binomial, desprezando-se os termos de
ordem superior.

* Obtem-se, entao, a seguinte expressao:
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Correcao de Prandtl-Glauert para
compressibilidade

e Durante o periodo de 1903 a 1940, a teoria de
escoamentos incompressiveis sobre aerofolios
finos para pequenos angulos de ataque eram
suficientemente adequados para prever as
propriedades dos aerofolios.



Correcao de Prandtl-Glauert para
compressibilidade

e Com a rapida evolucio dos mecanismos
reciprocos durante a Segunda Guerra Mundial,
os avidoes militares comecaram a atingir
velocidades proximas a 450 mph (720 km/h).



Correcao de Prandtl-Glauert para
compressibilidade

e Com o advento dos motores a jato em 1944
(Me 262, alemao), as velocidades alcangadas
chegaram a 550 mph (880 km/h). Deste modo,
a teorta de escoamentos Incompressivels nao
era mais valida.



Correcao de Prandtl-Glauert para
compressibilidade

e Por causa da grande quantidade de dados e da
experiéncia adquirida durante os anos da
“aerodinamica de baixa velocidade”, buscou-
se 1nicialmente meétodos que empregassem
correcoes simples  para oS dados
Incompressivels que levassem em
consideracao os efeitos de compressibilidade.
Tais metodos sao conhecidos como metodos de
correcao para a compressibilidade.



Correcao de Prandtl-Glauert para
compressibilidade

e Considere 1nicialmente o0  escoamento
subsonico sobre um aerofolio fino. Neste caso,
a condi¢ao de contorno usual para a superficie
precisa ser satisfeita, 1sto ¢, a velocidade do
escoamento precisa ser tangente a superficie.
Seja O o angulo entre a tangente a superficie e
0 escoamento livre. Assim:



Correcao de Prandtl-Glauert para

compressibilidade

df V!

= =tan 0

dx V_ +u'

e Para pequenas perturbagoes:

u'<<V, tan0 ~ 0 ¢
e Deste modo:
d ' 9, d

/Shape of airfoil, y = f(x)




Correcao de Prandtl-Glauert para
compressibilidade

e Considere um  escoamento  subsoOnico,
compressivel, 1nviscido sobre um aerofolio,
cuyjo formato ¢ dado por y = f (x). Se o
acrofolio for fino e o angulo de ataque
pequeno, pode-se empregar a expressao para
escoamentos linearizados. Nesse caso, define-
se:
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Correcao de Prandtl-Glauert para
compressibilidade

e Tem-se desse modo, para 2D:
2 2
B’ ‘ (f+ 0 (E =0
ox~ 0y
 Realizando-se uma transformacao de variaveis
tal que: g

—_ Shape of airfoil, n = g(§)

n=p-y

o

Figure 9.4 | Airfoil in transformed space.



Correcao de Prandtl-Glauert para
compressibilidade

e Para o espaco transformado, uma perturbacao
do potencial de velocidades ¢ definido como

o(&m)=B-olx,»)

e Em termos das variaveis transformadas, tem-
se:
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Correcao de Prandtl-Glauert para
compressibilidade
e ApoOs algumas manipulacgoes, tem-se:

o’p 0°¢

~+—=0

og”  on
e A expressdao anterior ¢ uma equacdao de
Laplace, que governa um escoamento
incompressivel. Assim, ¢ representa o
escoamento 1ncompressivel em um espacgo
(§,n) que esta relacionado a um escoamento

compressivel no espaco ¢(x, ).




Correcao de Prandtl-Glauert para
compressibilidade

e O formato do aerofolio ¢ dado por

y=f(x), em (x,y)

n=4(), em (&)
e Tem-se assim:

y df _0¢_10% _09

“dx 0y POy oOn

ou nas coordenas (&,n):
v dqg _ %[0
di on




Correcao de Prandtl-Glauert para
compressibilidade

e Desta forma, tem-se a 1gualdade:
df dq

dx dt
e Observa-se, assim, que o formato do aerofolio
permanece 1nalterado, apesar da mudanca do

sistema de coordenadas.

A praticidade desse desenvolvimento recai
sobre o coeficiente de pressao.



Correcao de Prandtl-Glauert para
compressibilidade

e O coeficiente de pressio para fluidos
compressivels ¢ dado por

Cp 2 __ 2100
Ve V, B og
e Aplicando-se as perturbagdes, obtém-se:
Cp _ CpO : Cpo — _2°_M
J1-M? V.

conhecida como regra de Prandtl-Glauert.



Correcao de Prandtl-Glauert para
compressibilidade

e A regra de Prandtl-Glauert ¢ uma regra de
similaridade que relaciona o escoamento
incompressivel sobre um dado perfil
bidimensional ao escoamento subsonico
compressivel sobre 0 mesmo perfil.

e Essa mesma regra ¢ valida para outras
grandezas, como os coeficientes de empuxo €
de momento.



Correcao de Prandtl-Glauert para
compressibilidade

e Coeficiente de empuxo:

_ Cro
J1-M?

e Coeficiente de momento:

_ Curo
J1-M?

CL

CM



Correcao de Prandtl-Glauert para

compressibilidade

e Ja em 1922 Prandtl empregava as correcoes
em trabalhos, mas sem prova formal. Esta so
fo1 apresentada em 1928 pelo aerodinamicista
britanico Hermann Glauert. A regra de Prandtl-
Glauert for exclusivamente empregada até
1939, quando uma corregao melhorada fo1
desenvolvida. \/UMLUUU devido a Sud
simplicidade, ainda é empregada para
estimativas  1niciats  de  efeitos  de
compressibilidade.



Correcao de Prandtl-Glauert para
compressibilidade

e Os resultados da teoria de linearizacao indicam
que as forcas aerodinamicas tendem ao infinito
a medida que o numero de Mach tende a
unidade, o que ¢ um resultado impossivel.

e Deve-se recordar, neste ponto, que a teoria nao
tem validade para o regime soOnico (Mach
proximo a unidade).



Correcao de Prandtl-Glauert para
compressibilidade

e A regra de Prandtl-Glauert, deste modo, ¢
valida para nameros de Mach até
aproximadamente 0,7. Outros coeficientes de
correcao mais acurados serdo apresentados na
sequencia.



Correcao de Prandtl-Glauert para
compressibilidade

 Um importante efeito da compressibilidade em
campos de escoamento subsOnicos pode ser
visto notando-se que

o9 _109_10¢_7__ @

ox Pox Pog B J1-Mm2

e Comparando-se os extremos esquerdo e direito

da equacdo, para uma dada localizacao do

escoamento, tem-se que quando M_ aumenta, a
perturbacao da velocidade ' aumenta.

'




Correcao de Prandtl-Glauert para
compressibilidade

e Tem-se entdo que a compressibilidade
fortalece os disturbios no escoamento
introduzidos por um corpo solido. De um outro
ponto de vista, tem-se que uma perturbacao
causada por uma superficie possul efeitos em
pontos mais distantes da mesma em um
escoamento compressivel em comparacao a
um 1mcompressivel.



Correcoes melhoradas para
compressibilidade

e As solugOes para problemas linearizados sao
influenciadas especialmente pelas condig¢oes
de escoamento livre, nao levando em
consideracao variagoes locais do escoamento.

e Com o rapido crescimento da velocidade das

novas corre¢coes foram propostas a fim de
melhorar os resultados apresentados pela de
Prandtl-Glauert.



Correcoes melhoradas para
compressibilidade

e Laitone aplicou a regra de Prandtl-Glauert
localmente ao escoamento, obtendo

Cp — Cpo

NS +{Mi(1+y2_lMij/21/l—Mi]Cpo

 Outra expressao largamente empregada ¢ a
obtida por von Karman e Tsien, dada por:



Correcoes melhoradas para
compressibilidade

C
sz pO :
M Cp
1-M2 + ~ 0
[HJI—M@J 2

e Tal relacao tem sido largamente adotada pela
industria aeronautica desde a Segunda Guerra

Mundial.
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Correcoes melhoradas para
compressibilidade
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Comparagdo entre os resultados
experimentais € os gerados das
corregOes para compressibilidade para
um aerofolio NACA 4412 com angulo
de ataque de 1°53°. Os dados
experimentais foram escolhidos por
sua importancia historica. Nota-se que
a regra de Prandtl-Glauert subestima
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mentais, enquanto
regras de Laitone e Karman-Tsien sao
mais acuradas, devido a consideracao
dos efeitos nao-lineares do

escoamento.



Escoamentos supersonicos linearizados

e A equacao do potencial de velocidade
linearizada para pequenas perturbagoes
apresenta as seguintes formas:

— Para escoamentos subsonicos,

2
B~ o,.+0,=0

B=1-M



Escoamentos supersonicos linearizados

— Para escoamentos supersonicos,

Koo, -0, =0

h=y/M2-1

e A diferenca basica entre as equacOes anteriores
consiste no fato de que no caso subsonico as

equacoes sao elipticas enquanto para o caso
supersonico, hiperbodlicas.



Escoamentos supersonicos linearizados

e Considere um escoamento supersonico sobre
um corpo ou superficie que introduza pequenas
mudanc¢as no campo de escoamento.

Mach waves

24 LLLLLL L L8 Ll . L

M. >1

Figure 9.9 | Linearized supersonic flow over a bump.



Escoamentos supersonicos linearizados

e A solucado analitica para a equacgao linearizada
para 0s escoamentos supersOnicos € obtida
empregando-se a equacao classica da onda e a
teoria acustica, resultando na expressao

o= f(x—1-y)+glc+n-y)



Escoamentos supersonicos linearizados

e Examinando-se a solu¢ao particular onde g =
0, € (pzf(x—k-y) , tem-se que as linhas de
congtantes correspondem a

xX—A-y=const
ou s¢ja, dy 1 i

dx M\ ] \/ M? -1
lembrando-se que

U= sinl( : j =tan"' :
M, M2 -1




Escoamentos supersonicos linearizados

e Se f =0, tem-se a familia de linhas de Mach a
direita, como esquematizado na por¢ao inferior
da ultima figura.

e Retornando-se a equacao geral e considerando-
se 0 caso de g = 0. Tem-se assim:

o=f(x—2-y)
de modo que:

u':a—q):f' V':ﬁ—(P:—}Lf'
o0x 0y



Escoamentos supersonicos linearizados

e Das relacOes anteriores obtém-se:

A condicdao de contorno na superficie ¢ dada
por

tan O = — =

e Para pequenas perturbacgoes:

u'<<V_; tan9=0



Escoamentos supersonicos linearizados

e Tem-se assim que

V'ZVOO'G U'=—-—-—"

 E 0 coeficiente de pressao na superficie pode
ser avaliado como

Cp — _
T M2 -1

2. 20 2.6
)



Escoamentos supersonicos linearizados
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Figure 9.10 | Schematic of the linearized pressure coefficient over a biconvex airfoil.
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Escoamentos supersonicos linearizados

e As expressoes anteriores foram obtidas ao se
tomar g = 0, sendo validas para a familia de
ondas a esquerda (superficie superior). No
caso de se tomar f = 0, o coeficiente de pressao
sera dado por

Y. N
VARV

Cp = —
! M2 -1

¢ a solucao ¢ valida para a familia de ondas a
direita (superficie inferior).



Escoamentos supersonicos linearizados

 Uma diferenca basica entre escoamentos sub ¢
supersonicos esta relacionada a forca de
arrasto: enquanto em um campo subsonico um
corpo bidimensional ndao experimenta arrasto
algum, se 0 mesmo corpo for posto em um
campo Supersonico, 0 mesmo experimentara
uma for¢ca de arrasto, uma vez que as forgas
sobre 0 corpo nao se anulam.



Escoamentos supersonicos linearizados

Py }

l

|

I

|

|

l

|

I

I

|

C « ! |

. P /1 *M&o l
- Subsonic II Supersonic o

]
0 1 212 M.,

Figure 9.11 | Variation of the linearized pressure
coefficient with Mach number.
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Escoamentos supersonicos linearizados
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Figure 9.12 | Comparison between linearized theory
and exact shock results for the pressure on a wedge
in supersonic flow.



Escoamentos supersonicos linearizados

* Embora a acuracia da teoria de linearizacao ¢
garantida para apenas pequenos angulos de
deflexdo, os resultados para os coeficientes de
arrasto ¢ de sustentacdo siao acurados para
angulos de deflexao maiores que os esperados
inicialmente, uma vez que ha uma tendéncia
dos erros nas superficies superior € inferior se
anularem durante o processo de integracao.



Escoamentos supersonicos linearizados

e Escoamento sobre uma placa plana:
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o ! 1 I F

P:I

Figure 12.4 A flat plate at angle of attack in a supersonic flow.
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Escoamentos supersonicos linearizados

e Coeficiente de for¢ca normal sobre a placa:

1 ¢c
=—|, (Cp = Cp, )

Tpe, _ 4-a
\/MZ—IC M2 -1

e Coeficiente de forca axial sobre a placa:

Ca=" (Cp,—Cp,)dy
C



Escoamentos supersonicos linearizados

e Como a placa plana teoricamente possui
espessura nula, tanto dy quanto Ca sao nulos.
Deste modo, os coeficientes de sustentacao ¢
de arrasto serao dados por

C,=Cn-cosa—Ca-sinoc. ~ Cp=Cn-sma+Ca-cosa

_ 4-a C 4.0
M2 -1 T M-

CL




Escoamentos supersonicos linearizados

e Deve-se atentar que as expressOes anteriores
foram obtidas pela teoria de linearizacao,
sendo validas, por 1sso, apenas para pequenos
angulos de ataque.

e Para um aerofolio fino de geometria arbitraria
o coeficiente de sustentacdo para pequenos
valores de a ¢ dado por:

CL

s



Escoamentos supersonicos linearizados

e No caso do coeficiente de arrasto, tem-se

Cp, = \/Mi — (0 +g? +g?)

sendo g. e &  funcoes da curvatura e da
espessura do aerofolio, respectivamente.



