Dinamica de Gases

Capitulo 06

Forma diferencial das equacgoes de
conservacao para escoamentos inviscidos



6.1 Introducao

A analise de problemas na dinamica de
fluidos requer trés passos iniciais:

— Determinacao de um modelo para o fluido.

— Aplicacao dos principios basicos da fisica
para esse modelo de modo a obter equacoes
matematicas apropriadas embasadas nesses
principios.

— Uso das equacoOes resultantes para resolver
um problema especifico de interesse.



6.1 Introducao

 As equacOes de conservacao na forma
integral conduzem a equacoes algébricas
gque descrevem as propriedades em
diferentes  secOes transversais do
escoamento.

« Tal formulacao, contudo, nao € pratica
para o estudo de efeitos complexos, como
no caso dos escoamentos transientes e bl
e tridimensionais.



6.1 Introducao

* |dentidades vetoriais uteis:

HA-dS={(V-A)dv
Hods={H(Ve)av

onde A e & sao funcoes vetorial e escalar,
respectivamente, do tempo e do espaco, e V

é o volume de controle cuja superficie de
controle € S.
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6.2 Equacoes diferenciais na
forma conservativa

Equacao da continuidade:
— A partir da forma integral:

-~ =
—@pV-dS =— dv
gp - ﬂ:}p
— Aplicando-se a primeira identidade vetorial e
apos algumas manipulacoes obtém-se:

g—‘t’w-(px?):o




6.2 Equacoes diferenciais na
forma conservativa

 Equacao do momentum:
— Forma integral: )
ﬁ(px?-dﬁ)-\hq"f(pv)dq/:q'gpqu/—ﬁpds‘
5 oot g 5

— Aplicando-se a segunda identidade vetorial e
utilizando-se, por conveniéncia, um sistema
cartesiano de coordenadas, obtém-se:

a(pu)+V-(pu\7)=—ap

ot ox

+p f,




6.2 Equacoes diferenciais na
forma conservativa

 Equacao do momentum:
— As demais componentes sao:

dpv) 5\ Op
V. V
DAV pyv)= il

a(pw)+V-(pw‘7) ap+pf
ot 07




6.2 Equacoes diferenciais na
forma conservativa

« Equacao da energia:
— Forma integral:

fHfapav-ffpv-as +{ffol7-v)ar =
% S 1%
i ] 2

2
— 3 p(u'+v—) d‘l/+ﬁp(u'+v—]\7-d§
o7 ot 2 ) ; 2

— Empregando-se a primeira identidade vetorial,
obtém-se:
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6.2 Equacoes diferenciais na
forma conservativa

* Equacao da energia:
i 2 | 2
%_p(u'+v7]_+v- p(u'+v—]‘7 —

v (pV)+pg+plF V)




6.3 Derivada substantiva

» Considere um elemento de fluido que se
move no espaco cartesiano em dois
iInstantes de tempo diferentes.

YA

A

-

A
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Y

®)

Figure 6.2 | [llustration of the substantial derivative (the xyz coordinate system above
is fixed in space, and the fluid element is moving from point 1 to point 2). 10



6.3 Derivada substantiva

* Neste caso, o campo de velocidades é
dado por

V=ui+vj+wk
u ZM(X, y,Z,t)
V= v(x, y, z,t)
W= w(x, y,z,t)
« E 0 campo de densidades € dado por
p=p(x,y,21)
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6.3 Derivada substantiva

* No Instante 7, a densidade do elemento
de fluido é p, =p(x.y.2.14). No instante ,,
0 mesmo elemento de fluido apresenta
densidade P, =P (x,.¥,.2,.1,). Como tem-se
que p=pl(x,y,z.1), é possivel expandir-se a
funcao em uma serie de Taylor ao redor
do ponto 1, originando

p,=p,+ [32) (xz—x1)+(g‘;j (3 =)+

[a—pj (z, —z,)+ (a_pj (£, —t, )+ termos de ordem superior
1 1
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6.3 Derivada substantiva

 Dividindo-se por (¢, — t;) e ignorando-se
termos de ordem superior, tem-se

e e e e e e

» A quantidade (p, — p,) € a variagao da
densidade de um elemento particular de
fluido ao se mover do ponto 1 ao ponto 2.
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6.3 Derivada substantiva

 Tomando-se o limite para o lado esquerdo
da igualdade:

L=t 1, — I Dt

« Esse valor representa a taxa instantanea
de variacao da densidade de um elemento
de fluido particular que se move do ponto
1 ao ponto 2.
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6.3 Derivada substantiva

» Tal valor é diferente de (9p/dt),, que é a
taxa temporal de variacao da densidade
em um ponto fixo 1.

« Calculando-se o limite para as demais
parcelas e lembrando-se que se esta
seguindo um elemento de fluido:

[ x,—x
lim| =2—L |=u
1, —1 t‘z—t'l
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6.3 Derivada substantiva

lim| 22—21 | =,
nonl t, —t,

» Deste modo, tem-se para o limite de 7, — ¢,
Dp dp dp  dp

ey v w—
Dt dx dy 0z
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6.3 Derivada substantiva

» Define-se, entao, a notacao

D _9 +ui+vi+w I _ 9 +(‘7-V)
Dt ot Jdx dy dz ot

como derivada substantiva. A taxa de
variacao de qualquer quantidade associada
ao movimento de um elemento de fluido
particular € dado pela derivada substantiva.
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6.4 Equacoes diferenciais na
forma nao conservativa

» Equacao da continuidade:
— A partir da equacao:
op -
—+V-\pV =
LI

— Expandido-se o0 termo que apresenta o
divergente e apods algumas manipulacoes
tem-se:

Dp

+oV-V=0
Dtp
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6.4 Equacoes diferenciais na
forma nao-conservativa

— Fisicamente, tem-se que a massa de um
elemento de fluido constituido por um
conjunto fixo de particulas (moléeculas ou
atomos) € constante ao longo do movimento
do fluido atraves do espaco.

* Equacao do momentum:
— A partir da equacao:

a(pu)+V (puV) ap+pfx

ot 0Xx
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6.4 Equacoes diferenciais na
forma nao-conservativa

— Expandindo-se o0 termo que apresenta o
divergente, bem como a derivada temporal e
realizando-se algumas manipulacoes, obtém-
se a relacao:

Dl‘ By 20




6.4 Equacoes diferenciais na
forma nao-conservativa

Dw  dp

— = ——= 1}

P Dt 07 PJ:
— QOu na forma vetorial:

DV .

—=-Vp+

P Y p+pf

— Essas equacOes se constituem em formas
diferentes das equacoOes de Euler.
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6.4 Equacoes diferenciais na
forma nao-conservativa

—As equacoes de Euler representam
fisicamente a segunda lei de Newton aplicada

a um elemento de fluido de identidade fixa
movendo-se em um escoamento.

* Equacao da energia:
— A partir da equacao:

%{p(u'+%2ﬂ+V-{p£u'+V72j\7} _

—V-(pV)+pq°+p(]?-\7) 22



6.4 Equacoes diferenciais na

forma nao-conservativa

— Expandido-se o0 termo que apresenta o

divergente e realizando-se manipulacoes
adequadas, obtém-se

D(u'+V2/2)
Dt

p =v-(pV)+pg+plf-v)

— Esta € uma forma de se aplicar a primeira lei
da termodinamica a um elemento de fluido de
identidade fixa em movimento; nota-se,

contudo, que a energia para o elemento em
movimento € a energia total.
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6.4 Equacoes diferenciais na
forma nao-conservativa

 Formas alternativas da equacao da
energia:
— Baseada na energia interna:

Du' ~
=—pV-V+pg
P Dy P Pq

— Baseada na entalpia:

pD_h—@_Fp -
Dt Dt 1
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6.4 Equacoes diferenciais na
forma nao-conservativa

— Baseada na entalpia total (ou de estagnacao):

Dh, dp

Do 30 ool )

—Da formulacao anterior, observa-se que a
entalpia total de um elemento fluido em
movimento em um escoamento inviscido
pode sofrer variacoes devido a:

- Efeitos transientes: dp/dt #0
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6.4 Equacoes diferenciais na
forma nao-conservativa

« Transferéncia de calor: g #0
» Forcas de corpo: f-V #0

—NoO caso de um escoamento compressivel,
adiabatico e sem efeitos de forcas de corpo,
tem-se:

Dh, _dp

th ot
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6.4 Equacoes diferenciais na

forma nao-conservativa

— A partir da expressao anterior, no caso de
regime permanente, um resultado importante
é que

h, = const
— Neste caso, para um escoamento inviscido,
adiabatico e em regime permanente, a

entalpia total € constante ao longo de uma
dada linha de corrente.
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6.4 Equacoes diferenciais na
forma nao-conservativa

—Baseada na energia interna e no volume
especifico:

&4_ @_'—O
Dt th 1

e As formas nao-conservativas das

equacoes governantes envolvem as
propriedades de um elemento de fluido
gque se move ao longo do escoamento,
apresentando, por isso, derivadas
substantivas. 28



6.4 Equacoes diferenciais na
forma nao-conservativa

 No caso da forma conservativa, as
equacoes foram obtidas para um volume
de controle fixo no espaco.

* O termo “nao-conservativo” nao significa
gque o principio fisico da conservacao de
propriedades seja violado. Fisicamente,
tanto a forma conservativa quanto a nao-
conservativa sao descricoes teoricas
validas e equivalentes de um escoamento.
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6.4 Equacoes diferenciais na
forma nao-conservativa

e« Os termos “conservativo” e “nao-

conservativo” estao relacionados a
dinamica de fluidos computacional (CFD),
para a qual a forma conservativa € a mais
empregada, pois garante a conservacao
das propriedades do escoamento na
discretizacao do modelo matematico, algo
gque nao ocorre espontaneamente para as
equacoes na forma nao-conservativa.
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6.5 Equacao da entropia

« Combinando-se a primeira e a segunda
leis da termodinamica e aplicando-as a
um elemento de fluido em movimento
obtém-se

Ds De Dv
—=—+p—
Dt Dt Dt

« A equacado anterior € chamada de
equacao da entropia e é valida tambéem
para escoamentos nao-adiabaticos
VISCOSOS. 3t



6.5 Equacao da entropia

« No caso de um escoamento inviscido e

adiabatico, tem-se

Ds
—=0 ou s=const

Dt

» Para a solucao da maioria dos problemas

de escoamentos compressivels,

dS

equacoes da continuidade, do momentum

e da energia sao suficientes.
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6.5 Equacao da entropia

A equacao da entropia sO € necessaria
para calcular a direcao de algum processo
gue possa ocofrrer.

« Para escoamentos isentropicos, contudo,
por conveniéncia pode ser interessante
substituir a equacao da energia ou do
momentum pela equacao da entropia.
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6.6 Teorema de Crocco

« Considerando-se um elemento de fluido
que se move ao longo de um escoamento.
Neste caso, o0 movimento de tal elemento
é composto por uma parcela translacional
e uma rotacional. A translacional &
denotada pela velocidade V . A rotacional
é denotada pela velocidade angular o,
gue se relaciona com a velocidade atraves
da relacao |

w=—VxV
2 a4



6.6 Teorema de Crocco

» O termo VxV é denominado vorticidade do
fluido e é igual ao dobro da velocidade
angular.

 Deseja-se obter uma relacao entre a
vorticidade do fluido e propriedades
termodinamicas do mesmo. Para tanto,
emprega-se a equacao de Euler, sem
efeito de forcas de corpo:

DV
—=-V
P D1 p
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6.6 Teorema de Crocco

 Combinando-se, entdo, a primeira e a
segunda leis da termodinamica, bem
como a definicao de entalpia total, tem-se

Tvs=Vh0—\7><(V><x7)+a‘7

ot

* A relacao anterior foi originalmente obtida
por L. Crocco em 1937, sendo por isso
chamada de teorema de Crocco.
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6.6 Teorema de Crocco

 Para regime permanente, o teorema de

Crocco se torna

T-Vs=Vh,—Vx(VxV)

» Rearranjando-se:

VX(VXV)= Vh, — T-Vs
— —
vorticidade gradiente de  gradiente de

entalpia total entropia
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6.6 Teorema de Crocco

« Quando um escoamento em regime
permanente apresenta gradientes de
entalpia e/ou de entropia, 0 escoamento €
rotacional. Isto tem consequéncias
praticas sobre o escoamento a jusante de
uma onda de chogue curva.
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6.6 Teorema de Crocco

M1>1

Uniform free stream

i e
vV, =V,
hoo
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6.6 Teorema de Crocco

* Na regiao 1, a montante do choque, todas
as linhas de corrente sao paralelas e
apresentam a mesma entropia total.

« Com relacao a entalpia total, nota-se que
ela € a mesma nas porcoes anterior e
posterior ao choque. Assim, o gradiente
de entalpia deve ser nulo.
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6.6 Teorema de Crocco

* As linhas de corrente, contudo, passam
por diferentes regides do choque: por
exemplo, a linha (b) atravessa uma porcao
do choque mais curva que a linha (d), que
atravessa uma regiao mais fraca do
choque. Assim, a linha de corrente que
passa por (b) sofre uma maior variacao de
entropia que a linha que passa por (d).
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6.6 Teorema de Crocco

* Deste modo, o gradiente de entropia na
regiao 2 nao é nula, ou seja, pelo teorema
de Crocco

X7><(V><X7)¢O
ou seja,
VXV #0

a jusante do choque.
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6.6 Teorema de Crocco

 Tem-se, assim, pelo teorema de Crocco,
gque um campo de escoamento a jusante
de um choqgue é rotacional (infelizmente).
Isto, pois, um escoamento rotacional €
muito mais dificil de ser analisado que um
escoamento irrotacional.
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