Dinamica de Gases

Capitulo 07

Movimento de ondas nao-
estacionarias



7.1 Introducao

« Exemplos de ondas nao-estacionarias:

— Sistema de exaustao de motores reciprocos
de combustao interna.

— Tubos de choque (dispositivos de laboratorio
para estudos de gases a altas pressoes e
altas temperaturas).



7.1 Introducao




7.1 Introducao
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Figure 7.3 | Schematic of stationary and moving shock waves.
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7.1 Introducao

* Importante aplicacao do movimento de
ondas nao-estacionarias: tubos de
choque.

» Consiste em um tubo, fechado em ambas
as extremidades, com um diafragma
separando uma regiao de alta pressao de
uma regiao de baixa pressao.
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7.1 Introducao

« Quando o diafragma é rompido, uma onda
de choque propaga-se na regiao de baixa
(1), enquanto na regiao de alta pressao
(4) ha a propagacao de ondas de
expansao. A regiao 4 é chamada de
secao condutora, enquanto a regiao 1 € a
secao conduzida.



7.1 Introducao

« Tubos de choque sao valiosos
instrumentos da dinamica de gases,
possuindo importante aplicacao ao estudo
de gases em altas temperaturas na fisica
e na quimica, em testes de veiculos super
e hipersonicos e em lasers quimicos.



7.2 Ondas de choque normal em

movimento
 Equacoes para um chogque normal

estacionario:
Pu,=p,u,

p1+p1uf :pz‘l'pz“;
h+u; [2=hy+u; /2

— u,: velocidade do gas a frente da onda de
choque, relativa a onda;

— u,: velocidade do gas atras da onda de
choque, relativa a onda; 9



7.2 Ondas de choque normal em
movimento
« Considerando-se, entao:

— W: a velocidade do gas antes da onda de
choque, relativa a onda;

- W —u,. a velocidade do gas apos a onda de
choque, relativa a onda.

p,W=p, (W_up)
p1+p1W2 = P, TP, (W_”p)2

h+W?/2=h, +(W—up)2/2
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7.2 Ondas de choque normal em
movimento

* A partir das expressoes anteriores e de
manipulacoes adequadas, obtém-se a
equacao de Hugoniot:

_|_
u'z_u'lzpl =2 (Vl_vz)
2
* [Isto era esperado, uma vez que a
equacao de Hugoniot relaciona apenas

propriedades termodinamicas.
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7.2 Ondas de choque normal em
movimento

« Em geral, as equacoes da continuidade,
momentum € energia devem ser
resolvidas numericamente.

 Contudo, para um g@gas caloricamente
perfeito, tem-se que:

v+l py )

Ezpz Y-1 p

Tl pl 1+Y+]‘p2
. Y-1p
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7.2 Ondas de choque normal em
movimento

 Similarmente:

P, _ Y-1 p,
pl y+1+p2
’Y—l P

« O parametro mais conveniente ao se
trabalhar com ondas em movimento € a
razao entre p, e p,.
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7.2 Ondas de choque normal em
movimento

* Definindo-se o0 numero de Mach para
chogques em movimento:

* Incorporando-se essa definicao as
relacoes para gases caloricamente

perfeitos:
Py 2Y (y2 )
DP; v+1
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7.2 Ondas de choque normal em
movimento

» Da relacao anterior:
M, =\/V+1(1”2 —1j+1
2y \ p
* De onde obtém-se que:

W:al\/y+1(p2—lj+1
2y \ p,
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7.2 Ondas de choque normal em
movimento

 Uma onda de choque que se propaga em
um gas em repouso induz o movimento de
massa com uma velocidade u, atras da
onda. Da equacao da continuidade:

P,
u =W\l1l——-
’ ( pzj
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7.2 Ondas de choque normal em
movimento

* De onde obtém-se que:

a
u, =) Pay | _¥H
Y pl p2+y_1
\p1 Y+1/
« Numero de Mach do movimento induzido:
_ =1

bz
/ Vo
27 ’ 1+v+1(p2]
u_p:l(&_lj vY+1 Y-1{ p,

o v\p )P U () ()
P U iyl ) e )],




7.2 Ondas de choque normal em
movimento

* No caso de um choque infinitamente forte:

lim | %2 |= |- 2
pin= a, )\ y(y=1)

« Existe uma diferenca fundamental entre
um choque estacionario e um choque em
movimento: as propriedades de
estagnacao de ambos 0s escoamentos
sao diferentes.
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7.2 Ondas de choque normal em
movimento

» Por exemplo, no caso da entalpia:
hy, = h, h02=h2+u2/2
h02 > hOl

« Em um escoamento inviscido adiabatico
transiente, a entalpia total nao é
constante:

Dhy 9p
Dt ot .

P



7.3 Onda de choque refletida

» Considerando-se uma onda de choque
que se propaga da direita para a esquerda
com uma velocidade W e que se move em
direcao a uma parede solida. No momento
em que o choque atinge a parede, poder-
se-la pensar que a velocidade do
escoamento na parede seria igual a u,
entrando na parede, o que € fisicamente
iImpossivel.
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7.3 Onda de choque refletida

 De modo a evitar esta impossibilidade, a
natureza cria imediatamente uma onda de
choque normal refletida, que viaja para a
esquerda com velocidade W,. Assim, tem-
se que o0 movimento da massa atras do

choque

nula (us=0).
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7.3 Onda de choque refletida

 Diagramas de ondas: grafico do tipo
tempo versus
apresentado o movimento da onda.
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Figure 7.7 | Wave diagram (xt diagram).
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7.3 Onda de choque refletida

« Os diagramas de ondas também podem
ser utilizados para a observacao do
movimento de elementos do fluido.

» Choque refletido:

- Wi + u,: velocidade do gas a frente da onda
de choque, relativa a onda.

— Wy: velocidade do gas atras da onda de
choque, relativa a onda.

23



7.3 Onda de choque refletida

 Equacoes da continuidade, momentum e
energia para a onda refletida:

pz(WR +up): PsWe
P> +p2(WR Tu, )2 = Ps "'psVVR2

2
h, + (WR+MP) = h. +W—1'*2
2 2
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7.3 Onda de choque refletida

» Considerando-se um gas caloricamente
perfeito, tem-se que

M. _ M \/1+2(y_1)(M§—1)£y+ 1 j

Mi-1 M2I-1\  (y+1) M

M =

w W, +u
a,
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7.4 Quadro fisico da propagacao

de ondas
Considere um longo tubo no qual as

propriedades variam somente na direcao
aXial. —-—W

- X

(@)

®)

Poo
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Figure 7.8 | Propagation of a pulse in a one-dimensional tube.



7.4 Quadro fisico da propagacao
de ondas

* Movimento do pulso:
t{l

. |

_ o)
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Figure 7.9 | Propagation of a finite wave in the x direction. 27



7.4 Quadro fisico da propagacao
de ondas

* Movimento do pulso:
— x- localizagao do inicio do pulso.
— x7: localizacao do final do pulso.
— xp. localizagao do valor maximo (pico) do
pulso.
— Em geral:

Wy ZWes Wp FWp, Wy W,

— Assim, a onda se deforma ao longo de sua
propagacao.
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7.4 Quadro fisico da propagacao
de ondas

« Como o disturbio Ap se propaga ao longo
do eixo x, a regiao em que Ap = 0 é
chamada de onda finita. A velocidade com
a qual um elemento desta onda se move é
chamada de velocidade local de onda w.
Em geral, o valor de w varia atravées da
onda.
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7.5 Elementos da teoria acustica

 Equacoes da conservacao da massa,
momentum e energia:

ap
> +V- (pV)

DV
— ==V
P YR

D
Ds _,
Dt
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7.5 Elementos da teoria acustica

» Perturbacoes: Ap, Au.
P=p.+Ap

u=u_+Au=Au
 Escoamento unidimensional (eq. da
continuidade):

9, dpu)_
ot  Ox
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7.5 Elementos da teoria acustica

« Que origina

aA_p+pmaA_u+ApaA_u+AuaA_p:O
0x ox 0x
 Escoamento unidimensional (eq. do

momentum):

du  ou_ dp
P TP oy T T ox
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7.5 Elementos da teoria acustica

— Expressando a pressao em funcao de outras
propriedades termodinamicas:

p=plp.s)

dp op
d d d
= (apl p+(asj *

— Contudo, a entropia € constante para o
movimento de onda inviscida e adiabatica.

Assim: 5
dp = ( pj dp
p )
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7.5 Elementos da teoria acustica
— Considerando-se que p e p variam com x:

dp _[dp| 9dp
dx \dp) ox

— Fazendo-se, entao:
) _,:
(apjs

dp , Op

_:a _—

ox ox 2

— Tem-se que:



7.5 Elementos da teoria acustica

— Retornando-se a equacao do momentum:

u  du_ _ ,0p
P TP o o

— Empregando-se as perturbacoes:

pooaA_u+ApE)A_u+poo AME)A_M+APAME)A_MZ_ 2@
ot ot ox ox ox

— Neste ponto, ainda tem-se equacoOes exatas
para escoamentos unidimensionais
isentropicos.
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7.5 Elementos da teoria acustica

» Considerando-se, entao, uma onda muito
fraca, de modo que Ap e Au sejam
perturbacoes muito pequenas. Neste
caso, por definicao, a onda se torna uma
onda sonora, e assim,

Ap << p.. Au << a
» Deste modo, pode-se escrever

2

a = Clz(p,S)
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7.5 Elementos da teoria acustica

» Mas como s = const., tem-se que a” = a*(p)
« Expandindo-se em uma série de Taylor:
2
a’=a’ +[ai](p—pw)+...
op
da’

‘=a’ 4| — |Ap+...
£ =g (ap] ,
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7.5 Elementos da teoria acustica

« Substituindo-se a série na equacao do
momentum:

JAu oAU oAU 0Au
92U A 22 o AP L Ap AT -
Py TP TP AU AP AT

RN R 0Ap
“°°+(apj(p 0_)+... -
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7.5 Elementos da teoria acustica

« Como Ap e Au sao quantidades muito
peqguenas, produtos dessas quantidades e
suas derivadas sao extremamente
pequenos. Assim, os termos de segunda
ordem e ordem superior sao muito
pequenos quando comparados aos
termos de primeira ordem.
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7.5 Elementos da teoria acustica

 Neste caso, tem-se:

@ 4o dAu 0Au _0
ot ox
o0Au , OAp
p.—=—a. —
ot ox

« Estas equacOes sao chamadas de
equacOes acusticas, pois descrevem 0
movimento de um gas induzido pela
passagem de uma onda sonora.
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7.5 Elementos da teoria acustica

 As equacOes acusticas sao equacoes

aproximadas, validas para pequenas
perturbacoes: quanto menores as
perturbacoes, mais acurados sao Sseus
resultados. Sua grande vantagem,
contudo, reside no fato de que sao
equacoes lineares.
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7.5 Elementos da teoria acustica

» Solucao das equacoes da continuidade e
do momentum:

— Diferenciando-se a equacao da continuidade
em relacao ao tempo:

BzAp__ 0”Au
x P orar
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7.5 Elementos da teoria acustica

— Diferenciando-se a equacao do momentum
em relacao a posicao:

’Au  , d°Ap

=—a
ox ot © ox?

P.

— Substituindo-se entao na equacao anterior,
tem-se:

°’Ap  , O°Ap
=a_
ot’ ox”
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7.5 Elementos da teoria acustica

« A equacao anterior constitui-se na
classica equacao da onda, cuja solucao é
da forma

Ap=F(x—a_t)+G(x+a_t)

« De modo analogo, as equacoes da
continuidade e do momentum podem ser
convenientemente  manipuladas para
obter-se uma solucao para u.
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7.5 Elementos da teoria acustica

 Neste caso, tem-se

Au=flx—a_t)+g(x+a_t)

« Em ambos os casos, F, G, fe g sao
funcoes arbitrarias de seus argumentos.
Contudo, uma interpretacdo fisica muito
forte surge das solucoes (gerais
apresentadas.
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7.5 Elementos da teoria acustica

» Considerando-se, por exemplo, que G = 0:
Ap=F(x—a_r)

* Se a onda propaga-se ao longo do eixo x,
seja Ap, caracteristica da propagacao
dessa onda. Assim:

Ap, = F(x—a_t)= const
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7.5 Elementos da teoria acustica

* Neste caso, deve-se ter que
X=a_t+const

» Deste modo, um valor fixo de disturbio Ap,
deve-se mover de tal modo que

dx/dt =a,,
« Assim, da equacao da onda
0°d ,0°D
=da_
ot’ ox’
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7.5 Elementos da teoria acustica

- Tem-se que o coeficiente a2 representa
sempre 0 quadrado da velocidade de
propagacao da quantidade geral .

Sound wave, Ap = G (x + at), Sound wave, Ap = F(x — a,t),
moving in the (—) x direction - moving in the (+) x direction

(0~ Pos)

Figure 7.10 | Left- and right-running sound waves.
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7.5 Elementos da teoria acustica

« Da analise anterior, tem-se que a
quantidade a.., definida como |(9p/dp), ], é
a velocidade de propagacao da onda.
Alem disso, considera-se que a mesma
seja uma onda sonora. Tem-se entao que
a velocidade do som pode ser definida
como (dp/dp).

49



7.5 Elementos da teoria acustica

* Relacao entre Au e Ap:
— Tomando-se a relacao

Au=flx—a_t)+glx+a_t)

— E fazendo-se g=0, tem-se:

oAU ,
F
oAU —af

o
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7.5 Elementos da teoria acustica
 Desta maneira, tem-se

JAu 1 JdAu

x  a_ ot

o

 Que, substituida na equacao da
continuidade linearizada resulta em

JdAp p,, dAu
Jof a_ ot

o

Q(Ap—p—muj:o
ot a

(o0)

=0
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7.5 Elementos da teoria acustica
* Nesse caso, deve-se ter que

Ap — P Au = const
a

(oe)

 Considerando-se, entao, 0 gas nao
perturbado, observa-se que

Ap=Au=0

£, dessa forma
aoo

Au=—=Ap
P
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7.5 Elementos da teoria acustica

* No caso de se trabalhar com variagoes de
pressao, obtém-se

Au = Ap

pOO aOO

- Como as equacbes anteriores foram
obtidas ao se fazer g = 0, elas se aplicam
para ondas que se movem para a direita.
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7.5 Elementos da teoria acustica

« Se forem empregadas ondas que se
movem para a esquerda (fazendo-se f=0),
os resultados obtidos sao similares aos
anteriores, exceto pelo sinal que sera
negativo. Desta forma, os resultados
podem ser generalizados como

pu=1% pp =1

Po P.. a.
sendo 0s sinais + e — associados as
ondas que correm a direita e a esquerda,
respectivamente.
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7.5 Elementos da teoria acustica

* Na terminologia acustica, a parte de uma
onda sonora em que Ap > 0 € chamada de
condensacao, enguanto a regiao em que
Ap < 0 é a rarefacao.

« Para uma condensacao, o movimento
induzido de massa € sempre na mesma
direcao do movimento da onda.

« Para a rarefacdo, o movimento € sempre
na direcao oposta ao do movimento da
onda.
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7.6 Ondas finitas nao-lineares

» Ondas finitas sao aquelas para as quais a
perturbacao Ap pode ser grande.

» Considere uma onda finita que se propaga
para a direita. Neste caso, a densidade, a
temperatura, a velocidade do som local e
O movimento da massa podem ser
escritos como uma funcao da posicao x
em um dado instante de tempo.
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7.6 Ondas finitas nao-lineares

 Porcoes da onda em que a densidade
aumenta sao regides de compressao,
enguanto porcoes em que a densidade
diminui sao regioes de expansao.

p

Right-running wave

Figure 7.11 | Schematic of property variations in a finite wave.

T

Y TN
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7.6 Ondas finitas nao-lineares

* Diferentemente das ondas sonoras
linearizadas, partes diferentes de uma
onda finita propagam-se a velocidades
diferentes com relacao ao laboratorio.

« Para cada ponto da onda, a velocidade de
propagacao (local) em relacao ao
laboratorio é

w=u-+a
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7.6 Ondas finitas nao-lineares

* Fisicamente, a propagacao de uma parte
local de uma onda finita é a velocidade do
som l|ocal sobreposta ao movimento local

da massa de gas.

« A0 se comparar as velocidades dos
pontos 1 e 2, tem-se que

u,+a,>u, +a,
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7.6 Ondas finitas nao-lineares

« Se u, for negativa e sua magnitude for
grande o suficiente para superar o de a,,
entao a porcao 1 da onda se propagara
para a esqguerda.

* Neste caso, a onda de compressao sera
ampliada até que coalesca em uma onda
de choque.

« A onda de expansao, por outro lado,
espalhar-se-a e tornar-se-a mais gradual.
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7.6 Ondas finitas nao-lineares

« Para uma onda acustica:
— Ap, AT, Au sao pequenos.

— Todas as partes da onda propagam-se com a
mesma velocidade em relacdo ao laboratorio,
isto €, com a velocidade a_.

— A forma da onda permanece constante.

— As variaveis do escoamento sao governadas
por equacoes lineares.

— Esta € uma situacao ideal, que corresponde a
uma aproximagcao das ondas sonoras
audivels.
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7.6 Ondas finitas nao-lineares

Para uma onda finita:
— Ap, AT, Au podem ser grandes.

— Cada parte local de uma onda se propaga a
uma velocidade local u+a relativa ao
laboratorio.

— A forma da onda varia com o tempo.

— As variaveis do escoamento sao governadas
por equacoes nao-lineares.

— Esta € uma situacao real, seguida por todas
as ondas reais.
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7.6 Ondas finitas nao-lineares

» Equacao da continuidade:

§§§+1>( V)=0

— Da termodinamica, tem-se que

p=p(p.s)

op Bpj
d dp +
b= (Bpj P (as
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7.6 Ondas finitas nao-lineares

— No caso de um escoamento isentrdpico, tem-
se que ds=0. Deste modo:

Dp _ 1 Dp
Dt a® Dt

— E a equacao da continuidade sera escrita
como
1 Dp

T, +p(V-V)=O
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7.6 Ondas finitas nao-lineares

— No caso de um escoamento unidimensional:

12 (ap +ua—pj+pa—u=0
a” \ ot ox ox

 Equacao do momentum, sem forcas de
COrpo: R
DV

p Dy p
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7.6 Ondas finitas nao-lineares

— Para um escoamento unidimensional

pa—u+puau+ap =0

ot ox ox
a_u+ua_u+la_p O
ot Jdx pox
— Adicionando-se a equacao da continuidade
a—u+(u+a)a—u + L\ (u+a)ap =0
Ot ox | pa| ot ox |
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7.6 Ondas finitas nao-lineares

— Subtraindo-se a equacao da continuidade

(u—a)a—u | ap+(u—a)a—p =0
ox | pa| ot ox

— Examinando-se as duas equacoes anteriores,
tem-se que

u=u(x,r) p=plx.t)
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7.6 Ondas finitas nao-lineares

Da definicao de um diferencial

du =a—udt+a—udx
ot ox

The specific path through point 1
in the xt plane which has slope
// (u+a)!

f - ol 1
y os‘bc1 (u +f:t)1
/
7/

|
xl X

Figure 7.12 | A preferred path in the x¢ plane.
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7.6 Ondas finitas nao-lineares

* Escolhendo-se um caminho especifico
gue passe pelo ponto 1 deve-se ter que a
seguinte equacao seja satisfeita

dx =(u+a)dt

 Ou seja, deve-se ter que a derivada da

funcao no ponto 1 é dada por

b
dx ), u,+a,
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7.6 Ondas finitas nao-lineares

Combinando as relacoes anteriores, tem-
se que o valor de du que corresponde a dt
e dx, restrito ao caminho escolhido é

du =

Ou

_|_

au(

ot

ox

Similarmente, para dp

dp

_Bp_l_ap(

ot

ox

u+a)

u+a)

dt

dt
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7.6 Ondas finitas nao-lineares

» Substituindo-se a relagcdo anterior na
relacao obtida ao se somar as equacoes
da continuidade e do momentum, tem-se

dp

pa

* Onde du e dp sao variagcbes ao longo de
um caminho especifico definido pela
inclinagao dx/dt=u+a NO plano x.

du+—=0
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7.6 Ondas finitas nao-lineares

« A analise anterior &€ um exemplo
especifico de uma técnica muito poderosa
em escoamentos compressiveis: 0
metodo das caracteristicas.

* Neste caso, a equacao diferencial parcial
governante do fenOmeno € reduzida a
uma equacao diferencial ordinaria ao
longo de um caminho.
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7.6 Ondas finitas nao-lineares

« O caminho € chamado de uma linha
caracteristica C, no plano xt enquanto a
equacao diferencial ordinaria resultante é
chamada de equacao de compatibilidade
ao longo da caracteristica C,.

* A equacao originada € valida apenas ao
longo da linha caracteristica.
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7.6 Ondas finitas nao-lineares

 Da equacao obtida da subtracao entre a
equacao do momentum e a equacao da
continuidade pode-se encontrar uma outra
linha caracteristica, C, cuja inclinacao €
dada por dx/dt=u—a € ao longo da qual
a seqguinte equacao de compatibilidade é
valida:

a’u—d—p:O
pa
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7.6 Ondas finitas nao-lineares

C_ characteristic line, with %—f— =u—a
dp

t Compatibility equation: du — 7o) =0
4 -
-~
N il ... dx
\\ _ “—C, characteristic line, with 77-=u +a
Ve
N 7 e . dp
t A% Compatibility equation: du + — =0
1 pa
7 I\
7 \
/ \
/ \
/ \
4 \
/
x x

1

Figure 7.13 | Illustration of the characteristic lines through point 1 in the x7 plane.
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7.6 Ondas finitas nao-lineares

* Nota-se que as linhas caracteristicas C, e
C_sao fisicamente os caminhos de ondas
sonoras que correm a direita e a
esquerda, respectivamente, no plano xt.

* Integrando-se a equacao de
compatibilidade ao longo da linha
caracteristica C, tem-se

J+=u+_[d—p:wnst
pa
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7.6 Ondas finitas nao-lineares

 Integrando-se a equacao de
compatibiidade ao longo da linha
caracteristica C tem-se

J_=u—jd—p:const
pa

 Os valores J, e J sao chamados de
invariantes de Riemann.
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7.6 Ondas finitas nao-lineares

* No caso de um gas caloricamente perfeito

. _YPp

p
« E para um processo isentropico, tem-se
que

a

p=c Tv/(r-1) c, q 21

* sendo c, e ¢, constantes.
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7.6 Ondas finitas nao-lineares

» Diferenciando a equacao anterior

dp=c, [ﬂj L2l g
v—1

 Tem-se, entao, que

p=c,Y q2v/(-1)-2]
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7.6 Ondas finitas nao-lineares

 As Invariantes de Riemann podem ser
escritas entao como

2a

J, =u+——=const
y—1

J =u—ﬂ:const
y—1

* que sao validas para gases caloricamente
perfeitos.
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7.6 Ondas finitas nao-lineares

« A utiidade das invariantes de Riemann
fica clara na solucao das equacoOes para
as velocidades a e u:

a=2"10 —1)

(J,+J_)

4

1
u —_
2
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7.7 Ondas de expansao
incidentes e refletidas

 Considere regioes de alta e de baixa
pressoes separadas por um diafragma em
um tubo. Quando o diafragma é removido,
uma onda de expansao viaja para a
esquerda, como se houvesse um pistao
gque se movimentasse para a direita com
uma velocidade u,. Na realidade, u,
corresponde a velocidade do gas atras da
onda de expansao.
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7.7 Ondas de expansao
incidentes e refletidas

Diaphragm

@ High pressure Low pressure @

G e

O, ol - g

Figure 7.14 | Generation of an expansion wave.



7.7 Ondas de expansao
incidentes e refletidas

* A frente da onda de expansao se move
para a esquerda dentro da regiao 4.

 Lembrando-se que qualquer onda finita
gque se move para direita apresenta
velocidade local u+a e que uma onda que
Se move para a esquerda possul
velocidade local u-a, a onda de expansao,
por se tratar de uma onda que se propaga
a esquerda apresenta velocidade u-a.
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7.7 Ondas de expansao
incidentes e refletidas

1 ¢

Figure 7.15 | The C, and C_ characteristics for a centered ex ansion wave
(on an xt diagram).



7.7 Ondas de expansao
incidentes e refletidas

 Na regido 4, a velocidade da massa €
nula. Assim, a frente de onda se propaga
para a esquerda com uma velocidade

u,—a, =0—a, =-a,
* Desta forma, tem-se
dx
E —Uy—dy=—d,
e gue € uma caracteristica C..
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7.7 Ondas de expansao

Incidentes e refletidas
« Dentro da onda de expansao, a

velocidade induzida da massa € u, sendo
orientada para a direita.

A temperatura e, por conseguinte, a
velocidade a sao reduzidas dentro da
onda. Assim, enquanto a frente da onda
se propaga na regiao 4 com a velocidade
do som, outras partes da onda se
propagam a velocidades menores
(referentes ao laboratoério).
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7.7 Ondas de expansao
incidentes e refletidas

 Deste modo, a onda de expansao se
espalha com sua propagacao dentro do
duto.

* Nota-se que as linhas caracteristicas C
sao retas. Para provar isto, serao
empregadas as linhas caracteristicas C,.

* Na regiao 4, tem-se que u, = 0 € a, €
constante. Assim, todas as caracteristicas
C, possuem uma mesma inclinagao.
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7.7 Ondas de expansao
incidentes e refletidas

* Deste modo, para dois pontos a € b na

regiao 4
(v,),=(,),

» Contudo, um valor constante de J, ocorre
ao longo de uma caracteristica C,. Assim

(.), =), =(,),
(,),=0,), =),
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7.7 Ondas de expansao
incidentes e refletidas

Comparando-se as expressdes anteriores,
fem-se que

Os pontos e e f estao por definicao sobre
a mesma caracteristica C.. Deste modo
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7.7 Ondas de expansao
incidentes e refletidas

« Obtém-se, entao, que as velocidades sao
U =l/tf da =af

* Deste modo, como os pontos arbitrarios e
e f estao sobre a mesma caracteristica C.
e apresentam a Iinclinacao dx/dr igual,
entao as linhas caracteristicas C devem
ser retas. Alem disso, como u e a sao
constantes em (C, as propriedades
termodinamicas também o serao.
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7.7 Ondas de expansao
incidentes e refletidas

 Uma onda que se propaga em uma regiao
de propriedades constantes (como no
caso da regiao 4) € chamada de onda
simples. Neste caso, uma familia de
caracteristicas € formada por linhas retas.

« Quando uma onda se origina em um dado
ponto (como na origem do plano xt), tem-
se uma onda centrada.

92



7.7 Ondas de expansao
incidentes e refletidas

« Quando ambas as familias de
caracteristicas sao linhas curvas, tem-se
uma onda nao-simples. Como exemplo,
cita-se a uma onda de expansao refletida,
durante parte do processo de reflexao.
Neste caso, a regiao em que ocorre a
mistura de ondas que se propagam a
esquerda e a direita € chamada de regiao
nao-simples.
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7.7 Ondas de expansao
incidentes e refletidas

Simple region

Reflected wave

Nonsimple
region

L L L L LLL,

Incident wave

End wall

L Ll L

Figure 7.16 | Reflected expansion wave on an xt diagram.
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7.7 Ondas de expansao
incidentes e refletidas

* As propriedades da onda de expansao
refletida para as regioes simples e nao-
simples podem ser obtidas através do
método das caracteristicas e da condicao
de contorno de =0 na parede.

 Isto se torna um procedimento numerico
(ou grafico), no qual as linhas
caracteristicas e as condicoes de
compatibilidade (invariantes de Riemann)
sao empregadas ponto a ponto.
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7.7 Ondas de expansao
incidentes e refletidas

 Em contraste, a solucao para uma onda
de expansao simples centrada pode ser
obtida em uma forma analitica fechada.

* Neste caso, retornando-se a Fig. 7.15,
tem-se que J, € igual em todos os pontos
(a, b, ¢, d, e, f ) através da onda de
expansao. Assim:
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7.7 Ondas de expansao
incidentes e refletidas

 Empregando-se a relacao anterior a
regiao 4, tem-se
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7.7 Ondas de expansao
incidentes e refletidas

« Sabendo-se que a=,YRT tem-se

- -2
T _ l_y—l u
T, 2 \a,

« Como o0 escoamento € isentrdpico, sabe-
se ainda que

P [i]y i [T]Y/(Yl)
P4 Py I,
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7.7 Ondas de expansao
incidentes e refletidas

 Deste modo,

- 727/(y-1)

- 12/(y-1)
2t
Py 2 \ay
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7.7 Ondas de expansao
incidentes e refletidas

 Para obter a variacao das propriedades
em uma onda de expansao centrada
como funcao de x e ¢, deve-se considerar
a linha caracteristica C.

dx

dr

e Como ela € uma reta que deve passar pela
origem, tem-se

u—d

x=(—-a)t
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7.7 Ondas de expansao

incidentes e refletidas
» Deste modo, pode-se obter

xz(u—a4 +YT_1ujt

* De onde se tem

s,
u=——-|a, +—
y+1 t

* que é valida para a regiao entre o inicio e
o final da onda de expansao, isto &, para

—a, <x/t<u,—a,
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7.7 Ondas de expansao
incidentes e refletidas

@ < @ Physical picture at
some time 4.

From Eq. (7.89)

Uy
u4=0 /

o 04 From Eq. (7.87)
P3
x
T Ty From Egq. (7.85)
\< T
X
14 A From the equation of state or Eq. (7.86)

Py

=

Figure 7.17 | Variation of physical properties within a centered expansion wave. 102



7.7 Ondas de expansao
incidentes e refletidas

 Observa-se que o valor de u varia
linearmente com x através de uma onda
de expansao centrada. Para uma onda
gque corre para a esquerda, observa-se
também que u € positiva, ou seja, 0O
movimento da massa € para a direita, na
direcao oposta da propagacao da onda.
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7.7 Ondas de expansao

incidentes e refletidas
* No caso de ondas de expansao refletidas,
as propriedades dos pontos de malha
definldas como a Interseccao das
caracteristicas C, e C. na regiao nao-
simples sao obtidas atraves das relacoes

i | d

du = aM+au(u+a) dt du+F =0
| Jr  Ox | pa
i | d

dp = ap+ap(u+a) dt du—-L =0
ot ox pa
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7.7 Ondas de expansao
incidentes e refletidas

Por exemplo, os valores de J, e J nos
pontos 1, 2, 3 e 4 sao conhecidos a partir
da onda de expansao incidente.

No ponto 5, tem-se que (J_);=(J_), , além
da condigao de contorno, u;= 0, de modo
que a. pode ser determinado.

No ponto 6, os valores de a, e u, podem
ser determinados sabendo-se que

(v ), =), (J,), =0, ).
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7.7 Ondas de expansao
incidentes e refletidas

* A localizacao do ponto 6 no espaco xt €
encontrada pela iInterseccao da
caracteristica C. que passa pelo ponto 3
com a caracteristica C, que passa pelo
ponto 5. As linhas caracteristicas podem
ser desenhadas como linhas retas com
iInclinacbes que sao medias entre 0s
pontos conectados.

106



7.7 Ondas de expansao
incidentes e refletidas

 Para a linha 3-6:

dr) 1 1(
tan

tan (—j =
dx i

 Para a linha 5-6:

dr) 1 1(
tan

2
tan_ (—) =
dx i

2

1

u—da

1

u-+a

) + tanl(
3
j + tanl(
5

1

u—da

1

u-+a
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7.7 Ondas de expansao
incidentes e refletidas

 As propriedades nos demais pontos da
regiao nao-simples é obtida de modo
analogo ao do ponto 6.

« As propriedades atras da onda de
expansao refletida, quando ela deixa
completamente a regiao de interacao, sao
iguais as propriedades calculadas para o
ponto 10.
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7.8 Relacoes de tubos de choque

» Considere um tubo de choque na qual um
gas com massa molecular M,, a alta
pressao, e razao entre calores especificos
Y, encontra-se separado de um gas a
baixa pressao com massa molecular M, e
razao de calores especificos vy, atraves de
um diafragma.

\/ \
High pressure @ rrrrrrrrrrr
p4,T4,/I4,a4,'74 S Py» Tl"ll’al"yl @

Diaphragm

Distance 1 09

Figure 7.4 | Initial conditions in a pressure-driven shock tube.



7.8 Relacoes de tubos de choque

* As Intensidades do choque incidente e
das ondas de expansao formadas quando
o diafragma € removido sao funcoes
apenas das condicoes Iniciais de pressao
dos gases condutor e conduzido (p,/p,).

* Observa-se que

Uy =u,=u, P> = P;
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7.8 Relacoes de tubos de choque

« O movimento de massa induzido pelo
choque incidente € dado por

,

2y,
Y, +1

P>

\ P1

+Y1_1
Y1+1)

/)
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7.8 Relacoes de tubos de choque

* No caso da relacao para ondas de
expansao, entre o inicio e o final, tem-se

B _274/(74—1)
&: 1_74 _1(u3]
Py 2 a,

* que, solucionado para u, resulta em

(v,—1)/(27,)

o _ 2, 1{&)

3
v, —1 Py
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7.8 Relacoes de tubos de choque
» Contudo, como p; = p,, tem-se que

261 (Y4 _1)/(274 ) |

v, —1 Py

 E, diante do fato que u, = u,, obtém-se
4 2Y1 \% )

(74—1)/(274)_
al[l?z _lj Y, +1 _ 2a, 1_(&]
YI pl p2+YI_1 y4_1_ p4 |
\ P Yl"'l/
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7.8 Relacoes de tubos de choque

* A equacao anterior pode ser rearranjada,

obtendo-se
—2Y4/(Y4—1)

_/

po_p ), (=Daa)p/p )
Pr P \/271 [271 + (Y1 +1)(p2/p1 _1)] )

.

S

* Observa-se, entao, que a intensidade do
choque incidente p,/p, € fornecida como
uma funcao Iimplicita da razao de
pressoes do diafragma p,/p;.
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7.8 Relacoes de tubos de choque

» Apesar de dificil notar por observacao da
equacao anterior, tem-se que, para uma
dada razao de pressdoes p,/p, noO
diafragma, a Intensidade do choque
incidente p,/p, sera maior quando a razao
a,/a, diminui.

. Como a=+YRT =\Y(R/M)T | a velocidade
do som em um gas leve € maior que a de
um gas pesado.
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7.8 Relacoes de tubos de choque

« Assim, para maximizar a intensidade do
choque incidente para dada razao p,/p,, O
gas condutor deve possuir baixo peso
molecular e estar a alta temperatura,
enquanto o gas conduzido deve possuir
alto peso molecular e estar a baixa
temperatura.
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7.8 Relacoes de tubos de choque

 Deste modo, muitos tubos de choque
empregam na pratica H, ou He como gas
condutor, aguecendo-o através de meios
elétricos (tubos de choque conduzidos por
arco) ou de combustao (tubos de choque
conduzidos por combustao).
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7.8 Relacoes de tubos de choque

» Considerando-se, entao, uma razao de
pressoes no diafragma de p,/p, tem-se:

— O valor de p,/p, pode ser obtido através da
relacao

N 2v4/(v,-1)

Py _ D ;1_ (Y4 —1)(614/611 )(p2/p1 _1)
Py P \/2Y1 [271 + (Yl +1)(p2/p1 _1)] )

\

>

— gue define a intensidade da onda de choque
incidente.
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7.8 Relacoes de tubos de choque

— As demais propriedades do choque incidente
sao obtidas através das relacoes

( Y+1+p2 \
T2:p2 -1 p W=a\/y+1£p2 _lj_l_l
T, p, 1+Y+1p2 1 2y \p
. Y-1lp
1_|_’\(+1p2 [ 2y \%
p,__ v-lp . :&(&_j y+1
p Y+l 1 Covle ) P07l

v—1 p, P Y+
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7.8 Relacoes de tubos de choque
— Calcula-se

Ps _ p3/p1 _ pz/pl
Py PP P.P

— Tal valor define a intensidade da onda de
expansao incidente.

—Todas as propriedades termodinamicas
imediatamente atras da onda de expansao
podem ser obtidas através de relagcoes
iIsentropicas

Y v/(y-1)
&{&j Z(LJ
P4 Py I,
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7.8 Relacoes de tubos de choque

— As propriedades locais dentro da onda de

expansao podem ser obtidas através das
relacoes

T _ 1_’y—1 u 2 ﬁ—l—y_l u
T4 2 a, a, 2 a,
2y/(y-1) 2/(y-1)
el bt
Py 2 \a, Py 2 \a,
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7.9 Ondas de compressao finitas

Compression wave

/

—

I A

Finite compression

Figure 7.18 | Finite compression wave.
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7.9 Ondas de compressao finitas

A frente de onda de compressao causa
um aumento local da pressao e da
temperatura do gas. Assim

a>a._

* Neste caso, dentro da onda tem-se que

Uu+a>wy,
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7.9 Ondas de compressao finitas

« Como as linhas caracteristicas sao dadas

por
dx/dt =u+a

 Tem-se que as linhas caracteristicas C,
progressivamente se aproximam,
coalescendo em uma onda de choque.
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