Dinamica de Gases

Capitulo 10
Escoamento conico



10.1 Introducao

 Cones sao frequentemente empregados
na aerodinamica de misseis supersonicos,
difusores de avides supersdnicos e
experimentos de pesquisa sobre o0s
escoamentos super e hipersonicos.
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10.1 Introducao

» Sera abordada a solucao exata nao-linear
para um caso especial degenerado de
escoamento tridimensional: o0 escoamento
supersonico axissimeétrico sobre um cone
pontiagudo com angulo de ataque nulo em
relacao ao escoamento livre.
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Figure 10.1 | Cylindrical coordinate system for an axisymmetric body. 3



10.1 Introducao

* Por inspecao, observa-se que o campo de
escoamento deve ser simétrico em
relacao ao eixo z, Isto €&, todas as
propriedades devem ser independentes
do angulo ¢:

* O escoamento depende apenas de r e z.



10.1 Introducao

e Tal escoamento ¢é chamado de

escoamento axissimetrico e ocorre no
espaco tridimensional. Contudo, como
existem apenas duas variaveis
independentes (r e z), tal escoamento €
por vezes chamado de escoamento
guase-bidimensional.



10.1 Introducao

* Neste capitulo sera estudado o caso de
um cone circular reto em um escoamento
supersonico. A importancia deste caso se
deve ao fato de que:

—As equacbes do movimento podem ser
resolvidas exatamente para este caso.

— O escoamento supersonico sobre um cone é
de grande importancia  pratica na
aerodinamica: muitos misseis de alta
velocidade e avidoes supersonicos possuem

elementos aproximadamente conicos. A



10.1 Introducao

—A primeira solucao do escoamento
supersdnico sobre um cone foi obtido em
1929 por A. Busemann. Esta solucao era
essencialmente grafica e mostrava alguns
dos fendmenos fisicos mais importantes. Em
1933, G. [|. Taylor e J. W. Maccoll
reapresentaram uma solugcao numerica, que €
um marco na evolucao do estudo de
escoamentos compressiveis. Neste caso, 0
estudo do escoamento conico apresenta
também importancia historica.



10.1 Introducao

Mo > 1

Figure 10.2 | Supersonic flow over a cone.



10.2 Aspectos fisicos do
escoamento conico

 Considere um cone semi-infinito com
semi-angulo 6. Considerando-se que 0
cone estegla em um escoamento
supersonico, entao havera a formacao de
uma onda de choque obliqua a partir do
vertice do cone. O formato da onda de
choque também deve ser conico.



10.2 Aspectos fisicos do
escoamento conico

« Uma linha de corrente da regiao do
escoamento supersonico livre é defletida
ao atravessar o choque, curvando-se
continuamente a jusante do choque,
tornando-se assintoticamente paralela a
superficie do cone.

« Como o cone é semi-infinito, a pressao
pode ser assumida constante ao longo da
superficie do cone, bem como as demais
propriedades.
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10.2 Aspectos fisicos do
escoamento conico

« O escoamento coOnico, deste modo,
apresenta como caracteristica o fato de
que todas as propriedades do escoamento
sao constantes ao longo de raios a partir
de um dado vertice.
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10.3 Formulacao quantitativa

(segundo Taylor e Maccoll)
» Considere os sistemas de coordenadas
cartesiano e esférico sobrepostos. O eixo
z € 0 eixo de simetria para o cone circular
reto e V_ € orientada na direcao z.

l-——~

Figure 10.3 | Spherical coordinate system for a cone
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10.3 Formulacao quantitativa
(segundo Taylor e Maccoll)

 Lembrando-se que no caso de um
escoamento conico axissimétrico
J %,

—=()
0 or

* OUu seja, as  propriedades  sao
iIndependentes de ¢ e sao constantes ao
longo de um raio a partir do vertice.
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10.3 Formulacao quantitativa
(segundo Taylor e Maccoll)

 Equacao da continuidade em
permanente:
v.(pV)=0

— Em coordenadas esféricas

v-[pv)=
1 0, 1 4 . 1 0
750 er)-I_ rsin© 00 [PV sin )+

rsin © 00 &

regime

V.)=0
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10.3 Formulacao quantitativa
(segundo Taylor e Maccoll)

« Avaliando-se as derivadas e aplicando-se as
condicoes de escoamento conico axissimétrico:

i2 r’ a(p‘/r)‘FID‘/r(2i’) + pVecosE)+sinGa(pV9) + 1 a(pVe):O
r ar 00 rsin® 0d¢

rsin O

2PV, PV cote+1(pal+v apj 0

r r 00 00
AA Jap

2pV_+pV,cotO+ —+V =0
PY, TP Ve COLITP =" Yo g
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10.3 Formulacao quantitativa
(segundo Taylor e Maccoll)

 No escoamento cdnico, como a onda de
choque é reta, tem-se que o0 aumento de
entropia através de todo o choque é o
mesmo para todas as linhas de corrente.
Tem-se, assim, que para um escoamento
conico Vs=0. Alem disso, pelo fato de o
escoamento ser adiabatico e em regime
permanente, tem-se Ah,=0.
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10.3 Formulacao quantitativa
(segundo Taylor e Maccoll)

 Empregando-se o teorema de Crocco,
observa-se que o escoamento conico é
irrotacional. Neste caso, tem-se entao que

e ré, (rsin G)é(D

)
r’sin@|or 00 o0

V. rV, (r sin G)Vq)

VXV =
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10.3 Formulacao quantitativa
(segundo Taylor e Maccoll)

» Expandindo-se a relagao anterior

i(rV

- 1

VXV =———1e
r~sin 9

.| 0
—reeg

r

(r V, sin 9)

00 ¢

sin O

—i(v,,)

a0

90

) 0

(rVe)
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10.3 Formulacao quantitativa
(segundo Taylor e Maccoll)

Aplicando as condicoes de escoamento
conico axissimétrico, da equacao anterior

obtém-se
oV

r

V. =
" 00

gue € a condicao de irrotacionalidade para
0 escoamento conico axissimétrico.
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10.3 Formulacao quantitativa
(segundo Taylor e Maccoll)

« Como 0 escoamento € irrotacional,
podem-se empregar as equacoes de
Euler:

dp=—pVdV
« onde:
Vi=VZ+Vy
 Assim,
dp=—p(V dV_+V,dV,)
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10.3 Formulacao quantitativa
(segundo Taylor e Maccoll)

 Lembrando-se que em um escoamento
isentropico
dp _(9p| _
dp \dp),

 Tem-se que:
dp 1

2

P a

(V.av +V,adv,)
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10.3 Formulacao quantitativa
(segundo Taylor e Maccoll)

 Definindo-se, entdo, uma nova velocidade
de referéncia (V_ )

max

2 2
h, =const =h+-—= i
2 2
* E, desta forma,
_I_ — max
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10.3 Formulacao quantitativa
(segundo Taylor e Maccoll)

* Da relacao anterior,
=T, v )= R vy

* que, substituida na equacao de Euler,
fornece

dp 2 (Vr dv +V, dvej

p Y-V V-V

» Esta equacao € a equacao de Euler para
escoamentos coOnicos.
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10.3 Formulacao quantitativa
(segundo Taylor e Maccoll)

* A partir da equacgao da continuidade, tem-
se que:

dV, N Vy dp 0

o p 6

 Da equacao de Euler para escoamentos
conicos,

2V +V,cotO+

VdV dv\
dp _ 2p do  ° do
e y-1| V2 —V>-V;
\ ) 24




10.3 Formulacao quantitativa
(segundo Taylor e Maccoll)

« Utllizando-se as duas relagoes anteriores,
em conjunto ao resultado do teorema de
Crocco, obtém-se a equacao de Taylor-
Maccoll para escoamentos conicos:

_ 2 2
it V: —v? —(dv" ) 2V + av, cot 0 + d Z”
2 do dO do”

av. | av +dVr£d2Vr]

— r Vr :
do| " de  do | de
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10.3 Formulacao quantitativa
(segundo Taylor e Maccoll)

» O valor de V, é dado por
dV.
do

 Nao existe uma solucao analitica para a
equacao de Taylor-Maccoll. Sendo assim,
deve-se resolvé-la numericamente. Neste
caso, define-se a velocidade adimensional

VeV
V 26

max

Vy =




10.3 Formulacao quantitativa
(segundo Taylor e Maccoll)

* Neste caso, a equacao de Taylor-Maccoll
assume a forma

v-1
2

1-V 7 -

r

A%

r

do

P\ 2
dv
do

%

2V +

dV. dV.
_|_

A%

r

do

d’V.

" do

do

|

do’

cot O+

J

d*V'
de*
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10.3 Formulacao quantitativa
(segundo Taylor e Maccoll)

A velocidade adimensional pode ser
escrita como funcao do numero de Mach.
Isto pode ser visto a partir da equacao da
conservacao da energia, fornecendo

% - ) 1"
—=V'= ~+1
V (y—1)M

max
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10.4 Procedimento numeérico

« Para a solucao numérica do escoamento
supersonico sobre um cone circular reto,
sera empregada a abordagem inversa,
gque consiste em, dada uma onda de
choque, calcular o cone que a provocaria.
(No caso da abordagem direta, o cone é
fornecido, enquanto a onda de choque e 0
escoamento sao calculados).
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10.4 Procedimento numerico
» O procedimento numerico € o seguinte:

— Assume-se um angulo 6, entre a onda de
chogue e o vetor que representa o numero de
Mach do escoamento livre. Neste caso, o
numero de Mach apdés o choque e o angulo
de deflexao sao, respectivamente, M, e o.
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10.4 Procedimento numeérico

— A partir de M, e o, obtem-se as componentes
normal e rad|al da velocidade, V. e V, , atras
da onda de choque.

— Empregando-se o valor de V., diretamente
apos o choque, deve-se resolver a equacao

r-1 1-V°> - ﬂ 2V, +dlcot9+d ‘;r
2 7L do do

_dv, | .av, dV d’V.
4 21 1=0
a0 | " do " do | o
—em passos de 0, através do choque. Nesse

caso, 0O escoamento €& dividido em
iIncrementos de angulo A6.
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10.4 Procedimento numeérico

— Para cada incremento em 9, o valor de V, é
calculado através de

dV

r

V. =
° de

— Para algum valor de 6, chamado 6_, ter-se-a
que V,=0. Como a componente normal da
velocidade em uma superficie impermeavel €
zero, tem-se que quando V,=0 em6=0_, 0
valor de 0. representa a superficie do cone
que provoca o choque.
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10.4 Procedimento numeérico

— Através do processo apresentado pelos
passos anteriores, obtém-se o0 campo
completo de velocidades do escoamento
entre o choque € o corpo que o provoca. As
propriedades termodinamicas apos o choque
podem ser obtidas atraves das relagoes
isentrdpicas.

» Caso um valor diferente de M_, e/ou de 6,
seja utilizado, um campo de escoamento e
um cone diferente serao obtidos.
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10.5 Aspectos fisicos do
escoamento sobre cones

» Para dados valores do angulo de cone 0.
e de numero de Mach M_, existem duas
ondas de choque possiveis: a forte e a
fraca. A solucao fraca é quase sempre a
observada em cones reais finitos;
contudo, pode-se induzir a onda forte
através do aumento Iindependente da
pressao na regiao proxima a base do
cone.
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10.5 Aspectos fisicos do
escoamento sobre cones

70

60

50

20

10

max

10 20 30 40 50 60
6., degrees

Figure 10.5 1 6,-6,-M diagram for cones in supersonic flow. (The top
portion of the curves curl back for the strong shock solution, which
is not shown here.)
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10.5 Aspectos fisicos do
escoamento sobre cones
« Existe um angulo de cone maximo a partir

do qual a onda de choque torna-se
destacada.

Figure 10.6 | Attached and detached shock waves on cones.
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10.5 Aspectos fisicos do

escoamento sobre cones

« Comparando-se 0 escoamento sobre
cunhas (bidimensional) com o sobre
cones (tridimensional), observa-se que a
dimensao extra confere ao escoamento a
possibilidade de uma maior expansao.
Assim, a onda de chogue em um cone
com um dado angulo € mais fraca que o
chogue observado para uma cunha com
mesmo angulo. Deste modo, o angulo
maximo de cone admissivel para choque
nao-destacado € maior que o verificado
para cunhas. 37



10.5 Aspectos fisicos do
escoamento sobre cones
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Figure 10.7 | Comparison of shock wave angles for
wedges and cones at Mach 2.
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10.5 Aspectos fisicos do

escoamento sobre cones

« As linhas de corrente entre a onda de
chogue e a superficie do cone sao curvas,
tendendo assintoticamente a serem
paralelas a superficie do cone.

« Na maioria dos casos, 0 campo de
escoamentos completo entre o choque € o
cone €& supersonico. No entanto, se o
angulo do cone é grande o suficiente, mas
menor que 6. _, podem haver casos em
gque o0 escoamento torna-se subsonico
proximo a superficie.
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10.5 Aspectos fisicos do
escoamento sobre cones

* Nesse caso, tem-se um dos poucos casos
em que O escoamento € realmente
comprimido isentropicamente de uma
velocidade  supersOnica para uma
velocidade subsonica. Nesse caso, a
transicao entre o0s escoamentos ocorre
sem a formacao de uma onda de choque.
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10.5 Aspectos fisicos do
escoamento sobre cones

Figure 10.8 | Some conical flowfields are characterized by an isentropic
compression to subsonic velocities near the cone surface.
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