Equação do calor 2-D permanente

1ª Lei da termodinâmica para um sistema em regime permanente:
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Hipótese: Todos os fluxos de calor são positivos.

O calor se propaga nas direções X e Y.
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Unindo os termos:
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Agora, dividindo por ΔV=ΔxΔyΔz, e rearranjando os termos:
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Tomando-se o limite quando Δx e Δy tendem a zero:
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Lei de Fourier generalizada:

Em 1-D era    
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Para 2-D, a equação é dada por  
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Onde 
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Ou 
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E, de maneira reduzida:
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Onde     
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Isotermas
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Então   
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O vetor fluxo de calor (q”) é perpendicular às isotermas na condução de calor.
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Inclinação de q”:    
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Tipos de materiais quanto à k

Isotrópicos: O valor de k não varia com a direção. A maioria dos materiais se comporta assim.

Anisotrópicos: O valor de k é função da direção.

Ortotrópicos: O valor de k varia em direções perpendiculares. (
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O grafite é um exemplo de material com este comportamento.
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kx =1950 W/m.K   e   ky = 5,7 W/m.K

Em todos os materiais podemos ter o k como função da temperatura, (k = k(T)).

Retomando a equação da condução, e substituindo q”x  e q”y :
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Equação do calor 2D em regime permanente e com geração de calor. Equação de Fourier. Simplificando:
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Taxa de transferência de calor generalizada:
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 EMBED Equation.3  [image: image40.wmf]i

dy

z

A

d

ˆ

×

×

=

r



[image: image41.wmf](

)

(

)

ò

×

×

×

+

=

=

H

L

x

y

x

i

dy

z

j

q

i

q

q

0

"

"

ˆ

ˆ

ˆ



[image: image42.wmf](

)

(

)

ò

ò

×

=

Þ

×

×

=

=

=

H

L

x

x

H

L

x

x

dy

q

z

q

dy

z

q

q

0

"

0

"


[image: image43.png]




[image: image44.wmf](

)

j

dx

z

dA

ˆ

×

=



[image: image45.wmf](

)

(

)

(

)

ò

ò

=

=

=

Þ

×

×

+

=

L

H

y

y

H

y

L

y

x

dx

q

z

q

j

dx

z

j

q

i

q

q

0

"

0

"

"

ˆ

ˆ

ˆ


Uma solução analítica para a equação de Laplace
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Condições de contorno de Dirichlet:

T(0,y) = 0    (oeste)

T(L,y) = 0    (leste)

T(x,0) = 0    (sul)

T(x,W) = sen (πx/L)    (norte)

Solução analítica
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Fator de forma

Existem várias soluções analíticas da condução 2D (em regime permanente) disponíveis na literatura, que são expressas pelo fator de forma (S) obtido de:
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Com T1 e T2 sendo as temperaturas das fronteiras (contornos) envolvidas no problema.

Conforme já visto, para a condução 1D permanente em uma placa plana:


[image: image50.wmf]L

T

k

A

q

D

D

×

×

=

1

     ou    
[image: image51.wmf]T

k

S

q

D

D

D

×

×

=

1

1

; então   
[image: image52.wmf]L

A

S

D

=

1



[image: image53.wmf]k

S

R

R

T

q

D

D

D

D

×

=

Þ

D

=

1

1

1

1

1


Para a condução em 2D e 3D permanente, S é dado na tabela 4.1 do livro texto.

Exemplo: Esfera isotérmica enterrada em um meio semi-infinito.
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    Então o fator de forma é 
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Número de Biot
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Conforme já visto, na condução 1D permanente, sem geração de calor e com k e h constantes, da condição de contorno de Robbin:
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[image: image60.wmf]k
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Bi é o número de Biot para parede plana.

Já foi visto que as resistências térmicas (R) para uma parede plana são:
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O número de Biot genérico é definido como a razão entre as resistências térmicas de condução e de convecção, ou seja:
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Da equação 
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Gráfico 1:

Bi<<1

L muito pequeno

h muito pequeno

k→∞ (ótima condução)

(T1-T2)<<(T2-T∞)

Efeito espacial pequeno; quase todo ΔT ocorre no fluido.

T2 ≈ T1

Gráfico 2:
Bi = 1

(T1-T2) = (T2-T∞)

Efeito espacial importante.

T2 = (T1+T∞)/2

Gráfico 3:

Bi>>1

h muito grande

k muito pequeno

(T1-T2)>>(T2-T∞)

Efeito espacial muito importante; quase todo ΔT ocorre no sólido.

T2 ≈ T∞

Exemplo: Ponta da aleta.
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Num problema 2D ou 3D, soluções 1D são adequadas para 

Biy<<1  (Biy≤ 0,1)  e   Biz<<1  (Biz≤0,1)
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Onde   
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Solução numérica da equação de Poisson 2D
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[image: image74.wmf]
Δx = cte1  e  Δy = cte2
Com o método das diferenças finitas (série de Taylor) em 1D:
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Este mesmo tipo de aproximação numérica, na direção y, resulta em:
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Com as duas aproximações numéricas acima, na equação diferencial temos:
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Escrevendo uma equação desta para cada nó (i,j) teremos, em forma matricial [A].[T] = [B]

A matriz [A] será uma matriz pentadiagonal quadrada.

Definição dos coeficientes:
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Da condição de contorno (c.c.) de Dirichlet:

Ti,j = Tc.c.
Então temos:

ai,j = 1 ; 

bi,j = ci,j = di,j = ei,j = 0

fi,j = Tc.c. 

Ou então, basta resolver os pontos internos (pontos que não estão no contorno).

Solução do sistema de equações pelo método iterativo de Gauss-Seidel:

Dado o sistema pentadiagonal, a solução de Gauss-Seidel é obtida através de:
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 EMBED Equation.3  [image: image82.wmf]
Como o procedimento é iterativo, deve-se adotar um critério de parada (ou de convergência), que é dado por:
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Onde k é a iteração atual (k-1 = iteração anterior), e ε é o erro admitido na solução, que deve ser especificado pelo usuário. Por exemplo ε = 10-5.
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