1. REVISAO DE MATEMATICA

1. Motivagdo 1 7. Produto vetorial 3
2. Escalar 1 8. Derivada 4
3. Sistema de coordenadas 1 9. Gradiente 6
4. Vetor 1 10.Divergente 6
5. Soma de vetores 3 11.Laplaciano 6
6. Produto escalar 3 Exercicios 7

1. MOTIVACAO

Para se deduzir e resolver as equagdes que regem o movimento dos fluidos,
precisa-se da Matematica. Portanto, este capitulo ¢ dedicado a revisdo da base
matematica que serd empregada ao longo da disciplina de Mecanica dos Fluidos.

2. ESCALAR

Escalar ¢ uma grandeza que ¢ definida através de uma magnitude. Além
disso, para representar um escalar € necessario definir em que unidade sua magnitude
¢ expressada. Exemplo: T = 100 °C, onde:

T = temperatura, ¢ uma grande fisica do tipo escalar;

100 € a magnitude; ¢

°C = grau Celsius, é a unidade.

Deve-se notar que a magnitude depende da unidade empregada mas o seu
significado ndo. Isto €, o ponto de ebuligdo da agua pode ser representado por T =
100 °C = 212 °F, onde °F = grau Fahrenheit.

Outros exemplos de grandezas escalares: massa, pressio, tempo e
comprimento.

3. SISTEMA DE COORDENADAS

Para se definir a posi¢do de um ponto, uma superficie ou um soélido no
espago, usam-se os chamados sistemas de coordenadas, como aqueles vistos na

Figura 1.
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Figura 1. Sistemas de coordenadas.

Quando se trabalhar no espago bidimensional usaremos: cartesiano (X,y); €
cilindrico (r,z).

4. VETOR

Vetor € uma grandeza definida por magnitude (médulo) e diregdo. Associado



a um vetor também tem-se uma unidade.
O vetor é representado por meio de um sistema de coordenadas como
mostrado na Figura 2. Um exemplo € o vetor velocidade

V: V=ui+vimjs ou V = 4i+3jmjs onde
7 = velocidade, ¢ uma grandeza fisica do tipo vetonial;
u = 4, ¢ a componente do vetor  na diregdo x;
{ ¢ o vetor unitirio na dire¢do x;
v = 3, ¢ a componente do vetor ¥ na diregio y;
j‘ € o vetor unitario na diregdo y;
diregdo = a, € o angulo entre o vetor 7 ¢ a diregdo x;

m/s = metros por segundo, ¢ a unidade da velocidade.
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Figura 2. Representagio de um vetor no sistema cartesiano bidimensional.

A magnitude ou moédulo do vetor ¥ € dado por

VP =u?+v? ou |7 = fu?+V?

Para o exemplo, || = 5 ms © a diregdo o € obtida de

goa =

®|e

ool

No caso do exemplo acima, oo = 37°. Portanto, o vetor j pode ser
representado por

V=4l +3imis ou V =5 misna diregdo de 37° em relagdo ao eixo x
No espago tridimensional, o vetor velocidade sera representado por
V=ul +vf + wk mfs
Outros exemplos de grandezas vetoriais: forga e posigdo.

A magnitude e a orientagdo absoluta no espago dos vetores independem do
sistema de coordenadas empregado. O que mudam sdo as componentes do vetor.



5. SOMA DE VETORES

A soma de dois vetores, ou a resultante, ¢ obtida somando-se as
componentes dos vetores em cada dire¢do. Exemplo:

Vo=ul+vjims e V,=ui+vjims

A resultante l?a sera dada por P, = (u, + "z)f + (v, +v)j mjs oque

pode ser visto na Figura 3.

Figura 3. Soma de dois vetores.

6. PRODUTO ESCALAR

O produto escalar entre dois vetores ¢ definido por
R = V.V, = IV,] V]l cose (»

onde o ¢ o Angulo entre os vetores ¥, e 7,

Deve-se notar que o produto escalar entre dois vetores ¢ denotado por um
ponto entre os mesmos € o resultado desta operagdo (R) € um escalar.

O produto escalar entre os vetores unitarios f ¢ f da Figura 3 resulta em
=1 =0 ji=0 JJ=1
O produto escalar também pode ser feito com as componentes dos vetores
em vez de seus modulos. Para os vetores Vl e Vz do item 5 tem-se
R =WV, = (i +vJ). (i + v))
R=V.V, =uwuii+uvij+vuji+vvjj
R=V.V, = mu, + vv,

Portanto, deve-se perceber que o resultado € igual a2 soma dos produtos das
componentes em cada diregdo.

7. PRODUTO VETORIAL

O produto vetorial entre dois vetores ¢ definido por



A
V, = PxV, = vy W @
b v, W,
resultando em

P, = PxVy = (vywy - wv)i + (W, - uyw))j + (v, - vk

ou seja, o resultado do produto vetorial entre dois vetores ¢ um vetor. Esta operagdo
¢ denotada pelo simbolo de multiplicagdo (x) entre dois vetores.

Para os vetores V¥, e ¥, do item 5 cujas componentes w, ¢ w, sdo nulas,
tem-se ¥, = (u,v, - v,u,)k mfs
Portanto, embora os vetores ¥, e ¥, estejam no plano (x,y), a resultante

do produto vetorial, ¥, estd na diregdo z.
O produto vetorial também pode ser definido por
7, = IV,l IVl sene n 3)

onde A ¢ um vetor unitario na diregdo perpendicular ao plano formado pelos vetores

7, e V,; osentido de g ¢ dado pela regra da méo direita.
Como exemplo, usando a Equagio (2), o produto vetorial entre os vetores

unitirios { ¢ j da Figura 4 resulta em

fxf=0 ixf=k jxi=-k jxf=0

Figura 4. Vetores unitarios no sistema de coordenadas cartesiano.

8. DERIVADA
Vamos considerar a fungio escalar f = x? representada na Figura 5.

Deseja-se calcular a inclinagiio o da fungdo f entre os pontos P ¢ 2. Sabe-se

Af h e

que (18 &)p, = (E]” = —xz oy



Agora, como se poderia calcular a inclinagdo da fungdo apenas no ponto P?
Considerando-se x, = 2 tem-se f, = 4 ¢ pode-se construir a seguinte tabela:

é (%)P = (g &), ou

E

Figura 5. Grifico da fungdo f = x%.

AX =X, - Xp Ix2 f, A= -1 tg o
1 3 9 5 5
0,5 2,5 6,25 2,25 4,5
0,1 2,1 4,41 0,41 4,1
0,01 2,01 4,0401 0,0401 4,01
0,001 2,001 4,004001 0,004001 4,001
-0 - 2 — 4 — 0 — 4
Fy f=fe0
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Portanto, verifica-se que no limite quando Ax tender a zero, a inclinagiio o
da fungdo f no ponto P tendera a 4, ou seja,

(18 @)p

U; _fp)

Ax-0 (x, - xp)

limite  [f(xp+Ax) - f(xp)]

Ax-0

Ax

Assim, derivada ¢ a tangente de uma fungdo num determinado ponto, isto

limite  [f(xp + Ax) - f(xp)]

Ax -0

Ax

4

A letra "d" ¢ usada para indicar derivada total ou ordinaria para o caso em
que a fungdo f depende apenas de uma variavel (x). Quando a fungio f depende de
duas ou mais variaveis, pode-se calcular a inclinagdo de f num ponto para cada uma
das variaveis. Estas inclinagbes sdo chamadas de derivadas parciais ¢ usa-se o

simbolo g para representa-las. Por exemplo, se f = f(x,y) tem-se

(?_i:xf]P ) Ax -0

limite

[Axp+Ax,yp) - f(Xp:Yp)]

Ax



if) _ limite mxp,yp""A)’) 'f(xpayp)]
d/p Ay-0 - Ay

e se X = x(t) e y = y(t), a derivada total de f em relagdo a t sera dada por

of _of dx | of dy )
di axdr 3y dt

Exemplo 1: x =, y = t ¢ f = 2x + y” entdo

af_ af_ M2 ax _ .2 dy
Yoo HUopy-2pp H.3p D .o
ox oy “ dt dt

Usando a Equagio (5) tem-sc f_j{ = 2(312) + 212(21) = 68 + 413
Outra forma de obter df/dt ¢ substituir as fungdes x ¢ y diretamente em f.
Assim f = 2x +y* = 28 + t. Agora f = f{(t) e a derivada total sera igual a equagdo

acima, obviamente.
Exemplo 2: obter as derivadas parciais da fungdo vetorial dada por

V = 2xi + 3x%y% %E = 2] + 6xy%f g—j = 9x%y?f

9. GRADIENTE

Dada uma fungdo escalar f, o gradiente de f resulta numa fungdo vetorial
calculada por

Sy, O 6
V=it ak g

onde ¥ ¢ denominado de "operador nabla" e definido por

v=f_a€+fai+f_€’. W

10. DIVERGENTE
O divergente de uma fungdo vetorial  resulta numa fungdo escalar. Por
exemplo, o divergente de ¥ = yf + vf + wk resulta em

§ 7l OF W @®)
dx Jy 0Oz

11. LAPLACIANO

O laplaciano de uma fungio escalar f é calculado através de



vaf - &f &, &f ©)
ax? 3y* 97?2

onde o operador laplaciano V2 é dado por

Lembra-se que as Equagdes (6) a (10) sdo validas apenas para o sistema de
coordenadas cartesiano. Existem equagdes semelhantes para os demais sistemas de
coordenadas.



