2. CONDUCAO DE CALOR 1Dp COM AREA CONSTANTE

2.1 Modelo Matematico

A partir da equacgdo de conservacdo de energia térmica, considerando-se:
- problema unidimensional (1D);
- regime permanente (p);
- area (A) de troca de calor constante na direcao x;
- geracdo de calor (q);
obtém-se
d(,dT) .
dX(kdX]-i_q 0 (2.1)
onde
T = temperatura ( °C ou K);
x = dire¢ao coordenada (m);
k = condutividade térmica (W/mK);
q = taxa de geragdo de calor por volume (W/m?) [efeito Joule, ou rea¢des quimicas exotérmicas ou
endotérmicas.

Condig¢des de contorno do tipo Dirichlet:
T0)=T, (2.2)
T(L)=T, (2.3)

sendo Tae T os valores conhecidos de temperatura, L é o comprimento do dominio de calculo na
direcdo x, e k e q podem ser varidveis com T ou X.
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Figura 2.1: Esquema do problema fisico

A = produto da altura em y pela profundidade em z; é a 4area de troca de calor na dire¢io x, em m?,
que ¢ constante.

2.2 VVariaveis de Interesse
1) T(x), daeq. (2.1);

2) média de T(x) no dominio inteiro, definido por



T- % [ "Teo dx (2.4)

3) taxa de transferéncia de calor (q) em x = 0, definida por

q, = —A[kd—Tj (2.5)
dx /.,
4)gem x=L:
q, = —A(kd—T) (2.6)
dx ),

2.3 Discretizacéo do Dominio

O comprimento L do dominio de célculo ¢ subdividido (discretizado) em N partes ou volumes de
controle, conforme a figura 2.2
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Figura 2.2: Malha 1D nao uniforme de nds centrados entre as faces
P = volume de controle (VC) ou n6 genérico sobre o qual o modelo matematico ¢ discretizado
W =VC a esquerda de P (ou oeste)
E =VC a direita de P (ou leste)

w = face oeste ou limite a esquerda do VC P
e = face leste ou limite a direita do VC P

Malha: conjunto de todos os volumes de controle (nés e faces) que discretizam ou subdividem o
dominio de calculo.

Geracdo da malha: processo que define o tamanho de cada VC (Axp), suas coordenadas limites (Xw
€ Xe) € a posicao do seu no (xp).

No caso da malha da figura 2.2, a geragao ¢ feita da seguinte forma:
1) Dados: AxpparaP=1,2, ..., N

2) Calculo de xe de cada VC P:



X.p =Xy TAX, P=1,2,..,N) 2.7
onde
X0 =0, x., =L e XyEg = Xep (2.8)
3) Célculo de xp de cada VC P:
(XeW +XeP)
Xp :# (P=1,2,..,N) (2.9)
4) Calculo de Ax,, com
AX, =X — X, (P=1,2,...,N-1) (2.9b)
Ax, = Axy (P=0) (2.9¢)
Ax, = AX, (P=N) (2.9d)

2.4 Discretizacdo da Equacéo Diferencial

O principio do método dos volumes finitos ¢ integrar o modelo matematico do problema sobre cada
VC da malha. Portanto, integrando-se a eq. (2.1) sobre o VC P da fig. 2.2 obtém-se:

lell(k§£j+q dx =0 (2.10)
| dx\ dx ,
ou
x. df Xe
—dx + q1dx =0 2.11
J‘xw dx J'qu ( )
onde
f= kd—T (2.12)
dx

A eq. (2.11) também pode ser escrita como

“df+ [ qdx=0 (2.13)
Jlare]

que resulta em
f,—f, +q,Ax, =0 (2.14)

f, —f : é exato analiticamente, sem aproximagao

q, : constante no VC P; isto ¢, uma aproximacao numérica (integral numérica do tipo retdngulo).

Com aeq. (2.12) em (2.14), obtém-se

(K57 (k5] +ava, =0 .15
dx J, dx

w

Para continuar o processo de discretizagdo ¢ necessario definir como aproximar k e dT/dx nas faces
do VC P. Para T serdo usadas fung¢des lineares entre cada dois nos adjacentes, conforme a fig. 2.3.
Esta aproximacao (ou esquema) ¢ chamada CDS-2 (esquema de diferenca central de 2* ordem).



Figura 2.3: Esquema CDS-2
Com CDS-2

(d_T) 0 -Ty) (2.16)
dx J, Ax

w

(d_TJ (T -T,) 2.17)
dx /. AX

A condutividade térmica nas faces pode ser calculada com Patankar (1980):

(AXP +AXg )kPkE
(AXPkE +Axck, )

k, = (2.18)

A eq. (2.18) ¢ recomendada para variagdes abruptas de k, como em paredes de 2 ou mais materiais.
Outra possibilidade ¢ usar uma interpolacéo linear:

Ax, k. +Ax k,)
(AXP + AXE)

L

€

(2.19)
A eq. (2.19) ¢ recomendada para variagdes menos abruptas ou suaves de k, como em paredes de
apenas | material.
Basta calcular k s6 na face leste de cada VC P pois:
(k) =)y (2.20)

As egs. (2.18) e (2.19) sdo validas para o tipo de malha da fig. 2.2 e para P =1 a N — 1; jd nos
contornos, tem-se:

k,(P=0)=Kk(T,) (2.20b)
k,(P=N)=Kk(T,) (2.20c)

Com as egs. (2.16) ¢ (2.17) em (2.15)
k (TE_TP)—k (TP_TW)+qPAxP =0 (2.21)
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w



ou
a,T,=a,T, +a,T; +b, (2.22)
onde
1(W
a, =
AX,,
. K,
coeficientesy a, =
AX, »(P=1aN) (2.23)
a,=a,+a,

termo fonte{ b, = d, Ax,

2.5 Aplicacéo das CondicOes de Contorno

As condigdes de contorno (CC) sdo aplicadas através da técnica dos volumes ficticios e com as figuras
2.4 ¢ 2.5. O Axp de um volume ficticio ¢ o0 mesmo do volume real adjacente.

A condigdo de contorno a ser aplicada em x =0 ¢ a eq.(2.2), isto ¢, T(0) =T, . Portanto, para a figura
2.4,
T, =T, (2.24)
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Figura 2.4: Aplicacdo daCCemx =0

A condi¢do de contorno de T prescrita (conhecida) ¢ aplicada através da média aritmética do no
ficticio com o no real adjacente, ou seja,

Tp+T, ;TE _T =T, (2.25)

Isolando-se T, na eq. (2.25), tem-se
T, =-T, +2T, (2.26)

Comparando-se as egs. (2.26) e (2.22), obtém-se



a,=1; a,=0; a,=-1; b, =2T, (P=0) (2.27)
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Figura 2.5: Aplicacdo daCCem X =L

A condi¢@o de contorno a ser aplicada em X = L ¢ a eq. (2.3), isto ¢, T(L) =T . Portanto, para a

figura 2.5,
T, =T, (2.28)
e
Ty, +T
W2+ PoT =T, (2.29)
Isolando-se T, na eq. (2.29), tem-se
T, =-Ty, +2T, (2.30)

Comparando-se as eqgs. (2.30) e (2.22), obtém-se
a,=1; a, =-1a,=0; b, =2T,(P=N+1) (2.31)
2.6 Sistema de Equacdes
A eq. (2.22) pode ser reescrita como
-a, Ty +a,T, —a /T, =b, paraP=0aN+1 (2.32)

Deve-se perceber que cada VC P depende de dois VC vizinhos (W e E). Juntando-se as egs. (2.32)
para todos os N + 2 VC P, obtém-se o seguinte sistema de equagdes algébricas:



(aP )o '(aE )o T, bo
(aw), (az), (az), L b,
(a“ )\x (ap )w -(aE)“ T W
(aw), (ap), -(ac), L = b
G (@), @), L,
_(HW )1\' (aP )N _(aE )N Iy by
L '(a“" )N—l (aP )N—1_1\;g; N2 _TN—l_N—z _bN—l_N—z
(2.33)
ou
[A][T]=[B] (2.34)
onde

[A]: matriz dos coeficientes; ¢ uma matriz quadrada com (N + 2) versus (N + 2) coeficientes; somente
os coeficientes de 3 diagonais sdo diferentes de zero (matriz tridiagonal);

[T]: vetor incdgnita, com dimensdo (N +2) x 1;

[B]: vetor dos termos independentes, com dimensao (N +2) x 1.

2.7 Discretizacéo das Variaveis secundarias

A solucao numérica de qo e qL pode ser obtida através da aproximagdo das egs. (2.5) e (2.6) com
CDS-2, resultando em

4o = —AK(T, )(TA;TJ (2.35)
P=1

q, = -AKk(T, )(%J (2.36)
P=N

A solug¢@o numérica de T pode ser obtida através da aproximagdo da integral da eq. (2.4) pela regra
do retangulo. Isso ¢ feito considerando-se T, constante no intervalo Ax, de cada VC P e somando-
se o produto destas duas variaveis para todos os VC P, resultando em

T= li(TPAXP) (2.37)
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Figura 2.6: Integral pela regra do retangulo
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Deve-se perceber que os VC ficticios (P=0 e N+1) ndo entram na eq. (2.37). Isso ocorre porque a
integragao ¢ sobre x=0 a L, e os ficticios sdo apenas um artificio para aplicar as CC.

2.8 Algoritmo Geral

Os passos logicos (algoritmo) para se resolver numericamente o problema definido pelas egs.(2.1) a
(2.6) sdo:

1 - Ler os dados: Ta, Ts, fungdo k(T), funcdo q(x ouT), L, A, N, I (n° de iteracdes) e Axp (P=1 a N)
2 - Calcular xecom as eq.(2.7) e (2.8), xp com a €q.(2.9), e Axe com as eqs.(2.9b), (2.9¢) e (2.9d)

3 - Estimar a solugdo de Tp; por exemplo, Tp = (Ta +Ts)/2,P=1aN (2.38)

4 - Calcular kp(Tp) paraP=1aN

5 - Calcular ke com a eq.(2.18) ou (2.19), para P=1 a N-1; nos contornos: ke(P = 0) =k(Ta) e
ke(P=N) =k(Ts)

6 - Calcular os coeficientes (aw, ae, apr) € termos fontes (br) com as eqs.(2.23), (2,27) e (2.31)

7 - Resolver o sistema de equagdes (2.33) ou (2.34) com o método TDMA, obtendo Tp para
P=0aN+1

8 - Voltar ao passo 4 até atingir [ ou satisfazer algum critério de convergéncia

9 - Calcular qo, qL e T com as egs. (2.35)a (2.37)

10 - Imprimir e visualizar os resultados

2.9 Caso Simplificado

O que foi visto nas se¢des 2.1 a 2.8, para o caso de k, q e Ax constantes, se reduz a:
secdo 2.1: modelo matematico

d’T
dx?

q
+2=0 2.39
" (2.39)

se¢do 2.3: discretizagdo do dominio ¢ malha 1D uniforme
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Figura 2.7: Malha 1D uniforme




AX=£
N
Xp =@Ax (P=1aN)

secdo 2.4: discretizagdo da equacao diferencial

secdo 2.7: discretizagao das variaveis secundarias
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