5. CONDUCAO DE CALOR 2Dp

5.1 Modelo matematico

A partir da equacdo de conservagdo da energia térmica, considerando-se:
- problema bidimensional (2D)

- regime permanente (p)

- coordenadas cartesianas

- propriedades constantes (, k)

obtém-se a equacdo diferencial do problema, dada por
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onde

T = temperatura ( °C ou K)

X, y = direcdes coordenadas na horizontal e vertical, respectivamente (m)
k = condutividade térmica (W/m.K)

¢ = taxa de geracéo de calor por volume (W/m?)
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Figura 5.1: Esquema do problema fisico

Exemplo de condigdes de contorno (CC):

TO,y)=T(L, y)=T(x,0=0 (5.2)

X
T(x,L,)= sen(L—J (5.3)

X

Variveis de interesse:

- T(x,y), da solucéo das egs.(5.1) a (5.3)



- média de T(x,y), definida por
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- taxa de transferéncia de calor no contorno leste (x = Ly), definida por
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- taxa de transferéncia de calor no contorno norte (y = Ly), definida por
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5.2 Discretizacdo da Equacéo Diferencial

onde z é a espessura da placa.

Integrando-se a eq.(5.1) sobre o volume de controle (VC) P da fig.5.2, obtém-se:
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Figura 5.2: Malha 2D uniforme por direcdo
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Na equacéo (5.8), considerando-se:
- integrais analiticasem I; e I
- que g e k sdo constantes em todo o dominio de célculo

obtém-se
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ou, com a eq.(5.9),
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As integrais da eq.(5.10) sdo resolvidas considerando-se que cada derivada seja constante ao longo
de cada face do VVC P, resultando em
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Para concluir a discretizacdo da eq. (5.1), sera considerado que T varia linearmente entre cada dois
nos consecutivos, em cada direcdo. Assim, a eq. (5.11) resulta em
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ou

AX + %AXA}/ =0 (5.12)

ou na forma
a,T,=a,T,+a, T-+aTs+a,T,+Db, (5.13)



chega-se a
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Estrutura do sistema de equacdes:
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A: matriz pentadiagonal (apenas 5 diagonais tém coeficientes diferentes de zero)

Nt = Nx71 . Nyt = numero total de VC (5.15)

onde
Nxr: nimero de VC na direcdo x com 2 ficticios
Ny+: nimero de VC na dire¢do y com 2 ficticios

A seguir é apresentada a estrutura da matriz dos coeficientes para um problema 1D com 10 volumes
de controle onde eles sdo numerados da esquerda para a direita (caso 1) e da direita para a esquerda
(caso 2), respectivamente. Nas matrizes, o coeficiente central (ap) é representado pelos quadrados
pretos, e os coeficientes a. e a, pelos quadrados cinzas. Deve-se perceber que apenas 0S
coeficientes a e a,, trocam de posi¢cdo ao se mudar o sistema de numeracao.



Caso 1: ordenacéo da esquerda para a direita Caso 2: ordenacéo da direita para a esquerda

1 2 3 5 5] 7 8 9 10 10 8 6 5 ) 3 2

Para um problema 2D com a malha de 10 por 2 volumes de controle hd outras opcles de
numeracéo, entre outras: (1) da esquerda para a direita e de baixo para cima, ou (2) de baixo para
cima e da esquerda para a direita, respectivamente. Os novos coeficientes as e a, sdo representados

por quadrados vermelhos.

11 13 15 17 19 2 } 10 12

Ao se resolver o sistema de equacOes serd obtida a mesma solugdo nos dois tipos de numeracao.
Porém, ha algoritmos de resolucdo do sistema linear que irdo se beneficiar no caso dos coeficientes
estarem mais proximos da diagonal principal, como a fatoracdo LU.



5.3 Aplicacao das condicdes de contorno (CC)

As condicbes de contorno podem ser aplicadas com o uso de volumes ficticios da mesma forma
como jé& foi visto para os problemas 1D. Por exemplo, para o contorno norte do dominio de céalculo:

Wbk WP & E ,a'_‘\y> volumes ficticios

contorno norte (y=L)

Ay volume reats
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Figura 5.3: Aplicacdo das CC no contorno norte

T, + T
2

=T, = T.. (valor conhecido) (5.16)
ou

T,=-T,+2T.. (5.17)

onde Tcc pode ser funcdo de X; neste caso, é usado seu valor no centro de cada face sul (s) de cada
VCP.

Comparando-se a eq.(5.17) com a eq.(5.13), obtém-se

a, =1, a,=-1,a,=a,=a,=0; b, =2T (5.18)

e
O mesmo procedimento pode ser aplicado aos outros trés contornos.
5.4 Gauss-Seidel

O sistema de equacOes representado pela equacdo (5.13) pode ser resolvido com o método de
Gauss-Seidel, através de

a,T, +a,Tc+a T +a, T, +b,)
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ondeP=1, 2,3, ..., Nt (envolve todos os volumes, reais e ficticios).



5.5 Variaveis Secundarias

Através da regra do retangulo (Tp constante em cada VC P), a solu¢do numeérica da eg.(5.4) pode
ser obtida com

= 1 & AXAY &
T=—"2>(T.AxAy)= DT, (5.20)
LxLy P=1 x—y P=1

onde P=1, 2,..., Ngr (envolve somente os volumes reais).

A solugdo numérica de gy, da eq.(5.6), pode ser obtida com
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onde P refere-se aos volumes ficticios da fig. 5.3, cujas faces sul (s) coincidem com o contorno
norte real do dominio de calculo.

(5.21)

Com a eq.(5.21) na eq.(5.6) e a regra do retangulo, obtém-se
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P=1
onde Nyg representa os volumes de controle reais na dire¢éo x.
5.6 Algoritmo

Os passos logicos (algoritmo) para ser resolvido numericamente o problema definido pelas egs.
(5.1) a (5.6) sao:

1- Ler os dados: Ly, Ly, k, ¢, fungdes Tcc, Nxr, Nyr, I (nUmero de iteragdes).

2- Discretizar o dominio de calculo com

AXx = X Ay = Y (5.23)

e calcular xp e yp.



3- Calcular os coeficientes e termos fontes com as egs.(5.14), (5.18) e suas analogas para
0s outros trés contornos.

4- Estimar a solucédo de Tp, por exemplocom Tp =0, paraP=1a Nt

5- Resolver o sistema de equacdes (5.13) através do método de Gauss-Seidel, eq. (5.19).
6- Voltar ao passo 5 até ser atingido | (iteracdes).

7- Calcular T,q, e g, com as egs. (5.20), (5.22) e analogas.

8- Imprimir e visualizar os resultados.

5.7 Solucdo Analitica

Para ¢ =0 e as condicbes de contorno das egs. (5.2) e (5.3), a solucdo das egs. (5.1) e (5.4) a (5.6)

resulta em
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T= sen(—}— (5.24)
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