6. DIFUSAO DE QUANTIDADE DE MOVIMENTO LINEAR

(QML) 1Dp
6.1 Modelo Matematico

A partir das equacOes de Navier-Stokes, considerando-se:
- escoamento unidimensional (1D)

- regime permanente (p)

- coordenadas cilindricas

- escoamento plenamente desenvolvido em um duto circular (fig. 6.1)

obtém-se
1d du) dp
=== 6.1
rdr(mdrj dx 1)
onde:
u = componente da velocidade V na direcdo x (m/s)
r = direcdo coordenada radial [raio] (m)
M = viscosidade absoluta do fluido, funcdo de r (Pa.s)
p = pressdo estatica do fluido (Pa)
C = constante (Pa/m)
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Figura 6.1: Escoamento em um duto circular
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Figura 6.2: Esquema do problema fisico



As condicgdes de contorno sdo dadas por (fig. 6.2):
- Dirichlet (velocidade conhecida) em r = R:
u(R) =0 (condicdo de ndo escorregamento)

- Neumann (derivada conhecida) em r = 0:

(3—” =0 (condigdo de contorno de simetria)
r=0

onde R é o raio do duto.

6.2 Variaveis de Interesse

a) u(r), obtido da solucéo das egs.(6.1) a (6.3)

b) umax = valor maximo de u, que ocorreemr =0

¢) Vazéo que escoa no duto, definida por
Q= .[A udA = ZRIOR urdr

d) Forca viscosa do fluido sobre o duto, definida por

du

F= (A1) —— ZnRL{M(EjLR

onde A ¢ a area, T ¢ a tensdo, ¢ L € o comprimento do duto.
6.3 Discretizacdo da Equacéao Diferencial

Integrando-se a eq. (6.1) sobre o volume de controle P da fig.6.3, obtém-se

Com a variavel f e multiplicando-se a eq. (6.6) por r, obtém-se
["df =c|"rdr
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onde
f= md_u (6.8)
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Figura 6.3: Malha 1D nao uniforme de nés centrados entre faces
Aeq.(6.7) resulta em

(7 -r2) ol - rw)(fe ) ear (6.9)

A integracéo analitica de jrdr é igual a numérica.

Com a eq.(6.8) na eqg. (6.9), chega-se a

du du
(uraj -(uraj = CArI, (6.10)

- u, € u, podem ser obtidos diretamente da func¢éo dada p(r) com ry e fre .

- I'w, I'e, Arp € 1p S80 Obtidos da malha gerada.

- As duas derivadas podem ser aproximadas com o esquema CDS-2 (fig. 2.3), resultando em

duy (UP _uw)

w

du (u ~U,)
[drj ~ (612)

e

Com as egs. (6.11) e (6.12) em (6.10), chega-se a



uere % - erw w = CAI'PI'P (613)

e w

que na forma do sistema de equacdes

a,u, =a, U, +a,uz+b, (6.14)
resulta em
“’WrW
a =
v Ar,,
a, = Hele
Ar,
coeficientes
a, =a, +a, volumesreaisP=1a N (6.15)

termo fonte  {b, =—C Awr,

6.4 Aplicacéo das Condigdes de Contorno (C.C.)

A condicgdo de contorno em r = R, dada pela eq.(6.2), pode ser aplicada com o VC ficticio P = N+1
dafig. 2.5, isto &,

Up+U
ou
Up =—Uy, (6.16)
que, comparada a eq.(6.14), resulta em
a, =1, a,=-1,a,=b,=0 (P=N+1) (6.17)

A C.C. em r = 0, dada pela eq.(6.3), pode ser aplicada com o VC ficticio P = 0 da fig. 2.4, da
seguinte forma, com CDS-2:
(du} LUemt)
r=0

dr Ar,
ou
Up = Ug (6.18)



que, comparada a eq.(6.14), resulta em
a,=a, =1 a,=b,=0 (P=0) (6.19)
6.5 Obtencéo das Variaveis Secundarias

Umax pode ser obtido com a aproximagdo DDS-2 (downstream differencing scheme de 22 ordem)
para a eq.(6.3), resultando em

_ [(1+ Mu, — uE}

U (2 " X)X P=1) (6.20)
onde
Ar, _
A=2 AL P=1) (6.21)

Q pode ser obtido com a integracdo pela regra do retangulo na eq.(6.4), resultando em
N
Q=2n) (u,LAr) (6.22)
P=1
Com a aproximagdo dada pela eq.(6.12) na eq.(6.5), obtém-se

F=2nRLy, , (“EA;”P) (P=N) (6.23)
I

P
6.6 Algoritmo

Os passos ldgicos (algoritmo) para se resolver numericamente o problema definido pelas egs.(6.1) a
(6.5) séo:

1) Lerosdados: R, C, L, N, Arp (P =1 a N), fungéo p(r)
2) Calcular re, ry, Ary, Are, Arp € rp para todos os VC

3) Calcular p,, e p, com a fungdo dada no item 1

4) Calcular os coeficientes e termos fontes com as eqs.(6.15),(6.17) e (6.19)



5) Resolver o sistema de equacdes (6.14) com o método TDMA, obtendo up paraP =0 a
N+1

6) Calcular umax, QeF

7) Imprimir e visualizar os resultados

6.7 Difusdo de QML 2Dp

Para um escoamento laminar tridimensional, plenamente desenvolvido, em regime permanente,
fluido incompressivel, propriedades constantes, num duto de secdo transversal do tipo retangular,
Fig. 4.5, tem-se (White, 1991)

2 2
a—lj+a—l: _1ldp_ constante = C (6.24)
oxX® oy° pndz

onde

z = diregéo longitudinal do duto (m)

M = viscosidade absoluta do fluido (constante) (Pa.s)
p = pressdo estatica do fluido (Pa)

u = velocidade do fluido na direcdo z (nas dire¢Oes x e y as componentes da velocidade sdo nulas)
(m/s)

Figura 6.4: Escoamento 2D num duto retangular

Odominiodecélculoé -a<x<a e -b<y<hb.

As condicGes de contorno séo do tipo Dirichlet em todos os 4 contornos. Isto €, aplica-se a condicdo
de ndo escorregamento nas quatro paredes do duto, ou seja:

u(-a,y) = u(a,y) = u(x,-b) = u(x,b) =0 (6.25)



As variaveis de interesse sdo:
a) u, da eq. (6.25) (variavel dependente e primaria)

b) U, velocidade média (variavel secundaria e global), definida por

u= u dx dy

—
—_—

1
4ab

o
D

6.7.1 Solucédo Analitica

A solucéo analitica das egs. (6.24) a (6.26) é

1

o lea’ (d_pj i (_1)31 {1_ COSh(iny/Za)}[cos(inx/za)}

cosh(inb/2a) i°

U:_i(d_pj{l_lwa 5 tanh(igb/za)}

5
T b i=1,35,.. 1

6.7.2 Solucdo Numeérica

We(o%u 6° % 1d
jj(é_xlbﬁgj dx dy:ij—d—pdx dy

Ys Xw

Para malha uniforme em cada direcdo, tem-se
[6_uj _(6_u) Ay + [ Ax = ld—pAX Ay
ox ), \ox), oy ), \oy ) udz

Com CDS-2, obtém-se

[UE-UP _UP-UW} Ay_{UN'Up _ﬁ} szid—pAX Ay +AXAy

Ax Ax Ay Ay udz
C
ou
Ug+u,, —2U, LUy +Us—2u, _1ldp
Ax? Ay? n dz
—

C
ou comparando-se com

(6.26)

(6.27)

(6.28)

(6.29)



a,Up, =a,u,, +a,u; +aug+auy+b, (6.30)
chega-se a
a,=a,= !
w e AXZ
- 1
coeficientes: <a,=a, =—;
Ay

(volumes reais) (6.31)

a, =a, +a,+a, +a,

termo fonte: b, = —ld_p:_c
u dz
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