
3. SISTEMAS GIRANTES 
 

MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS 
 



- Agora são abordados modelos de rotores que são utilizados em turbo 

máquinas.  

 

 

-As equações gerais são apresentadas e os métodos numéricos usados 

para resolver estas equações serão introduzidos.  

 

 

- Se propõe um programa de elementos finitos baseados nas equações e 

métodos numéricos anteriormente apresentados  

Equações do Rotor: Introdução  



 No caso de um elemento com 3 nós: 
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Funções de interpolação 
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Deslocamento espacial 

Equações do Rotor: Introdução  



 Incluindo o deslocamento espacial na equação de energia potencial U 

 Incluindo a velocidade espacial na equação de energia cinética T 

     qNyq
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Equações do Rotor: Introdução  



 O amortecimento e rigidez adicionados pelos mancais, são representados 
pelas matrizes abaixo e são somados aos nós respectivos da matriz global. 

Equações do Rotor: Introdução  
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 Que pode ser exemplificada pela seguinte figura 

mancale KK 
eK

Equações do Rotor: Introdução  



Serão considerados quatro graus de liberdade no nó do rotor: dois 
deslocamentos u e w, e dois giros ao redor do eixo X e Y que são, 
respectivamente,  e . Assim, se  é o vetor deslocamento nodal do centro do 
disco: 

a aplicação da equação de Lagrange para a equação da energia cinética 
do disco resulta em : 

onde a primeira matriz é a matriz de inércia clássica e a segunda é a matriz giroscópica 
(efeito de Coriolis).  
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Elementos Finitos: O Disco 



O eixo é modelado como uma viga com seção transversal circular constante. O 
elemento usado possui dois nós com quatro graus de liberdade cada um deles.  
Assim, as matrizes que resultarão, após aplicada alguma técnica (equações de 
Lagrange é uma delas), são de ordem oito (quatro deslocamentos e quatro giros) 
como pode ser visualizado na imagem abaixo.  

Elementos Finitos: O Eixo  

Então, as relações entre deslocamentos e giros são:  
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O vetor deslocamento nodal é: 

que incluem os deslocamentos u e w correspondendo, respectivamente, aos 
movimentos nas direções X e Y, tal que  

 Tw ww 2211 ,,,  

 Tu uu 2211 ,,,  
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Elementos Finitos: O Eixo  



O elemento finito é construído de: 

  uyNu 1

  wyNw 2

  









2

32

3

3

2

2

2

32

3

3

2

2

1 ;
23

;
2

;
23

1
L

y

L

y

L

y

L

y

L

y

L

y
y

L

y

L

y
yN

  









2

32

3

3

2

2

2

32

3

3

2

2

2 ;
23

;
2

;
23

1
L

y

L

y

L

y

L

y

L

y

L

y
y

L

y

L

y
yN

onde N1(y) e N2(y) são as funções típicas de deslocamento de uma viga a 
flexão: 

Elementos Finitos: O Eixo  



A energia cinética do eixo é obtida da equação geral da energia cinética 
do eixo, em forma compacta: 
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Elementos Finitos: O Eixo  



Onde as matrizes M1 e M2 são matrizes de massa clássica, M3 e M4 dão a 

influencia dos efeitos secundários de rotação de inércia e M5 apresenta o efeito 

giroscópio.  

 

Como tem sido observado previamente, o ultimo termo que é uma constante 

não será considerado daqui em  mais. 

Substituindo N1(y) e N2(y) na equação da energia cinética, após a integração: 
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Elementos Finitos: O Eixo  



 s

d T T
M M G

d t
 

 

  
    

  

Aplicando a equação de Lagrange, obtém-se:  

onde M e Ms são obtidos respectivamente de M1, M2 e M3, M4, e a matriz G vem 
de M5. Estas matrizes são: 

Elementos Finitos: O Eixo  
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Elementos Finitos: O Eixo  
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Elementos Finitos: O Eixo  
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Elementos Finitos: O Eixo  



A energia de deformação do eixo é obtida da equação geral da energia de 
deformação do eixo: 
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Após a integração, U toma a forma: 
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onde K1 e K2 são matrizes de rigidez clássica, e K3 e K4 as matrizes devidas às forças axiais  
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Elementos Finitos: O Eixo  



É também frequentemente necessário considerar o efeito de cisalhamento, 
o qual é caracterizado pela quantidade: 
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com o módulo de cisalhamento: 
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onde v é o coeficiente de Poisson e Sr (S) é a área reduzida da secção transversal.  

Elementos Finitos: O Eixo  



A influência do efeito de cisalhamento que da a matriz Ks não é demonstrada 

aqui, mas a sua influência é incluída na matriz de rigidez clássica.  

A matriz de rigidez clássica Kc vem de K1, K2 e Ks, e a matriz KF devido à força 

axial vem de K3 e K4.  

Assim, se as equações de Lagrange são aplicadas à equação da energia 

potencial: 
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Onde:  

Elementos Finitos: O Eixo  



As expressões das matrizes são as seguintes: 
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se a = 0, a matriz acima é a matriz de rigidez clássica de uma viga fina em flexão  

Elementos Finitos: O Eixo  
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Elementos Finitos: O Eixo  



As principais características relacionam forças e deslocamentos.  

Por outro lado, a influência dos giros e momentos de flexões é 

desconsiderada. As matrizes são diretamente obtidas das equações 

abaixo: 

u xx xz xx xzF k u k w c u c w    

w zz zx zz zxF k w k u c w c u    

Elementos Finitos: Mancais e Acoplamentos  



como F = Fψ = 0, tem-se: 
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A primeira é uma matriz é uma matriz de rigidez e a segunda uma matriz de 

amortecimento viscoso.  

Estas matrizes são geralmente não simétricas (isto é, kxz  kzx e cxz  czx) e seus 

termos podem variar significantemente com a velocidade de rotação.  

Elementos Finitos: Mancais e Acoplamentos  



A expressão geral para a energia cinética de massa desbalanceada é: 
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Aplicando a equação de Lagrange a esta obtém-se 

 cos sinu uT m d u t w t    

Elementos Finitos: Desbalanceamento 



-Essa expressão corresponde a uma massa desbalanceada situada sobre o 

eixo z em t=0.  

-Quando um rotor industrial é estudado, a influencia de varias massas 

desbalanceadas agindo simultaneamente tem que ser consideradas.  

-Para a massa desbalanceada situada em t=0, em uma posição angular  

com respeito ao eixo z, a força é : 
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que pode ser escrita como: 
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Elementos Finitos: Desbalanceamento 
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Elementos Finitos: Desbalanceamento  



-Exemplos de modelos simples usando elementos finitos.  

 

-O primeiro exemplo mostra o grau de confiabilidade que pode ser dado 

ao método modal de resolução.  

 

-A seguir, é mostrada uma representação das frequências naturais em 

função da rigidez do mancal.  

Elementos Finitos: Exemplo 1  



Rotor composto por um eixo de 0,1 m de diâmetro, três discos distribuídos 

ao longo do mesmo e dois mancais flexíveis em cada um de seus extremos. 

Elementos Finitos: Exemplo 1  



-O modelo possui 13 elementos finitos de eixo com os mesmos comprimentos.  
-O eixo é dividido em seções com os seguintes valores para cada uma delas:  

L1 = 0,2 m; L2 = 0,3 m; L3 = 0,5 m; L4 = 0,3 m  

-Os discos e eixo são feitos de aço e suas características físicas são:  

Elementos Finitos: Exemplo 1  

Os dois mancais são assumidos idênticos e caracterizados por: 

  

 

 

 

A velocidade de rotação do rotor varia de 0 a 30 000 rpm.  
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Os dados dos discos são dados pela seguinte tabela: 

Elementos Finitos: Exemplo 1-Diagrama de Campbell 



As dez primeiras frequências naturais calculadas são apresentadas na 
figura abaixo: 

Elementos Finitos: Exemplo 1-Diagrama de Campbell 



As frequências naturais em Hz para uma rotação constante de 25 000 rpm 

Elementos Finitos: Exemplo 1-Diagrama de Campbell 



-Assume-se uma massa desbalanceada de 200 g mm situada sobre o disco D2.  

-A resposta de deslocamento no nó 6 é mostrada na figura abaixo:  

Elementos Finitos: Resposta ao desbalanceamento 



Considerando dois modos (n=2) na resposta 

 

Elementos Finitos: Resposta ao desbalanceamento 



Elementos Finitos: Resposta ao desbalanceamento 

Considerando quatro modos (n=4) na resposta 

 



Elementos Finitos: Resposta ao desbalanceamento 

Considerando seis modos (n=6) na resposta 

 



Elementos Finitos: Resposta ao desbalanceamento 

Considerando oito modos (n=8) na resposta 

 



Na seguinte tabela esta apresentada a velocidade crítica 

Elementos Finitos: Rotações Críticas 



Elementos Finitos: Modelo do Disco 

Modelo 1: o disco é fixado ao eixo através de um ponto. O disco não muda 
a rigidez do eixo e concentra a sua inercia no ponto. 
 
Modelo 2: o disco é montado através de ajuste por interferência. Deve-se 
aumentar, na largura do disco (h), o diametro do eixo em h/2. 
 
Modelo 3: se a largura do disco é tal que abarca 3 nós da malha por 
exemplo, o disco deve ser alocado em partes em cada um dos mesmos. 



O diagrama de rigidez do mancal é a representação da evolução das 
frequências naturais do rotor versus a rigidez dos mancais que são 
consideradas:  
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onde  é a velocidade angular de rotação.  

-Idênticas para todos os mancais; 
-Iguais à rigidez equivalente 

Elementos Finitos: Mapa de Rigidez 



-Este diagrama é muito útil na fase preliminar de projeto de um rotor, dando 
informação acerca da rigidez comparativa entre o eixo e o mancal. Ele é 
recomendado (muitas vezes solicitado) por normas de turbomáquinas, tal como a 
“American Petroleum Instituite” (API).  

-Quando o efeito giroscópico é pequeno, as frequências naturais não são função da 
velocidade de rotação. Se a velocidade de operação do rotor é 21.000 rpm (350 Hz), as 
frequências naturais na faixa de 315-385 Hz  devem ser eliminadas ( 10% da velocidade 
de operação). Concluindo que a rigidez equivalente do mancal deve estar fora da faixa 4 x 
107 a 9 x 107 N/m.  

-Quando o efeito giroscópico é significante, é necessário incluir na predição das 
frequência naturais a influência da velocidade nominal de rotação (21.000 rpm). Seis 
frequências aparecem agora (3 em FW, 3 em BW), ver o segundo diagrama. O que pode-
se concluir que a rigidez equivalente do mancal dever estar fora da faixa entre 2 x107 e 5 
x107 N/m (velocidade critica do tipo FW) ou 1 x108 e 3,1 x108 N/m (velocidade critica do 
tipo BW). O diagrama da API da uma ideia da rigidez que deve ser usada no mancais 
p/este tipo de máquinas.  

Elementos Finitos: Mapa de Rigidez 



Elementos Finitos: Mapa de Rigidez 

Frequências naturais sem 
efeito giroscópico versus 

rigidez equivalente  

A rigidez equivalente 
do mancal deve estar 
fora da faixa 4 x 107 a  
9 x 107 N/m 



Frequências naturais 
incluindo efeito giroscópico 
versus rigidez equivalente  

A rigidez equivalente do 
mancal dever estar fora 
da faixa entre 2 x107 e 5 
x107 N/m (velocidade 
critica do tipo FW) ou 1 
x108 e 3,1 x108 N/m 
(velocidade critica do tipo 
BW) 

Elementos Finitos: Mapa de Rigidez 


