CAPITULO 1

O método dos elementos finitos

1.1. Um breve histérico

O método dos elementos finitos (MEF) surgiu 14 pela quinta década do século
XX, quando foram langados os primeiros computadores. Os fundamentos matema-
ticos do MEF ja eram conhecidos havia tempo, mas as ferramentas de cdlculo entao
disponiveis inviabilizavam a sua implementacao e utilizacao.

Inicialmente o MEF foi aplicado na andlise de problemas da mecéanica dos
sélidos, mas logo a sua aplicacao estendeu-se a andlise de outros fenomenos fisicos.
Esta abrangéncia mais o sucesso do método propiciaram o estudo mais profundo
e extenso dele. Da andlise matematica do método resultaram estimadores de erro
e critérios de estabilidade, que garantem aos resultados mais confiabilidade. Da
analise estdtica passou-se a dinamica; dos problemas inicialmente lineares passou-se
aos nao-lineares; da analise de um unico fendomeno passou-se & de vérios fenémenos
simultaneos e interagentes; de interfaces computador-usudrio pouco praticas passou-
se as interfaces graficas, mais amigaveis e intuitivas... No presente o MEF continua
evoluindo nos seus diversos aspectos, conforme demonstra a quantidade de artigos
cientificos atualmente publicados em torno dele.

1.2. Mais um modelo

Dada a riqueza e complexidade do mundo fisico, sempre se fica aquém ao querer
entender e dominar a sua natureza. Quando se tenta prever o comportamento da
realidade, recorre-se a uma simplificacdo dela, denominada modelo. O modelo
admite uma gradagao, no sentido de representar melhor ou pior ou de deixar a
mostra um ou outro aspecto da realidade. Por exemplo, ao analisar mecanicamente
um corpo sélido, pode-se deixar de lado fendmenos térmicos, elétricos e magnéticos,
supondo que nao interfiram na andlise de que é objeto. Abstraindo-se destes, pode-
se ainda considerar, ou nao, a deformagao do corpo sélido, levando respectivamente
a um modelo de sélido deformével, ou a um de corpo rigido. Ao empregar um ou
outro modelo, observam-se mais ou menos fenémenos. No caso da escolha de um
modelo de corpo rigido, nao é possivel de modo algum observar a vibragao que na
realidade ele sofre, tal é o nivel de simplificagao deste modelo.

REALIDADE MODELO MODELO MODELO

Fisico MATEMATICO NUMERICO

F1GuraA 1.1. Sequéncia de modelos.

H& uma cadeia de modelos até se chegar ao modelo de elementos finitos de um
fenémeno fisico, conforme a Fig. 1.1. No inicio dela, a esquerda, estd o modelo fisico
do fenomeno, que leva em conta a geometria, a constituicao material e a interacao
do corpo com o meio circundante. Parte central nesta etapa de modelamento é a
identificacao das leis fisicas envolvidas no fenémeno e da relevancia de cada uma
delas para a anélise pretendida. Esta relevancia é ditada pelo grau de complexidade
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2 1. O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

ou de acuracia desejado para ele. O modelo matematico é o seguinte na cadeia. Nele,
em funcao do modelo fisico, o fenomeno fisico é representado por um problema
a valores no contorno em que o sistema de equagoes diferenciais e as condigoes
de contorno traduzem em linguagem matemética o comportamento do fendémeno
com base na geometria, na interacdo com o meio circundante e nas leis fisicas nele
implicadas. Na sequéncia estd o modelo numérico, no qual o MEF se insere, Fig. 1.2.
No modelo numérico a geometria geralmente sofre simplificagbes e o sistema de
equacoes diferenciais é resolvido por meio de um método numérico. A forma final
do modelo numérico é dada por meio de um sistema de equagoes algébricas lineares.
No caso de se empregar como método numérico o MEF, este sistema é denominado
modelo de elementos finitos. A Fig. 1.3 ilustra o encadeamento de modelos na
aplicacao de um fenémeno da mecanica dos sélidos.

MODELO
NUMERICO

MODELO
ELEMENTOS
FINITOS

F1curaA 1.2. O método dos elementos finitos é mais um entre ou-
tros métodos robustos para a solucao numérica do modelo mate-

matico.
REALIDADE MODELO MODELO MODELO

Fisico MATEMATICO EF

Py L

[Al{x} = {b}

FiguraA 1.3. Sequéncia de modelos aplicada a viga.

1.3. Uma ferramenta robusta

O MEF se aplica a uma gama enorme de problemas relativos aos diversos feno-
menos fisicos sujeitos a uma grande variedade de interagoes com a vizinhancga onde
eles ocorrem. Além disso, a estabilidade e a acurdcia do método estao bem estuda-
das e solidamente amparadas em teorias matematicas, o que lhe confere robustez.
Dai o seu largo emprego como ferramenta para analise em varios campos da ciéncia
e da engenharia, Fig. 1.4.

FIGURA 1.4. Anélises de uma turbina (e), um flap (c) e um auto-
moével (d) pelo MEF.

Inicialmente, dada a precariedade da interface com o usudrio, os pacotes com-
putacionais do MEF nao eram tao amigdveis como hoje. Entao, a entrada de dados
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era feita por meio de cartoes perfurados; num estiagio mais avangado, por terminal
de computador, até a substituicao dos computadores de “grande-porte”. Com o
advento dos microcomputadores, a entrada de dados passou, inicialmente de um
arquivo previamente editado contendo os dados, para as interfaces graficas com o
usudrio (em inglés GUI, graphical user interface), Fig. 1.5, que emprega janelas,
mouse, touch-screen, etc. para a comunicacao da maquina com o usudrio. E co-
mum encontrar o MEF integrado a ferramentas CAE (computer aided engineering)
ou pacotes de MEF que permitem importar dados de ferramentas CAD (computer
aided design), Fig. 1.6.

FicUurA 1.6. CAE: computer aided engineering.

No atual estdgio, a apresentagao grafica é muito rica, permitindo visualizar o
resultado das analises por meio de mapas de cores, animagoes graficas em tempo
real, selegao de cortes para visualizagao, etc.

1.4. Consideragoes finais

Por tras das imagens mostradas acima, que impressionam quanto a facilidade de
analise propiciada ao usuario, ha uma série de defini¢oes e fundamentos matematicos
e programagcao computacional. As duas primeiras serao vistas ao longo do curso e
o aluno terd contato com a ultima no trabalho que serd proposto como parte da
avaliagao. Dada a exiguidade de tempo, o curso se restringira somente a problemas
unidimensionais.






CAPITULO 2

Formulacoes integrais

2.1. Fundamentos matematicos

2.1.1. Definigoes preliminares. Algumas defini¢goes matematicas prévias fa-
zem-se necessarias para o bom entendimento dos fundamentos do método dos ele-
mentos finitos.

DEFINIGAO 2.1 (Notagao de uma Equagao Diferencial). Uma equagao diferen-
cial linear € denotada de forma genérica como:

Au+f=0, z€ QCR" (2.1)

e
u:x — u(x) (2-2a)
frz— f(2) (2.2b)

onde A € um operador diferencial linear, u € a varidvel dependente e f a indepen-
dente.

F
/+++++*p+++++..|_.
E. A
e
0 X

FI1GURA 2.1. Barra axialmente carregada, restrita a esquerda e
livre a direita.

ExEMPLO 2.1 (Operador diferencial). Na barra mostrada na Fig. 2.1, a equagdo
diferencial que rege o deslocamento axial é:

2

d
EA@ u+p=0 (2.3)

d2
o operador diferencial € EAP ,ef=p. m
i
O simbolo €2 denota o dominio da equacao diferencial, ou seja, a regiao do
espaco R™ em que ela é vélida. € é um conjunto aberto, portanto exclui o seu
contorno.

EXEMPLO 2.2 (Dominio). Na mesma barra do exemplo anterior, o dominio é
Q = 10, L[. Num problema bidimensional o dominio seria, por exemplo, a regido
hachurada na Fig. 2.2. m
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FIGURA 2.2. Dominio €2 de um problema bidimensional qualquer.

DEFINIGAO 2.2 (Dominio Convexo e Simplesmente Conexo). Um dominio con-
vexo e simplesmente conexo € aquele no qual quaisquer dois pontos podem ser unidos
por uma linha totalmente contida no dominio.

FiGURA 2.3. Dominio simplesmente conexo.

EXEMPLO 2.3 (Dominio convexo e simplesmente conexo).

Q=0,UQ,

FI1GURA 2.4. Dominio nao convexo.

EXEMPLO 2.4 (Dominio ndo convexo e simplesmente conexo).

DEFINIGAO 2.3 (Contorno ou Fronteira). O contorno ou fronteira de um do-
minio 2, denotado por OS2, € o seu fechamento, isto €, aqueles pontos que, mao
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pertencendo ao dominio, possuem uma vizinhanc¢a € na qual existe pelo menos um
ponto pertencente a ele, conforme ilustrado na Fig. 2.5.

FicuraA 2.5. Ponto z sobre o contorno e a sua vizinhanga ¢.

DEFINIGAO 2.4 (Fungdo Classe C™(R2)). Uma fung¢do de uma ou vdria varidveis
é de classe C™(Q)) se todas as suas derivadas parciais até a ordem m, inclusive,

existem e sao continuas em ).
EXEMPLO 2.5 (Fungao de classe C°(2)). A funcdo:

u(z) = 14+, —1<x<0
T ll-2z, O<z<+1

cugjo grifico pode ser visto na Fig. 2.6, é de classe CY em Q=] —1,+1] m
ul(x)

1

>
f T

-1 0 +1 X

FIGURA 2.6. Fungao de classe C° em | — 1, +1].

DEFINIGAO 2.5 (Problema a Valores no Contorno). Um problema a valores no
contorno € aquela equacao diferencial cuja varidvel dependente ou suas derivadas
tém seus valores prescritos no contorno 0f2.

EXEMPLO 2.6 (Problema a Valores no Contorno).

d2
EA@ u+p=0, z€]0,L] (2.4a)
ul,_o=0 (2.4Db)
d
N|,_. = EA%U =Fnm (2.4c)

z=L
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DEFINIGAO 2.6 (Problema a Valores Iniciais). Um problema a valores iniciais
€ aquela equacao diferencial cuja varidvel dependente ou suas derivadas tém seus
valores iniciais prescritos (em geral em t = 0). Estes problemas sdo geralmente
dependentes do tempo.

EXEMPLO 2.7 (Problema a Valores Iniciais).

2
%quku: f, t€]0,T] (2.5a)
ul,_g = Uo (2.5b)
d = 2.5
Eut:o_vo. (2.5¢)

EXEMPLO 2.8 (Problema a Valores no Contorno e Iniciais).

(% (aaaz u) + p% u= f(z,t), = €]0,L] e ¢t €]0,T] (2.6a)
w(z, )|, = 9o0(t) (2.6b)
agg| = ho(t) (2.6¢)
w(@, t)|,—o = uo(z)m (2.6d)

DEFINIGAO 2.7. Uma equacao diferencial ou condigao de contorno/inicial ¢
dita homogénea se a varidvel independente for nula.
EXEMPLO 2.9 (Equacao diferencial homogénea).
d2
@u—kku: 0, x€]0,L]

EXEMPLO 2.10 (Condigdo de contorno ndo homogénea).
ul, = go(z), =€y

DEFINIGAO 2.8 (Problema de Auto-Valor). Um problema de auto-valor € de
forma geral dado da seguinte forma:

Au=2Au, z€Q (2.7a)
Bul, =0 (2.7b)
Cul,, =0 (2.7¢)

onde B e C sao operadores diferenciais no contorno. O problema consiste em
determinar os auto-valores \ e as respectivas auto-fungoes uy que satisfacam a
equacao diferencial e as condigoes de contorno do problema.

EXEMPLO 2.11 (Problema de Auto-Valor). Considere o problema de vibra¢do
azial de uma barra simplesmente apoiada:

d? 9
EA@u—i—pw u=0, z€]0,L] (2.8a)
ul,_og=0 (2.8b)
EA 4 u =0m (2.8¢)
dr |,_;

2.1.2. Relacgoes integrais.
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2.1.2.1. Integragao por partes.

b d b b d
_ = — — 2.
/a u— vde = (uv)|, /a T uvdx (2.9)

. d e -
Alternativamente, fazendo v = e w nesta iltima equagao:
x

b 2 b b
d d d d
— —_ — — U — 2.1
/a udxzwda: (udxw) ) /a dxudxwdx (2.10)
d2
Substituindo agora w = g2V e equagao acima, obtém-se esta outra relagao inte-
gral:
/b d4 J 43 b /b d 43 J
u—ouvdr= u—uv]|| — —u——uvdr
o dxt dx3 o Ja dx dx3

@ N\ P d d [
_ - L. (2 )a 2.11
(u da3 U) " /a dz ' da (dx2 v) * (2.11)

Aplicando integracao por partes no ultimo termo da Eq. 2.11, obtém-se final-
mente, apds o rearranjo dos termos no segundo membro, a relacao integral:

b d4 b 42 d? d3
a'LL@’UdiE: . @U@Udfﬁ"" U@U

2.1.2.2. Alguns operadores diferenciais.

b d d2 b
f(dxudx”)a

DEFINIGAO 2.9 (Gradiente de uma campo escalar). Sejau : (z1,22) — u(x1, T2),
(x1,72) € Q C R? um campo escalar. Define-se o gradiente de u como:

(2.12)

gmdu::Vu::aixlué'l—&—ai@ué’g (2.13)

onde €1 e €y sao vetores ortonormais orientados sequndo 0s eiros T1 € To, respec-
tivamente.

O gradiente € um vetor cujo mddulo dd a taxa de variagao do escalar na diregdo
e sentido desse vetor. Além disto, o vetor gradiente aponta a direcdo da mdxima
variagao do campo escalar no ponto.

DEFINIGAO 2.10 (Divergente de um campo vetorial). Seja ¢ : (x1,22) —
O(z1,22), (71,72) € Q C R? um campo vetorial. Define-se o divergente de
¥ = vy €1 + vg €3 como:

9 i+
— v+ —v
3:E1 ! 31'2 2
O divergente fornece o fluzo liquido do campo vetorial no contorno de um ele-

mento infinitesimal envolvendo o ponto. O divergente de um campo escalar € um
campo escalar.

divt :==V.7 = (2.14)

DEFINIGAO 2.11 (Teorema do Gradiente). Seja u : (z1,22) — u(x1,z2),
(r1,22) € Q C R? um campo escalar diferencidvel em Q. Entdo a sequinte re-
lagao integral é vdlida:

/VudQ:%ﬁudfy (2.15)
Q ¥
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Ficura 2.7. Ponto x sobre o contorno e os vetores unitarios nor-
mal (7) e tangencial (£).

onde 1 € a normal externa ao contorno vy, conforme indicado na Fig. 2.7. A
expressao acima se desdobra ainda nestas duas sequintes:

o=
—udQ= ¢ nyud 2.16a
| b (2.16a)

e
—ud) = d 2.16b
/angu anu y ( )

F1GUurA 2.8. Dominio simplesmente conexo. Seu contorno ~ é
71 Uy2 Us.

DEFINIGAO 2.12 (Teorema do Divergente). Seja ¥ : (x1,22) — ¥(x1,22),
(r1,22) € Q C R2 um campo vetorial diferencidvel em Q. Entdo a sequinte re-
lacao integral € vdlida:

/ V.7dQ = fﬁ.{)’dv (2.17a)
Q v

ou

0 0
/Q (8.’1}1 v1 + % 'U2> dQ) = ﬁ (nl v1 + ng 02) dy (217b)
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2.1.2.3. Integra¢ao Dupla por Partes. Sejam u e v duas fungoes escalares. E
facil mostrar que:

V (uv)=(Vu)v + u (Vo) (2.18)

Aplicando o Teorema do Gradiente a integral em {2 da expressao acima resulta:
/V(uv)dQ:/(Vu)de—i—/u(Vv)dQ:?{ﬁuvdv (2.19a)
Q Q Q vy

ou

/Q(Vu)de:—/Qu(Vv)dQ + ]{ﬁuvdw (2.19b)

que pode ser desdobrada em:

/v%udQ— /u%vdﬂ + j{nluvd'y (2.20a)

—udl =— —vdf2 2.2
/Uamg ud /u8$20d +7§nguvd7 (2.20Db)

2.1.2.4. Laplaceano de uma fungao escalar.

DEFINIGAO 2.13 (Laplaceano de uma Funcao Escalar). Seja u uma fun¢do
escalar. Define-se o laplaceano de u como:
2 82

0
Viu=V-(Vu) ::Wquwu (2.21)

Um resultado importante para os problemas bidimensionais vem a seguir. Fa-
zendo u = p na Equacao 2.20a e u = v na Equacgao 2.20b e em seguida somando-as,
obtém-se:

0 0 0 0
/Qv <6$1,u—|— %u)dQ——/QQAaxlv—l—Vamv)dQ—i-?{(nlu—&-ngu)vd'y

(2.22)

Substituindo agora p por — u e v por —

alEl

u nesta ultima equagao tem-se:

0
Oxo
0? 02 0 0 0 0
/S;’U (8(512“_‘_ 8x22u)d9__/52<(9331u<3531v + axQUasz>dQ+

0 0
+ 7{ (m 8—xu + nQ@ u) vdy (2.23)
E empregando a notagao de laplaceano definida acima, chega-se finalmente a:
f/vVZUdQ:/Vv~VudQ—vau~ﬁd’y (2.24)
Q Q ~

0 - -
onde Vu -7 = — u é a taxa de variagao de u na direcao da normal ao contorno ~y

n
no ponto, conforme indicado na Fig. 2.9.
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FicURA 2.9. Taxa de variagao de u na diregao da normal externa
no ponto x sobre o contorno.

2.1.2.5. Funcionais.

DEFINIGAO 2.14 (Funcional). Funcional a grosso modo € uma fungao de fungéo
ou, mais rigorosamente, € um operador I que mapeia uma fun¢io u € U a um
escalar I(u) € V, conforme o esquema mostrado na Fig. 2.10. Por exemplo:

(2.25)
F1GURA 2.10. Descrigao esquematica de um funcional.
DEFINIGAO 2.15 (Funcional Linear). Um funcional é linear se:
Iau + Bv) =al(u) + SI(v) (2.26)

para quaisquer que sejam os escalares o e B e as funcgdes u e v.

DEFINIGAO 2.16 (Funcional Bilinear). Um funcional B(u, v) € bilinear se for
linear em cada um dos seus argumentos, isto é:

Blau + fw, v) =aB(u, v) + §B(w, v) (2.27a)
B(u,av + fw) =aB(u, v) + §B(u, w) (2.27b)

para quaisquer que sejam os escalares a e B e as funcoes u, v e w.
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DEFINIGAO 2.17 (Funcional Bilinear Simétrico). Um funcional bilinear é simé-
trico se:

B(u,v) = B(v,u) (2.28)
para quaisquer que sejam as funcdes u e v.
2.1.2.6. Cdlculo Variacional.

DEFINIGAO 2.18. O variacional de uma funcao u qualquer, denotada por 6 u,
€ a variagao:

du=av (2.29)

onde o € uma constante escalar e v € uma funcdo do mesmo espaco de u. A
Fig. 2.11 ilustra uma possivel variacao da funcdo u e o efeito do fator o sobre a
variacdo o u.

FIGURA 2.11. Variagdo de u: du = aiv. Variagao du’ = agv,
com o > Qg.

O variacional § u representa uma variagdo admissivel de u(z) num ponto fixo
x. Se u é especificado no contorno, por exemplo, o variacional ¢ u é nulo ai, ou seja,
ele satisfaz al uma condi¢ao de contorno homogénea.

Seja agora uma funcao F = F(z, u, v'). Em analogia ao diferencial de uma
funcao de duas varidveis, a primeira variagao de F' é:

0 0 ,
onde:
no_ ’
EF: lim F(z,u + av, v') — F(z, u, u’) (231)
ou a—0 av

0
De forma analoga define-se — F'.

Por analogia ao cédlculo de varias variaveis, pode-se obter as seguintes identi-
dades para o operador variacional:
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o0 (M Fy)=F0F +Fi0F; (2.32b)
Fi\  FoF —Fi0F,

iii. ¢ <F2> = e (2.32¢)
iv.§ (F") =nF]" ' Fy (2.32d)

O operador variacional admite a comutacao com os operadores diferencial e
integral. Seja u = av. Entao:

. d _d d o, (d
1.%6u—dxav—adxv—av =0u _5(d:cu) (2.33a)

b b b b
ii.I(cSu)z/ 5udx:/ avdx:a/ vdx:aI(v):5I(u):5/ udx

a

(2.33b)

2.2. A forma fraca dos problemas a valores no contorno

O termo forma fraca refere-se a uma forma integral do problema a valores no
contorno na qual a ordem do operador diferencial fica reduzida de 2m para m. Ha
varios modos de se obter a forma fraca do problema a valores no contorno. Sao
eles: o método da integral ponderada, o método varitacional e o método dos trabalhos
virtuais. Sendo este ultimo mais apropriado a problemas da mecanica dos sélidos.

Na apresentacao desses métodos vai-se recorrer a exemplificagao, pois para cada
operador diferencial obtém-se uma forma fraca prépria, contudo os procedimentos
de obtengao se assemelham.

Uma peculiaridade da forma fraca é que parte das condigoes de contorno ficam
nela explicitas.

Para exemplificar o procedimento de aplicagao dos trés métodos, recorre-se ao
mesmo problema a valores no contorno descrito a seguir (unidimensional a principio,
mas que pode ser facilmente estendido aos bi e tridimensionais):

- (o) 0] =atw), we 10.1] (2.342

ul,_o = Uo (2.34b)

=qo (2.34¢)

2.2.1. Método da integral ponderada. Passando o segundo membro da
Equagao 2.34a para o primeiro, multiplicando membro a membro pela funcao de
ponderagao w(z) e finalmente integrando no dominio do problema, obtém-se:

/0 ’ (;; (a(x) % u) + q(x)) w(z)dz = 0 (2.35)

Observando esta tltima equagao, s6 hd uma tnica funcao u(x) que a satisfaz para
qualquer que seja a funcao de ponderacao, w, a mesma que satisfaz a Equagao 2.34a.
Na pratica procura-se para a Equagao 2.35 uma solugdo aproximada da forma:

U= Zj\;l de)j + ¢o (236)
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onde {¢; };Vzl ¢ o conjunto de funcoes de aproximacao previamente escolhido satis-

fazendo a condicio essencial' homogénea e ¢y é uma funcio que satisfaz a condico
de contorno essencial do problema. S&o necessarias N equagoes para determinar os
coeficientes ¢; da aproximagao.

Voltando a Equacao 2.35 e aplicando nela a integracao por partes uma vez,

obtém-se:
/ : i a i u | + wdr =
o \dz dx ¢ N

—/Ladudwdac—i— awiu
o dr dx dz 0

/Ladwdudx—/L wdxr — awiu
o dr dx 0 ¢ dz

Como nao se conhece a priori <d u)

L L
+ / qwdx =0 (2.37a)
0

ou:

L
=0 (2.37h)
0

no problema tomado como exemplo,
z=0
impde-se que o peso w seja tal que w|,_, = 0, restringindo as possibilidades para

o conjunto de fungoes peso. Deste modo obtém-se finalmente a forma fraca do
problema a valores no contorno original:

L g 4 L
/Oa%w%udxf/o qwdr — qw(L) =0 (2.38)

2.2.1.1. Condigoes de contorno essenciais e naturais. Cabe aqui uma breve
pausa para expor a classificagdo dos tipos de condicao de contorno. Observando,
por exemplo, os termos da Equagdo 2.37b no contorno, os coeficientes da fun-
¢ao peso denominam-se varidveis secunddrias, e suas especificagdes no contorno
chamam-se condicées de contorno naturais; as varidveis dependentes expressas na
mesma forma como a funcao peso se apresenta no termo de contorno denominam-
se varidveis primdrias, e suas especificagoes no contorno chamam-se condi¢oes de
contorno essenciais.

. . - . . . d
Assim, no caso da citada equacao, u é a varidvel priméaria e a — u a secundé-

dx

. d . . _—
ria. Logo, u|,_, = ug e (a e U = qo sao respectivamente as condigoes de
€Z
=L

contorno essencial e natural do problema exemplificado.

2.2.2. Método variacional. A forma fraca pode-se obter também por meio
da minimizagao de um funcional dentro de um espacgo de fungées valido para o pro-
blema a valores no contorno. Tal funcional nao é em geral trivialmente obtido.No
entanto, para problemas da mecanica dos sélidos, ele coincide com a energia poten-
cial elastica do sélido.

Para ilustrar o método, tome-se o funcional associado ao problema a valores no
contorno, Equacoes 2.34:

1 L d \2 L
I(v)zi/o a(dxv) dx—/o qudr —v(L)qo, vEV (2.39)

onde ¥V = {v:v|,_,=wuo} é o espaco de funcdes admissiveis, ou seja, o conjunto
de todas as fungoes que satisfazem a condigao essencial do problema. A solucao

L\ defini¢do de condi¢do de contorno essencial e natural estd mais abaixo, no item 2.2.1.1.
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procurada é aquela que minimiza o funcional acima em . Seja u esta solucao,
entao o variacional de I(v) em wu é:

0I(v)] =0 (2.40a)

v=Uu

ou seja:

L 4 d L
a—0u—udr — duqdr — du(L) gy =0 2.40b
| oo gpude— [Cougds—su)a (2.400)
Nesta tltima equacao foram aplicadas as relacoes variacionais apontadas na Eqgs. 2.32
e 2.33

Fazendo du = w nesta ultima equagao, obtém-se finalmente a forma fraca (vide
a Equagdo 2.38) na qual o variacional de u deve satisfazer a condigdo essencial
homogénea em x = 0, isto é, du|,_, = w|,_, = 0.

Em forma abstrata o primeiro membro da Equagao 2.40b pode ser escrito como
a diferenca entre o funcional bilinear B(w, u) e o linear {(w):

B(w,u) —l(w) =0 (2.41)
onde:
Loa o d
B(w,u) = /0 a%w%udx (2.42a)
l(w) = /0 wqdr 4+ w(L)qo (2.42b)

Onde a Equacao 2.41 é a representacao abstrata da forma fraca.
Por sua vez, o funcional a ser minimizado é representado abstratamente como:

1
I(v) = 5 B(v,v) —(v) (2.43)
e o seu minimo é dado pelo variacional:

I (v)]

v=Uu

1
=3 0B(u,u) — 8l(u) = B(du,u) —l(du) =0 (2.44)
que uma vez fazendo du = w, resulta a forma fraca abstrata, Equacao 2.41.

COMENTARIO 2.1. O emprego do funcional é importante para demonstrar a
existéncia e unicidade da solugcao da forma fraca.

2.2.3. Principio dos trabalhos virtuais. O principio dos trabalhos virtuais
é uma via de acesso a obtencao da forma fraca para problemas da mecéanica dos
sélidos lineares ou nao lineares.

F
-b-b-b-b-b-bi)-b-h-b-b-b-b'—»

E. 4

0 X
\ L |

FiGura 2.12. Barra axialmente carregada, restrita a esquerda e
livre a direita.
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Seja, por exemplo, uma barra com uma restricao axial na extremidade esquerda,
um carregamento axialmente distribuido p e uma forca axial F' aplicada na extremi-
dade direita, conforme ilustra a Fig. 2.12. Considere um deslocamento axial virtual
2 w ao longo da barra compativel com a restricao axial a direita, ou seja, w|,_q=0.
Igualando os trabalhos virtuais externo e interno sobre a barra obtém-se:

L
Fw(L)+/ pwdr = Ndw—/ EA—uiwdx (2.45)
0 barra

onde N ¢ a forga axial, u é o deslocamento axial real e FA é a rigidez axial da
barra.

Rearranjando os termos nesta ultima equacao resulta a forma fraca do pro-
blema:

L
EA—w—udx—/ wpdr — Fw(L)=0 (2.46)
0

COMENTARIO 2.2. O deslocamento virtual w faz o papel de funcdo peso ou de
variacional de u, conforme o método empregado na obtencdo da forma fraca, e a
rigidez EA o papel da funcdo a.

3. Métodos variacionais de aproximagao

Uma vez visto como chegar a forma fraca, resta ver como obter a solugao
aproximada, Equacao 2.36. Conforme o conjunto de fungoes escolhido para a fungao
peso (ou variacional de v) relativamente ao das fungoes de aproximagao, define-se
o método de obtencao da solugao aproximada, como se vera a seguir.

2.3.1. O método de Rayleigh-Ritz. Os coeficientes c; sao obtidos substi-
tuindo a funcao peso w por uma das funcoes de aproximacao ¢;. Partindo da forma
fraca abstrata:

B(w,u) = l(w)

no método de Rayleigh-Ritz, procura-se a solugao:

uy = Zj\;l cjdj + ¢o (2.47)

que a satisfaga. Para tanto é preciso determinar os coeficientes de Ritz, c;, pela
susbtituicao do par uy e ¢; na forma fraca, ou seja:

(¢’Laz. CJ¢] + ¢0) — l(¢2) 1= 172737' o aN (248)

a qual, uma vez suposta a bilinearidade do operador B, torna-se:

Z B(i, 6;) ¢; = (¢:) — B(¢i,d0), i=1,2,3,-- N (2.49a)
ou simplificadamente, fazendo B;; = B(¢;, ¢;) e F; = 1(¢;) — B(¢s, po):

N
> Bijej=F, i=1,23,- N (2.49b)
j:

2Este deslocamento virtual poderia ser, por exemplo, o causado por uma forga virtual qual-
quer aplicada a barra.
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Esta expressao representa um sistema de N equacoes algébricas a IV incégnitas,
os coeficientes ¢;, cuja solugdo ¢é unica desde que a matriz [B;;] seja inversivel.

Um caminho alternativo para se chegar a forma discreta do problema, Equa-
cao 2.49a, parte da minimizacao do seguinte funcional:

I(v) = %B(v,v) i) (2.50)

. . N . 4, .
com v restrita ao espago gerado pelo conjunto {d)i}i:l, 1sto €, assume-se que v seja
N
da forma v = 37", vjd; + ¢o. Nestes termos, tem-se:

0
3% I

=0, i=1,2,---,N (2.51)

Vi=C4

e, supondo que o operador bilinear seja simétrico:

0
8vi I

N
=D Bloi,¢j)¢; + B(#i,60) = Uen), i=1,2,3, - N (252)

Vi=C4

Logo, chega-se ao mesmo sistema de equagoes algébricas, Equagao 2.49a.

As condigbes de contorno naturais estdo implicitamente impostas na forma
fraca. J4 as essenciais sdo impostas por meio de uma escolha apropriada de ¢; e
¢p, ou seja, estas devem ser selecionadas de modo a verificar:

Ul =2y = Uo = Po(T0) (2.53a)

¢j|$:$0 = 0, .7 = 132733‘ v ;N (253b)

Esta dltima exigéncia, Equacao 2.53b, deve-se & necessidade da funcao peso ser
homogénea no contorno essencial.
Outras exigéncias ao conjunto {¢;}; sdo necessdrias:

(1) o conjunto deve ser suficientemente diferencidvel para atender o operador
bilinear B(:,-);

(2) a matriz [B;;] deve ser inversivel;

(3) o conjunto deve ser completo, ou seja, deve ser capaz de reproduzir qual-
quer elemento do espaco de funcao utilizado. Por exemplo, o conjunto
de polinémios do segundo grau {z,z?} nao é completo no espago de po-
linémios do segundo grau, pois nao gera todo e qualquer polinémio desse
espaco, por exemplo, o polindémio z2 + = + 1.

2.3.2. O método dos residuos ponderados. O método dos residuos ponde-
rados é uma generalizacdo do método de Rayleigh-Ritz na qual as fungoes peso sao
escolhidas de um conjunto independente do das funcdes de aproximacio {¢;}¥ ;.

Partindo da equagao diferencial do problema a valores no contorno, Equa-
¢ao 2.1, suponha que a solugao aproximada para ela seja como na Equagao 2.47.
Substituindo esta ultima equagao na pentultima obtém-se o residuo:

P Al = 1= A (S et i) - £0 (2.54)

Impoe-se finalmente que a integral ponderada do residuo seja nula no dominio do
problema:
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/ YirdQ=0 (2.55)
Q

onde 1); é a funcao de ponderacao, que é distinta das ¢;.

As exigéncias para ¢g e ¢; é que tenham derivadas nao identicamente nulas
até a ordem do operador A, satisfacam todas as condigdes de contorno, sejam
linearmente independentes e sejam de uma classe de fungoes compativel com o
operador diferencial da equagao governante do problema. Na prética ¢; satisfaz
todas as condigoes de contorno homogéneas e ¢ todas as nao-homogéneas.

COMENTARIO 2.3. Observe que as exigéncias de continuidade do método dos
residuos ponderados sao mais severas que as do de Rayleigh-Ritz.

2.3.2.1. O método de Petrov-Galerkin. Quando 1; # ¢;, o método dos residuos
ponderados denomina-se método de Petrov-Galerkin.

Supondo que o operador diferencial A da Equacdo 2.47 seja linear, pode-se
rescrever a Equacao 2.55 como:

Z;il [/Q wz‘A(%)dQ} ¢j = /Qwi (f — A(¢o)) dQ (2.56a)

ou simplesmente:

Z;il Aijej=Fi (2.56D)
onde:
A= / BiA(S;)dQ £ A, (2.560)
Q
e:
F = /Q i (f = Al60)) d9 (2.56d)

2.3.2.2. O método de Galerkin. Quando a funcao peso ; é igual a funcao de
aproximagao ¢;, o método dos residuos ponderados é conhecido como método de
Galerkin.

Fazendo as devidas adaptagoes as Equacoes 2.56, obtém-se:

Zj‘vzl Aij Cj = Fz (257&)
onde:
Ay = [ a6 dn (2.57h)
[SH
F = /Q 6: (f — A(do)) dO (2.57c)

Os métodos de Galerkin e de Rayleigh-Ritz diferem entre si quanto ao uso da
integral ponderada. Enquanto no primeiro a solucao aproximada é imposta direta-
mente na integral ponderada, no segundo ela é introduzida na forma fraca. Logo, o
método de Galerkin tem exigéncias mais severas quanto a ordem de diferenciagao
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das funcoes ¢;. Cabe observar também que no método de Galerkin as fungoes ¢;
devem satisfazer todas as condigoes de contorno homogéneas e ¢y todas as nao-
homogéneas.
Ambos os métodos, Rayleigh-Ritz e Galerkin, obtém a mesma solu¢do quando:
(1) ambos utilizam as mesmas fungoes de aproximacao ¢;; e
(2) as condigoes de contorno sao sé essenciais.
2.3.2.3. O método dos minimos quadrados. Neste método obtém-se os coefici-
entes ¢; da solugao aproximada minimizando a integral do quadrado do residuo no
dominio do problema, a qual se torna uma fungao N-dimensional:

Fle) = /Q 2 d0) (2.58)

Logo, procuram-se os coeficientes ¢; que satisfacam:

0 0
F=2 Q= 2.
oe. /Q T . rd 0 (2.59)
ou simplesmente:
/ T 0 rdl=0 (2.60)
o O B '

Observe a semelhancga entre as Equagoes 2.60 e 2.55. A diferenga esta em que a
funcao peso é especifica na primeira, a derivada do residuo em relagao ao coeficiente
¢;, enquanto nesta ultima ela é qualquer desde que respeitadas as restrigoes do
método dos residuos ponderados.

Apés substituir a aproximagao expressa pela Equagdo 2.47 na Equagao 2.60,
supondo que o operador diferencial A seja linear e observando que:

B aCi

pode-se rescrever a Equacao 2.60 como:

Vi = A(¢) (2.61)

S [ AG) A= [ A6) (- Aw) a2 26)

ou em forma compacta:

Zj‘vzl Aij Cj = Fz (263)
onde:
A=A = / A(g;) A(¢;) dQ (2.64)
Q
Fi= [ A6 (7 = AGow) o (2.65)
Q

COMENTARIO 2.4. A matriz [A;j] € simétrica e a ordem do operador diferencial
na Fquacdo 2.64 € a propria do operador A, isto €, o método dos minimos quadrados
erige suavidade mais severa para as funcoes ¢; do que o método de Rayleigh-Ritz.
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2.3.2.4. O método da coloca¢do. O método da colocacao é um caso particular
do método dos residuos ponderados no qual a fungao peso € a fungao delta de Dirac:

Vi = 6(r — ;) (2.66)

cuja uma de suas propriedades é:

/Qf(:lc) 0(x —x;)dQ = f(x;), z;,€Q (2.67)

Logo, substituindo no método dos residuos ponderados a funcao peso pela fun-
¢ao delta de Dirac tem-se:

/Qé(x —z;)r(z)dQ=r(z;) =0 (2.68)

Aplicando a aproximac@o dada pela Equacao 2.47 nesta tltima resulta:

N
A(S ostwdes + oute)) - 10 =0 (2.60)
Caso o operador A seja linear, tem-se:

A(¢j(xi)) ¢ = f(@i) — A(go(:)) (2.70)

Jj=1
ou simplificadamente:

N
Zj:l Aij Cj = F‘Iz (271)

COMENTARIO 2.5. Observe que A;; = A(¢j(x;)) # A(pi(xj)) = Aj;, isto
¢, Aij nao é simétrica. Além do mais, ¢; deve ser diferencidvel até a ordem do
operador A.






CAP{TULO 3

Problemas a valores no contorno de 22 ordem

3.1. Introdugao

No capitulo anterior foram apresentados os métodos de Rayleigh-Ritz e de Ga-
lerkin na solugao de problemas a valores no contorno. Entao, a solugao aproximada
foi obtida a partir de uma base de fungoes analiticas. Entretanto, o uso destas
limita a abrangéncia, pois torna-se dificil muitas vezes ajustd-las & geometria e as
condigoes de contorno.

As funcgoes de elementos finitos, pelo contrario, como se vera, sao facilmente
ajustéveis a geometria e as condigoes de contorno.

Este capitulo apresenta as fungoes de elementos finitos unidimensionais e as
aplica ao método de Rayleigh-Ritz.

3.2. Implementacgao béasica do método dos elementos finitos (MEF)

Considere o problema unidimensional a valores no contorno genérico:

d d
L —_g= L 1
(a - u) +cu—q=0, z€]0,L] (3.1a)

submetido as condigoes de contorno:
u|w:0 = Uog, (31b>

(i)

A seguir serao apresentadas as etapas a se percorrerem na implementagao do
MEF.

=qo (3.1¢)
=L

3.2.1. 12 Etapa: Obtencao da forma fraca. A forma fraca do problema a
valores no contorno, Equacao 3.1, é:

/0 (adxwdzu—i—cwu> dw—/o wqdr —w(L)g =0 (3.2)

- d
cujas variavels primaria € secundaria sao respectivamente u e df u. A primeira
X

formando parte da condicao de contorno essencial do problema e a segunda da
natural.
Em x = 0, onde ocorre a condigao de contorno essencial, exige-se que a fungao

peso w seja nula, pois nao se conhece a priori T u ai.
T

COMENTARIO 3.1. Observe mais uma vez a reducdo da ordem de diferenciacao
da forma forte, Equacdo 3.1a, para a forma fraca.

23
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Rescrevendo a Equacao 3.2 nas formas bilinear e linear, obtém-se o problema
variacional associado:

B(w,u) —l(w) =0 (3.3)

3.2.2. 22 Etapa: Aproximacao da solugao. Dividindo o dominio do pro-
blema a valores no contorno exemplificado, intervalo ]0, L], em N sub-intervalos,
chamados elementos e ilustrados nas Figs. 3.1 e 3.2, neles definem-se fungoes aproxi-
madoras (ou fungoes interpolantes ou fungoes de forma), que fundamentam o MEF
como método aproximado para os problemas a valores no contorno.

elementos

Y \j \i v
m (2) (3) . e (E)
e o
& & & & & &
2 z ) T N
Y {8 & 9
- —— nos globais
0 x
T L
I

X

Ficura 3.1. Malha de elementos finitos unidimensional: distri-
buigao de elementos e nds e coordenada global .

numeracdao local

@ b

Fi1GURA 3.2. Elemento finito unidimensional: distribuicao de nos,
comprimento h. e coordenada local .

3.2.2.1. Funcgoes de aproximacao locais.

3.2.2.1.1. Fungoes lineares. Considere a aproximacao linear da solugao u¢ num

elemento e qualquer obtida com o auxilio da Fig. 3.3 e apds um rearranjo dos
termos:

e e
e Lo — X L

u® = e uf + W u§ (3.4)

Na equagao acima aparecem as assim chamadas funcoes de interpolagao locais
lineares associadas aos nés 1 e 2 do elemento e, Fig. 3.4:

W = ”"”2]; ”“" (3.5a)
T —xf

5= .5b

1/’2 h/e (3 5 )

de modo que pode-se rescrever a Equagao 3.4 como:
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F1curA 3.3. Elemento finito linear unidimensional: aproximacao
linear da varidvel dependente u em coordenadas globais x.

e

v
1
X (e) *2
W,
1
X (e) x5

FiGurA 3.4. Elemento finito linear unidimensional genérico e:
fungoes de forma 9§(z) e 1§ associadas aos valores nodais u§ e

u® = g5us + gsus (3.6)

3.2.2.1.1.1. Derivadas. Faz-se necessario conhecer a derivada das fungoes de forma
lineares locais, pois assim o exige a forma fraca do problema a valores no contorno.
Logo, tomando as derivadas das Eqgs. 3.5a e 3.5b obtém-se:

d e __ el __ _i
%d)l YT T (3.7a)
(§
d e el __ i

€

cujos gréficos estao ilustrados na Fig. 3.5.
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.
X (e) X,
&
1 .
T W,
A J
§
1 ey
h, ¥,
Y
x; () x5

F1GURA 3.5. Elemento finito linear unidimensional genérico e: de-
rivada das fungoes de forma ¢§(z) e 1§ associadas aos valores no-
dais u§ e us.

COMENTARIO 3.2. As funcoes ¢ e 1§ verificam:

Pi(e) +5(x) =1, Vu € 27, x5 (3.8a)
Pi(af) = P5(a5) =1 (3.8b)
Ui(as) = P5(af) =0 (3.8¢)

3.2.2.1.2. Fungoes quadréticas. Apresentaram-se as funcoes de interpolacao li-
neares unidimensionais. Agora é a vez de apresentar as quadriticas. Para isto
considere novamente a subdivisao do dominio em elementos, Fig. 3.1. O elemento
finito quadrético possui 3 néds, conforme ilustrado na Fig. 3.6. Procura-se um po-
linémio quadratico u® que interpole uma fun¢do u qualquer nesses 3 nds, isto é,
u(z;) = u®(x;). Uma forma de obté-lo é por meio dos polindémios de Lagrange de
grau 2:

» numeracao local -
4

@ 2 ®
- - (e) r

oh, (I—ax)h,

FicURA 3.6. Elemento quadrético unidimensional genérico e: dis-
posicao e numeracao nodais locais.

ut(z) = ¢i(x) w(z) + P53 (2) u(ez) + ¢5(x) u(zs) (3.9a)
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onde as fungoes de forma ¢ (x) sdo os polinémios de Lagrange expressos a seguir e
ilustrados na Fig. 3.7:

w@ﬁzw—%ﬂgj@ :O‘x;ﬁ)ﬁ_lxiﬁ> (3.9b)

(2] — 5) (2] — x5)

N I T W C

Yy (z) = (x§ — %) (z§ — x5) B al—a) he <1 I ) (3.9¢)
o ey o zoaf (| la—uf

1/]3( ) (zg — z‘i)(x% — LE;) (1 —_ a) he ( a he ) (39d)

onde « esta indicado na Fig. 3.6. No caso especifico em que o né 2 local estd no
centro do elemento (ou o = 1/2), as fungodes de forma tornam-se:

Ui(z) = (1—9”;”"?) (1—236;”3?) (3.10a)

€ €

§(a) =421 <1— x_ﬁ) (3.10b)

5(x) = — he i (1—2 " ) (3.10¢)

] @
x; X5 (e) x5

3

Fi1GURA 3.7. Elemento quadratico unidimensional genérico e: gra-
ficos das fungoes de forma locais 9f, ¥5 e 5.



28 3. PROBLEMAS A VALORES NO CONTORNO DE 22 ORDEM

3.2.2.1.2.1. Derivadas. As derivadas das fungoes de forma quadraticas locais sao:

d , 2x — x§ — x§ 21 (z—12f
2one — el — - —1 - 3.11
dx Vi V(@8 —a) (2 —x5)  ahe he “ (3-11a)
e
d , 2¢ — x§ — 2§ 1 1 x —xf
d oo e _ = (1-2 3.11b
dx va 2 (a5 —x$)(x§ —25)  a(l —a)h, he ( )
d / 2z — 2§ — x§ a 1 2z —af
e — el — — |1 - — 3.11
dx vs B (a§ — %) (x§ — x5) 1—ahe a  he (3:11c)

cujos graficos estao ilustrados na Fig. 3.8. No caso especifico em que o né 2 local
estd no centro do elemento (ou o = 1/2), as fungdes de forma tornam-se:

4 (x—a5 3
¢ == (””hml _4> (3.12a)
(§
. 4 T — 2z
¢ = . (1 -2 n 1) (3.12b)
. T —
o = -7 (1 —4 1) (3.12¢)
" Vi - 1
! - & | ok
I+a 1 X, X

-
[\j-{"\..
mAA
Z
|
=
Tl
=
==

I

(e) x

e
Xs
2

l—o h

FiGURA 3.8. Elemento quadratico unidimensional genérico e: gra-
ficos das derivadas das fungoes de forma locais.
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COMENTARIO 3.3. As funcées de forma quadrdticas ¥¢(z) verificam:

WSS+ =1, Vo € [25, 28] (3.13a)
Prat+ vl +ysas =a, Vo€ laf, g (3.13b)
Ui (29)? + 95 (25)% + 95 (25)° = 2°, Vo € [2], 2§ (3.13¢)
e, além do mais:
Ui(w1) = P (22) = P(a3) = 1 (3.13d)
Ui (22) = ¥ (23) = P5(21) = P3(ws) = ¥§(a1) = ¥§(a2) =0 (3.13e)

3.2.2.2. Propriedades das funcdes de forma locais. Os comentarios 3.2 e 3.3
apontam para umas propriedades comuns as duas fungoes de forma apresentadas,
a linear e a quadratica, que podem ser estendidas ainda a outras.

3.2.2.2.1. Propriedade delta de Kronecker. Exige-se que as funcoes de forma de
elementos finitos sejam interpolantes justamente nos nés z§ do elemento. Deste
modo, dado um elemento finito unidimensional com N, nds e um conjunto de igual

P ~ . e1Ne
nimero de funcoes de forma a ele associadas, {¢§},, tem-se:

1/)15(;[;) = 5ij7 V(E; € {SC?,(E;,...,:L’?VC} (314)

onde d;; é o delta de Kronecker, cuja simbologia se interpreta do seguinte modo:

{L sei=j
0ij = e
0, sei#j

Isto se justifica por que a funcdo aproximada u®, por ser interpolante, verifica
necessariamente:

(3.15)

u(wy) = u(xf) Vaf € {z],25, ..., 2% } (3.16)

3.2.2.3. Coordenadas locais. Proximamente serd necessario realizar integragoes
sobre cada elemento, decorrentes da forma fraca. Para tanto e para uma repre-
sentacao mais elegante dessas integrais, convém empregar em cada elemento um
sistema de coordenadas locais x, conforme ilustrado na 3.9. A transformacao de
coordenada do sistema global x para o local x é, portanto:

X =2z (3.17a)

ou do sistema local para o global:

r =y +af (3.17b)

Sendo assim, as funcdes de interpolacdo lineares locais se rescrevem em termos
da coordenada local como:

dﬁ(x)==1—-£? (3.18a)



30 3. PROBLEMAS A VALORES NO CONTORNO DE 22 ORDEM

numeracao local

D ®

& . ]
xT—)Xl:O (e) x5 X5=h,
| »
0 X
|

=Y

h

A
Y

S0 = = (3.18h)

e as quadrdticas como:

Yix) =

e
—
|
=
N——

(1 - O;;) (3.19a)

s (1) (3.196)

V00 = — X<1 X> (3.19¢)

onde o fator «a se explica pela 3.6.
No caso em que o = 1/2; tem-se:

°(y) = (1 - 2‘) (1 —2 2‘) (3.20a)

S(x) = 4 hi (1 - }f) (3.20D)

Y5(x) =

S(x) = —h% (1 —2 X) (3.20c)

3.2.3. 32 Etapa: O modelo de elementos finitos. Nesta ultima etapa a
solucao aproximada u® é aplicada & forma fraca de cada elemento. As equacoes al-
gébricas dai resultantes sao posteriormente compatibilizadas mediante condigoes de
continuidade e equilibrio nos nés comuns dos elementos, resultando um sistema de
equacoes algébricas cujas incégnitas sao variaveis nodais primarias ou secundarias.

3.2.3.1. Elemento linear. Considere o elemento finito linear e ilustrado na 3.2,
cujas fungoes de forma sdo dadas pelas Equagoes 3.18a e 3.18b e suas respectivas
derivadas por:

1

P (3.21a)

d .
al/fl*
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d 1
e_ = .21b
dx V2 he (3 )

Restringindo o problema a valores no contorno, Equagoes 3.1, ao elemento e
acima tem-se em coordenadas locais, apds algumas adaptagoes:

_4 <ajxu> +cu—qg=0, x€]0,h (3.22a)

submetido as condigoes de contorno naturais nos nos:

: (3.22b)

(3.22¢)

X=he

A forma fraca deste problema, genericamente dada por B(w,u) = l(w), é:

h h
e d d e
/ (awu—l—cwu) dX:/ wqdx +w(0) Q] +w(he) Q5  (3.23a)
0 0

dx dx
onde:
B(w l)—/hﬂ (adwdu—i—cwu)d (3.23b)
7 0 dx — dx X '
he
(w) =/ wqdx +w(0) QT + w(he) Q5 (3.23¢)
0

Admitindo como solugao uma fun¢do localmente (no elemento) aproximada de
elementos finitos u°, isto é, da forma representada pela Equacao 3.6, e tomando
por funcoes peso as proprias fungoes de forma do elementos finito e, obtém-se da
substituicao na forma fraca:

BT, ¢ruf +Pyus) = 1(47) (3.24a)

B(g, Yiut + dyus) = 1(5) (3.24b)

ou, tendo em conta a linearidade do operador bilinear:

B(y1,97) uf + B(¥1, ¥5) us = 1(¥7) (3.24¢)
B(yg, 1) uf + B(¥g, ¥5) ug = 1(¥5) (3.24d)
e, finalmente, em forma matricial:
Kty Kfz} {ul} {Fl}
. . e = o 3.24e
{Km K3y |us Fj ( )

onde:
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e e he d e d e e e
Ky = B(¢17¢1) = /0 (adxwl a@[ﬁ +C¢1¢1> dx (3.25&)
he d d
Ko = Koy = B0 05) = [ (adxwfdxw;wwws) by (3.250)

he
Koy = B(¥3,13) :/

0

d d
(a s g+ cwsws) i (3.250)

he
Fe = 1(45) = / W gy + 5 (0) Q5 + 5 (he) Q5
he

= [ Yigdx+Qi=fi+Q] (3.25d)
0

he
Fe = 1(45) = /0 5 qdx + 95(0) Q5 + v (he) Q5

he
- /O W5 qdx + Q5 = 5+ Qs (3.250)

A Equagao 3.24e é denominada de modelo de elementos finitos local, e uma
maneira simplificada de representa-lo é por meio da notagao:

(KT {u} = {F°} (3.26)

onde [K¢] é chamada de matriz de rigidez local (ou do elemento); {u¢} é o vetor de
deslocamentos nodais do elemento (ou local); {F°} é o vetor de carregamentos no-
dais do elemento (ou local), que por sua vez se desdobra nos vetores de carregamento
distribuido {f°} e concentrado {Q°} locais (ou do elemento).

3.2.3.1.1. Conectividade dos elementos. Para formar o modelo de elementos fi-
nitos global é necessério conectar os modelos locais entre si. Isto se faz observando
umas condigoes nos nés comuns entre os elementos:

(1) Condigao de continuidade: a varidvel primdria é continua em qualquer né
da malha (Fig. 3.10):

u; = u§ = u§t (3.27)

- continuidade C° no né i

N N . - & - . . .
(e) ) (e+1)

Ficura 3.10. Continuidade da varidvel priméria em qualquer né
da malha.
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(2) Condigao de equilibrio: em cada né se verifica o balango da varidvel se-
cundéria (Fig. 3.11):

Q5 + Q! 0, se nenhuma “forca” externa é aplicada no no 1. (3.28)

2 1 = . . . . .
Q;, seuma “forca” externa é aplicada no né i.

. - . oY P *> . . .

(e) 0] (e+1)

Q

—-
e il .‘1",;1"
i

Qz O Q1
Ficura 3.11. Balanco da varidvel secundéria em qualquer né da malha.

COMENTARIO 3.4. O termo Equilibrio na sequnda condigdo é mais apropriado
para o caso em que as varidveis secunddrias sdo forcas ou momentos. No caso
em que elas sejam fluxos, como em problemas de transferéncia de calor, a sequnda
condicdo torna-se um balanco de fluros de entrada e saida no nd provenientes dos
elementos adjacentes ou de fonte ou sorvedor localizado nesse mesmo nd.

Tomem-se agora dois elementos finitos adjacentes ao né i de uma malha, con-
forme indicado na 3.12. As equacgoes do modelo de elementos finitos dos dois ele-
mentos, e e e + 1, associadas ao né comum ¢ sao:

Ky us + Kgyus = f5 + Q5 (3.292)
i st o Kyug™ = 7+ Q5+ (3.200)
. . . o - * . * .

modelos de EF

Ficura 3.12. Modelos de elementos finitos de dois elementos ad-
jacentes ao no 1.

Somando estas duas equacoes:
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K5ju§ + Ksyus + K uf™ + Kifhugt = f5+ /{7 + Q5+ Q5T (3.30a)

Tendo em conta agora as duas condigdes acima obtém-se:

K§ iy 4+ (K§y + K™ u + Kiy  ug = f5 + fE7 4+ Qs (3.30D)

Para os nés extremos da malha tem-se as duas seguintes equagoes, obtidas da
aplicacao do modelo de elementos finitos aos elementos extremos da malha, 1 e
e+ 1:

Kijul + Klyup = fl +Q} (3.31a)

KEuP + KEWP = fF + QF (3.31b)

que, apos aplicar as duas condigoes, a de continuidade e de equilibrio, resultam
nestas duas outras equagoes:

Kl + Klyup = fl +Q (3.31c)

Kfiup1+ Ksug = f3 + Qg (3.31d)

As Equacoes 3.30b, 3.31c e 3.31d formam o seguinte sistema de N equagoes
algébricas, onde N é o nimero de nés da malha:

[KJ{u} = {F'} (3.32)
onde:
'Klil 1K112 i 02 0 0 0]
K5 K+ Ki Ky 0 0 0
0 K2 K%, + K3, K3, 0 0
: : : : . 0 0
0 0 0 0 - KL '+ KB OKh
L0 0 0 0 s KE KL |
(3.33a)
u1
U2
{u} = { us (3.33b)
Ugp
f1+Q1 fl+Q:
fa++Q5+QF fo+fi+@Q°
B+ +Q5+Q} B+ R+
{F} = , — . (3.33¢)
T PP+ QF P P+ Qna
f3+QF f3+QnN
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Estas equacgOes correspondem a matriz de rigidez, vetor de deslocamentos e
vetor de carregamentos globais do modelo de elementos finitos de uma malha uni-
dimensional cujos nés sao enumerados sequencialmente de 1 até N = E + 1.

Note-se a sobreposicao das F matrizes de rigidez e vetores de carregamentos
locais. Cada coeficiente de um ou outro se sobrepoe a um da matriz ou vetor global.
Desta forma a matriz de rigidez ou vetor de deslocamentos global pode ser obtida
a partir dos seus correspondentes locais e da matriz de conectividade [B] dos nds
dos elementos da malha. Esta matriz é formada de tal modo que a e-ésima linha se
compoe dos N, indices numéricos globais dos nés locais do elemento e. Por exemplo,
a matriz de conectividade de uma malha unidimensional de E elementos finitos
lineares seria formada a partir das duas ttlimas colunas da Tabela 3.2, fornecendo:

Numeragao local

Elemento (1] 2]
1 1 2

2 2 3

3 3 < numeracao global — 4

N -1 N -1 N

TABELA 3.1. Formacao da matriz de conectividade: em cada linha
da tabela tem-se a numeracao global dos nés 1 e 2 locais de cada
elemento.

12
2 3

Bj=| 3 4 (3.34)
N-1 N

Para ilustrar melhor o papel da matriz de conectividade, considere o elemento
ntimero 11 de uma malha composta de elementos lineares (portanto, com 2 néds
por elemento). A linha correspondente da matriz de conectividade serd constituida
pelos indices 9 e 15, significando que o né 1 local desse elemento corresponde ao né
9 global e 0 n6 2 local ao 15 global, Figura 3.13. Deste modo o coeficiente Ki{ da
matriz de rigidez local se sobreporia ao coeficiente Kgg da matriz global; o K3 ao
Kg15; 0 K3{ ao Ki59; e 0 K3 ao Ki515, Figura 3.14. De igual forma o coeficiente

11 do vetor de carregamento distribuido local se sobreporia ao coeficiente fy do
vetor global e o fi! ao fi5, Figura 3.15.

3.2.3.2. Elemento quadrdtico. Considere o elemento quadratico e de uma malha
de elementos finitos, Fig. 3.6. No sistema de coordenadas locais as fung¢oes de forma
quadréticas sdo dadas pelas Eqgs. 3.19. O problema a valores no contorno restrito
ao elemento torna-se:

d d
- <adxu> +cu—q=0, x€]0,h (3.35a)

submetido as condigoes de contorno naturais nos nos:

—-Qf = <ad6;u>

: (3.35b)
x=0
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Nds Locais

-0 0.

Elementos
vew @ ‘e
w
-

(4]

F1GURA 3.13. Matriz de conectividade [B]: destaque para a nu-
meracao global dos nés do elemento 11.

0006 9] 1 Q.

7 /_/ @
1+

Ficura 3.14. Tlustragao da conectividade da matriz de rigidez
local [K'1] na matriz de rigidez global [K].

' o
2]
3]

l N

Ficura 3.15. Tlustragao da conectividade do vetor de carrega-
mento local [F'!] no vetor de carregamento global [F].

- (v
dx X=he

A solucao aproximada no elemento e adquire a forma:

(3.35¢)
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u® = Yiu + PYsus + Ysus (3.36)
A forma fraca do problema restrita ao elemento, genericamente dada por B(w, u)
l(w), é:

he he
/ (adwdu—l—cwu) dx = / wqdyx +w(0)Qf +w(he) Q5  (3.37a)
0 0

dx dx
onde:
Bw, ) /h< LI )d (3.37b)
w, - a—w—Uu cuwu .
0 dx  dx X

he

tw) = [ wadx+w(0) Q5+ w(h,) 5 (3.370)
0

As fungoes de ponderacdo sao as mesmas das de aproximacdo pelo fato de
se estar utilizando o método de Rayleigh-Ritz e das condigoes de contorno serem
essenciais: {1¢}3_,. Substituindo, pois, a solucio aproximada e as funcoes de
ponderacao uma a uma na forma fraca obtém-se:

BT, ¥1)ui + BT, d5)us + BT, dg)uz = I(¢7) (3.38a)
B(yg, )ut + B(¥s,¥5)us + B(Ys,g)us = 1(y5) (3.38b)
B(ys, )ui + B(Ys, dg)uy + B(Ys,dg)us = 1(y5) (3.38¢)

ou matricialmente:

Ki, Ki, Kij uy Fy
Ky K K| qus =4 Fs (3.39)
K3, K3 K ug Fy
onde:
K¢ = B( ?W):/he ai .eiw%rm/)‘?qp? dx (3.40)
1] R 0 dX ) dX 7 1 g .
e:
he
FE 1) = [ vtadx v10) @+ vi() Q5 (3.41)
0
Em razao da propriedade delta de Kronecker, esta tltima desdobra-se em:
he
Fy =/ Yigdx + Qf (3.42a)
0
he
s :/ Y5 qdx (3.42b)
0
he
Fy = / Y5 qdx + Q5 (3.42¢)
0

A Eq. 3.39 escreve-se simplificadamente como:
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(K {u} = (F) (3.49
que é o modelo de elementos finitos local de um elemento quadratico genérico.
Observe que a matriz de rigidez, o vetor deslocamento e o vetor de carregamento
locais tém dimensao 3 X 3, 3 x 1 e 3 x 1, respectivamente.

3.2.3.2.1. Conectividade dos elementos. Sobre a conectividade dos elementos
quadraticos, observe que agora sao 3 nés, sendo dois nas extremidades e um interno
ao elemento. Este 1ltimo nao se conecta com outro elemento além daquele ao qual
ele pertence. Sé os nds extremos efetivamente conectam-se a outros elementos.

A matriz de conectividade do elemento quadratico é muito semelhante ao do
elemento linear. As linhas correspondem a cada um dos elementos e as colunas, que
agora sao 3, a cada um dos nés locais do elemento. A Tab. 3.2 ilustra a formagao
da matriz de conectividade de uma malha de E elementos quadréticos (observe a
ordem nao sequencial de enumeracao dos nds globais), a partir da qual obtém-se:

1 4 )
2 3 6
B]=| 8 9o 7 (3.44)

N-5 N-3 N

Numeracao local

Elemento (1) (2] (3]
1 1 4 5
2 2 3 6
3 8 9 7
F N -5 N -3 N=2FE+1

TABELA 3.2. Formacao da matriz de conectividade: em cada linha
da tabela tem-se a numeracao global dos nés 1, 2 e 3 locais de cada
elemento.

A matriz de rigidez e o vetor de carregamento locais, por exemplo, do elemento
2 da malha referida acima se distribuiriam pelas respectivas matriz de rigidez e
vetor de carregamento globais conforme ilustra as Figs. 3.16 e 3.17.

3.2.4. Imposicao das condicoes de contorno.

3.2.4.1. Imposi¢do das varidveis primdrias. A varidavel primdria prescrita no
contorno é imposta diretamente no vetor de deslocamento {u}, dado que os seus
valores nodais sao facilmente determinados por interpolagao, ou seja:

u§ = uftt = u; = u(xy) (3.45)

A fim de ilustrar a imposigdo das varidveis primérias no contorno, tome como

exemplo o problema ilustrado na Fig 3.18. Na malha proposta tem-se deslocamentos

nulos prescritos nos nés 1 e 5, ou seja, tem-se conhecidos os valores da varidvel

primdria nestes nds: u; = us = 0. As demais varidveis primérias s@o incégnitas do
problema.
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000000 O

e | © () 6 © 0
: : - SRR ifgj_ i N K112 K1'22 K1.32 e
ﬁ 0 0 o * K212 Kzz2 Kzzz 9
i, i B LK 2K 2|K.?
‘,7% 7 7 o 31 32 3 0
i+ ()
0

FicurA 3.16. Ilustracao da conectividade da matriz de rigidez
local [K?] na matriz de rigidez global [K].

1

e
g : = g F O
o e
) g £ |o
L |®

FicurA 3.17. Tlustracao da conectividade do vetor de carrega-
mento local [F?] no vetor de carregamento global [F].

o Te Te—Toe ®+

QO

Ficura 3.18. Barra bi-apoiada axialmente carregada.

3.2.4.2. Imposi¢ao das varidveis secunddrias: fluxos ou forcas concentradas ex-
ternas. Os fluxos ou forgas concentradas externas, se houver, sdo inseridos no vetor
de carregamento concentrado {@Q}. Quanto & localizagdo do ponto fonte ou de apli-
cagao para se analisar: ponto coincidente num né extremo e ponto nao coincidente
num né extremo do elemento. Antes porém, serd visto como tratar fluxos e forcas
concentradas como um caso particular de distribuicao dos mesmos.

3.2.4.2.1. Fluxo ou forgas concentradas como distribuicao. Uma forca ou fluxo
concentrado podem ser representados por meio de uma distribuicao especial, mais
especificamente, como o produto da intensidade da forga ou fluxo pela funcao delta
de Dirac definida na Eq. 3.46 a seguir e ilustrada na Fig. 3.19:

5z — w0) = { 0, @7 (3.464)

0, T =1



40 3. PROBLEMAS A VALORES NO CONTORNO DE 22 ORDEM

e:
+oo 1
/_OC 0(x — xo) dz = AI;:IEO AL 2Ax =1 (3.46b)
54 §—w
Ax—0
1
2Ax _ » area=1
x,—Ax X, x,tAx ;

FicuraA 3.19. Funcao delta de Dirac no ponto xg.

Decorre desta defini¢ao a seguinte propriedade:

+oo 1
/ F@) 0z — mo)de = lim f(z) —— 20z — 29| = flzg)  (3.47)

2
oo T—zo 2|z — x0]

para toda fungdo f:z +— f(z), R — R, definida em xg.

Uma forga ou um fluxo concentrado pode ser definido como a distribuigao dada
por ¢ = Qd(x — xg), onde xy é a coordenada do ponto fonte ou de aplicacdo e @ é
a sua intensidade. Logo, ao realizar, num elemento e qualquer, a integral no termo
[(¢f) da forma fraca para este tipo de distribuicdo, decorre da propriedade acima
que:

he he
1(ye) = /O gt dx = /0 Qui(x — x0) U5 dx = Qo ¥ (x0) (3.48)

3.2.4.2.2. Ponto fonte ou de aplicagao coincidente num né extremo de elemento.

Neste caso tem-se pelo balango de fluxos ou equilibrio de forgas no né, por exemplo,
i (Fig 3.20):

Qv + QY = Qo (3.49)

onde Q) ¢ a intensidade do fluxo ou forga no né.

3.2.4.2.3. Ponto fonte ou de aplicagdo nao coincidente num né extremo de ele-
mento. Neste caso, supondo que o ponto esteja no interior do elemento e da malha
(Fig. 3.21), o termo [(¢)f) correspondente & distribuicdo delta de Dirac da fonte ou
forga concentrada Qg no ponto yg é:

he
1) = f¢ = / QoB(x — X0) ¥ dx = Qo ¥ (x0) (3.50)

Se no elemento ainda houver o carregamento ou fluxo distribuido ¢, tem-se:
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(e) @ @ @ . - .
0,

@ @ @ ot * @ (e+1)

FicUurA 3.20. Ponto fonte ou de aplicagao coincidente com o nd
extremo tanto do elemento e como do e + 1.

he
() = /0 (g+ Qu(x — x0)) ¥¢ dx = ££ + Qo ¥ (x0) (3.51)

Um caso particular é o do ponto fonte ou de aplicagdo coincidente com um né
interno do elemento, ou seja, xo = Xx;:

he = Xg
) :/0 Qod(x — x;5) ¥ dx = Qoi (x;j) = Qodij = { ((3270’ 22; # ij

(3.52)

(e)

QO

R bl L L ®
L 9 e e -0
0 X

FicuraA 3.21. Ponto fonte ou de aplicacdo nao coincidente com o
noé extremo do elemento e.

No exemplo ilustrado na Fig. 3.18, o vetor de carregamento concentrado global
tem conhecidas as componentes: Q2 = Q5 = 0 e Q3 = Qo, e as demais, Q1 e Qs,
incognitas, as quais correspondem as forcas reativas nos apoios.

3.2.4.3. Solucao do sistema de equagdes algébricas. Nesta altura o modelo de
elementos finitos global se encontra na forma de um sistema de equagoes algébricas
lineares em que parte das incégnitas se encontra no primeiro membro (varidveis
primdrias) e outra no segundo membro (varidveis secundérias).

Uma forma elegante e prética de resolver tal sistema é rearranjar as suas linhas
e colunas de tal maneira a obter dois subsistemas de equagoes, um desacoplado e
outro acoplado. Explica-se a seguir este rearranjo.

Partindo do sistema algébrico, Eq. 3.32, sejam {u'} o vetor das varidveis pri-
maérias conhecidas, {u?} o das varidveis primdrias incégnitas, {Q'} o das varidveis
secunddrias incégnitas e {Q?} o das varidveis secunddrias conhecidas. Deste modo
resulta o sistema rearranjado:

cujos subsistemas citados sao respectivamente:

(Kt} + 2w} = {1} (3.54a)
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(Kt} + [K#2){u®} = {f*} (3.54D)

Observe que o primeiro subsistema tem como incégnitas os vetores {u?} e {f!} e o
segundo apenas o vetor {u?}. Além disso, este tltimo é determinado, ou seja:

{w?y = K271 ({2} - [K*"]{u'}) (3.55)

Levando este resultado ao outro subsistema, obtém-se o vetor incégnito {f!}:

{1} = [} + (KR ({7 = (K21 ]{u'}) (3.56)

COMENTARIO 3.5. As solucdes acima sdo apenas tedricas. Na prdtica nao
convém inverter matrizes, principalmente no MEF, pois a matriz a inverter € ge-
ralmente de dimensoes entre médias a grandes, elevando sobremaneira o custo com-
putacional. Hd técnicas bem menos custosas para a solucao de sistema de equagoes
algébricas.

3.2.4.4. Pds-processamento da solugao. No pds-processamento os resultados sao
apresentados para andlise. Consequentemente, para cada tipo de problema abor-
dado as informacdes e as formas de apresenté-las sao préprias. No entanto, algumas
sao comuns aos diversos problemas e sao apresentadas a seguir.

As varidveis primdrias ou secunddrias podem ser apresentadas na forma de
tabela, grdfico ou mapa de cores, conforme ilustrado na Tab. 3.3 e Figs. 3.22 e 3.23,
respectivamente.

né u [m] N [N]

1 0,000E+0 6,326E+3
2 1,895FE —4 4,049FE + 2
3 3,044F —4 2,278E + 2
4 3,635E—4 1,013E+2
5 3,852E —4 2,550F +1
6 3,883E—4 0,000E +0

TABELA 3.3. Deslocamentos (u) e forgas axiais (V) nodais.

Para o grafico ou mapa de cores da varidvel priméria ou secunddria, faz-se
necessario empregar a solugao local elemento a elemento e assim compor a solugao
global e sua derivada em toda a malha para futuras andlises:

ul =301 g
u=1{ | gL (3.572)

E _ n E,E
u _Zjile uj

/ 1 /
“1/ =Xk w;/“}
=1 g=rr (3.57b)

-E’_ ng B E
u _ijle u;
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FIGURA 3.22. Apresentacdo da varidveis priméria (deslocamento)
e secundérias (forga) em forma grafica.

Observe, no entanto, que haverd descontinuidade da varidvel secundaria nos
noés comuns a dois ou mais elementos, quer tenham ou nao forga ou fluxo externo,
devido a menor exigéncia de continuidade entre elementos.

Para o célculo dos valores nodais da variavel secundaria ha duas formas de
proceder:

(1) Simplesmente tomar a derivada da solugdo aproximada local nos nés de
cada elemento:

u =t af) = D7 S ) (3.58)

e, apos, empregar a equacao de balanco ou de equilibrio nodal, Eq. 3.28,
para assim obter o valor da varidvel secundéria no né:
(2) Recorrer as equagoes de equilibrio, Eq. 3.56.
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Rl | | | (] [ ks

FIGURA 3.23. Apresentagdo da varidvel primdria (temperatura)
em forma de mapa de cores.

A primeira é mais empregada porque consome menos memoria do processador
face & segunda, pois nesta as matrizes [K?'] e [K??] sdo, em geral, alteradas pelos
métodos de solugao de sistemas algébricos lineares para a obtencao de {u?}, exigindo
o armazenamento delas.



CAPITULO 4

Flexao de vigas

Neste capitulo sao tratados os problemas a valores no contorno de 42 ordem,
especificamente os relativos a teoria de viga de Euler-Bermoulli.

4.1. O elemento de viga de Euler-Bernoulli

4.1.1. A equagao governante da deflexao de uma viga. Considere, sem
perda de generalidade, a viga em balanco mostrada na Fig. 4.1 submetida a um
carregamento distribuido f e a forca e ao momento Fy e My, respectivamente, apli-
cados na extremidade livre. Do equilibrio de forgas, decorrem as conhecidas relagoes
diferenciais entre momento fletor, forga cortante e carregamento distribuido, os 2
primeiros denotados respectivamente por M e V 1

d

V= o M (4.1a)
d2
f(x)
Y M
y ¥ y
0
0 X Fo
\ L |

FiGura 4.1. Viga em balanco com carregamento distribuido e
forga e momento aplicados na extremidade livre.

A teoria de Euler-Bernoulli, por lado, fornece a relacdo entre a deflexdo v e o
momento fletor M:

d2

onde ET é a rigidez a flexado da viga. Substituindo a Eq. 4.2 na Eq. 4.1b obtém-se a
equagao diferencial de 42 ordem que governa o comportamento da deflexao ao longo
da viga:

LConvencionalmente serdo adotados aqui os sinais para f, V e M conforme o indicado na
Fig. 4.2

45

=]
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q
-

/ll“/

M| V vV IM
dx dx
(R ]
(a) (b)

F1caurA 4.2. Convencao de sinal para os esforgos internos.

d? d?

Por se tratar de uma equacao diferencial de 42 ordem, sao necessarias 4 condi-
¢oes de contorno para a se obter solucao unica para o problema.

4.1.2. O elemento de viga. O elemento de viga é um segmento de viga com
dois nés, resultante da divisdo da viga em intervalos. A reunido de todos esses
elementos forma a malha, Fig. 4.3. Em cada né ha dois graus de liberdade, a
deflexdo v e a rotagao #. Tomado isoladamente do restante da viga, o elemento de
viga fica sujeito ao carregamento distribuido e as forcas cortantes e aos momentos
fletores nas suas extremidades, conforme ilustrado na Fig. 4.4.

elementos

Y Y \{ Y

(1) (2) (3) . ’ * (E)
—_— —
& & & & & ]
T8 % § o8 9
— — nds globais
0 X L
|t

[

F1curaA 4.3. Malha de elementos finitos para uma viga: nés e elementos.

O problema a valores no contorno associado ao elemento de viga é dado pela
equacao difrencial da viga de FEuler-Bernoulli, Eq. 4.3, restrita ao elemento, mais
as condicoes de contorno naturais nos nés. Em termos da coordenada local y isto

fica:
d? d?
El— =
dx? ( dx? U)

fo x €]0,he| (4.4a)
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f(x)

X e

v‘lI \ Ivz
M¢ Vj" Qe(g) j)a Ve Ime
1

Ve = o = LZ( (Ejddz v>:| . (4.4D)
d2

My =Q5 = <EIdx2 v) - (4.4c)

V= Q5 = — LZ( <EICZ:2 vﬂ . (4.4d)
d2

M;=Q8 =— (EIdXQ v) . (4.4e)

4.1.2.1. A forma fraca do problema restrito ao elemento. A forma fraca do
problema obtém-se aplicando a integral ponderada a Eq. 4.4a:

he d2 d2
/0 [dx2 <EIdX2 v> - f] wdy =0 (4.5)

onde w é a fungdo de ponderagdao. Fazendo uso de uma das relagOes integrais
decorrentes da integragao por partes, Eq.2.12, obtém-se:

h 2 2 h 2 2 he
e d d e d d d d
El — w—=vdy = d —_— El — —w— | Bl —
/0 a2 e /0 wf X+[d><w( dXQU) wdx( dXQU):|o
(4.6)
Substituindo nesta ultima expressao as condigoes de contorno naturais, Eqs. 4.4,
resulta a forma fraca da viga de Euler-Bernoulli:

he d2 42 he
EFl —w—uvdy = / w fdx+
/0 R R Jdx

d d
T w(0)Q% + <dxw) 05 + w(h)Q5 + (w)

- Qi (1)

x=he

x=0

ou em forma compacta:
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B(w,v) = l(w) (4.8a)
onde:
he d2 d2

he
I(w) :/0 w fdx+

w(0)Qf + (—jﬁ(w)

d
Q5 + w(ho) Q5 + (—dx w)

Q5 (4.8¢)

x=0 x=he
COMENTARIO 4.1. A forma fraca também pode ser obtida pelo método vari-
actonal, minimizando a energia potencial da viga, ou pelo método dos trabalhos

virtuasis.

4.1.2.2. Fungées de interpola¢do. A forma fraca deste problema, Fq.4.7, exige
que as fungoes de interpolacio sejam de classe C'*(2¢), pois o operador diferencial
que aparece nela é de 22 ordem. Por outro lado, a solugao de elementos finitos deve
ser interpoladora nos nés extremos, isto é, deve interpolar os dois graus de liberdade
v e 6 nos noés:

v°(0) = v¢ = uS (4.92)

6°(0) = —v*'(0) = 6% = us (4.9b)
v (he) = 05 = u§ (4.9¢)
0°(he) = —v%'(he) = 05 = u§ (4.9d)

COMENTARIO 4.2. Observe que qualquer funcgdo interpoladora satisfazendo as
equagdes acima garante que a solug¢do aprorimada seja de classe C1(Q°).

Como ha 4 condigoes a satisfazer, Eq.4.9, deve-se empregar um polinémio do
32 grau como funcao de forma no elemento:

08 =co+crx + cax? + esx® (4.10)

que leva ao seguinte sistema de equagoes algébricas lineares, uma vez substituido
nessas condigoes:

vf =v°(0) = ¢ (4.11a)
07 = —v'(0) = —1 (4.11Db)
vS = v°(he) = ¢o + c1he 4+ coh? + c3h? (4.11c¢)

05 = —v°'(he) = —c1 — 2c2he — 3c3h? (4.11d)
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que, uma vez resolvido, permite escrever a aproximagao como:

4
ve(x) = uSyS + uSYs 4+ uShs + us = ijl Peus (4.12)

cujas fungoes de forma 1§ sao explicitadas a seguir e ilustradas nas Figs. 4.5 e 4.6:

Uix)=1-3 (5)2 +2 (2‘)3 (4.13a)
P3(x) = —x (1 - }T)Q (4.13b)
5(x) = (;)2 (3 = 22‘) (4.13¢)

Y§(0) = he (2‘)2 <1 = ;f) (4.13d)

W,
1

0 (e) h,

h,

(e)

T

0 h -7 h,

8 .

FicuraA 4.5. Funcoes de forma associadas ao né local 1.

Estes polindmios pertencem a familia de polinémios de Hermite. Especificamente,
sao os polinémios ctibicos de Hermite. Suas derivadas de 12 e 22 ordens sao respec-
tivamente:

¢ (y) = _hE% (1 - ;) (4.14a)

e e

@

2
)= -1+4X _3(X 4.14
00 =144 -3 (X (1.14b)

e

500 = -y’ (4.14c)
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vy
1
0 (e) h,
he
W,
(e) 27 h,
0 he h,
—

FI1GURA 4.6. Fungoes de forma associadas ao né local 2.

¢ (x) = % (2 - 32‘) (4.14d)
¢(y) = —h% (1 - 2;) (4.15a)
" (y) = —h% (3;; - 2) (4.15b)
5" (x) = -yt (4.15¢)
$'(x) = hl (1 — 32‘) (4.15d)

As derivadas de primeira ordem estao ilustradas nas Figs. 4.7 e 4.8.
4.1.2.3. Propriedades das fungoes de forma.
4.1.2.3.1. Propriedade delta de Kronecker.

V51 (Xg) = 0ij 6,5 =1,2 (4.16a)
Voi(x;) =0, i,5=1,2 (4.16b)
P51 (x5) =0, 4,5 =1,2 (4.16¢)
5 (X;) = —0ij, 1,5 =1,2 (4.16d)
O sinal negativo na Eq. 4.16d se deve a convencao de que 6 = —a V.
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0 h,
h,
- 3 -
| ? = ‘ {pz
0 : h,
(e) h,
3
D —
-1

FI1GURA 4.7. Derivada das fungoes de forma associadas ao né local 1.

7
3
—h
/ ’ N
0 /, \\ h(
(e)
h,
I 0 -
Y, ['%] 3
- e
0 v3 h,
h, (e)
3
—
-1
\\‘\\
|

F1GURA 4.8. Derivada das fungoes de forma associadas ao né local 2.

4.1.2.3.2. Propriedade particao da unidade.

Pilx) +vs(x) =1, Yx e (4.17)

4.1.3. O modelo local de elementos finitos. Para construir o modelo de
elementos finitos de um elemento de viga de Euler-Bernoulli basta substituir a forma
aproximada, Eq. 4.12, na forma fraca, Eq.4.7, resultando:
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he
Z;«A dwwgww>uj/wfw+

+w®m+(tmw)

Tendo em conta a propriedade delta de Kronecker, Eq. 4.16, esta ultima equagao
assume a forma do modelo de elemento finitos local:

Q5 (4.18)

x=he

d
%+w@m%<(hw)

x=0

! EI @ e & 5d °fd ¢ 4
ijl /0 a2 Vi g2 Vi X uj —/ 5 [dx + Q; (4.19)
ou, em forma compacta:

4

i1 Kfjuj = fi+ Q5 (4.20)
onde:
€ d E
e:
he
:/ e fdy (4.21b)
0

Matricialmente, o modelo de elementos de um elemento de viga de Euler-Bernoulli
é:

Kf, Ki, K3 Ki,| [u] IT Qf
K5 K5, K5y K| Jus| _ Jrsl Jas

€ e (& e € = (& + € 422
K3 K3, K§3 Kgy us ) Q5 ( )
K§ Ki, Ki3 Ki ug fi Q5

ou sinteticamente:

[KHuy = {5} +{Q°} (4.23)

No caso de ET e f serem constantes, a matriz de rigidez e o vetor de carrega-
mento distribuido escrevem-se respectivamente:

6 —3h. —6 —3h,
_ 2 2
(K] =2 B\ =8he  2he 3he  he (4.24a)

h | -6 3h. 6  3h
—3he h%*  3h. 2h?

6

he | —he

{f‘f}=f12 g (4.24b)
h

(&
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4.1.4. O modelo global de elementos finitos. Como visto no capitulo
anterior, a construcao do modelo de elementos finitos global realiza-se por meio
do modelo local e da matriz de conectividade, e é o que serd feito aqui. Antes,
porém, de dar inicio a construgao do modelo, convém observar que a exigéncia
de continuidade de classe C(£2) para a solugdo global é atendida pelas funcdes de
forma do elemento de viga de Euler-Bernoulli, pois a propriedade delta de Kronecker
garante a continuidade da deflexao e da rotagdao na transicao de um elemento a
outro; requer-se ainda o equilibrio de forcas e momentos nos nés comuns a elementos

adjacentes.

Para ilustrar a implementacao do modelo de elementos finitos, vai-se recorrer
a um exemplo simples, uma viga em balanco, ilustrada na Fig. 4.9, a qual aplica-se
uma malha formada por apenas dois elementos de viga.

f
|
0
X ol M
| s .
UFOI Q, (1) U31Q3:0 (2) USIst‘U
U,=0__Q, U, Q,=0 Us Qs=M,

F1GURA 4.9. Viga em balan¢o uniformemente carregada e malha

de elementos finitos associada.

Distinguem-se na malha proposta as seguintes variaveis primarias:

e secundarias:

S <
I W =
I |
£ <
ST SN
I |
ISE

<

W
|

&

Qi=Q1=Y;
Q5= Q2= M

Q3+ Qi =Q3=0

(4.25a)
(4.25D)
(4.25¢)
(4.25d)
(4.25¢)

(4.25f)

(4.26a)
(4.26b)

(4.26¢)
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Qi+Q3=Qs=0 (4.26d)
Q3 =Qs = Fo (4.26¢)
QF = Qs = Mo (4.26f)

O equilibrio de esfor¢os no né 1 permite escrever a partir das Eqs. 4.22 e 4.25
levadas as Egs. 4.26:

KL Ui+ KpUs + K13Us + K1y Us = fi + Y1 (4.27a)
K211U1 + K212U2 + K213U3 + K214U4 = le + M1 (427b)
no né 2:
KLUy + KUy + (Kgg + K§)Us + (K3, + K3y)Us + Ki5Us + K1,Us =
=(fs+ /D) +(@Q3+Q) =(fzs + /1) (427c)
Kj Ui + KUy + (Kis + K2 Us + (K}, + Kap)Us + K3Us + KoyUs =
= (fi+/3)+(Qi+Q3) = (fi+f3) (4.27d)
e no nod 3:
K2 U, + K3,Uy + K2,Us + K2U, = f2 + Fy (4.27¢)
K3 U, + KLUy + K2,Us + K2,Uy = f2 + My (4.27f)

As equacgoes acima formam o modelo global de elementos finitos para a malha em
questao.
O modelo global de elementos finitos é comumente escrito em forma matricial:

K, K Kiy Kiy 0 0] (U
K3 K K Ky 0 0| |0
Ky Ki K+ K Ky +Kiy Kiy Kiy| JUs| _
Ki, Ky Ki+K3 Kl +K3 Ki K| \Us(
0 0 K3 K3, K3y K3i| | Us
0 0 K# K, Kiy Kii| \Us
fi i i Yy
f2 5 f3 M,
_ f31+f1z i Qy+Q7 | _ f‘%—i—flz i 0 (4.28)
i+ [3 Q;+Q Ji+ [f3 0
f3 3 f3 Fy
fi i Ii My

Na prética a matriz de rigidez e o vetor de carregamento distribuido globais
obtém-se por meio dos seus correspondentes locais e da matriz de conectividade da
malha. Quanto a montagem da matriz e vetor globais, deve-se observar que cada par
de linha ou coluna, tanto local como global, estd associado a um né. As Figs. 4.10 e
4.11 ilustram a alocagao da matriz de rigidez e do vetor de carregamento distribuido
locais nas respectivas matriz e vetor globais por meio da matriz de conectividade,
expressa abaixo, para uma malha de 15 elementos:
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ot
ot

1 2
2 8
3 7
Bl=|6 o (4.29)
13 15]
© o o o o
T3 3 4 1112 17 18 SN12N
1
.j®
3
./
u o o
+) 11 T2 3 4
] 12}G K} KL KLIKS, 1
KK KK, 2}0
K3 KL KK, |3
. 17 KK | K3t 4}9
T o 13}>o
2N-1
i@

F1GURrRA 4.10. Alocagdo da matriz de rigidez local do elemento 4
na matriz global. Cada submatriz local ocupa uma das regices
hachuradas.

2l g

f 2
T 3 }0
g |.°
77777777777777 2N-1
""""""" ] ®

FIGURA 4.11. Alocacao do vetor de carregamento distribuido local
do elemento 4 no vetor global. Cada subvetor local ocupa uma das
regioes hachuradas.

Supondo que a malha ilustrada fosse composta por dois elementos de viga
iguais, o modelo global de elementos finitos seria:



6 —-3h
—3h 2h?
GBI | —6 3k
W | —3h h?
0 0
0 0

—6
3h
12
0
—6
—3h
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—3h
h2
0
4h?
3h
h2

0
0
—6
3h
6
3h

0
0
—3h
h2
3h
2h?

Uy

Us

Us |

U (~

Us

Us
6 Q1
—h Q3

Jh)iz s+ Qt

2] 0 Qi+ Q3
6 Q3
h Q3

(4.30)

4.1.5. Imposicao das condicoes de contorno ou de apoio. Tome-se o
exemplo da Fig.4.9. Tem-se nas extremidades da viga condigoes de contorno essen-

ciais:
U =uj =v(0)=0
d
Uy =ul=0(0)= —— =0
2 uQ ( ) dl‘ o
e naturais:

d d?
2—— —_— —_— =
@ = [dw (Eldx”)L_L o

2 d2
Q4:_(Eldr2v> 7L:M0

Tem-se ainda no né 1 os esforgos reativos Y7 e M;, ou seja:

Q="

Q) =M

e no né intermediario, 2, auséncia de esforgos, isto é:

Qi +Q1=0

Qi+Q3=0

(4.31a)

(4.31D)

(4.32a)

(4.32b)

(4.33a)

(4.33Db)

(4.34a)

(4.34D)

O modelo global de elementos finitos do exemplo em questdo, considerando
malha de dois elementos finitos iguais, apresenta finalmente a forma acabada, pronta

para resolucao:
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6 -3 -6 -3h 0 0 0
—3h 2n%2 3 K2 O 0 0
EI| -6 3h 12 0 -6 =3h| )Us

B3 |=3h B2 0 4h2 3h B2 | \Us
0 0 -6 3, 6 3n||Us
0 0 —3h h% 3n 2n2| |Us

6 v

—h M,

_ foh ) 12 0

=530 (Y0 ( 439
6 F
h M,

cujas incégnitas sao as reagoes no engaste e a deflexdo e a rotacao nos demais nos,
respectivamente: Yy, My, Us, Uy, Us e Us.

O quadro da Fig. 4.12 apresenta as condig¢oes de apoios a serem impostas, tanto
cinemaéticas como de esforgos, para alguns tipos comuns de apoios.

Tipo de suporte Condicéo de apoio
Graus de liberdade Esforcos
vV
a Livre
U nenhum todos, conforme especificacao

Articulacéao

momento, conforme especificacao

T <
L4

-

- ¥

=
= =

I
oo

%
g | Rolete vertical forca transversal e momento,
£>\ . u=0 conforme especificacao
’ X,u
v
0 Bolete horizontal forca axial e momento, conforme
v=0 especificacio

Engaste

Q Xu
v
9‘7

nenhum

J
< =
Il
=R =N

FicURrA 4.12. Condigoes de apoio cinematicas ou de esforgo para
alguns tipos de apoios.

4.1.6. Solugao. Segundo a estratégia de solugao do sistema de equagoes al-
gébricas apresentada no Capitulo 3, tem-se para o problema a valores no contorno
em foco:

i [ ]

117 _ o &4
KU =295 | an op2

=273 (4.36)
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EI[-6 —3h 0 0
127
X ]_Qﬁ [3h h? 0 0] (4.37)
6 3h
EI |=3h h?
(K2 =251 o (4.38)
0 0

12 0 —6 —3h
EI| 0 4h® 3h A2
221 _ o4
(K21 =2951 6 3, 6 3n (4-39)

—3h h? 3h 2h?

vetor de varidveis primarias conhecidas:

[y = {8} (4.40a)

vetor de varidveis primarias incégnitas:

Us
Us
{U?} = U, (4.40D)
Us
vetor de carregamento distribuido Q':
1 _ foh [ 6
{@' =75 {h} (4.40¢c)
vetor de carregamento distribuido Q2
12
2 th 0
=— 4.40d
{Q } 12 6 (4.40d)
h
vetor de varidveis secundarias incognitas:
Y;
1 _ 1
{F'} = { Ml} (4.40e)
vetor de varidveis secundarias conhecidas:
0
=0 (4.40f)
Ey ’
Moy

Substituindo estas expressoes nas Eq. 3.55 €3.56, aqui lembradas, resultam:

{U2} — [K22]71 ({FQ} _ [K21]{U1}) _
5F0h2 — My3h + 1;7](-0h3
h 4

=6 { —9Foh+6My—T7foh* (4.41)
ET | 16 Fyh? — 12Moh + 12f,h3
—12Fyh + 12My — 8 foh?
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() =10 + 0 = (g T b @

As reacoes Y7 e My poderiam ser determinadas alternativamente por:

d d?
1
=0 dx (Eld;l:Q w)

=0

_ AR a3 _ 3

=0

z=0

d2
M, = Q3 = (EId%2 w)

2 a2 23,

=0

1 1
Estas ultimas diferem das anteriores, Eq. 4.42, de 3 foh e 12 foh?, respecti-
vamente. Na pratica, como a diferenca entre ambas as alternativas sdo respec-
tivamente da ordem de o(h) e o(h?), & medida que se diminui o tamanho h dos
elementos ou se refina a malha, ambas alternativas tendem ao mesmo valor.

4.1.7. Pés-processamento da solugao. Em cada elemento da malha podem-
se obter informacoes tteis para andlise como a deflexdo, a declividade, a forga cor-
tante ou o momento fletor, cujos modos de obtengao sao apresentados a seguir.

4.1.7.1. Deflexao. A deflexao em cada elemento decorre diretamente da Eq. 4.12,
ja que os valores nodais globais da deflexao e da declividade foram determinados
e se cuidou da condicao de continuidade entre elementos ao longo do processo de
solugdo do modelo de elementos finitos.

4.1.7.2. Declividade. A declividade em cada elemento decorre da diferenciagao
da deflexao obtida ai. Pela mesma razao apontada anteriormente, a declividade é
continua entre elementos. Por causa da diferenciagao, o grafico dela no elemento é
um arco de parabola.

4.1.7.3. Momento fletor. O momento fletor em cada elemento obtém-se pela
diferenciacao de 22 ordem da deflexao multiplicada pela rigidez a flexao no elemento,
suposta uniforme nele, Eq. 4.44. A continuidade entre elementos ji nao é mais
observada. Ademais, o grafico do momento no elemento é uma reta, isto é, o
aspecto do grafico de momento fletor ao longo do dominio é de uma serra.

d? 4 g2
e __ e~ e __ e €€
M® = (BI)*—— u® = (EI) ijl T V5 Y5 (4.44)

4.1.7.4. For¢a cortante. A forca cortante em cada elemento, por sua vez, é ob-
tida da diferenciagdo do momento fletor. A Eq.4.45 tem em conta a homogeneidade
da rigidez flexural no elemento. Nao hé garantia de continuidade da forca cortante
entre elementos. O grafico dela ao longo do dominio lembra uma escada irregular.

Ve dMe Ej'eal3 ¢ EI)¢ ¢ @ Su 4.45
= iz = ( )@U*( )Zjﬂ@ 5 Uy (4.45)
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4.1.7.5. Tensoes. Um breve comentario sobre a obtencao das tensoes ao longo
da viga. De posse do momento fletor e da forca cortante, pode-se conhecer o estado
de tensao e, se for o caso, também o de deformacao, em toda viga. A distribuicao das
tensoes normais e de cisalhamento, bem como as deformagoes lineares e angulares,
podem ser expressas na forma de mapas de cores. Para a andlise de falha de material
dutil é desejavel apresentar também o diagrama de cores da distribuicao de tensao
de von Mises.

4.1.7.6. Reagdes de apoio. As reagdes nos apoios sao obtidas conforme o indi-
cado na Secao 3.2.4.4. Caso se adote a primeira alternativa, o apoio estando num né
comum a dois elemento (por exemplo, os elementos e e e + 1), recorre-se a Eq. 3.58
para se determinar Q% ., 4 € QF o, 2 € depois empregé-los na condicao de equilibrio
e obter a reagao nesse apoio.

4.2. Elementos de trelica e de pértico

Numa trelica ou estrutura reticulada, Fig. 4.13, as pecas podem assumir diver-
sas direcoes. Como a matriz de rigidez e os vetores de deslocamento e de carre-
gamento sao definidos para um sistema de coordenadas orientadas localmente em
relagdo ao elemento , é necessario representa-los num sistema de coordenadas co-
mum, denominado global, para que haja coeréncia fisica ao se montar a matriz de
rigidez e os vetores de carregamento globais. Dita coeréncia diz respeito as compo-
nentes dos vetores 2 de deslocamento e esforco nodais dos elementos da malha, que
sé podem ser corretamente adicionadas se referidas todas a um mesmo sistema de
coordendas, o sistema de coordenadas globais. A Fig. 4.14 ilustra os sistemas de
coordenadas locais e globais. A exigéncia de um sistema de coordenadas comum
leva a representagoes das matrizes locais nesse sistema comum, obtidas por meio
de transformagoes, mostradas a seguir.

\ yAR
14 | .

z

FIGURA 4.13. Treliga (esquerda) e pdrtico (direita).

4.2.1. Transformacao de coordenadas. Considere na Fig. 4.14 o vetor ¢/
e suas componentes no sistema de coordenadas cartesianas globais xyz, orientadas
positivamente. O sistema de coordenadas locais, ZyZ, apresentado na mesma figura,
tem em comum com o primeiro sistema o eixo zZ = z, ou seja, o par de eixos T e ¥
sao coplanares aos eixos x e y.

Com a auxilio da Fig. 4.14, a decomposi¢ao das componentes v;, v, € v, no
sistema local leva respectivamente a:

Uz = Uy COS @ + Uy SEl & (4.46a)

2Vetor aqui deve ser interpretado no sentido estrito de segmento orientado no espaco com
magnitude, dire¢do e sentido.



4.2. ELEMENTOS DE TRELICA E DE PORTICO 61

FIGURA 4.14. Sistemas de coordenadas locais (trago pontilhado)
e globais (traco cheio).

Vg = —Ug SEN & + Uy COS & (4.46b)
vV = U, (4.46¢)
ou matricialmente:
Vz COS & sena 0 Vg
vy p = |—sena cosa 0| < vy (4.47)
vz 0 0 1] v

ou ainda, compactamente:

{v} = [T{v} (4.48)

A transformagio inversa, i. e., do sistema local para o global é suscintamente:

{v} = [1]" {0} (4.49)

onde [T]T = [T]71.

4.2.1.1. Transformacdo da matriz coluna de esforcos ou deslocamentos nodais
de um elemento. Considere a matriz coluna local de esforcos ou deslocamentos
nodais de um elemento, lembrando as Eq. 4.4 e 4.9. Cada trinca de componentes
nodais é formada pelas componentes de um vetor, que sao transformadas conforme
a Eq. 4.49. Assim sendo, a matriz coluna global de esforgos ou deslocamentos nodais
desse elemento pode ser escrita como:

(-1 M) -
ou simplesmente:

{Ue} = [1]"{U°} (4.51)

onde:
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Uy
Uy

0 0 —sena  CosS«
0 0 0 0 0

4.2.1.2. Transformacao da matriz de rigidez de um elemento. Considere o mo-
delo de elementos finitos de um elemento de viga qualquer expresso no sistema de
coordenadas locais, Eq. 4.23 3. Pré-multiplicando ambos os membros desta equaciao
pela matriz de transformagao transposta do elemento, [T¢]7, e substiuindo {U®},
{fe} e {Q°} por [Te){U*}, [Te]{f¢} e [T°]{Q°}, respectivamente, obtém-se:

CcoS sena 0 0 0 0

—sena cosa 0 0 0 0

el [Tf]T o] | 0 0 1 0 0 0
7] = [ o [Ts)T| 0 0 0 cosa sena 0 (4.53)

0 0

1

[T KT HUY = [TT({f} +{QD) (4.54)
da qual se identificam, expressos no sistema de coordenadas globais, a matriz de
rigidez do elemento:

(K] = [T [K)[1] (4.55)

e as matrizes colunas de carregamento:
{fy = [T17{f} (4.56)

{Q°} = [T]"{Q} (4.57)
Uma vez que que se obtém os modelos locais de todos os elementos, procede-se
do modo habitual para formar o modelo global de elementos finitos.

4.2.2. Elemento de treliga. A figura abaixo, Fig. 4.15, mostra um elemento
de treliga. O seu modelo local de elementos finitos é o que segue:

1 0 -1 0] (OF e

AE. [0 o o o fJol Jo
o |-1 0 1 ol Yos(T\Fs (4.58)

o 0 0 oo 0

de onde se identificam imediatamente as matrizes de rigidez, de deslocamento e de
carregamento no sistema de coordenadas locais.

Observe neste caso que cada deslocamento ou forga nodal tem apenas duas
componentes, segundo os eixos locais z e . Por isso a matriz de rigidez é de
dimensao 4 x 4 e a dimensao das matrizes de deslocamento e de carregamento é

30Observe que as letras K, U, f e Q devem levar uma barra sobre si, porque se referem ao
sistema de coordenadas locais.
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F1GUuRrA 4.15. Elemento de treliga.

de 4 x 1. Consequentemente a matriz de transformacao para este tipo de elemento
escreve-se como:

Ccos & sen « 0 0
e | —sena  cosa 0
7] = 0 0 cosa  seno (4.59)
0 0 —sena CoS«

Para se obter as matrizes do elemento no sistema de coordenadas globais,
procede-se segundo as Eqs. 4.55-4.57.

4.2.3. Elemento de pértico. O elemento de pdrtico, Fig. 4.16, é aquele su-
jeito a forca axial e & flexdo. Portanto, o seu modelo local de elementos finitos é
formado pela sobreposicio do modelo local de elemento de trelica 4 com o de viga
de Euler-Bernoulli, o que resulta:

g0 0 —u 0 07 (Us f5 Qf
0 6 —3h. 0 —6 —3h.| |US 15 Q5
2B, I, | 0 —3h., 2h2 0 3h, A2 Us /s Q5
€ € € € — = = = 460
I T 0 pu 0 0 U fi " Qg (4.60)
0 -6 3h 0 6  3h Us e Q%
0 —3h. K2 0 3h. 2h2 Ug I Q%
A2
com [ = ST
Ut u§
Usg oy
Us\ _ Jo5
AL (4.61)
Ug 05
Ug 05

4Ajustado para as 6 componentes de deslocamento e de carregamento.
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Q5 Xt
Q5 Yy
Q| _ )
Q5 Yy
Q5 M3

F1GURA 4.16. Elemento de portico.

Para se obter as matrizes do elemento no sistema de coordenadas globais,
procede-se segundo as mesmas Eqs. 4.55-4.57. Neste caso, porém, a matriz de
transformacao de coordenadas é dada pela Eq. 4.53.



CAP{TULO 5

Analise do erro

5.1. Introducao

O método dos elementos finitos é na sua esséncia um método aproximado.
Como visto, ele deriva do método de Rayleigh-Ritz, empregando, como base finita
de fungoes aproximadoras, polinomios definidos em sub-dominios denominados ele-
mentos e respeitando a regularidade minima exigida pela forma fraca do problema
analisado. A finitude dessa base de fungoes € a fonte tedrica do erro de aproximagao
do MEF. Outras fontes, decorrente da implementacao do método, originam-se na
limitagao dos calculos aritméticos, da integracao numérica e da representacao do
dominio. A seguir abordam-se estas fontes de erro, dando-se mais énfase as relativas
a aproximagao da solucao do problema.

5.1.1. Erro de aproximacgao do dominio. Quando se subdivide o dominio
do problema em elementos, é comum, principalmente em problemas bi e tridimen-
sionais, que o conjunto de elementos nao coincida com o dominio original, conforme
ilustra a Fig.5.1. Além disso, quando, por exemplo, se representa uma estrutura
reticulada, os elementos nao representam fidedignamente as juncoes entre os com-
ponentes estruturais. Tenha-se em mente, por exemplo, a extremidade de uma
barra de treliga na qual existe um furo pelo qual se une a um pino de articulagao.
O elemento de trelica nao representa bem o campo de deformagao e tensao nessa
regiao do componente.

FicUrA 5.1. Erro de aproximagao de dominio.

5.1.2. Erro de integracao numérica. No MEF nao se emprega a integragao
exata das integrais envolvidas nele. Apesar de no integrando haver um polinémio,
nem sempre ele aparece so, além do que, do ponto de vista da programacgao com-
putacional, para cada integrando dever-se-ia ter uma rotina de célculo especifica, o
que tornaria a codificacao do MEF uma tarefa trabalhosa.

Este tema do erro de integracao numérica serd tratado num capitulo a parte.
Basta aqui, portanto, dar uma ideia geral. A integracdo numeérica consiste em
aproximar a integral definida por uma somatéria envolvendo o produto do valor do
integrando em determinados pontos, f(z;), por pesos, w;:

65
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Ficura 5.2. Erro de aproximagao de dominio.
+1 N
/_1 fl@yde =~ flxi)w; (5.1)

fe——w,—]

W f(x)

4—W5—h(

e W, ——=|

flxy,)

-1 X X, X, X, +1

F1GUurA 5.3. Erro de integragao numérica.

5.1.3. Erro de arredondamento. As operagoes aritméticas realizadas inter-
namente pelo computador estao limitadas a uma precisao ditada pelo nimero de
algarismos utilizados na representacao da mantissa de um nimero real. Nas lingua-
gens de programagcao sao comuns dois niveis de precisao em ponto flutuante na base
10: a precisao simples, que representa a mantissa do nimero com 7 algarismos, e a
precisao dupla, cuja representacao é com 15 algarismos.

A limitacao da precisao acarreta erros de arredondamento ou de truncamento,
conforme o computador, nas operagoes aritméticas, os quais podem se superpor
nas sucessivas operacgoes, levando a resultados dispares em relacao aos exatos. Ob-
viamente, quanto maior a precisao menor o erro acumulado ao longo das mesmas
operacoes.

Para se ter uma ideia do erro de aproximagao, tome-se como exemplo a seguinte
operagao aritmética realizada numa méquina idealizada com precisao de mantissa
de 2 algarismos na base 10:
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100. - (1.040.24 4+ 0.018 +0.32 — 1.5) = 100. - (1.2 4+ 0.018 4+ 0.32 — 1.5) =
—— ————

=1.2 =1.2
=100.- (1.2 + 0.32 — 1.5) = 100. - (1.5 — 1.5) = 0.0
=1.5 =0.0

enquanto a solugao exata é 7.8.
Um outro exemplo é a solucao do seguinte sistema de equacgoes algébricas rea-
lizada por meio da mesma méquina idealizada:

1.0z +1.0y =2.0
0.023z —0.50y = 0.25

Multiplicando a segunda equagao por 2.0 e somando a primeira obtém-se:

1.0z =25

ou seja, x = 2.5. Substituindo agora x = 2.5 na segunda equacao, obtém-se y =
—0.38. A solug@o do mesmo sistema, realizando as operagoes aritméticas com preci-
sao de 15 algarismos na mantissa, é x = 2.39005736137667 e y = —0.390057361376673.
O erro aritmético relativo para o valor de z é de 4.6% e o de y é de 2.6%.

5.1.4. Erro de aproximacao. Este tipo de erro decorre da aproximacao da
solugao por meio da base finita de fungoes, u =~ up = Zio ¢;u;, inerente ao MEF,
e que serd a seguir aprofundado.

5.2. Medidas do erro de uma funcao

Para avaliar o erro de aproximacao da solugao obtida pelo MEF é necessério
definir uma forma de medir esse erro.

O erro da solugao obtida pelo MEF é uma funcao e = u — uy. Para medir uma
funcao é necessario definir uma medida. A medida, ou Norma, é um nimero real
positivo atribuido as func¢oes que permite comparar uma fungao a outra dentro de
uma mesma métrica. A métrica é um padrao de medida que dé coeréncia e fun-
damenta esta comparacao. Dentro das varias métricas existentes, vai-se apresentar
aqui apenas algumas, suficientes para o propésito deste capitulo.

5.2.1. Norma do supremo. A norma do supremo estabelece a seguinte mé-
trica:

o = mi 5.2
lelloo = méx e (5.2)

ou seja, estabelece como medida de uma funcao o maximo valor dela no dominio
Q.

5.2.2. Norma Ly(Q2) ou H°(Q). Esta norma estabelece como medida de fun-

a0 a expressao:
3
el = ( [ 1ePaz) (5.3

ou seja, a raiz quadrada da integral no dominio 2 do médulo ao quadrado da funcao.
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5.2.3. Norma da energia ou norma H™(2). Esta norma tem como métrica
a expressao:

. 1
el = ([ 7 15 cpar) (5.4)
0 =0 d.’l?

onde 2m é a ordem do operador diferencial do problema a valores no contorno.

Observe que a norma L?(2) é um caso particular da norma da energia, quando
m = 0. Além disso, |le]lm < |le]|n, com m < n, e a norma H"(f) carrega mais
informagdes a respeito da fungao que a norma H™(Q).

5.3. Convergeéncia da solugao uy

A solucdo uj, do MEF converge para a solucdo exata, segundo as normas L2 e
da energia, respectivamente conforme os estimadores de erro:

lellm <CRP, p=k+1 (5.5a)

lellm <CRP, p=k—m+1>0 (5.5b)

onde C' é uma constante, h = max{h.} é o comprimento caracteristico da malha e
p é a taza de convergéncia, que depende da ordem 2m do operador diferencial do
problema a valores no contorno e do grau k do polinémio da funcao de forma.

O estimador de erro acima é a priori. Mais que quantitativamente, ele dd uma
nogao qualitativa do comportamento do erro. Dele podem-se inferir as providéncias
a serem tomadas no sentido de aumentar a precisao do MEF:

(1) diminuir o tamanho caracteristico i da malha,;
(2) aumentar o grau do polinémio k das fungdes de forma.

No primeiro caso tem-se o refinamento h, no segundo, o refinamento p ou, ao se
aplicar simultaneamente ambos, o refinamento hp.

Observe pelos estimadores acima, Eq. 5.5, que a taxa de convergéncia aumenta
com o grau do polinémio k£ da fungao de forma. Por outro lado, se k+1 < m, o
estimador na norma da energia revela que a solugao pelo MEF nao converge, ou
seja, o grau k do polindomio das fungoes de forma deve ser no minimo igual a m para
que a solugao pelo MEF convirja, a parte da exigéncia de continuidade C™~1(Q)
da aproximagao.

Os estimadores de erro acima sao fungao de h. Posto isto num sistema de
coordenadas logaritmicas, observa-se que o comportamento do erro se aproxima
assintoticamente de uma reta de inclinacao igual a taxa de convergéncia p, conforme
ilustra a Fig. 5.4.

5.4. Aproximacao da solugao uy

Uma propriedade da solucao pelo MEF é que ela tem a norma da energia
sempre maior que a da solugao exata. Dito de outro modo, no MEF a convergéncia
da solugao aproximada para a exata na norma da energia se dé por cima, isto é, a
solucao exata minimiza a energia.

A titulo de demonstragao, considere a seguinte equacao diferencial de ordem
2m:

mo o Ldi [ d

com a1 () e az(x) supostos positivos, cujo funcional correspondente a ela é:
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FIGURA 5.4. Erro da solucio nas normas L?(Q) e da energia: a
taxa de convergeéncia é ditada pela inclinacao das curvas.

I(v) = /OL; [ZZO ai (di; ”)2

Sejam u a solucao exata e uy a solucao pelo MEF, ambas satisfazendo as condi-
¢oes de contorno essenciais do problema. Para simplificar a obtencao do resultado
que se segue, tome-se m = 1, ou seja:

L
dxf/ vfdz (5.7)
0

d d
I= dx <a1 dx u> (58)
Entao a diferenca entre os funcionais de uy e de u se escreve:
I(un) = I(u) /Ll ) d 2Jr2f( )| d (5.9)
up) — I(u) = —la | —u —a1 | —u uU—u x .
h 0 2 "z " '\ da 4

L 2 2 L
ay d d d d
= — || =— o B dr — — — —up)d 5.10
/0 2 [(dm uh) (dw u) ] v /0 dx <a1 dx u) (u—un)de )
onde a integral foi desmembrada no termo em f, que foi substituido pela Eq. 5.8.
Integrando por partes a segunda integral a direita vem:
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L
d d
dx—i—/o a1 U (u — up)dx

(5.11)

Nesta tltima passagem, o termo no contorno foi cancelado, pois (u — uy)|f = 0,

como observado acima. Agrupando as integrais novamente obtém-se:

I(up) — I(u) = /OL“; l(;‘;uh>2+ <jxu>2 —2% uaiuh] dr  (5.12)

L 2
a1 [ d d
— _ - der >0 5.13
/0 2 (dx h dr u> r= ( )

De onde se conclui que I(up) > I(u), ou seja, a norma da energia é minima na
solucao exata e a convergéncia a solucao exata ocorre por cima.

5.5. Erro nodal nulo

No caso de problemas de 22 e 42 ordens de uma unica variavel idependente e
coeficientes constantes, o valor nodal obtido pelo MEF ¢ igual ao exato, ou seja, o
erro nodal € nulo.
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Integracao numérica e implementacao
computacional

6.1. Integracao numérica

6.1.1. Introdugao. No MEF é comum ter-se que integrar fungdes que nao
s@o facilmente integraveis, demandando o recurso a integragoes ou (quadraturas)
NUMEricas.

A quadratura numérica parte da aproximacao do integrando por meio de po-
linébmios de grau tanto maior quanto maior precisao se queira. Além de serem bons
aproximadores, os polindmios sdo facilmente integréveis. Por exemplo, seja f(z) a
funcdo a integrar no intervalo [a,b]. Aproximando f ai por meio de um conjunto
completo de polindmios de grau p:

f@)~ Fx) =" Fiuy (6.1)

a integral aproximada de f seria, portanto:

b
p p
1= E klek/a ’l/)kd.’b: E k:leWk (62)

com:

b

De modo geral, ao realizar a quadratura numérica os extremos de integracao
sao padronizados de —1 a +1 para simplificagdo e generalizacao da férmula de
quadratura. Por exemplo, na integral anterior, para realizar a quadratura numérica
seria preciso fazer uma transformacao de tal modo que o novo intervalo de integracao
fosse [—1,+1] e assim permitisse o emprego de uma férmula de quadratura:

-/ ' fa)de = / Tg@) ¢ (6.4)

A seguir serd visto como realizar esta transformagao de coordenadas. A férmula
da quadratura numérica, concretamente a quadratura de Gauss-Legendre (ou de
Gauss), serd vista apds esta.

6.1.2. Coordenadas naturais e o elemento mestre. Seja = : £ — z(§)
uma transformagao bijetora que mapeia o intervalo [—1,+1] em [a,b], conforme
ilustra a Fig. ??. A coordenada £ denomina-se de coordenada natural. Além do
mais, exige-se desta transformacgao que x(—1) = a e z(+1) = b. Por ser bijetora, ela
possui uma transformacao inversa 2! fazendo o mapeamento no sentido contrario.

O emprego da coordenada natural convém ao MEF porque permite trabalhar
com o elemento mestre definido no intervalo [—1,41], possibilitando realizar qual-
quer aproximacao em qualquer elemento fisico a partir de um tdnico conjunto de
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fungoes de forma, como serd visto mais adiante. Além disso, toda integracao nu-
mérica realizada no dominio mestre pode ser feita diretamente pela férmula da
quadratura numérica, porque o intervalo de integracao ja é o apropriado.

Especialmente faceis de obter no dominio mestre sao as fungoes de forma da
familia de elementos finitos lagrangeanos:

(€)= (€ —&)(E€—&) - (E—&i—1)(§ —&it1) - (€ —&n-1)( —&N) (6.5)
' (& —&)(& = &) (& —&—1)(& — &iv1) - (& —Ev—1)(& — &)

com —1 = & < & < & < -+ < &y = +1. Estas fungoes verificam tanto a
propriedade particao da unidade como a delta de Kronecker, cuja comprovacao é
imediata a partir da definigao. O quadro da Tab. 6.1 ilustra algumas funcces de
forma da familia lagrangeana.

)

Linear N=2 \/171:%(175)
@22%(1‘*‘5)

Quadrdtica. N =3 U = —5&(1-9)
Uy = (1+8)(1-¢)
U3 =3£(14€)

Ctibica N=4 U,=-201-E+9E -9
Uy =2 (14+6)(1-6) (-9
T 27

U=-201+93+9G -9

TABELA 6.1. Algumas fungoes de forma da familia lagrangeana.

6.1.3. Aproximagao da geometria. Viu-se que a quadratura numeérica exige,
na maior parte das vezes, uma transformacgao de coordenadas. Nesta secao vai-se
ver a transformacao entre a coordenada natural e a fisica por meio das fungoes de
forma de elementos finitos do elemento mestre.

E conveniente empregar as funcoes de forma do elemento mestre para obter
a transformagao de coordenadas entre os dois sistemas, o natural e o fisico, do
seguinte modo:

() =3 () (6.6)

onde z{ é a coordenada fisica do né i do elemento e. Esta transformacao nao
preserva comprimento nem proporcao de um para outro sistema, o que pode ser
visto pelo jacobiano dela:

7€) = Lot =3 L ey (6.7)
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Assim o diferencial de primeira ordem de z°¢ se escreve:

dx® = J¢(&)d¢ (6.8)
A titulo de exemplo, considere a transformacao de um elemento linear de coor-
denadas fisicas nodais x{ e x§:

v =L (1= 8)af+ 5 (143

N | =

O seu jacobiano serd, portanto:

e e
Je — Lo — 1 _ E
2 2
6.1.4. Formulagao isoparamétrica. Assim como a transformacao de coor-
denadas, a variavel dependente u pode ser aproximada por meio das funcgoes de
forma do elemento mestre:

N

u(@) =3 V() (6.9)

Note-se a distin¢cao proposital entre ¥, e ‘fli, o primeiro relativo a varidvel depen-
dente e o segundo a geometria. Gragas a propriedade delta de Kronecker da familia
de funcgoes lagrangeanas, a aproximacao acima é um interpolante de v no elemento
mestre, ou seja, u(&;) = uf. Consequentemente, a condigao de continuidade entre
elementos é preservada, como exige o MEF.

Quando tanto a geometria como a varidavel dependente empregam as fungoes de
forma do elemento mestre correspondente, pode ocorrer o que se indica na Tab. 6.2,
conforme o nimero de nés que se empregam em um e outro. No caso da formulagao
iso-paramétrica, ¥§ = \/I\/f

Formulagao Condicao
Sub-paramétrica M <N
Iso-paramétrica M=N

Super-paramétrica M >N

TABELA 6.2. Classificacdo das formulagoes de elementos finitos.

6.1.5. Integracao numérica: a quadratura de Gauss-Legendre. Como
visto anteriormente, a quadratura numérica procura aproximar o integrando de uma
funcao qualquer por meio de um polinémio. Na quadratura de Gauss-Legendre (ou
Gauss) os polinémios empregados sdo o de Legendre.

A férmula da quaudratura de Gauss-Legendre é:

b +1 ,
[t [ F@de=Y Fle)w (6.10)

-1
onde & e wy, sao respectivamente os pontos e pesos de integracao, e:

(&) = f(x(£)J(E) (6.11)
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Os pontos e pesos de integragao sao normalmente tabelados para cada valor
do pardmetro r, o nimero de pontos de integracdo. A Tab. 6.3 fornece os pontos
e pesos da quadratura de gauss-Legendre para alguns valores de r. Observe nela a
simetria dos pontos de integragao e dos pesos.

O parametro r dita o grau maximo de polinémios cujas integrais podem ser
exatamente determinadas pela quadratura de Gauss-Legendre. Ou, dito de outra
forma, dado um polinémio de grau p, pode-se obter o niimero minimo de pontos de
integragao necessario para a sua integragao exata por meio desta quadratura. Tal
r é o resultado da divisao inteira de p por 2 acrescido de 1, ou seja:

b
min — 3§ 1
" 2

Por exemplo, para integrar exatamente um polindmio de grau 2 basta empregar
r > 2, para um de grau 3, r > 2, também.

(6.12)

Numero de pontos T, Wy

1

+0, 0000000000

2,0000000000

2

—0, 5773502691
40, 5773502691

1, 0000000000
1,0000000000

—0, 7745966692
-+0, 0000000000
+0, 7745966692

0,5555555555
0, 8888888888
0, 5555555555

—0,8611363115
—0, 3399810435
+0, 3399810435
+0,8611363115

0,3478548451
0,6521451548
0,6521451548
0,3478548451

—0,9061798459
—0, 5384693101
+-0, 0000000000
+0, 5384693101
+0, 9061798459

0, 2369268850
0,4786286704
0, 5688888888
0,4786286704
0, 2369268850

—0,9324695142
—0, 6612093864
—0,2386191860
10, 2386191860
10, 6612093864
+0, 9324695142

0,1713244923
0,3607615730
0,4679139345
0,4679139345
0,3607615730
0,1713244923

TABELA 6.3. Pontos e pesos de integracao para a quadratura de
Gauss-Legendre.

A titulo de exemplo, considere a integral:

+1 9
= [ dg= 2 =0,285T142857
1

cujo resultado exato é . Para integri-la exatamente pela quadratura de Gauss-
Legendre se requer pelo menos:
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pontos de integragao:

4
=) &ux
=(—0,8611343116)° - 0,03478548451 + (-0, 3399810435)° - 0, 6521451548+
+ (40, 3399810435)° - 0, 6521451548 + (40, 8611343116)° - 0, 03478548451
=0, 2857142857

Portanto, o resultado é exato, como se esperava.
Veja-se esta outra integral:

+1 )
I= €8 de = 5= 0,2222222222
1

Para obter o valor exato dela pela quadratura de Gauss-Legendre se requer ao
menos:

8
T 2+

pontos de integragao. Logo, se se empregam 4 pontos de integragao:

4
=)  &u
:(70,8611343116)8 -0,03478548451 + (70, 3399810435)8 -0,6521451548+

+ (+0,3399810435)® - 0, 6521451548 + (+0,8611343116)® - 0,03478548451
=0, 2106122449

resultard um erro de aproximadamente 5%. E se se empregam 3 pontos:

3
I=) &u
=(—0, 7745966692)8 - 0,5555555556 + (+O, 7745966692)8 - 0,5555555556
=0, 1439999999

Como se nota, comete-se um erro de aproximadamente 35%.

6.1.6. Estimativa do erro da quadratura de Gauss-Legendre. Define-se
o erro da quadratura de Gauss como:

e =

b T
/ f(z)dx — Zk:l F (&) wy (6.13)

onde F(&) = f(x(£)) g, com h =b—a.

Um estimador de erro da quadratura de Gauss-Legendre é:

e < ¢, h¥TL F27(7) (6.14)

onde f?" é a 2r-ésima derivada de f, T € [a,b] e:

B (rh)?
=2 G D BT (6.15)
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A Tab. 6.4 traz os valores do fator ¢, para r variando de 1 a 10, para que se tenha
uma ideia de quanto este fator influencia no erro da quadratura de Gauss-Legendre.

cr
8,3E—02
4,6E—04
9,9E—07
1,1E—09
7,9E-13
3,8E—16
1,3E-19
3,4E—23
7,0E—27
1,1E-30

© 00 N O Ok W NS

—_
o

TABELA 6.4. Valores do fator ¢, para r de 1 até 10.

COMENTARIO 6.1. Observe que o erro diminui ¢ medida que se diminui o com-
primento h do intervalo de integracdo. Logo, ao se diminuir o comprimento carac-
teristico da malha, o erro de integracdo reduz-se na razao dos dois comprimentos
elevada a 2r-ésima poténcia. Por exemplo, ao passar da malha 1, onde o compri-
mento caracteristico é hi, para a malha 2, onde hy = %hl, estima-se que 0 erro
da quadratura realizada em ambas as malhas com r = 3 caia de 27 vezes. Se, além
disso, o numero de pontos de integra¢ao passa de 3 para 5 entre as duas malhas, o
erro da quadratura cai ainda mais, da ordem de 2'' vezes.

O termo f?"(x) é uma incdgnita. Apenas se pode estimd-lo. Contudo, ele serve
de alerta ou de orienta¢ao, quanto as providéncias a serem tomadas, na quadratura
de funcoes singulares ou quase singulares no intervalo de integra¢ao.

6.1.7. O modelo local de elementos finitos no elemento mestre. E
frequente, principalmente em problemas bi e tridimensionais, expressar a funcao de
forma e a geometria no sistema de coordenadas naturais. Com isto as funcoes de
forma sao as mesmas para o elemento mestre e as quadraturas podem ser realizadas
imediatamente, sem a necessidade de novas transformagoes de coordenadas. No
entanto, é necessario rescrever as integrais da forma fraca em coordenada natural.

Considere, por exemplo, a obtencao dos coeficientes da matriz de rigidez:

K¢ B d e d ¢d 6.16
ij_/xﬁf a(ff)aial/}jx (6.16)

Observe acima que ¥¢(z) = U;(§(x)). Da regra da cadeia tem-se, portanto:

d d _d 1d
= U= — T, 1
i v dé it T e de ' (6.17)

Logo, com o auxilio da Eq. 6.8, a Eq. 6.16 se rescreve como:

€ +1 1 d € d €
KZ]:\/71 A(f)ﬁ%\ljz %\Ij]dg (618)

onde A(€) = a(z(¢)).
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Finalmente, aplicando a quadratura de Gauss-Legendre a esta ultima integral,
tem-se:

K = Z;zl F () wy (6.19)
com:
1 d d
F5(8) = A(é)ﬁ Q€ : €& e (6.20)

6.1.8. Numero de pontos de integragao necessarios para obter os co-
eficientes das matrizes. Sejam os coeficientes das matrizes de rigidez e de massa
e os do vetor de carregamento distribuido, respectivamente, Kf;, M; e f7. Estes
podem ser obtidos exatamente pela quadratura de Gauss-Legendre, desde que o
jacobiano seja constante no elemento e os respectivos coeficientes, a, ¢ e f, tam-
bém, do contrario, ndo. No elemento mestre linear, por exemplo, considerando a,
c e f constantes, o integrando em K;; ¢ uma constante, em M;; é um polinémio
do segundo grau, e, em ff, um de primeiro grau. Logo, pela Eq. 6.13, o primeiro
requer pelo menos r = 1 pontos de integracao, o segundo r = 2 e o ultimo r = 1.
A Tab. 6.5 mostra o nimero minimo de pontos de integracao necessario para se
obter valores exatos desses trés coeficientes pela quadratura de Gauss-Legendre em
elementos lineares, quadraticos e ctibicos nessas condigoes ideais.

Tipo de elemento K M fe

Linear 1 2 1
Quadratico 2 3 2
Cubico 3 4 3

TABELA 6.5. Numero minimo de pontos de integracao na quadra-
tura de Gauss-Legendre.

Se os coeficientes a, ¢ e f ou o jacobiano nao forem mais constantes no ele-
mento, nao se pode garantir o resultado exato das integrais pela quadratura de
Gauss-Legendre. Neste caso, deve-se empregar ntimeros de pontos de integragao
maiores do que aqueles indicados na Tab. 6.5. Quanto maiores?, é o bom senso e a
experiéncia do usudrio que vao dizer.

6.2. Implementacao computacional do MEF

A implementacao computacional do MEF leva em conta uma subdivisao de
tarefas dispostas na seguinte sequéncia cronolégica e légica: pré-processamento,
processamento e pos-processamento. No primeiro ocorrem a entrada dos dados e
toda manipulagao prévia deles para a geragao do modelo de elementos finitos: dados
da malha e dos elementos, propriedades fisicas e geométricas, condigoes de contorno
ou iniciais e carregamentos. Nesta etapa, dependendo do nivel de sofisticacao,
a entrada de dados pode ser realizada por meio de interface gréfica. E comum
aqui armazenar o dados para futuras andlises do modelo. No processamento todos
os calculos inerentes ao MEF sao realizados. Desde a obtencao das matrizes e
vetores, coeficiente a coeficiente, imposigao das condigdes de contorno ou iniciais,
rearranjo das matrizes e vetores, terminando com a solucao do sistema de equagoes
algébricas. Alguns resultados podem ser armazenados para posteriores andlises.
Finalmente, o pds-processamento, etapa em que os valores nodais obtidos na fase
anterior sao dispostos de modo a facilitar a anélise dentro do escopo do fenémeno



78 6. INTEGRACAO NUMERICA E IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

fisico abordado. Tem-se desde resultados apresentados em forma tabular, passando
por plotagens de graficos dos mais variados tipos, mapas de cores, e, nos mais
sofisticados, chegando até a modelos tridimensionais animados graficamente. A
Fig. 6.1 mostra o fluxo de processamento de um cédigo MEF.

PRE-PROCESSAMENTO PROCESSAMENTO POS-PROCESSAMENTO
entrada e manipulacéo prévia calculos inerentes ao ferramentas
de dados MEF de analise

opriedade
¥ ki
0

F1cUrA 6.1. Fluxo de processamento de um cédigo MEF.



CAP{TULO 7

Problemas de auto-valor e dependentes do tempo

7.1. Introducao

Neste capitulo sao abordados os problemas de auto-valor e os dependentes do
tempo. O primeiro tipo é comum na analise modal de vibragao mecéanica dos
corpos, bem como em algumas problemas de transferéncia de calor e de flambagem.
O segundo envolve a resposta transiente dos fenémenos fisicos descritos por meio
de um problema a valores no contorno e a condigoes iniciais.

7.2. Problemas de auto-valor

De forma geral o problema de auto-valor trata de determinar o par (A, u) tal
que verifique:

A(u) = AB(u) (7.1)

sob certas restrigoes impostas. Os simbolos A e B representam operadores lineares
aplicados sobre um espago vetorial. No caso presente, estes operadores sao opera-
dores diferenciais lineares como, por exemplo, na seguinte equagao diferencial:

d2
—z = Au (7.2)
d? d’
onde A = — u, B é o operador diferencial identidade 20 u = u e u ¢ um elemento
x

de um determinado espago de fungao.

7.3. Formulacao dos problemas de auto-valor

Sem perda de generalidade, considere a equacao diferencial que rege o movi-
mento axial de uma barra:

A=
PP " oz \" "0
onde t é o tempo e p é a densidade do material da barra. Admitindo a separacao
de variavel:

O sl <EA3$ u) = q(z,1) (7.3)

u(z,t) = U(x)T(t) (7.4)

resulta apos substituicao na forma homogeénea da Eq. 7.3 e um rearranjo dos termos:
1 d? 1 1d d

——T=—=——|(FEFA—U 7.5

T di? pAU dx < dx > (7.5)

Esta ultima igualdade para todo x e t sé pode ocorrer se e somente se ambas forem
iguais a uma constante, e, para que seja fisicamente consistente, uma constante

negativa, a qual serd denotada por —w?.

79
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Resultam duas novas equacgoes diferenciais. A primeira delas é:

2

d
=T+ W =0 (7.6)

cuja solucio é T = Tie~ ™t + The! onde i é a unidade imagindria.
A outra equagao é:

d d
—— (EA—U) - pAL*U =0 7.7
dx ( dx ) P (77)
que representa, juntamente com as condicoes de contorno, um problema de auto-
valor. Seus auto-valores e correspondentes auto-vetores sao respectivamente as
frequéncias e modos naturais de vibrar da barra.

Por vias andlogas, a equagao do movimento transversal de uma viga:

02 0? 0?
A— — |FI=—v )| = .
PAZE Y + 92 ( 92 v> q(z,t) (7.8)
resulta na forma separada:
1 d? 11 d? d?
— 2 =~ % (BT V) = —u? 7.9
T dt? pAV dz? < da? ) “ (7.9)

que leva a duas equagoes. Primeiro a uma idéntica a Eq. 7.6, e uma outra na forma
de um problema de auto-valor:

d? d? 9
— | EI-—=V | — pAw*V =0 7.10
dx? ( dx? ) pow ( )

O problema de flambagem de uma coluna também leva a um problema de auto-
valor. Da andlise do equilibrio de uma coluna axialmente carregada sob compressao,
a luz da teoria de Euler-Bernoulli para vigas, resulta:

d? d? 9
— | EI-——=V | + PwV =0 7.11
dx? < dx? ) (7.11)
onde P ¢é a forgca de compressao. Neste caso os auto-valores fornecem as forgas
criticas de flambagem da coluna.

Pelo lado da transferéncia de calor, considere a equacao diferencial que governa
o fluxo unidimensional de calor por condugao em regime transiente:

2
k%u—pcp%uzo (7.12)
onde u é a temperatura, k é o coeficiente de condutividade térmica, ¢, é o calor
especifico a pressao constante e p é a densidade do material.
Por separacao de varidveis resulta apds alguns rearranjos:

Uds?~ ~ oTdt
onde \ é uma constante positiva pelas mesmas razoes anteriormente apontadas.
A equagao diferencial temporal resultante da equagao acima é:

2
Ld y_Ldg_ (7.13)

d
—T AT = .14
7 +a 0 (7.14)
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cuja solugao é:

T =Tie M (7.15)

Ja a equacao espacial é um problema de auto-valor:

d2
dz?
o qual fornece os pares (\,,U,), respectivamente auto-valores e auto-fungoes do
problema acima.
A solucgao da equacao diferencial original vem dada finalmente por uma espe-
cifica combinacio linear de U,,(x)e~**»*, ditada pelas condicdes iniciais.

U—\U=0 (7.16)

7.3.1. Modelos de elementos finitos. A titulo de exemplo sobre a imple-
mentacao do MEF a problemas de auto-valor e sem perda de generalidade, considere
inicialmente o problema de vibragao livre axial de uma barra:

d d
- (adx U) — AU =0 (7.17)

Aplicando o método da integral ponderada nesta iltima para um elemento
finito e qualquer, obtém-se a forma fraca:

h h
e d d e
—w—Udy— X\ Udyx =Qiw(0 cw(he 7.18
| egugva=a [T auUa= Qo)+ Queth) (719
d d .
onde Qf = — |a—U e = (a—U . Aproximando u localmente
dX x=0 dX Xx=he
por elementos finitos, ou seja, fazendo:
Ut=3) _ ¥U; (7.19)

levando-a a forma fraca e substituindo as fungoes peso pelas de forma, obtém-se:

h h
n ¢ d e d e e n © e, /e e __ e
Zj:o </0 aa idijdx> Uj_)‘zjto (/0 Cowiwjdx> Uj_Qi

(7.20)
ou, em forma matricial:
[KNRU} = AMPU} ={Q°} (7.21)
onde:
K¢ —/head ed yeq (7.22a)
o Ta ey T '
he
A@:A co s dx (7.22b)

sao os coeficientes da matriz de rigidez e da matriz de massa locais, respectivamente.
A Eq. 7.21 é o modelo local de elementos finitos do problema de auto-valor.

O modelo local de elementos finitos para o problema de auto-valor de 42 ordem,
caso da viga de Euler-Bernoulli, resulta, apés implementacao andloga a anterior:
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[KRU} = AMNHU} = {Q°} (7.23)
onde agora:
h 2 2
e d d
K¢ — 2 e ye .24
1] /O b dX2 7 dX2 7% dX (7 a‘)
he
My = [ covivgax (7.24b)

O modelo local de elementos finitos do problema de flambagem, Eq. 7.11, é o
mesmo que o da viga de Euler-Bernoulli acima a menos de A\, que passa a P, a forga
de compressdo, e da matriz de massa [M¢], que passa a matriz de estabilidade:

le% /he 4 e d yeg (7.25)
P — A, — L — . .
o Ma Ty T

O procedimento de aplicagao das condigoes de contorno é o mesmo do problema
estatico. Cabe observar que as condigoes de contorno sao homogéneas em problemas
de auto-valor.

7.3.2. Estimadores de erro para os auto-valores e auto-fungoes. Sejam
()\(0), u(o)) e (An,up) os pares de auto-valor e auto-fungéo, respectivamente o exato
e o obtido pelo MEF, de um determinado problema. E possivel estimar o erro do
ultimo par por meio das seguintes desigualdades:

0< A — Aoy < CLhPFF1=m ) 15 (7.26a)
u, — u()llm < Coh* 1= [Ag)] 77 (7.26b)

onde 2m é a ordem do operador diferencial do problema, k é o grau dos polinémios
das fungoes de forma empregadas em wu; e h é o comprimento caracteristico da
malha.

COMENTARIO 7.1. Da desigualdade acima, Eq. 7.26a, Ay < An, ou seja,
qualquer que seja o auto-valor obtido pelo MEF, ele serd sempre maior que aquele
exato: os auto-valores A\ sao aproximados por cima.

COMENTARIO 7.2. Suponha que uma malha de elementos finitos lineares de
comprimento caracteristico hg seja empregada para a obtencdo das frequéncias e
modos aziais de vibrar de uma barra. Logo, m =1 e k =1. Ao se refinar a malha,
por exemplo, diminuindo ¢ metade o comprimento caracteristico (h = hy = hg/2),
o erro estimado para as frequéncias e modos de vibrar serao:

1
Ay = Aoy & 7 (A = A) (7.27a)

1
lun, — uo)llm ~ iHuho — () |m (7.27b)
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7.3.3. Aplicagao. Para ilustrar a aplicagao do MEF na obtencao dos auto-
valores e auto-fungoes, considere o problema de vibragao axial livre de uma barra
restrita no apoio a esquerda e livre & direita, conforme mostra a Fig. ??7. A barra
tem densidade linear p, médulo de elasticidade E e area de secdo transversal A.
Na solucao serd empregada uma malha formada por 2 elementos lineares de igual
comprimento.

As condigoes de contorno levam a U; = @3 = 0. As matrizes de rigidez e de
massa globais sao respectivamente:

1 -1 0
2EA
K]==7=|-1 2 -1 (7.28)
0 -1 1
e:
2 1 0
AL
mﬂzzfﬁf 141 (7.29)
01 2

O modelo global de elementos finitos torna-se, portanto, apés a imposigao das
condigoes de contorno:

1 -1 0 2 1 0 0 O

2EA AL

el —Bﬁfuﬁ 1 4 1 Uy $ =4 0 (7.30)
0 -1 1 01 2|/ |Us 0

O problema de auto-valor surge da reducao do sistema acima pela eliminagao
da primeira equacgao do modelo global, a que tem a varidvel secundéria nao nula:

] i B ) N R

Fazendo, por exemplo, EA/L =1 e pAL = 12, e apés algumas simplificagoes,

o problema se reduz a:
4w =1) w?+2 | (U _ O (7.32)
w42 2wr-1)] \Usf 10 ‘

cuja equacao caracteristica é a equacao bi-quadrada:

20 4
427 2 — =
w - + - 0 (7.33)

Suas raizes sao os auto-valores procurados, ou as frequéncias angulares:

1
WF:UAQ—QVE:OA&H%G
7T 7
1
Wy = 4;2+»gxﬁ§::1,6250398

Os auto-vetores sao obtidos pela resolucao do sistema de equacoes algébricas,
Eq. 7.32, para cada auto-valor. Como o determinante da matriz do sistema é nulo
(as duas equagoes sao linearmente dependentes), ele é indeterminado, bastando,
portanto, apenas uma das equagoes para obter a solugao. Logo, para wi:
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3,1344  —2,2164] [UY | [0
—2,2164 1,5672 U3§1> 10

Ui =0, 70711 U

Logo, o primeiro modo de vibrar da barra é:

) _ J0,70711
U _{ 1

Para wy o sistema é:
6,5630 4,6408] US| o0
4,6408 13,2815 (u® [~ 0

Ul? = —0,70711 U

O segundo modo de vibrar da barra é portanto:

(2 _ f0,70711
oo {07

Os dois primeiros auto-valores exatos do problema séo:

Wl = \/E% — 0, 4534498
Wl = \/32 — 1,3603495

Comparando o resultado obtido pelo MEF com o exato, observam-se a aproximagao
dos auto-valores por cima e o crescimento do erro do primeiro para o segundo auto-
valor, conforme prevé o estimador. Pode-se observar na Fig. 7.1 um comparativo
grafico entre os modos exatos e os obtidos pelo MEF.

7.4. Problemas dependentes do tempo

7.4.1. Introdugao. Considere a equacao diferencial geral de um problema
dependente do tempo:

2 2 2
_aax(a(‘icu)+<96x2<b[fx2u>+Cou+cl<§tu+62§t2u:f(x’t) (7.34)
onde os coeficientes a, b, cg, ¢1 e co sao dependentes das coordenadas do espaciais e
do tempo. Conforme os valores destes coeficientes, a equagdo acima pode descrever
diversos fenomenos da mecénica dos meios continuos. Por exemplo, se a = FA,
b=cy=c =0, tem-se a equagao do movimento vibratério axial transitério de
uma barra.

Para formar o problema a valores no contorno e iniciais, deve-se acrescentar &
Eq. 7.34 condigoes de contorno:

0 d 0?
u(z,t)|, ou (—aax u+ e <b8x2 u)) (7.35a)

Y
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08 L ]

06| 7 ]

FIGURA 7.1. 12 modo de vibrar

- MEF —-—-
- Exata

05 | i 1

0 0.5 1 15 2 25 3 35

FIGURA 7.2. 22 modo de vibrar

e
0 0?
9 P 7.35b
7 Y . ou bosu ) ( )
e condicoes inicias:
cou(z,0) e cou(x,0)+ cpu(z,0) (7.36)

A abordagem deste tipo de problema pelo método dos elementos finitos re-
quer aproximagcao espacial e temporal. Para a primeira, supondo a separagao de
variaveis, tem-se:

(e, t) = u(z,t) = Z;’Zl US ()5 () (7.37)



86 7. PROBLEMAS DE AUTO-VALOR E DEPENDENTES DO TEMPO

Para a segunda, tratam-se as derivadas temporais conforme as espressoes tiradas
do método das diferencas finitas, descritas mais adiante.

Ao final das duas etapas obtém-se uma solucao espacial continua a cada inter-
valo de tempo discreto:

ut(x, ty) = ZFI US(ts)ys(x), s=0,1,2,3, (7.38)
onde Uf(t;) ¢ o valor da grandeza fisica u no né j do elemento e no instante ;.

7.4.2. Modelos semi-discretos de elementos finitos. A formulagio semi-
discreta é o resultado da aplicacao da forma fraca as Egs. 7.32-7.34 em cada ele-
mento finito num instante qualquer ¢:

hev 0 9, ? 9 . e
; aawau +ba—X2w8—X2u +cowu®+cpwit +cowi | dy =
/hewfdxwew(ow@e (- w)|  + Qs +0i (-5 0)
0 ! ? Ix x=0 ’ ‘ ! Ix x=he
(7.39)
onde:
Q5 = —azue—I—i ba—Qu‘3 (7.40)
Pl T ox I\ o )] o '
82
Q5 = <bue> (7.41)
2 8X2 =0
0 0 0?
e __ _|_,_~ ,€ _ — ut 4
% [ “ox " oy (baxzu >L_hc (742)
82
Q5 = - <b o u) (7.43)
4 aXQ =h

Aplicando o método de Rayleigh-Ritz na forma fraca a partir do conjunto de

funcoes de forma do elemento, {wf}ivzl, e da Eq. 7.37 obtém-se:

Us+

J

N———

N he b ea . he 92 682 . he o e
Zj_1</0 o Yoy jdX‘i'/O baixz%aixg%cbﬁ‘/o co i ¥ dx

N e : N he .
+Zj=1 </0 Clqpfl/}jdX) U;+Zj=1 (/0 Czd’fi/};‘d)() Us =
= [Tutsacraiuo s (- )| @it +as (2 v
0 K2 3 aX (2 X:0 K3 aX 7 X:he
(7.44)

ou em forma matricial:

(MUY + MU + KUY = {F°) (7.45)
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onde:
[K€] = [K'] + [K*] + [M%] (7.46)
h€
MY = /O co Y5 ¥ dx (7.47)
he
Milje:/o c1 5 5 dx (7.48)
he
M = /0 oy 5 dx (7.49)
h
© d d
K}?:/ a— v —Sd 7.50
5T aa Yy i (7.50)
h 2 2
c d d
K% = b— ¢ — Sd 7.51
= [ vat v (751)
he
Fy = U7 fdx +QF (7.52)
0

7.4.3. Aproximagoes temporais. A abordagem numérica para a solucao
das equagoes diferenciais a valores iniciais serd tratada aqui. Antes, porém, convém
distinguir os dois tipos diferentes das equagoes diferenciais comumente presentes na
analise transiente de fenémenos fisicos. Sao elas as equagoes diferenciais a valores
iniciais parabdlicas e hiperbdlicas. Na primeira, o operador diferencial temporal
é de primeira ordem, e o da segunda é de segunda ordem. As formas de solucao
numérica de uma e outra, apresentadas aqui, se assemelham, porém é conveniente
estuda-las separadamente.

7.4.3.1. Equacoes parabolicas. Na equacao diferencial genérica, Eq. 7.34, se o
coeficiente ¢y é nulo - o que equivale a [M?¢] nula -, tem-se entdao uma equacio
(ou sistema de equagdes) diferencial temporal parabdlica, encontrada, por exemplo,
nos problemas de transferéncia de calor transiente. Neste caso, o modelo local de
elementos finitos, Eq. 7.45, escreve-se simplesmente:

MU} + (KU = {F°} (7.53)

o qual, acrescido das condicoes iniciais:

{U b =t, = {U"}0 (7.54)
especifica a solugao temporal procurada.

7.4.3.1.1. Método da familia de aproximagao . O método da familia de aproxi-
magcao « ¢ uma forma discreta de obter a solucao temporal de equagoes diferenciais
parabdlicas.

Sabe-se, pela versao diferencial do teorema do valor médio, que existe um certo
tm € [ts,ts41] nO qual a derivada U é o valor médio da taxa de variacio de U nesse
intervalo. O método assume que a taxa de variacao média de U no intervalo de
tempo [ts,ts+1] é a média ponderada dos valores extremos de U:

U a1 — (U _

(1—a){U}s+a{Uc}teyr, 0<a<1 (7.55)
ts+1 - ts

cuja ponderacao ¢ feita pelo parametro . Como este pode ser qualquer no intervalo
de 0 a 1, tem-se, portanto, uma familia de aproximacao.

A notagao {-};, ou [];, se refere a valores no instante ¢, = Y ;_; At;. Denota-
se a média ponderada, isto é, o segundo membro da Eq. 7.55, como {U}Ha. Na
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préatica os sucessivos intervalos de tempo Atg sao considerados constantes iguais a
At. Tendo isto em conta, pode-se rescrever a Eq. 7.55 da seguinte forma:

(U ={U}s + Atoa {U€}8+a (7.56)

Assumindo [M!€] independente do tempo, a Eq. 7.53 escreve-se, respectivamente,
nos instantes tg € t541 como:

(MUY + [K°){UYs = {F°Ys (7.57)
[Mle]{UE}s+1 + [K s 1{U o1 = {F}sa (7.58)
Pré-multiplicando agora a Eq. 7.55 por At,yq[M€] obtém-se:
a Aty 1 [MYI{U o1+ (1= @) Aty [MY{U}s = [M'] ({U o = {U°}s)
(7.59)
Isolando [M'¢] {U°}, e [M'¢]{U®}4;1 nas Egs. 7.57 e 7.58, respectivamente, e a

seguir substituindo-as na Eq. 7.59 resulta, apds o rearranjo dos termos:

([Mle] + O‘Ats+1[K6]s+l> {Uss1 = ([Mle] —(1—a)Aty [Ke]S) {U}s+
FALp (@{F}op1 + (1 —a) {F}s)

(7.60)
ou, sinteticamente:
[Ke]s+1{Ue}s+l = [Re]s{Ue}s + {F6}575+1 (7.61)
onde:
[Ke}erl = M)+ a Aty [K o4 (7.62)
[K°s = [M"] = (1 — a) Aty [K°]s (7.63)
{FYosn = Atgry (@ {F Yo + (1 - ) {F)) (7.64)

A Eq. 7.61 forma o modelo local de elementos finitos do problema parabdlico.
Para se obter o modelo global, o procedimento é o habitual, ou seja, com o auxilio
da matriz de conectividade formam-se as matrizes globais que formarao parte do
modelo. Desta forma chega-se ao modelo global de elementos finitos:

K1 {U}es1 = [KIAUYs + {F}oin (7.65)

7.4.3.1.2. Imposicao das condigoes de contorno e partida do esquema numérico
temporal. A imposi¢ao das condi¢es de contorno se faz de modo andlogo aos pro-
blemas estaticos. Contudo, os valores nodais no contorno sao agora dependentes
do tempo, conforme as Eqs. 7.35.

O andamento do esquema numeérico se inicia pela imposi¢ao das condigoes ini-
ciais do problema, {U}q, em todos os nés da malha. Tem-se pois no instante ¢g:

K]y = [M'] + a At [K], (7.66)
[Klo = [M'] = (1 — ) At[K]o (7.67)
{F}Yo1 = At (a{F}i + (1— o) {F}o) (7.68)
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COMENTARIO 7.3. Observe que [K®¢] e {F¢} sao fungoes dependentes do tempo
previamente conhecidas, como se pode observar das Eqs. 7.3/ e 7.43-7.52.

As matrizes acima, uma vez substituidas na Eq. 7.65, formam o sistema de
equagdes algébricas que, rearranjado a modo dos problemas estaticos, fornece {U};.
O passo seguinte repete este primeiro a menos que, onde o indice era 0, passa a
ser 1 e, onde era 1, passa a ser 2, obtendo {U}s. O esquema segue entdo até o
instante desejado. Ao final tem-se o histdrico das varidveis primaérias e secundéarias
em instantes discretos ao longo do periodo de tempo.

7.4.3.1.3. Estabilidade e precisao do esquema numeérico temporal. A seguir sao
dadas algumas defini¢Ges referentes a estabilidade e precisao do esquema numérico
temporal.

Duas sao as fontes de erro deste esquema numérico. Uma sao os erros acumula-
dos a cada passo ao introduzir um truncamento na forma de aproximar a derivada
temporal e, outra, sao os erros de arredondamento decorrentes da limitacao de
representacao numérica intrinseca da méquina. Se o erro acumulado cresce indefi-
nidamente ao longo do esquema, tem-se solugao instdvel. Pelo contrério, se o erro
ao longo do esquema permanece limitado a um valor, ou seja, num intervalo o erro
é compensado pelo do intervalo seguinte, a solucao é estdvel. Supondo operagoes
aritméticas exatas, se o erro de truncamento vai a 0 quando o intervalo de tempo
At tende a 0, entao o esquema discreto se diz consistente com o problema conti-
nuo. Finalmente, se para um instante ¢, e intervalo de tempo At, fixos quaisquer
a solugdo de um esquema de aproximagdo temporal tende a exata quando At for
a 0, entao o esquema se diz convergente. Se um esquema numérico é estavel e
consistente, também é convergente.

7.4.3.1.4. Esquema condicionalmente estavel. Um esquema é dito condicional-
mente estavel se é estavel quando certas condigoes para o intervalo At sao satisfeitas.
Para todos os esquemas numéricos em que o < %, a familia de aproximacao « é
estavel sé se:

2
T=2a)x

onde A\ é o maior auto-valor do problema de auto-valor associado a equagao do
modelo global de elementos finitos andloga a Eq. 7.53.

At < Ateritico = (7.69)

a Designacao Estabilidade Precisao
0 esquema de diferenga progressiva condicionalmente estdvel O(At)
% esquema de Crank-Nicolson estavel O(At?)
; método de Galerkin estével O(At?)
1 esquema de diferenca regressiva  estdvel O(At)

TABELA 7.1. Quadro comparativo de alguns esquemas da familia a.

7.4.3.1.5. Esquemas explicito e implicito. Quando « for nulo, [K]s11 = [M]",
e, se esta ultima for diagonal, o sistema dado pela Eq. 7.65 pode ser resolvido sem a
necessidade de “inverter” [K];11. Neste caso, tem-se o esquema ezplicito. Quando

a é ndo nulo, [K]s41 deve ser “invertida”, e o esquema é dito implicito.
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7.4.3.2. Equacoes hiperbdlicas. Se na Eq. 7.34 o coeficiente c¢; é identicamente
nulo - o que equivale agora a [M'€] nula -, tem-se uma equagao (ou sistema de
equagoes) hiperbdlica, encontrada, por exemplo, em problemas de dindmica dos
sélidos. Consequentemente o modelo local de elementos finitos torna-se:

(MUY + [K{U} = {F°} (7.70)

o qual, acrescido das condicoes iniciais:

{U =1 ={U }o (7.71)
{U =1, = {U"}0 (7.72)

define univocamente a solucao temporal procurada.

7.4.3.2.1. Método Newmark. Na obtengao da solucao discreta da Eq. 7.70 sera
empregado o método Newmark.

Neste método, a solucio {U} e sua primeira derivada {U} sio aproximadas
pela série de Taylor truncada:

{Uss1 = {U}s + At {U}s + %(Atsﬂ)?{Ue}m (7.73)
{U o1 = {U}s + At 1 {U}osa (7.74)

onde:
{Ue}s+9 =(1-0) {Ue}s +40 {Ue}s-u (7.75)

é a média ponderada da taxa de variagao de segunda ordem no intervalo de tempo
Atsy1, e a ey sdo parametros que influenciam a estabilidade e precisdo do esquema
numérico e que se assemelham ao parametro andlogo da familia de aproximagao a.

Analogamente ao desenvolvimento da familia de aproximagao «, a Eq. 7.70
escreve-se nos instantes ts e t,4; respectivamente como:

[M2]{U}s + [K°){U}s = {F°}, (7.76)
[M26]5+1{U6}s+1 + [K)s41{U}s41 = {F°}s11 (7.77)
Pré-multiplicando a Eq. 7.73 por [M?¢],, 1, substituindo nesta a Eq. 7.75 e

rearranjando os termos, resulta:

(a3 [M2e]s+1 + [KE]SH) {U6}8+1 = {Fe}s+1+

N . g (7.78)
(M%) (a3 (U} + aa {U°), + a5 {U°),)
onde:
2
a3 = —————— 7.79
° 7 (Atst1)? ( )
2
ayg = 7.80
S (7.80)
1

ar — — — 1 7.81
5= (7.81)

De forma sintética a Eq. 7.78 pode ser escrita como:



7.4. PROBLEMAS DEPENDENTES DO TEMPO 91

[Ke]s+1 {Ue}s+1 = {Fe}s,s+l (782)

com:

[Kst1 = az [M*)s41 + [K) 541 (7.83)
{FYap1 = {Fop1 + [M?*) o1 (as {U}s + as {U}s + as {UC}S> (7.84)

Levando a Eq. 7.75 na Eq. 7.73 e isolando {Ue}s+1, obtém-se:

(U1 = a3 ({U s = {U}s) = aa {U o1 — a5 {U}, (7.85)

Fazendo o mesmo na Eq. 7.74 e isolando agora {Ue}s+1, obtém-se:

{Ue}erl = {Ue}s + az {Ue}s + a; {Ue}s+1 (7.86)

As equagbes acima correspondem ao modelo local de elementos finitos. Para
obter as equagoes correspondentes ao modelo global, devem-se obter as matrizes
globais, [K], [K] e {E'}, por meio das correspondentes matrizes locais e da matriz
de conectividade. Resulta dai o modelo global de elementos finitos:

(a3 [M]ngl + [K]erl) {U}S+1 = {F}s+1+

5 . . (7.87)
+ [M7]s 41 (a:s {U}s +as{U}s +as {U}s)
As demais equacoes necessédrias ao esquema numérico temporal sdo:
{U}si1 = as ({Ulssr — {U}s) — aa {U}s — a5 {U}s (7.88)
{U}sH = {U}s + az {U}s + a1 {U}S+1 (7.89)
onde:
a1 = a At (7.90)
as = (1 —a)At (7.91)

COMENTARIO 7.4. A Eq. 7.87 é uma férmula de recorréncia que fornece {U}
no instante tsy1 a partir do seu valor no instante t; e de parametros e varidveis
independentes cujos valores podem ser determinados em qualquer instante, como é
o caso da matriz de massa, da matriz de rigidez e do vetor de carregamento. Pode-
se assim estabelecer um processo interativo em que o wvalor da incdégnita obtida
num instante serve como dado de entrada para determinar o valor da incognita no
instante seguinte.

7.4.3.2.2. Imposicao das condigoes de contorno e partida do esquema numérico
temporal. O mesmo se pode observar sobre a imposi¢cao das condicoes de contorno
que nos problemas parabdlicos.

O andamento do esquema numérico se inicia pela imposi¢ao, em todos os nés da
malha, nio somente das condices iniciais do problema, {U}q e {U}o, mas também
do valor inicial de {U }o, obtido mediante a versao global da Eq. 7.70 no instante
to, ou seja, mediante:

{U}o = M]5" ({F}o — [K]o{U}o) (7.92)
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Com {U}O e as condigoes iniciais obtém-se {U}; da Eq. 7.87 e, a seguir, das Eqs. 7.88
e 7.89, obtém-se respectivamente {U he {U }1, completando assim o primeiro passo
do processo interativo. No passo seguinte, ja de posse de {U}y, {U}1 e {U}1,
obtém-se {U}, da Eq. 7.87, o qual, junto com os trés anteriores, permite determinar
{U}g, por meio da Eq. 7.88, o qual, por sua vez, levado & Eq. 7.89, fornece {U}g,
encerrando o segundo passo. A partir dai, este ultimo procedimento se repete a
cada passo até o instante que se queira.

7.4.3.2.3. Estabilidade e precisao. Os parametros « e v determinam a estabili-
dade e a precisao do método Newmark. Para todos os esquemas em que v < o < %
tém-se estabilidade condicionada & desigualdade:

2

onde wnsx € a frequéncia natural maxima do problema de auto-valor associado:

1
1 2
At < Aterttico = ( w;éX(OZ — ’Y)) (793)

(1K) - w?[M?)) {U} = 0 (7.94)
a v Designacao Estabilidade
1 1 , - 1 [
3 3 método da aceleracao média constante estavel
1 1
5 3 método da aceleracao linear condicionalmente estavel
1
5 0 método da diferenca central condicionalmente estavel
3 8 , . (
5 método de Galerkin estavel
3
5 2 método da diferenca regressiva estavel

TABELA 7.2. Quadro comparativo de alguns esquemas do método
de Newmark.

7.5. Diagonalizacao da matriz de massa

Pode-se observar através das Egs. 7.62 e 7.65 que, no caso do esquema de
diferenga progressiva (a = 0), a férmula de recorréncia simplifica-se, apresentado-
se como:

[Ml] {u}sy1 = ([Ml] — Atsiq [K]S) {u}s + Atgyr {F}s (7.95)

A matriz [M!] é denominada matriz de massa consistente. Ela é simétrica, de-
finida positiva e ndo-diagonal. Geralmente a obtencao de {u}s11 requer a inversao
desta matriz. No entanto se [M1] for diagonal, {u}s41 pode ser obtida explicita-
mente como:

1
(Ui)s+1 = ﬁ

N
Mii (ul)g — Ats+1 Zj*l Kij (Uj)s =+ At5+1 (Fz)g (796)

: =
Por que é clara a vantagem da matriz de massa ser diagonal, desenvolveram-se
técnicas para diagonaliza-la. Na sequéncia serao vistas duas delas: a diagonalizagao

pela soma dos coeficientes da linha e a diagonalizacdo proporcional.
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7.5.1. Diagonalizagao pela soma dos coeficientes da linha. Nesta téc-
nica, o coeficiente da linha 7 da matriz diagonalizada é igualado a soma dos coefi-
cientes da mesma linha da matriz de massa consistente:

N rhe he
M= [ ovtui= [ vt (7.97)

Nesta ultima igualdade, empregou-se a propriedade particao da unidade.
Esta técnica equivale a distribuir ponderadamente para cada nd, ponderando
por meio da fungao de forma correspondente, a massa do elemento.

7.5.2. Diagonalizagao proporcional. Nesta outra técnica, o coeficiente da
linha 7 da matriz diagonalizada é a fragao da massa do elemento que corresponde
a razao entre o coeficiente da linha e coluna i e a soma dos coeficientes da diagonal
da matriz de massa consistente, ou seja:

he
M, :a/ pdx (7.98)
0
com:
o pg v dy
a= o L (7.99)
doim Jo PSS dx

COMENTARIO 7.5. No caso da densidade p ser constante e o elemento ser
lagrangeano linear ou quadrdtico, as duas técnicas levam a mesma matriz diagona-
lizada.

7.5.3. Vantagens da diagonalizagao. A diagonalizacdo da matriz de massa
consistente acelera os calculos computacionais por duas razoes:
12 . nao requer a inversao de matrizes;
22 . o caso de esquema condicionalmente estével, o intervalo de tempo critico
torna-se maior.



