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Introducao ao Método dos Elementos Finitos
Trabalho Pratico

Professor responsdvel: Adriano Scremin - Bloco IV, Sala: 7-21

Prazo

O relatério deve ser entregue impreterivelmente até as 24 h do dia 5 de junho de 2017.

Instrugoes para o relatério

O relatério deve conter:

1.
2.

A forma fraca do problema para um elemento genérico (e).

O modelo local de elementos finitos para os elementos linear e quadrédtico genéricos (para os problemas que
envolvem viga, apresente o modelo sé para o elemento de viga).

Os respectivos modelos globais de elementos finitos (linear e quadratico) para malha de 2 elementos com as
condigoes de contorno impostas.

Implemente um cédigo computacional para cada tipo de elemento em qualquer linguagem - anexe a sua listagem
ao relatorio - para processar a série de dados do seu problema. Comente-o para tornar mais facil a leitura dele.
A partir dos dados da malha, da geometria e das propriedades materiais, o c6digo deve processa-los para obter
as matrizes e demais vetores do modelo de elementos finitos, e deve impor as condigoes de contorno, montar e
resolver o sistema de equagoes algébricas e apresentar os resultados.

Compare graficamente a solugao de elementos finitos de cada tipo de elemento com a solucao exata do problema.
Para cada tipo de problema obtenha solugdes com malhas de 2, 4, 8, 16 e 32 elementos (em alguns problemas
essa sequéncia deve ser adaptada, mas obedecendo sempre a progressao geométrica de razao 2).

Implemente no cédigo computacional a obtencéo do erro nas normas L? e da energia.

Obtenha o erro em ambas as normas para as malhas empregadas no Item 5 e, para cada tipo de elemento, plote
num gréfico log x log as normas do erro na ordenada e o nimero de graus de liberdade na abcissa.

Comente os resultados obtidos no grafico a luz da teoria de predicao de erro do MEF.

O relatério deve ser apresentado impresso em folha A4 e ndo deve exceder 8 péginas, excluida a listagem do
codigo.

Problemas sorteados

Problema 1: A seguinte equagao diferencial aparece na modelagem matematica do problema de condugao de calor
em regime permanente numa barra termicamente isolada:
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onde T é a temperatura, k é a condutividade térmica e g é a geracdo de calor. Considere que ¢ = 5000 W.m™3, ¢ = 0,
L=01m k=00Wm'!'°C!, g=2W.m2°C?! Ty =50°C e T, =5°C. Determine a distribuicio de
temperatura ao longo da barra. A solucao exata é:
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Problema 2: Considere a condugao de calor em regime permanente num fio elétrico de segao circular que dissipa
energia por efeito joule. Seja Ry o raio da secao do fio, K. a sua condutividade elétrica e I a corrente elétrica por




unidade de 4rea que ele conduz. A taxa de geracdo de calor por unidade de volume é dada por g, = I?/K.. Despreze
qualquer variacao da condutividade térmica e elétrica do fio. As equagbes governantes do problema sao:
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Determine a distribuigao de temperatura ao longo do raio do fio e o fluxo de calor Q = —27 Ry Lk(dT'/dr)|g, utilizando
(i) o campo de temperatura e (i) as equagoes de balango. Para comparagéo, a distribuigao radial exata de temperatura

é:
,\2
1
<RO>
Dados para o fio: Ry = 5,0mm, £k = 391 W.m'°C! K, = 0,00133 Q! . m"! e I = 26000 A.m 2. Considere
Ty = 60 °C.

=0, T(Ry)="Tp
r=0
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Problema 3: Determine a distribuicao de temperatura em regime permanente na aleta mostrada na Figura 1.
Considere que a largura da aleta é [ = 500 mm, a temperatura na raiz da aleta Ty = 250 °C, a condutividade térmica
k=2,4W.m'.°C!, o coeficiente de conveccdo térmica 8 = 26 W.m2.° C'! e a temperatura ambiente T, = 75 °C.
A equagao que rege a distribuigao de temperatura em regime permanente é:
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onde A e P sao respectivamente a drea e o perimetro da secao transversal. A extremidade esquerda da aleta troca
calor com o meio por convecgao natural, ou seja, tem-se ai a condi¢ao de Robin:

=0
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A solugao analitica do problema é:

B senh (az) + ka cosh(az)
B senh (al) + ka cosh(al)

T=Tw+ (To—T)

| BP
onde a = i—A, [ =75 mm ¢ a altura da aleta, b = 6 mm sua base e L = 500 mm sua largura.

T,=75°C T;=250"C
B 16 mm /
|
0 X T

\ 75 mm |

Figura 1: Problema 3.

Problema 4: Considere um elemento de combustivel nuclear esférico, consistindo de uma esfera de material fissil
envolto por uma casca esférica de aluminio como mostrado na Figura 2. A fissdo nuclear é uma fonte de energia
térmica que varia nao uniformemente do centro para a periferia. Deseja-se determinar a distribui¢ao de temperatura
no elemento de combustivel nuclear e no revestimento de aluminio.

As equagbes governantes para as duas regidoes sdo as mesmas, com exce¢do da auséncia de fonte de calor no
revestimento aluminizado. As equacoes sao:
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Figura 2: Problema 4.
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onde os subscritos 1 e 2

referem-se ao elemento de combustivel nuclear e o revestimento, respectivamente. A geracao
de calor por unidade de volume na esfera de combustivel é da forma:

= 1+ o :
C
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onde qo e ¢ sdo constantes dependentes do material nuclear. As condigoes de contorno séo:
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A solucao exata é:
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Considere que Ty = 200 °C, Rc = 5,0 mm, Rp = 3,0mm, k; = 2,10 W-m'.°C!, ky = 250 W-m-°C!,
90 =1,91-102W-m23 e c=0,0312.

Problema 5: Considere o escoamento de fluido viscoso sobre um plano inclinado, como mostrado na Figura 3. A
equagao do movimento ao longo da coordenada z para o escoamento do fluido em regime permanente laminar é dada
por:

d2
—u@w:pgcosﬁ 0<zxz<L

onde w é a componente da velocidade na direcao z, p é a viscosidade do fluido, p é a sua densidade, g é a aceleragao

da gravidade e 8 é o angulo entre o plano inclinado e a vertical. As condigoes de contorno associadas ao problema sao
tensao de cisalhamento nula em = = 0 e velocidade nula em = = L:
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Figura 3: Problema 5.
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A solucao exata do problema, é:

pgL? cos 3 T\ 2
R
20 L
Determine a distribuicao de velocidade do fluido ao longo da direcao z e avalie a tensao de cisalhamento na parede,

empregando (3) a distribuigao de velocidade e () as equagoes de equilibrio, e compare com o valor exato.
Considere que L=10mm. 3 =15°, ©t=1,000-10"2 N-s-m™2, p = 1000 kg-m™> e g = 9,81 m-s2.

Problema 6: Considere o escoamento em regime permanente de um fluido viscoso ao longo de um tubo cilindrico
suficientemente longo de raio Ry. A equacdo governante é:
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onde w é a velocidade na diregao axial, i é a viscosidade e fy é o gradiente de pressdao. As condigoes de contorno sao:

d
r,u%w

Explore a simetria do problema e determine a distribuicao da velocidade na segdo transversal do tubo. A solucao

exata é:
N
1—( —
<R0>

Considere que Ry = 45 mm, = 2,510-10"2 N-s-m2 e f, = 8,89 - 103 Pa-m™".
Problema 7: Considere o escoamento laminar em regime permanente de dois fluidos incompressiveis e imisciveis
entre duas placas paralelas fixas sob a influéncia de um gradiente de pressao na diregdo x. O escoamento é ajustado
de forma que o fluido I, mais denso e mais viscoso, ocupa a parte inferior e o fluido I/, menos denso e menos viscoso,
a parte superior, conforme mostra Figura 4. Deseja-se obter as distribuig¢oes de velocidade horizontal u; e us em cada
regiao.

A equagdo governante para cada fluido é:

=0, w(Ry)=0

r=0

w — foR3

” (6)

d2
_'uldTJQU1 =fo, —b<y<O0

d2
TH2 g v =fo, 0<y<+b



Less dense,

ess viscous,
yip M2 fluid
X nterface

Denser, T
more viscous ©
fluid

Figura 4: Problema 7.

onde fy é o gradiente de pressdo na dire¢do x. As condigdes de contorno sdo:

w1 (=) = ua(+b) =0, u1(0) = uz(0)

A solucao exata é:

2 2w - 2
ui:fo Bi o, M u2y<y)]’ (i=1,2)
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Considere que b = 25 mm, p; = 1,000- 1072 N-s-m™2, jp = 2,510- 1072 N-s-m2 e fy = 7,51 - 10> Pa-m™!
Problema 8: A equacao governante da deformagao axial de uma barra sob a acao da forca distribuida f é:

d
EA— u)l=f, 0<z<L
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onde E é o mdédulo de elasticidade e A é a area da segdo transversal. Determine o deslocamento axial ao longo
de uma barra de comprimento L = 0,700 m, fixa & esquerda e a direita, submetida a uma forga uniformemente

distribuida f = 500 kN - m™!. A 4rea da secdo transversal A varia linearmente conforme a expressao Ay + A; z .Dados
Ag=A; =4,0-1073 [SI] e E =207 - 10! Pa. A solugio exata é:
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Problema 9: Determine o deslocamento axial ao longo da barra de secdo ndo uniforme e de materiais distintos
fixamente apoiada a esquerda e submetida a uma mola de constante eldstica k & direita, conforme indicado na Figura 5,
quando a forca 2P = 900 kN e uma forca linearmente distribuida no primeiro trecho a esquerda pox sao aplicadas. Os
dados, exceto pg = 3500 [kN-m™2], encontram-se indicados na Figura 5. A condi¢io de contorno & direita é:

EAiu—i—k:u:O
dx

A solugao exata é:
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onde p = kgz , A é area da secdo transversal no trecho de maior diametro e L é o comprimento total.

Problema 10: Considere a viga de ago carregada e apoiada conforme a Figura 6. Determine a deflexao v, a forca
cortante V' e o momento fletor M ao longo da viga. Explore a simetria da viga. O moédulo de elasticidade do aco é
E =207 - 10" Pa. Os demais dados encontram-se na prépria figura. A equacio que rege a deflexdo de uma viga é:
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Figura 5: Problema 9.
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A solucao exata é:
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Figura 6: Problema 10.

Problema 11: Determine a distribuicao de temperatura em regime permanente na aleta mostrada na Figura 1.
Considere que a largura da aleta é [ = 500 mm, a temperatura na raiz da aleta Ty = 250 °C, a condutividade térmica
k=2,4W.m'.°C! o coeficiente de conveccdo térmica S =26 W.m2.°C! e a temperatura ambiente T, = 75 °C.
A equacdo que rege a distribuicao de temperatura em regime permanente é:
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onde A e P sao respectivamente a drea e o perimetro da seg@o transversal.

To = 250°C
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Figura 7: Problema 11.



