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Resumo. Analisa-se 0 desempenho do estimador empirico. Este estimador fornece uma
estimativa do erro de iteragdo com base na taxa de convergéncia da variavel de interesse. O
erro de iteracdo pode ser definido pela diferenca entre a solugdo numérica exata e a solucao
numérica em uma determinada iteracdo. Sao resolvidos sistemas de equacdes gerados a
partir da aplicagdo dos metodos de diferencas finitas e volumes finitos sobre malhas
unidimensionais e bidimensionais uniformes, de problemas de transferéncia de calor e de
mecanica dos fluidos. Estes sistemas de equagdes foram resolvidos com a utilizacéo de varios
métodos iterativos. O desempenho do estimador empirico pode ser dividido em trés
intervalos: nas iterac@es iniciais, em geral a acuracia € baixa; quando o nimero de iteragdes
é muito elevado, os erros de arredondamento predominam sobre o0s erros de iteragdo mas,
mesmo assim, a acuracia é relativamente boa; no intervalo entre esses dois extremos, a
acuracia tende a melhorar a medida que se aumenta o numero de iteracdes. Nao se
recomenda o uso do estimador empirico em processos iterativos que envolvem a aplicacao da
técnica multigrid pois, em geral, sua acuracia é baixa. Constatou-se que o estimador
empirico é equivalente a outros estimadores disponiveis na literatura.
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1. INTRODUCAO

Segundo Ferziger e Peric (1999), Oberkampf e Blottner (1998), Roache (1998), Tannehill
et al. (1997), Celik e Zhang (1995) e Demuren e Wilson (1994), o erro numérico é causado
por diversas fontes: erros de truncamento (Er), erros de arredondamento (E,), erros de
programagcao (Ep) e erros de iteracéo ( E, ). Simbolicamente, tem-se

E(4) = E(Er, Ex, Ep, E,) (1)

onde ¢ € a varidvel de interesse, podendo ser local ou global, primaria ou secundaria. Essas
quatro fontes de erro podem ter magnitudes e sinais diferentes, o que pode resultar em
cancelamentos parciais ou totais entre esses erros. A definicdo, o efeito e a origem de cada
uma destas quatro fontes de erro séo discutidas no texto de Marchi (2001).

No presente trabalho, sdo analisados erros de solu¢fes numéricas causados somente por
erros de iteragdo. Nas proximas secOes, caracteriza-se o erro de iteracdo e sdo apresentados
procedimentos para estimar o erro de iteracdo utilizando-se o estimador empirico. Sao
apresentados exemplos de aplicacdo que envolvem difusdo de calor unidimensional e
bidimensional em regime permanente e escoamento bidimensional isotérmico de fluido
incompressivel. As solugdes numéricas destes problemas séo obtidas através dos métodos de
diferencas finitas e de volumes finitos. Finalmente, apresenta-se a concluséo do trabalho.

2. ERRO DE ITERACAO

Roy e Blottner (2001), Ferziger e Peric (1999), Roache (1998), Kim et al. (1998) e
Demuren e Wilson (1994) sao exemplos de trabalhos que discutem sobre erros de iteracdo. De
acordo com Ferziger e Peric (1999), considerando-se uma determinada variavel de interesse
(@), o erro de iteracdo ( E) é a diferenca entre a solucdo exata (@) das equagdes discretizadas

e a solugdo numérica em uma determinada iteragao (¢, ), ou seja,

E(¢n) = O _¢n (2)

onde as equacdes discretizadas resultam da aplicagdo de um método numérico sobre um
modelo matematico; n representa 0 nimero da iteracdo corrente no processo de solucdo do
sistema de equacdes algébricas, obtido das equacdes discretizadas do modelo matematico.

Entre outros, alguns fatores que geram erros de iteracao sdo:

e 0 emprego de métodos iterativos para resolver o sistema de equacdes algébricas;
e 0 uso de métodos segregados na obtencdo da solucdo de modelos matematicos

constituidos por mais de uma equacéo diferencial; e
e aexisténcia de ndo-linearidades no modelo matematico.

A caracteristica principal dos erros de iteracdo envolvidos em processos iterativos que
apresentam taxa de convergéncia monotbnica é que, quando se aumenta o0 numero de
iteracBes, em geral, seu valor diminui em escala logaritmica e tende a uma inclinacdo
constante. Isso pode ser observado na Fig. 1 onde é mostrado o erro de iteracdo resultante da
solucdo de uma equacio quadrética (x* —5x+6=0) através do Método da Iteragdo Linear
(Ruggiero, 1998), com condigéo inicial x, = 0. Portanto,

E(¢) = C10™ 3



onde C é uma constante; p_ é a ordem assintotica, que representa a inclinacdo para a qual
tende a curva do erro quando n — co. Quanto maior é esta inclinacdo em relacdo ao eixo das
abscissas (Fig. 1), maior ¢é a taxa de reducdo do erro de interagdo (E) com o aumento de n.
Além disso, para um mesmo nimero de iteracGes, menor é o erro.
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Figura 1 — Comportamento apresentado pelos erros de iteracéo.

O valor do erro de iteragdo s6 pode ser calculado com a Eq. (2) quando se conhece a
solucdo exata do sistema de equacdes resultante da discretizacdo do modelo matematico. Mas
em termos préaticos isso ndo ocorre, em geral. Conseqlientemente, é necessario estimar qual é
o valor da solucédo exata. Com este fim, um método é apresentado na préxima secao.

3. ESTIMADOR EMPIRICO

A incerteza (U) da solugdo numérica de uma varidvel de interesse (¢) é calculada pela
diferenca entre a estimativa da solucdo exata (¢, ) do sistema de equacdes e a sua solucdo

numérica em uma iteragdo n (¢, ), isto é,

U (¢n) = ¢oo - ¢n (4)

onde a incerteza também é denominada de erro de iteracdo estimado. Por analogia a Eq. (3),
admite-se que

U(g,) = kio™ (5)
onde k é uma constante; e py € a ordem aparente da incerteza que representa a inclinagéo local

da curva da incerteza (U) versus o nimero de iteracdes (n) num grafico como o da Fig. 1.
Considerando-se as iteragdes n; n, e nz, com Ny < n, < ng, e as Eqgs. (4) e (5), tem-se



¢oo - ¢n1 k 1O_nlpu

9. = b, k107" (6)
¢oo - ¢n3 = k10

No sistema de Egs. (6), as incognitas sdo ¢_, k e py. Resolvendo-o para ¢, obtém-se

(¢n - ¢n )
— 3 2 7
¢oo ¢n3 + ([// _ 1) ( )
onde
¢n - ¢n
— 2 | 8
¢n3 - ¢n2 ( )

e a expressdo para a ordem aparente (py) pode ser vista no trabalho de Martins (2002).
Substituindo este resultado na Eq. (4), chega-se a

(¢n3 - ¢n2 )

U -
@) = 51

(9)

que se constitui no estimador empirico para erros de iteracdo. Marchi e Silva (2002)
demonstraram que estimativas de erro baseadas em equacGes semelhantes a Eq. (9) sédo
validas apenas para > 1ou y<-1.

3.1 Critérios para medir o desempenho de uma estimativa de erro

A qualidade de uma estimativa de erro pode ser avaliada através da sua efetividade (&),
que é definida pela razdo entre a incerteza (U) e o erro (E) (Zhu e Zienkiewicz, 1990), isto &,

6 = — (10)

Uma estimativa de erro ideal é aquela cuja efetividade é igual a unidade (6 =1), ou seja,
guando a incerteza é igual ao erro (U = E). Quando a magnitude da incerteza é maior do que a
magnitude do erro de iteracdo e ambas tém o mesmo sinal, pode-se dizer que a estimativa do
erro é confiavel (Marchi, 2001), isto €,

0 > 1 (11)

Se a magnitude da incerteza é aproximadamente igual & magnitude do erro de iteragéo,
diz-se que a estimativa do erro € acurada (Chapra e Canale, 1994), ou seja,

0 ~ 1 (12)

A definicdo quantitativa do que é uma estimativa de erro acurada depende do quao préximo
da unidade deve estar a efetividade, o que é funcdo de cada caso.



4. RESULTADOS

Nesta secdo sdo descritos e apresentados resultados numéricos de trés problemas usados
para ilustrar, atraves de exemplos de célculo, a aplica¢do do estimador empirico para erros de
iteracdo. Muitos outros resultados podem ser vistos no trabalho de Martins (2002).

4.1 Equacao de Poisson Unidimensional

O problema 1 consiste na difusdo de calor unidimensional, em regime permanente, com
absorcdo de calor (Incropera e DeWitt, 1992), o que resulta na equacdo de Poisson, dada por

d?A

vl 12 x? (13)
X

com condicdes de contorno do tipo Dirichlet nos dois contornos: A(0)=0e A(L)=1;comL
= 1.0 modelo numérico é constituido pelo método de diferencas finitas (Tannehill et al.,
1997), com aproximagdes numéricas de 2* ordem através de diferenca central e malha
uniforme.

Foram definidos, neste problema, quatro variaveis de interesse (¢), que sdo: os resultados
numericos em trés nos especificos da malha, isto é, A(%4), A(°%,) e A(%)e a média aritmética

dos resultados numéricos obtidos em todos os nés da malha. Para cada variavel de interesse
foram analisados seu erro de iteracdo (E), a estimativa do erro de iteracdo (U), a razdo de
convergéncia (i), a ordem aparente (py) e a efetividade (@) .

As solucdes numéricas foram obtidas para malhas com N =11, 101e 201nos. O sistema

de equacdes resultante da discretizacdo do modelo matematico foi resolvido com o método
iterativo de Gauss-Seidel (Kreyszig, 1999), utilizadando-se trés tipos de condi¢des iniciais:
nula, unitaria e linear com x. Considerou-se como critério de convergéncia para 0 processo
iterativo a queda minima de cinco ordens de grandeza na magnitude do erro de iteracdo, para
todas as variaveis de interesse.

Na Tabela 1 sdo apresentados resultados para A(Y), em funcdo do nimero de nds da
malha, para condicdo inicial nula, na iteracdo em que € satisfeito o critério de convergéncia.
Pode-se observar nesta tabela que as estimativas de erro apresentam acurécia elevada (6 ~1).
Para as demais variaveis de interesse, em todos 0s casos, obteve-se comportamento analogo.
Com a variacdo das condi¢es iniciais, descritas anteriormente, e do nimero de n6s da malha,
foram considerados nove casos descritos na Tabela 2. Verifica-se nesta tabela que a razao de
convergéncia () e a ordem aparente (py) variam somente com o nimero de nos da malha.
Portanto, ndo sofrem alteracdo com a mudanca das condi¢des iniciais ou da variavel de
interesse.

Tabela 1. Resultados numéricos para A(Y), Problema 1

Malha n &, E, U(4,)

En
11 n6s 150 6,49999E-02 8,17368E-08  9,99999E-01
101 nos 15933 6,25249E-02 2,78104E-08  1,00030E+00

201 nos 63688 6,25062E-02 2,72793E-08  9,97596E-01




Tabela 2. Razéo de convergéncia (i) e ordem aparente (py) para o Problema 1

N Casos 4 Pu
11 1,2,3 1,10557 0,04358
101 4,5,6 1,00098 0,00042
201 7,8,9 1,00024 0,00010

Com os resultados do Problema 1 verificou-se dois tipos de comportamento. Nas
iterac@es iniciais, as estimativas de erro sdo inacuradas e sem confiabilidade, de forma geral.
Apos estas iteragdes iniciais, as estimativas sdo cada vez mais acuradas. Pode-se observar na
Fig. 2, por exemplo, que existe discordancia ente incerteza e erro somente nas iteracoes
iniciais. Foi constatado que nestas iteracbes a razdo de convergéncia apresenta valores
menores que um (w <1), o que torna inadequada a aplicacdo do estimador empirico,

conforme Marchi e Silva (2002).
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Figura 2 — Erro (E) e incerteza (U) para A(Y), Problema 1, malha de 11 nos.

4.2 Equacéo de Laplace Bidimensional

O problema 2 consiste na difusdo de calor bidimensional, em regime permanente, sem
geracdo de calor e com condutividade térmica constante (Incropera e DeWitt, 1992), o que
resulta na equacdo de Laplace, dada por

O°A %A

aXZ + ayZ

(14)



com condi¢fes de contorno de Dirichlet, dadas por: A(0,y)=A(x,00=0, A(L,y)=Y,
A(x,L)=x; e um dominio quadrado de lado unitario (L=1). O modelo numérico é

constituido pelo método de diferencas finitas (Tannehill et al., 1997), com aproximacoes
numéricas de 2% ordem através de diferenca central e malhas uniformes. Neste caso, ndo existe
erro de discretizacdo (Ferziger e Peric, 1996), o que facilita a analise dos erros de iteragéo.
Neste Problema as variaveis de interesse sdo: a temperatura no centro do dominio, isto é,
A(%,%); e a temperatura média no dominio (A,,).

As solucbes numericas foram obtidas para trés malha diferentes, conforme a Tabela 3. O
sistema de equacdes resultante da discretizacdo do modelo matematico foi resolvido através
do método iterativo de Gauss-Seidel. Também utilizou-se uma técnica multigrid para
problemas lineares, cujo algoritmo € descrito nas paginas 169 e 170 do livro de Tannehill et.
al. (1997). Em todos os casos, empregou-se condicdo inicial nula. O critério de convergéncia
adotado foi a queda minima de sete ordens de grandeza na magnitude do erro de iteracdo para
as duas variaveis de interesse.

Na Tabela 3 sdo apresentadas algumas solu¢fes numéricas do Problema 2, Eq. (14),
calculadas para a temperatura no centro do dominio, cuja solucéo exata ¢ ® = 2,50000E - 01,

na iteragdo em que é satisfeito o critério de convergéncia em cada caso. Sem a utilizagdo da
técnica multigrid, constatou-se comportamento semelhante ao apresentado no Problema 1, ou
seja, existe discordancia entre incerteza e erro somente nas iteragdes iniciais, conforme a Fig.
3. Nesta figura também mostra-se o comportamento apresentado por outros estimadores de
erro de iteracdo disponiveis na literatura, estimador de Ferziger e Peric (1999) e estimador de
Roy e Blottner (2001). Todos os estimadores apresentaram resultados semelhantes. Apos
estas iteraces iniciais, as estimativas sdo cada vez mais acuradas.

Tabela 3. Resultados numéricos para A(Y%,%), Problema 2

Malha Método n b, E(4,) U(4,)
E(#,)
17 x17 Sem multigrid 397 2,49999E-01  9,80008E-08 1,00000E+00
33x33 Sem multigrid 1596 2,49999E-01  9,92262E-08 1,00002E+00
65x 65 Sem multigrid 6331 2,49999E-01  9,98782E-08 1,00135E+00
17 x17 Com multigrid 22 2,50000E-01  -5,34994E-08 1,71884E+00
33x33 Com multigrid 29 2,50000E-01  -7,68770E-08 2,77543E+00
65 x 65 Com multigrid 35 2,49999E-01  2,70002E-08 1,54320E+01

Com a utilizacdo da técnica multigrid, observou-se que o erro de iteracdo ndo apresenta
comportamento monoténico. Como resultado, o estimador empirico torna-se ineficiente em
qualquer iteracdo, apresentando acuracia baixa e ndo sendo confiavel. Isso pode ser visto na
Fig. 4. Também pode-se notar nesta figura o comportamento apresentado pelos demais
estimadores. Todos sdo inadequados quando se usa a técnica multigrid.

Pode-se notar na Tabela 4, que a razdo de convergéncia () e a ordem aparente (pu)

variam com o numero de nos da malha. Para a malha mais fina (65 x 65) existe uma pequena
diferenca entre a razio de convergéncia de A(%%,%5) e A, , provavelmente devido ao efeito

dos erros de arredondamento. Apesar de que segundo Roache (1998), diferentes variaveis
envolvidas em um mesmo processo iterativo podem apresentar diferentes taxas de
convergéncia.
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Tabela 4. Razéo de convergéncia (i) e ordem aparente (py) para o Problema 2

Malha Variavel 4 Pu

17 x17 A5 1,03956 0,01685
17 x17 A, 1,03956 0,01685
33x 33 A% '%) 1,00970 0,00419
33x 33 A, 1,00970 0,00419
65 x 65 A, '%) 1,00241 0,00104
65 x 65 An 1,00238 0,00103

4.3 Equacoes de Navier-Stokes Bidimensionais

O Problema 3 consiste no escoamento bidimensional, em regime permanente, de um
fluido incompressivel dentro de uma cavidade quadrada, de lado unitario, cuja tampa se
movimenta, fazendo o fluido em seu interior escoar. Este problema é modelado pelas
equacOes de Navier-Stokes e descrito na secdo 2 do trabalho de Shih et al. (1989). O modelo
matematico envolve as equacgdes de conservacdo da massa, e da quantidade de movimento
linear nas direcBes x e y, com viscosidade e massa especifica constantes. Acrescenta-se um
termo fonte com o intuito de obter-se uma solugdo analitica do problema para suas trés
incdgnitas: duas componentes de velocidade (u,v) e a pressdo (p). A solucdo analitica deste
problema é dada por Shih et al. (1989).

A solucdo numérica deste problema é obtida através do método de volumes finitos
(Maliska, 1995), com aproximacdes numéricas de 2* ordem através de diferenca central,
malha uniforme e arranjo co-localizado de variaveis. Para resolver os sistemas de equacdes
resultantes da discretizagdo do modelo matematico utilizou-se o método iterativo MSI
(Schneider & Zedan, 1981). Neste caso existe erro de discretizacdo. Portanto, para analise dos
erros de iteracdo ndo sdo consideradas as solucGes analiticas. Considera-se, entdo, a solugéo
iterativa “exata” no limite do “erro de maquina”, ou seja, a solugdo numérica obtida ao longo
do processo iterativo quando ndo se tem mais erros de iteracdo, restando apenas 0s erros de
arredondamento.

Para analise do desempenho do estimador empirico foram consideradas quatro variaveis
de interesse: os resultados numéricos de u, v e p no centro do dominio, isto €, u(¥%,%),

V%, %), p(%.,%); e o fluxo de massa que circula na cavidade (). As solucdes numéricas
foram obtidas para malhas com 16x16, 32x32 e 64x64 volumes de controle. Analogamente
aos Problemas 1 e 2, para todas as malhas e cada variavel de interesse, foram analisados o
erro de iteracdo (E), a estimativa do erro de iteracdo (U), a razdo de convergéncia (v), a
ordem aparente (py) e a efetividade () . Na Tabela 5 apresenta-se o numero de iteragGes (n)
que foi necessario para satisfazer o critério de convergéncia adotado: queda minima de sete
ordens de grandeza na magnitude do residuo (R™*) adimensionalizado das equagdes
discretizadas (Kim et al., 1998).

Na Tabela 5, pode-se notar que em todas as malhas consideradas, para as variaveis
u(%,%) e p(¥%, %), o estimador empirico apresentou resultados confiéveis, isto &, 6 >1, e



acurados ao final do processo iterativo. Na Fig. 5 mostra-se o comportamento obtido para o
erro numeérico e para a incerteza do fluxo de massa que circula na cavidade («) e malha

64x64 volumes de controle. Para as demais variaveis e casos 0 comportamento € semelhante.
Observa-se na Tabela 6 que para este problema a razdo de convergéncia () e a ordem

aparente (py) variam com o nimero de volumes da malha, o que também ocorreu nos

Problemas 1 e 2.

Tabela 5. Resultados numéricos para u(%,%) e p(¥%,%), Problema 3

Variavel Malha n P, E. U(4,)
En
u 16x16 728 -2,43644E-01  -9,36800E-11  1,00418E+00
u 32x32 1171 -2,48363E-01 -1,11803E-09  1,00027E+00
u 64x64 2160  -2,49587E-01 -2,18090E-10  1,04103E+00
p 16x16 728 1,54559E+00 -7,18439E-10  1,01397E+00
p 32x32 1171  1,54543E+00  2,13074E-09 1,02625E+00
p 64x64 2160  1,54533E+00  1,08271E-09 1,09693E+00
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Figura 5 — Erro (E) e incerteza (U) para u, Problema 3, malha 64x64 .



Tabela 6. Raz&o de convergéncia () e ordem aparente (py) para o problema 3

Malha Variavel 4 Pu

16x16 u( %) 1,03612E+00 1,54100E-02
16x16 V(% ,%4) 1,01655E+00 7,13009E-03
16x16 p(%,%4) 1,01580E+00 6,80914E-03
16x16 Yz, 1,01439E+00 6,20720E-03
32x32 u(%,%4) 1,00881E+00 3,81185E-03
32x32 V(%4 %) 1,00948E+00 4,09874E-03
32x32 p(%,%4) 1,00928E+00 4,01360E-03
32x32 u 1,00881E+00 3,81259E-03
64 x 64 u( %) 1,00459E+00 1,98928E-03
64 x 64 V(% %) 1,00505E+00 2,18967E-03
64 x 64 p(% .4 1,00446E+00 1,93694E-03
64 x 64 Yz, 1,00460E+00 1,99342E-03

5. CONCLUSAO

Analisou-se o desempenho do estimador empirico para prever o erro de iteracdo em
simula¢fes numéricas, onde o erro de iteracdo foi definido como a diferenca entre a solugao
numérica exata do sistema de equacdes e a solu¢cdo numérica em uma determinada iteracao.
Este estimador fornece uma estimativa do erro de iteragdo com base na taxa de convergéncia
da variavel de interesse, conforme a teoria apresentada.

Através da razdo entre incerteza e erro, analisou-se 0 desempenho do estimador empirico
qguanto a sua acuracia e confiabilidade. Nos testes com a equacdo de Poisson, Problema 1,
verificou-se dois tipos de comportamento. Nas iteracdes iniciais, no maximo 13% do nimero
total de iteracOes, as estimativas de erro (incertezas) sdo inacuradas e sem confiabilidade.
Ap0ds estas iteracdes iniciais, as estimativas sdo cada vez mais acuradas.

Nos testes realizados com a equacao de Laplace, Problema 2, sem a utilizacdo da técnica
multigrid constatou-se comportamento semelhante ao obtido no Problema 1, ou seja, existe
discordancia entre incerteza e erro somente nas iteracdes iniciais. No entanto, nestes testes as
iterac@es iniciais correspondem a, no maximo, 9% do numero total de iterac6es. Para 0s testes
envolvendo a aplicacdo da técnica multigrid o estimador empirico ndo se mostrou eficiente
pois apresentou acuracia baixa e resultados pouco confiaveis.

Ao se analisar o comportamento do erro de iteracdo envolvido na solugcdo numérica das
equacOes de Navier-Stokes, Problema 3, constatou-se que o proprio erro de iteracdo
apresentou oscilagfes nas iteracdes iniciais, além da incerteza. 1sso ndo havia ocorrido nos
dois problemas anteriores. Quanto a eficiéncia do estimador de erro, obteve-se resultados
semelhantes aos Problemas 1 e 2, embora, no Problema 3, as iteragdes iniciais correspondem
a no maximo 17 % do nimero total de iteragdes envolvidas no célculo.

De maneira geral, nos testes numéricos realizados o desempenho do estimador empirico
pode ser dividido em trés intervalos: (1) nas iteracdes iniciais a acuracia € baixa, em geral; (2)



quando o namero de iteracBes é muito elevado, os erros de arredondamento afetam a acuracia,
gue mesmo assim é boa; e (3) no intervalo entre esses dois extremos, a acuracia tende a ser
grande a medida que se aumenta 0 numero de iteragdes. Nao se recomenda usar o estimador
empirico em processos iterativos que empreguem métodos multigrid. Isso se deve a
constatacdo que o erro de iteragcdo ndo apresenta comportamento monotdnico. Constatou-se
que existe equivaléncia entre o estimador empirico e alguns estimadores de erro de iteracao
disponiveis na literatura: estimador de Ferziger e Peric (1999) e estimador de Roy e Blottner
(2001).
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