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Resumo: O objetivo deste trabalho é estender o uso da multiextrapolacdo de Richardson (MER) a
campos de problemas 1 e 2D. Sdo testados o método CRE (Completed Richardson Extrapolation),
encontrado na literatura, e o FRE (Full Richardson Extrapolation), desenvolvido neste trabalho,
ambos baseados em pés-processamento. Sdo resolvidas por diferencas finitas as equagoes de Poisson,
advecgdo-difusdo, Laplace e Burgers, com aproximacoes de 14 2% e 4° ordens de acurdcia; e até 9
extrapolagoes. Verificou-se que: os métodos CRE e FRE reduzem o erro de discretizagcdo de solucoes
numéricas em todos os nos da malha; para Poisson 1D, o método FRE eleva a ordem de acurdcia até
20; o método FRE reduz mais o erro das equacoes 1D de Poisson e adveccdo-difusdo, e 2D de
Laplace; e o método CRE reduz mais o erro de discretizacdo das equagoes 1D e 2D de Burgers.

Palavras-chave: erro de discretizacdo, ordem de acurdcia, extrapola¢do de Richardson, esquemas de
alta ordem, diferencas finitas.

1 INTRODUCAO

Uma solugdo numérica ideal deve ter erro numérico nulo, ou seja, deve resultar na solugdo
analitica. Portanto, estudar técnicas que sejam eficientes na redugdo do erro numérico ou de suas
fontes é importante para que seja possivel medir adequadamente o erro de modelagem, isto é, o erro de
um modelo matematico usado para representar um fendmeno fisico real.

Por isso, para reduzir o erro numérico causado por erros de discretizagdo foi empregada a técnica
de extrapolacdo, conhecida por extrapolacdo de Richardson [4], que segundo [3] traz as seguintes
vantagens: (a) € um pods-processamento simples, pois ndo interfere na obtengcdo da solugdo numérica
em uma dada malha; (b) seu custo computacional € muito baixo em termos de memdria e tempo de
CPU; (c) pode ser aplicada a cddigos computacionais ja existentes ou a resultados ja obtidos; e (d)
aplica-se a diversos métodos numéricos, aproximagdes numéricas e varidveis de interesse.

Assim, para reduzir o erro de discretizagdo em varias malhas com 4 diferentes empregou-se a
multiextrapolacdo de Richardson e para reduzir o erro de discretizacdo em todos os pontos de cada
malha adaptou-se a multiextrapolagdo de Richardson para campos.

2 MODELOS MATEMATICOS

Os modelos matematicos unidimensionais (1D) usados nos testes dos métodos CRE e FRE sao as
equacdes de Poisson, advecgdo-difusdo e Burgers [7], expressas respectivamente por
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onde u representa a varidvel dependente; x € a coordenada espacial; Pe € o nimero de Peclet; Re é o
nimero de Reynolds; e os termos fontes sdo S| = -mlsen(mx) e S, = e'[Re(e-1)-e+11/(e-1)*. As
condigdes de contorno, do tipo Dirichlet, sdo: u(0)=u(l) =0 para Poisson; ¢ u(0)=0 e u(l)=1
para advecgdo-difusdo e Burgers. A solug¢do analitica da equacdo de Poisson é u =sen(7x); e

u=(e” —1)/(e" —1) para as equacdes de advecgio-difusio (b = Pe) e Burgers (b = Re).
O primeiro modelo matemadtico bidimensional (2D) é a equacdo de Laplace, expressa por
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onde y € a 2* coordenada espacial. As condi¢des de contorno e as solugdes analiticas sdo dadas em [3].
As equagdes de Burgers sdo o segundo modelo matematico. Elas podem ser expressas por
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onde v representa a segunda varidvel dependente; p € a pressdo, conhecida analiticamente; e S € um
termo fonte. As varidveis p e S, as condi¢Ges de contorno e as solucdes analiticas sdo dadas em [6].

3 MODELOS NUMERICOS

A solucdo numérica sem extrapolacdo foi obtida pelo método de diferencas finitas [7] e a
discretizacado foi realizada em malhas estruturadas e uniformes. Para Poisson 1D foram consideradas
as aproximacgdes CDS-2 e CDS-4 (Central Differencing Scheme). Para advecgao-difusdo 1D e Burgers
2D empregou-se duas formas de discretizacdo: a primeira com UDS-1 (Upstream Differencing
Scheme) para os termos advectivos e CDS-2 para os termos difusivos e a segunda com CDS-2 para
ambos os termos. Para Burgers 1D e Laplace 2D a discretizacio foi realizada com CDS-2/CDS-2. O
solver utilizado para problemas 1D foi o TDMA (TriDiagonal Matrix Algorithm) e para 2D foi o
MSI (Modified Strongly Implicif) com o acelerador de convergéncia multigrid [8]. Os programas
foram implementados em linguagem FORTRAN 95, versdo Intel 11.1.065, e precisdao quadrupla.

A solucdo numérica extrapolada foi obtida por meio da extrapolagdo completa pelos métodos
CRE desenvolvido por [5] e FRE desenvolvido por [1]. Pelo método FRE 1D, em cada né da malha
fina que coincide com um né da malha grossa, calcula-se a correcdo de Richardson (C) por meio de
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onde P € a posicdo espacial do né na malha; p,, representa as ordens verdadeiras [3] do erro de
discretizagdo; g = [1,G], onde g = 1 € a malha mais grossa, e g = G é a malha mais fina; % € a distincia
entre dois nds consecutivos; r = hy.; / h, € a razdo de refino; e m € o niimero de extrapolagdes.

Para os n6s da malha fina que nao tem correspondente na malha grossa, a corre¢do de Richardson
(C) é calculada por meio de

Cr,=Cry+ k;’P(C;E -C") (5)

onde os nés W e E estdo respectivamente a esquerda e a direita do né P, cujas correcdes de Richardson
(O) sdo calculadas com a Equacdo (4); e o fator de ponderagao (k) ¢ dado por
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Finalmente, para todos os nés da malha fina, a solu¢do extrapolada € obtida através de
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4 RESULTADOS
As varidveis de interesse secunddrias sdo dadas respectivamente por [2]
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onde L1 é a média da norma um, L2 é a média da norma dois e Loo € a norma infinito do erro.
O erro de discretizag@o da solu¢cdo numérica em cada né i é definido por
E~ = u flntllffica - u (Lumérica (9)
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Para analisar a eficiéncia dos métodos CRE e FRE na redugao do erro de discretizacdo em todos
os nds de uma malha, foi empregado o conceito de ordem efetiva para MER, calculada por [3]
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onde g = [2,G] e m = [1,g-1]. A seguir, s@o apresentados nas Figuras 1 a 4 apenas resultados de L1,
pois os resultados de L2 e Loo sdo qualitativamente andlogos [1].
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Figura 1: Resultados da equacao de Poisson 1D
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Figura 3: Resultados da equacdo de Laplace 2D
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Figura 4: Resultados das equacdes de Burgers 2D
5 CONCLUSAO

Entre os problemas fisicos apresentados neste trabalho destacou-se a condugdo de calor,
representada pela equagdo de Poisson, onde multiextrapolacdes aplicadas com FRE foram
extremamente eficientes em reduzir o erro de discretizacio de todos os nds da malha. Pois, a aplicagdo
de FRE nos erros obtidos pela diferenca entre as solucdes analitica e numérica, sendo esta calculada
tanto pelo esquema de segunda ordem quanto pelo esquema de quarta ordem de acurédcia, aumentou
em 16 unidades a ordem do respectivo esquema numérico empregando sete extrapolagdes.



Para as equagdes de adveccao-difusdo, Laplace e Burgers 1D e 2D, multiextrapolag¢des aplicadas
com ambos os métodos, CRE e FRE, reduziram o erro de discretizagdo de todos os nés da malha.
Quando a discretizacdo dessas equagdes era realizada com o esquema numérico CDS-2 para ambos os
termos, difusivos e advectivos, a ordem do esquema numérico aumentou em 2 unidades para m = 1.

Para as equagdes de advecgdo-difusdao e Burgers 2D, multiextrapolagdes aplicadas com ambos os
métodos, CRE e FRE, reduziram o erro de discretizacdo de todos os ndés da malha. Quando a
discretizagdo dessas equagdes era realizada com o esquema numérico UDS-1 para os termos
advectivos e CDS-2 para os termos difusivos, a ordem do esquema numérico aumentou em 2 unidades
para m=>2.

Nos problemas modelados pelas equacdes de Poisson, adveccado-difusdo e Laplace, o método
FRE reduziu mais o erro de discretizagdo de campos do que o método CRE. Porém, nos problemas
modelados por Burgers 1D e 2D, CRE apresentou os menores erros numéricos. No entanto, as ordens
dos esquemas numéricos das equacdes de Burgers 1D, com CDS-2/CDS-2, e Burgers 2D, em ambas
as discretizacdes, UDS-1/CDS-2 e CDS-2/CDS-2, apresentadas para ambos os métodos, aumentaram
em 2 unidades.
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